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Introduccion: el mentiroso, una

paradoja no resuelta

El objetivo del presente trabajo es el estudio de la paradoja del mentiroso
y afines. Quiza por ser una paradoja ya conocida en la antigua Grecia —una
version de la paradoja se atribuye a Epiménides’ y otra a Eubilides*—, sencilla
de formular y, al mismo tiempo, resistente a una solucién satisfactoria, se ha
convertido en la mas famosa de las paradojas de autorreferencia.

Fue Bertrand Russell, en el contexto de los intentos de formalizacion de la
matematica de finales del siglo XIX y comienzos del XX, quien puso de mani-
fiesto que diversas paradojas revelaban fallos bésicos en principios aparentemente
indiscutibles. Como sefiala Ferreirds (1999, p. 307), hasta entonces, aunque eran
conocidas bastantes, no se consideraban un peligro serio para la formalizaciéon de
las matematicas. Hacia 1900, a pesar de que las paradojas del mayor cardinal y
del mayor ordinal habian sembrado dudas sobre los fundamentos de la teoria de
conjuntos, predominaba la idea de que el origen de los problemas estaba en las
sofisticadas nociones de la teoria de conjuntos transfinitos y, por tanto, se pensaba
que una revision técnica de estas nociones permitiria solucionarlos.

La paradoja de Russell cambié la situacion dado que no empleaba complejas

nociones de la teoria de conjuntos de Cantor. Se basaba en nociones muy simples

Vidente cretense del siglo VI a. C., autor de escritos religiosos y poéticos. Se le atribuye la
afirmacion “todos los cretenses son mentirosos”. Es interesante observar que el que esta afirma-
cién sea o no paradojica depende de hechos empiricos. Concretamente si algiin cretense no es
mentiroso, la afirmacion es simplemente falsa.

2Filosofo megérico (siglo IV a. C.) nacido en Mileto. Su versién de la paradoja toma la forma:
“un hombre dice que est4 mintiendo, jes cierto lo que dice o falso?”

11



1. INTRODUCCION: EL MENTIROSO, UNA PARADOJA NO RESUELTA

(conjunto, relacion de pertenencia, negacion y todo). Como es bien sabido, en una
carta que Russell escribio en 1902 a Frege, le indico que su paradoja suponia “una
dificultad” en el sistema axiomatico con el que el l6gico aleman pretendia funda-
mentar la aritmética. La reaccion de Frege no dejo lugar a dudas, la paradoja era
importante, no solo porque mostraba la inconsistencia de los fundamentos de su
aritmética sino porque incluso “los tinicos fundamentos posibles de la aritmética,
parecen desvanecerse”? La mala fortuna quiso que Frege conociera la inconsis-
tencia de su fundamentacion de la aritmética justo cuando el segundo volumen
de su Grundgesetze der Arithmetik (Las leyes basicas de la aritmética) estaba en
prensa. No obstante, tuvo tiempo para anadir un apéndice a su obra discutiendo
el descubrimiento de Russell. En este apéndice se aprecian dudas que afectan al

programa logicista en su conjunto.

Las reacciones a la nueva situacién planteada por la paradoja de Russell fue-
ron diversas. El propio Russell al constatar que tanto esa paradoja como otras
paradojas de autorreferencia no estaban relacionadas con las ideas de nimero y
cantidad lleg6 a la conclusion de que lo que habia que revisar no eran esas ideas si-
no la propia légica en sus aspectos mas basicos? Tal vez por esta estrecha relacion
entre las paradojas de autorreferencia y principios logicos considerados de sentido
comun, Russell preferia el término contradicciones para referirse a las paradojas.
Sin embargo, esto no significa que pensara que no tenian solucioén. De hecho no se
desanimo6 en su defensa del logicismo e ide6 la teoria de los tipos para solucionar

las contradicciones.

Un término probablemente més adecuado que el de contradiccion esantinomia.
Aunque, con seguridad, habra diferentes interpretaciones del mismo, lo podriamos
caracterizar como el resultado de llegar a dos conclusiones mutuamente contradic-
torias, partiendo de premisas aparentemente verdaderas y mediante razonamientos
logicos de apariencia impecable. Este término ha sido usado por Poincaré, Zermelo

y Fraenkel.

El término méas utilizado en la actualidad es el de paradoja. Si hubiera que
senalar una diferencia con antinomia habria que decir que en la paradoja se pone

mas énfasis en que la correccion del argumento que lleva a contradiccion es solo

3Tomado de un extracto de la carta de Frege a Russell del 22 de junio de 1902, citado en
Garciadiego (1992b, p. 157).
“Veéase por ejemplo, Whitehead y Russell (1927, p. 60).

12 (© SERAFIN BENITO



1. INTRODUCCION: EL MENTIROSO, UNA PARADOJA NO RESUELTA

aparente, aunque no se haya descubierto qué es lo que realmente falla para llegar
a dicha contradiccion.
En Principia Mathematica (en adelante, PM), Whitehead y Russell exponen

siete contradicciones que conviene senalar brevemente.

= Del mentiroso: Alguien dice “estoy mintiendo”, ;es cierto lo que dice o falso?
Quizés, la forma mas frecuente de presentar actualmente el problema de esta
paradoja es la siguiente: llamemos oracion del mentiroso a “esta oraciéon es
falsa”, jes falsa o no es falsa la oraciéon del mentiroso? Parece indudable que

o bien es falsa o bien no lo es, pero cualquier posibilidad lleva a la contraria.

= De Russell: Sea w la clase de todas las clases que no son miembros de
si mismas. ;(Es w miembro de si misma? Como en la paradoja anterior,

cualquier posible respuesta conduce a una contradiccion.

= Sea T la relaciéon entre dos relaciones R y S que se da cuando R no tiene la
relacion R con S. jTiene T la relacion T con 17 Cualquier posible respuesta

conduce a una contradiccioén.

= De de Burali-Forti. Se sabe que toda serie bien ordenada (como es el caso de
la serie de todos los ordinales) tiene un nimero ordinal y que el ordinal de
una serie de niimeros ordinales es una unidad mayor que el mayor ordinal de
la serie. ;Cuél es el ordinal de la serie de todos los ordinales? Si lo llamamos
2, la serie de todos los ordinales, que incluira €2, tendra, como minimo,
el niumero ordinal €2 4+ 1, luego €2 no es el ordinal de la serie de todos los

ordinales.

= De Berry. “The least integer not nameable in fewer than nineteen syllables”,
es decir, el menor entero que no se puede nombrar, en inglés, con menos
de diecinueve silabas. ;Existe? Por un lado, parece obvio que de todos los
nimeros que no se pueden nombrar en inglés con menos de diecinueve silabas
habra uno que sera el menor. Por otro, la frase entrecomillada muestra que
dicho niimero se puede nombrar en inglés con dieciocho silabas, lo cual es

una contradiccion.

= Del menor ordinal indefinible. ;Existe? Se sabe que el ntimero de posibles
definiciones es menor que el ntimero de ordinales transfinitos por lo que

hay ordinales indefinibles. Puesto que los ordinales forman una serie bien

© SERAFIN BENITO 13



1. INTRODUCCION: EL MENTIROSO, UNA PARADOJA NO RESUELTA

ordenada, debe haber un ordinal indefinible que sea el menor. Sin embargo,

es definible mediante la expresion “el menor ordinal indefinible”.

» Paradoja de Richard. Sea E la clase de todos los ntimeros decimales que
pueden ser definidos mediante un nimero finito de palabras. E es numerable
porque el conjunto de series finitas de palabras lo es. Sea /N el nimero cuya
enésima cifra es (p+ 1) madd 10, siendo p la enésima cifra del enésimo niimero
de E. ;Pertenece N a E7 No, porque al menos se diferencia en una cifra de
cualquier ntimero de E.% Si porque N ha sido definido mediante un nimero
finito de palabras.

Todas estas paradojas, segin Russell, proceden de la violacion de lo que denomin6
el principio del circulo vicioso: lo que conlleva la totalidad de una coleccion no
debe ser un miembro de la coleccion o ninguna totalidad puede contener miembros
solamente definibles en términos de si misma Como consecuencia, el argumento
de una funcién no puede involucrar la propia funciéon® lo cual conduce a una
jerarquia de funciones y proposiciones. Esa jerarquia tiene su desarrollo formal en
la teoria de los tipos (ramificada).

De acuerdo con la teoria de los tipos, la paradoja del mentiroso se explica
del siguiente modo. “Estoy mintiendo” supone que “hay una proposicionp tal que
afirmo p y p es falsa”. Pero si p es una proposicién de orden n, una proposiciéon en
la que p aparezca como variable aparente es de orden mayor quen. Por tanto, p
no puede ser igual a “hay una proposicion p tal que afirmo p y p es falsa”. De esta
forma desaparece la autorreferencia y, con ella, la contradiccion.

Independientemente de las criticas que se pueden hacer a la solucion de Russell
a las paradojas, hay que reconocerle valiosos méritos. No solamente ofrece una
solucion formal, la teoria de los tipos, sino también un fundamento filosofico: el
principio del circulo vicioso. Ademas es el primer intento serio de solucionar un
grupo importante de paradojas, con la virtud de que una misma teoria se aplica a
la solucion de paradojas que més tarde han sido clasificadas en distintos grupos.

La clasificacion mas conocida de las paradojas de las que estamos tratando se
debe a Ramsey (1925):

SRealmente esto no es suficiente pues, por ejemplo, 0,4 = 0,3999... aunque sus cifras no son
iguales. Hay varias alternativas para que la diferencia en una cifra garantice que los ntimeros
son diferentes; por ejemplo, tomar (p + 2) mdd 10 como enésima cifra del namero N.

6Si una expresién que denota un valor involucra la propia funcién, involucra la totalidad de
sus argumentos y, por el principio del circulo vicioso, no debe formar parte de esa totalidad, es
decir, no debe ser argumento de la funcion.

14 © SERAFIN BENITO



1. INTRODUCCION: EL MENTIROSO, UNA PARADOJA NO RESUELTA

= Contradicciones logicas. Las de Russell, Burali-Forti y la de la relacionT’
entre dos relaciones, expuesta anteriormente. Solo precisan términos logicos
o matemaéticos, como clase y numero. Estas paradojas también han recibido

el calificativo de sintacticas o conjuntistas.

= Contradicciones epistemologicas. Las del mentiroso, Berry, el menor ordinal
indefinible, Richard y la de Weyl” No son puramente logicas y pueden ser
debidas a ideas defectuosas respecto al pensamiento y al lenguaje. Actual-

mente se suelen denominar paradojas seménticas.

En cierto sentido, se puede decir que la paradoja del mentiroso es mas puramente
seméantica que las de Berry, Richard o el menor ordinal indefinible, ya que no se ve
afectada por conceptos matematicos como niimero u ordinal. Resulta pues un buen
prototipo para estudiar las paradojas semanticas. Consecuentemente, debe quedar
claro que centrarse en el estudio de la paradoja del mentiroso no supone buscar
una solucion exclusiva para esa paradoja. Lo deseable seria que una solucién a la
misma abriera las puertas a una soluciéon general de las paradojas semanticas e
incluso a una solucién general valida tanto para estas como para las conjuntistas.

Los dos autores mas influyentes en el estudio de la paradoja del mentiroso han
sido Tarski y Kripke.

Tarski se encuentra con la paradoja cuando afronta el problema de la defini-
cion de verdad Tarski (1933, 1969, 1999). Tras analizar los supuestos que conducen
a la contradiccion del mentiroso, llega a la conclusién de que una definicion de
verdad consistente solo es posible renunciando a utilizar para ello un lenguaje se-
manticamente universal o semanticamente cerrado® Consecuentemente, distingue
el lenguaje del que se habla (lenguaje objeto) y el lenguaje con el que hablamos
del primero (metalenguaje). La definicion de verdad que buscamos se expresa en
el metalenguaje y se refiere al lenguaje objeto.

Asi, si “X” es el nombre de una oracion del lenguaje objeto, las oraciones “X es
verdadera” y “X es falsa” perteneceran al metalenguaje con el que hablamos del

lenguaje objeto, pero no al propio lenguaje objeto.

"Normalmente llamada de Grelling: un adjetivo es heteroldgico si no se aplica a si mismo.
Es heterologico el adjetivo heterolégico?

8Un lenguaje que "contiene, ademés de sus expresiones, los nombres de dichas expresiones,
asi como los términos semanticos como el término "verdadero" para referirse a las oraciones de
este lenguaje", Tarski (1999, p. 14).

© SERAFIN BENITO 15



1. INTRODUCCION: EL MENTIROSO, UNA PARADOJA NO RESUELTA

La solucién, o méas bien disolucion, resultante para la antinomia del mentiroso
es sencilla. Si “I” denota una oracién de un lenguaje, la oracién “L es falsa” no
pertenece a ese lenguaje sino a su metalenguaje y, consiguientemente, la oracion
denotada por “L” no puede ser “L es falsa”.

La similitud con la solucién de Russell es clara, pues, en ambos casos, hay una
jerarquia que impide la autorreferencia.

No obstante las soluciones de Russell y Tarski comparten serios problemas que
las hacen insatisfactorias (véase el apartado 2.1, p. 21 y ss.).

Kripke (1975) muestra que el predicado ‘verdadero’ es expresable en un len-
guaje formal suficientemente rico como para expresar en él su propia sintaxis.
Para ello admite huecos de valor de verdad, es decir, oraciones que no son verda-
deras ni falsas ya que, de no ser asi, el teorema de Tarski de indefinibilidad de la
verdad lo haria imposible. Entre las oraciones que no son verdaderas ni falsas se
encuentran las parado6jicas. Una ventaja importante de la solucién sugerida por
Kripke es que, frente a la jerarquia de predicados ‘verdaderq’, ‘verdaderoy’...,
solo hay un predicado ‘verdadero’ lo que estd més en concordancia con el uso de
este predicado en el lenguaje natural. A pesar de ello, la solucién de Kripke, como
él mismo reconoce, no se libra de la necesidad de usar un metalenguaje que esta
por encima del lenguaje formal que él construye, lo cual supone que su lenguaje
formal no es verdaderamente universal. Y lo que es peor, como veremos (apartado
2.2, p. 28 y ss.) las paradojas reaparecen en ese metalenguaje.

Es por tanto facilmente entendible que, después de Kripke, las propuestas
de solucion de las paradojas semanticas hayan seguido apareciendo. Indiquemos
sucintamente algunas de las més destacables (incluidas algunas anteriores a la

propuesta de Kripke):

= La propuesta de van Fraassen (1970) esté basada en la teoria de las presu-
posiciones de Strawson que, a su vez, recoge una idea de Frege? Se entiende

que:

A presupone B ssi A es verdadero o falso solo cuando B sea verdadero

Para van Fraassen la oracion del mentiroso (“lo que ahora digo es falso”)

presupone una contradiccion, por lo que no es verdadera ni falsa.

9Frege (1984, p. 36).

16 © SERAFIN BENITO



1. INTRODUCCION: EL MENTIROSO, UNA PARADOJA NO RESUELTA

» Otra interesante propuesta, recogida en Martin (1970b), es la del propio
Martin (1970a). Se basa en que los predicados tienen rangos de aplicabilidad
(RA). Si a no pertenece al rango de aplicabilidad de F', entonces ni Fa
ni ~ F'a son semanticamente correctas, por lo que ninguna tiene valor de
verdad. Un ejemplo seria “la virtud es triangular”. En el caso de una oracién
autorreferencial, la determinacion de la correccion seméntica es algo més

complejo. En primer lugar, se establece:

[M] RA(verdadero) = RA(falso) = conjunto oraciones con valor de

verdad

Después, se establece la prueba de correccién semantica para las oraciones

autorreferenciales:

[SCA] Fa es semanticamente correcta si y solo si la referencia demos-

trativa del término sujeto de la oracion € RA(F')

Para poder afirmar que una oracién tiene valor de verdad es necesario, se-
gin Martin, que pase la prueba de correcciéon semantica. Pero la oracion
del mentiroso (“esta oracion es falsa”), que llamaré (L), no pasa la prueba.
Para ello, la referencia demostrativa de su término sujeto, también (L), de-
beria pertenecer a RA(falso). Pero, segin [M], para que (L) pertenezca a
RA(falso), (L) debe tener un valor de verdad. Surge asi lo que Martin de-
nomina un “regreso infinito” porque para que (L) pase la prueba debe tener

un valor de verdad, es decir, debe haber pasado previamente la prueba.

Asi pues, no hay manera de que la oracion del mentiroso pase la prueba, es
decir, se trata de una oracién semanticamente incorrecta, una oracién sin

valor de verdad.

= Para McGee y otros la nocion de verdad hereda la vaguedad de los predi-
cados no semanticos. “Juan es alto” puede no ser completamente cierto ni
completamente falso y, consiguientemente, lo mismo puede decirse de “‘Juan
es alto’ es verdadero”. Habria pues tres tipos de oraciones: claramente ver-
daderas, claramente falsas y las que no son una cosa ni otra. Por supuesto,

(L) perteneceria a este tercer tipo.
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= [rente a las propuestas anteriores que admiten oraciones que no son verda-

deras ni falsas, otros, como Graham Priest, han defendido solucionesincon-

sistentes en que las oraciones paradojicas son a la vez verdaderas y falsas.

Un tipo de propuesta que ha tenido considerable aceptacion en las tultimas
décadas se basa en considerar que la extension del término "verdadero", co-
mo la de "aqui" o "ahora", depende del contexto en que se emite la oracion
que lo contiene. Entre los defensores de propuestas de este tipo podemos
mencionar a Burge, Charles Parsons, Barwise y Etchemendy (1987) y Sim-
mons (1993).

Tomaré a Hansson (1978) como ejemplo de una interpretacion de las ora-
ciones (directa o indirectamente) autorreferenciales basada en ecuaciones.
Para él, interpretar una oracién es responder a la pregunta acerca de qué
proposicion satisface la condicion que la oracion establece. En el caso de
una oracion autorreferencial de la forma “esta oraciéon es P” la condicion que
establece es “x=P(x)”. Como en una ecuacién matemética puede haber una,
ninguna o varias soluciones. En el primer caso estamos ante una oracién no
paradojica, en el segundo ante una paradoja del tipo de (L), en el tercero
ante una del tipo de (TT).!9

Gupta, Herzberger y Belnap defienden una teoria de la revision de la ver-
dad. Un resumen informal y muy conciso de esta teoria tal como aparece en
el capitulo 4 de Gupta y Belnap (1993) es el siguiente. En primer lugar se
destaca que el comportamiento patolégico del concepto de verdad es analogo
al comportamiento de los conceptos que aparecen en definiciones circulares.
Por tanto, se centran en este tipo de definiciones para las cuales, igual que
para las que no son circulares, aceptan que la definicion fija completamen-
te el significado de lo definido. Sin embargo, generalmente, una definicién
circular no determina la extensiéon de lo definido. En cambio, si se puede de-
terminar esa extension una vez que hacemos una hipoétesis sobre la extension
de lo definido. De esta forma hipotética es como Gupta y Belnap entienden
el significado de una definicion circular. Esta no proporciona una extension
de lo definido pero si una regla de revision, una regla que, aplicada a una ex-

tension hipotética nos proporciona un mejor (o igualmente buen) candidato

L0¢(TT)” es el nombre de la oracion “esta oracion es verdadera” a la que podemos denominar
oracion del veraz (truth teller sentence en la terminologia anglosajona).

18

© SERAFIN BENITO
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para la extension de lo definido. Aplicando reiteradamente la regla de revi-
sién a todas las hipotesis posibles se tiene una secuencia de extensiones. En
las oraciones ordinarias, cualquiera que sea la hipdtesis inicial, la extension
de lo definido acaba siendo la misma; en las patologicas esto no sucede. Por
ejemplo la aplicacion reiterada de la regla de revision aL =4 L es falsa
darfa las series (T, F, T, F... "' y (F, T, F, T...) que no se estabilizan en

ningun valor; por tanto, L. es patologica.

» Skyrms (1970) llega a afirmar que el principio de la sustitucion de los idén-
ticos es incorrecto en el sentido de que al aplicarlo a premisas verdaderas no
garantiza conclusiones verdaderas.!? Para ello parte de la paradoja del men-
tiroso reforzado que él expresa mediante la identidad ‘@ =‘~ T'a”’. Ademas

considera que ‘~ T'a’ no es verdadero ni falso, por lo que es verdadero

~T ~Ta

De aqui, por el principio de la sustitucién de los idénticos, se obtendria

~ Ta

Luego, aplicado a una premisa verdadera, este principio nos ha llevado a una
conclusion que no es verdadera (ni falsa). Segin Skyrms, dicho principio
es valido en el sentido, débil, de que, aplicado a una premisa verdadera,
garantiza que la conclusion no serd falsa por lo que, si nos restringimos a
una logica bivalente, el principio funciona en el sentido fuerte. La explicacién
de que no funcione en el ejemplo anterior la basa en que el principio nos
lleva de una oracién no autorreferencial a una autorreferencial carente de

significado.

Después de tantos intentos, continta la sensacion de que la paradoja del mentiroso
(v las seméanticas en general) no esta satisfactoriamente resuelta. Da la impresion
de que, si hay quien recurre a aceptar oraciones verdaderas y falsas a la vez y
quien recurre a afirmar que el principio de la sustitucion de los idénticos aplicado a

premisas verdaderas no garantiza conclusiones verdaderas, la situacion es un tanto

M Aqui "T’ representa 'verdadero’ y 'F’, falso’.

12Por supuesto también es incorrecto en entrecomillados, en contextos modales y epistémicos,
pero el autor aclara que no se refiere aqui a estos casos.
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desesperada. A esa impresion pueden contribuir también las interpretaciones de
Tarski que afirman que el lenguaje natural es inconsistente u opiniones como la
de Herzberger acerca de que hay conceptos seméanticos que el lenguaje natural no
puede expresar.

Putnam (2000a) va més alla al afirmar que no habra una solucién a las parado-
jas en el sentido de “a point of view that simply makes all appearance of paradox

go away”.!3 Unas péaginas después lo corrobora con las siguientes palabras:

If you want to say something about the Liar, in the sense of being
able to finally answer the question “Is it meaningful or not? And if
it is meaningful, is it true or false? Does it express a proposition or
not? Does it have a truth value or not? And which one?” then you
will always fail. |...] the totality of our desires with respect to how
a truth predicate should behave in a semantically closed language, in
particular our desire to be able to say, without paradox, of an arbitrary
sentence in such a language that it is true, or that it is false, or that

it is neither true nor false, cannot be adequately satisfied!*

Sin embargo, las argumentaciones de Putnam no son una demostracion riguro-
sa de que paradojas como la del mentiroso no puedan resolverse. Si hubiera tal
demostracion el problema podria considerarse resuelto, aunque de un modo nega-
tivo. Como no es asi, tiene sentido seguir indagando sobre el problema buscando
aportaciones que puedan ser clarificadoras del mismo. En este trabajo pretendo
iniciar mis indagaciones partiendo de un anélisis de los problemas que aquejan a
las principales propuestas de solucion. Espero que este andlisis sirva para estable-
cer los requisitos que debe cumplir una solucién satisfactoria, las pruebas que debe
superar y que no superan otras soluciones. Posteriormente, intentaré caracterizar
el problema con la ayuda de lenguajes formales y formular algunas propuestas

positivas que superen los requisitos antes mencionados.

13Putnam (2000a, p. 6).
17hid. p. 14.
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Principales propuestas de solucion y

sus problemas

2.1. Soluciones jerarquicas de Russell y Tarski

La primera version de la teoria de los tipos la expone Russell en el apéndice
B de su obra de 1903 The principles of mathematics Se basa en dos postulados:
1°/ toda funcion proposicional tiene un rango de significado, es decir el rango al
que deben pertenecer los argumentos para que la funcién tenga un valor; 2/ un
tipo es el rango de significado de una funcién proposicional. A partir de aqui se
genera una jerarquia de tipos que comienza por los individuos (objetos que no son
rangos) y contintia con las clases de individuos, las clases de clases de individuos,
etc. Esta es, de modo muy sucinto, la que después se ha denominado teoria simple

de los tipos.

La teoria simple resuelve la paradoja de Russell pero tiene problemas con
otras como la del mentiroso. La funciéon proposicional “p es verdadero” tiene,
en principio, como rango de significado todas la proposiciones, por lo que todas
las proposiciones pertenecerian al mismo tipo. Sin embargo, dadas una funcién
proposicional cuyos argumentos son individuos y otra cuyos argumentos son clases
de individuos, las proposiciones que se obtienen al sustituir los argumentos por

valores, perteneceran a tipos distintos.

En PM, se solucionan algunas dificultades de la teoria simple de tipos mediante
la aplicacion del principio del circulo vicioso. Aplicado a funciones proposicionales,

puede expresarse diciendo que los valores de cualquier funciéon proposicional que
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tenga una variable ligada estan excluidos del d&mbito de valores posibles de esa
variable. Por ejemplo, “(x) fx” no puede ser argumento de la funcion f. Todo esto
conduce a una jerarquia de significados de las palabras “verdadero” y “falso” que
asi, sin mas, son ambiguas. El razonamiento' se basa en: 1°/ dada una funcion
proposicional hay siempre una proposicion (verdadera o falsa) que afirma todos sus
valores; 2°/ teniendo en cuenta tanto el punto 1°/ como que todas las proposiciones
no son falsas, si “p es falsa” fuese una funcion proposicional, podriamos decir que
“(p) p es falsa” es una proposicion falsa; 3/ pero, por el principio del circulo vicioso
no es posible decir “{(p) p es falsa} es falsa”; £/ por eso, dicho principio nos lleva a
la conclusion de que “p es falsa” no es una funcién proposicional: “the word “false”
really has different meanings, appropriate to propositions of different kinds™ Si a
la proposicion fa, obtenida de la funcion fz, le es aplicable el predicado verdadera
de orden 1, a “(x) fx” no le sera aplicable, por el principio del circulo vicioso, pero

si podremos decir que es verdadera o falsa de orden 2.

Mas adelante, Russell y Whitehead desarrollan una jerarquia de funciones
proposicionales (y proposiciones) en distintos drdenes. El principio del circulo
vicioso nos lleva a ella. En una funcion de primer orden sus variables, libres o
ligadas, corresponden a individuos. Una funcion es de ordenn + 1 si alguna de
sus variables, libre o ligada, es una funcién de ordenn y ninguna de orden mayor
que n. Como, por otra parte, el tipo de una funcién viene determinado por el
tipo de sus argumentos, se puede considerar que dentro de cada tipo hay diversos
6rdenes.? De ahi que a esta forma, méas compleja, de la teoria de los tipos, se la

haya denominado teoria ramificada de los tipos.

Los comentarios a la teoria de los tipos han sido numerosos. El que més una-
nimidad suscita es la critica de que es demasiado restrictiva: no solamente evita
las peligrosas paradojas sino también otras partes de las matematicas inocuas vy,
a veces, importantes como la prueba de la infinitud de los nimeros naturales o la

definicion de un ntmero real mediante las cortaduras de Dedekind.

Los propios autores de PM reconocen que:

'Vease el apartado III, capitulo II de la Introduccién a PM.

2Tbid., p. 42.

3Una funcién de orden n + k en la que k es el mayor orden de sus argumentos, se dice que es
de orden n, relativo al de sus argumentos. Asi entre las funciones con los mismos argumentos se
distinguen distintos 6rdenes.
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It is possible that the use of the vicious-circle principle, as embodied

in the above hierarchy of types, is more drastic than it need bé

La solucion de Russell para este problema consiste en introducir el axioma de
reducibilidad, por el que, dada una funcién cualquiera siempre hay una funcion
predicativa® formalmente equivalente.

Las criticas al axioma de reducibilidad se pueden calificar de abrumadoras. De
acuerdo con Ferreirds (1999, p. 349), ha sido considerado inaceptable por Weyl,
Wittgenstein, Hilbert, Ramsey, Gédel, Waismann y Quine. El mismo Russell se
sentia incomodo con la introduccion del axioma. Dos de las principales razones
en contra de ¢l son las siguientes. En primer lugar, echa por tierra la pretensiones
logicistas de PM pues, como senial6 Ramsey, ese axioma es “a genuine proposition,
whose truth or falsity is a matter of brute fact, not of logic”® De otra parte, al
ser reducible cualquier funcién a una funcién de orden 1, la distincién de 6rdenes
dentro de cada tipo resulta superflua lo que, en buena medida, convierte también
en superfluo el principio del circulo vicioso del que deriva.

Entre otras criticas sufridas por la teoria de los tipos de PM, merece destacarse

que el sistema no se libra realmente de la autorreferencia. Como ejemplo,

hay que asegurar una afirmacién como «todas las variables cuantifi-
cadas de nivel n tienen como recorrido las propiedades de nivel n», lo
cual no es otra cosa que una afirmaciéon general sobre las propiedades
de todos los niveles bajo la cual cae la propia afirmacion’

Diversos logicos intentaron elaborar nuevas versiones de la teoria de los tipos
que mejorasen la version de PM. Para Ramsey era fundamental la distincion
entre paradojas logicas y epistemoldgicas. Las primeras se resolvian mediante
el principio de que una funciéon proposicional no puede ser, significativamente,
argumento de si misma. Con otras palabras, se resuelven mediante la teoria simple
de tipos. Las segundas, al no ser puramente logicas, deben explicarse en funcién
de ideas erroneas respecto al pensamiento y al lenguaje. ;Coémo, si no, entender
que el axioma de reducibilidad no reproduzca las paradojas al evitar la distincion

entre funciones elementales (predicativas en PM) y no elementales?

4Whitehead y Russell (1927, p. 60).

®Una funcion es predicativa si es de orden 1 (relativo al de sus argumentos).
6Ramsey (1925, pp. 174-5).

"Lorenzo (1998, p. 165).
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This is not, however, the case, owing to the peculiar nature of the
contradictions in question; for, as pointed out above, this second set of
contradictions are not purely mathematical, but all involve the ideas of
thought or meaning, in connection of which equivalent functions |...]
are not interchangeable; for instance, one can be meant by a certain
word or symbol, but not the other, and one can be definable, and not
the other.®

La idea de que la teoria simple de tipos era suficiente para evitar las paradojas en
un sistema logico fue ampliamente aceptada.

En cuanto a las paradojas semanticas es fundamental destacar el estudio de
Tarski del concepto de verdad en los lenguajes formalizados, que le permiti6 pro-
poner una solucion a dichas paradojas.

Tarski se plantea el problema de encontrar una definiciéon satisfactoria de ver-
dad, es decir, que sea materialmente adecuada y formalmente correcta. Una defi-

nicion de la verdad serd materialmente adecuada cuando todas las equivalencias
de la forma [T1:

[T] X es verdadera si y solo si p

se sigan de ella. Se entiende que para convertir el esquema|T] en una equivalencia
concreta, “p” debe ser sustituido por una oraciéon y “X” por el nombre de esa
oracion.

El problema de la correcciéon formal consiste, esencialmente, en describir la
estructura formal del lenguaje en el que daremos la definicién. Para descubrir las
condiciones que ha de cumplir un lenguaje en el que establecer una definicion de
verdad, Tarski analiza la antinomia del mentiroso. El anélisis se puede resumir del
siguiente modo: sea “L” el nombre de la oracion “L es falsa”; de la aplicacion del

esquema [T] resulta la contradiccion
L es verdadera si y solo si L es falsa

Es pues claro que el lenguaje nos conducira a esta contradiccion si permite cons-
truir una oraciéon L que afirme su propia falsedad. Asi ocurre en los lenguajes

universales (como el inglés o el espanol) o seméanticamente cerrados, es decir,

8Ramsey (1925, p. 191).
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lenguajes que contienen, ademés de sus expresiones: a) los nombres de dichas ex-
77l

presiones; b) predicados seménticos, como “verdadero”, “nombre”; “designacion”,

para referirse a las oraciones de este lenguaje. En consecuencia

tenemos que utilizar dos lenguajes diferentes al discutir el problema
de la definicion de la verdad y, mas generalmente, cualquier tipo de
problema en el campo de la seméantica. El primero de estos lenguajes
es el lenguaje “del que se habla” y que es el objeto de esta discusion; la
definicién de la verdad que buscamos se aplica a las oraciones de este
lenguaje. El segundo es el lenguaje “con el que hablamos” del primer
lenguaje, y en términos del que nos gustaria, en concreto, construir
la definicién de verdad para el primer lenguaje. Denominaremos al

primer lenguaje “lenguaje objeto”y al segundo “metalenguagje”’

Tarski anade que los términos “lenguaje objeto” y “metalenguaje” tienen dnica-
mente un sentido relativo. La definiciéon de verdad sera relativa a un lenguaje
determinado; si queremos definir la verdad en su correspondiente metalengua-
je, tendremos que utilizar un nuevo metalenguaje de un nivel mas elevado para
hacerlo. Nos encontramos asi con toda una jerarquia de lenguajes.

También estudia las caracteristicas que debe reunir un metalenguaje. Puesto
que en el metalenguaje pretendemos expresar una definiciéon materialmente ade-
cuada de la verdad y esta debe tener como consecuencias todas las equivalencias
del esquema [T}, en el que “p” debe reemplazarse por una oraciéon cualquiera del
lenguaje objeto y “X” por el nombre de esa oracion; el metalenguaje debe contener
(una traduccion de) toda oraciéon del lenguaje objeto y un nombre para cada una
de esas oraciones. Tarski (1983a, pp. 210-1) distingue tres clases de expresiones
en el metalenguaje: (1) expresiones de caracter logico general; (2) expresiones con
el mismo significado que las constantes del lenguaje a discutir, lo que permitira
traducir toda oracion del lenguaje al metalenguaje; (3) expresiones especificas del
metalenguaje de caracter descriptivo-estructural que denotan signos y expresiones
del lenguaje objeto, clases y secuencias de tales expresiones y relaciones existentes
entre ellas; este tercer tipo de expresiones permiten asignar un nombre individual
a las correspondientes expresiones del lenguaje objeto. Utilizando expresiones de
las clases (1) y (2) asi como signos y expresiones del lenguaje objeto, introduce

los demés términos descriptivo-estructurales (funcion oracional, oraciéon, axioma,

9Tarski (1999, p. 15).
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oracion demostrable. ..) mediante definiciones. Finalmente, define el concepto de

verdad basado en el de satisfaccion.

Una vez que se ha obtenido la definicién general de satisfaccion, nos
damos cuenta de que es aplicable automéaticamente también a las fun-
ciones predicativas especiales que no contienen variables libres, por
ejemplo, a las oraciones. Resulta que para una oraciéon solo son posi-
bles dos casos: 0 bien todos los objetos satisfacen una oracién, o bien
ningun objeto satisface dicha oracion. De esta forma, llegamos a la de-
finicion de verdad y falsedad diciendo que una oracion es verdadera si

todos los objetos la satisfacen y es falsa si ningin objeto la satisface'®

Tarski destaca que esta definicion solo es posible si el metalenguaje es esencial-
mente mds rico que el lenguaje objeto. Que no se cumpla esta condicién supone
que seria posible la interpretacion del metalenguaje en el lenguaje objeto y, por
tanto, reconstruir en aquel lenguaje la antinomia del mentiroso. Asi ocurriria por
ejemplo, en el lenguaje de la aritmética o un lenguaje que lo incluya, en los que
seria de aplicacion el conocido teorema de la indefinibilidad de la verdad.
Aunque las principales conclusiones de Tarski en lo referente a la definicion
de la verdad en los lenguajes formalizados son indiscutibles desde el punto de
vista técnico, no parece que dichas conclusiones supongan una teoria de la verdad
satisfactoria ni, en particular, que solucionen el problema de las paradojas en el

lenguaje natural. Algunas de las principales criticas recibidas son:

= La jerarquia de lenguajes, y la correspondiente jerarquia del concepto de
verdad, que sirve para evitar la paradoja, no tiene una justificaciéon inde-
pendiente de su utilidad a este respecto. Antes al contrario, en los lenguajes
naturales solo hay una palabra “verdadero” y no una secuencia deverdaderos

de distintos niveles.

= Hay aplicaciones globales de “verdadero” que la teoria de Tarski no puede

representar. Ejemplo: “toda proposicion es verdadera o no”.

= Las oraciones no son o no paradéjicas exclusivamente en funcién de su sig-

nificado sino que pueden serlo en funcién de hechos empiricos!!

OTarski (1999, p. 18).
1Yolveremos a esta observacion al estudiar la propuesta de Kripke.
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= La condicion de adecuacion material excluye las teorias de la verdad en
que las oraciones pueden no ser verdaderas ni falsas. Si en el esquema [T]
sustituimos “p” por una oraciéon no verdadera ni falsa y “X” por el nombre
de esa oracion, obtenemos la afirmacion de una equivalencia entre “X es

0

verdadera”, que es falsa, y “p” que no es verdadera ni falsa.

Por otra parte, es interesante observar las importantes similitudes entre la solucién
de Russell y la de Tarski de la paradoja del mentiroso. Por distintos caminos el
concepto de verdad queda jerarquizado en ambas propuestas y, en ambos casos, la
frase (L), "esta oracion es falsa”, no puede expresarse porque (L) y “(L) es falsa” son
de distinta clase (Russell diria que son de distinto orden; y Tarski, que pertenecen a
distintos lenguajes). Church ha comparado las soluciones de ambos? y ha llegado
a la conclusion de que la solucidon de Russell a las paradojas seméanticas es un caso
especial de la solucién de Tarski.

Merecen destacarse, para terminar, algunos problemas comunes a las soluciones

de Russell y Tarski y a las jerarquicas en general:

= Son demasiado restrictivas. Prohiben o limitan excesivamente la autorre-
ferencia. Esto resulta especialmente claro en la soluciéon de Russell que no
permitiria muchas autorreferencias tnocuas. Por ejemplo, tomemos la defini-
cion, “Y =45 el mayor de los habitantes de Madrid”. Al definir Y en términos
de una totalidad que contiene al propio Y, esta definicion viola el principio

del circulo vicioso cuando, en realidad, no es una definiciéon problematica.

= La simple afirmacion de que la jerarquia existe, o cualquier afirmacion sobre

la totalidad de niveles de la jerarquia,'

esta fuera de ella. Entonces, jqué
lugar ocupa esa afirmacion? Si la respuesta es que ese tipo de afirmaciones
solo es posible en el lenguaje natural, la solucion jerarquica desplaza el
problema de las paradojas a este lenguaje, pero no lo resuelve. La respuesta
alternativa, a saber, que ese tipo de afirmaciones es inexpresable, tampoco es
satisfactoria, porque entonces no se podria exponer en qué consiste la teoria
ni hacer afirmaciones tan sencillas como “toda proposicion es verdadera o

falsa”.

12¢Comparison of Russell’s Resolution of the Semantical Antinomies with that of Tarski”, 1976.
Reimpreso en Martin (1984).
B3Por ejemplo, “toda proposicién es verdadera o no es verdadera’”.
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» La jerarquizacion del predicado verdadero (o del predicado falso) en nive-
les (verdadero;, verdaderos...) es problematica y artificiosa. Como senala
Kripke (1975, p. 58):

Surely our language contains just one word ‘true’, not a sequence of
distinct phrases "true, ', applying to sentences of higher and higher

levels.

quien, en las paginas siguientes, muestra la dificultad e incluso imposibilidad de
determinar el nivel del predicado “falso” en ciertas oraciones cuyo valor de verdad,
dados ciertos hechos, es claro. Siguiendo las ideas de Godel, podemos senialar otra
dificultad en la jerarquizacion del predicado verdadero, considerando la oracion
“para cada ntimero natural n, existe un predicado verdadero,,”. En una teoria je-
rarquica esto es verdadero pero no se puede decir que seaverdaderoy para ningtn
nimero natural £, como exigiria la propia teoria jerarquica. Tampoco sirve per-
mitir nimeros transfinitos como subindices de verdadero, porque el razonamiento
anterior seguiria siendo valido cambiando “nimero natural” por “ntimero finito o

transfinito”.

2.2. Propuesta de Kripke

La imposibilidad de definir la verdad, de acuerdo con el esquema|[T]| de Tars-
ki, en un metalenguaje que no sea esencialmente mdas rico que el lenguaje objeto
supone una limitaciéon muy importante a tener en cuenta en ulteriores elaboracio-
nes de una teoria de la verdad satisfactoria y que, por tanto, dé explicacién del
concepto de verdad en lenguajes universales como el lenguaje natural.

El més influyente de los intentos de escapar a esa limitacion esta expuesto por
Kripke en su “Outline of a Theory of Truth”!* De acuerdo con la mayoria de las
alternativas a la solucion de Tarski, entre las que destacan las de Bas van Fraassen
y Robert L. Martin recogidas en Martin (1970b), Kripke sostiene que la solucion
a las paradojas semanticas pasa por reconocer la necesidad de admitir oraciones
sin valor de verdad, entre las que se encuentran las oraciones paraddjicas.

Otro aspecto al que Kripke concede gran importancia es que no hay ninguna
caracteristica sintactica o seméntica que determine si una oracion es paradoéjica o

no. Asi, la oracién enunciada por Jones:

HMKripke (1975).
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(1) La mayoria de las afirmaciones de Nixon sobre el Watergate son falsas

estd bien formada y no es, en principio, problematica. Pero supongase que la mitad
de las afirmaciones de Nixon sobre el Watergate son verdaderas y la otra mitad

falsas sin contar su afirmacién siguiente:
(2) Todo lo que dice Jones sobre el Watergate es verdadero

y que, ademaés, la inica oracion de Jones sobre el Watergate es (1). En este caso, (1)
v (2) resultan paradojicos.'” Queda claro, por tanto, que unos hechos desfavorables
pueden hacer que unas oraciones de apariencia inocua resulten paradoéjicas.
Kripke también critica la jerarquia de lenguajes de Tarski por su dificultad de
ser aplicada al lenguaje natural. No hay problemas si tomo una oracién como “la
nieve es blanca” y le atribuyo un valor de verdad usando el predicado “verdaderq”;
el predicado “verdaderoy” puedo aplicarlo a oraciones que contienen “verdaderq”,

etc. Pero consideremos la siguiente oracién, enunciada por Dean:
(3) Todas las afirmaciones de Nixon sobre el Watergate son falsas

Para empezar, no es posible asignar un nivel a esta oracién en funciéon de sus
caracteristicas sintacticas o seménticas, dado que depende de hechos empiricos
relacionados con las afirmaciones de Nixon sobre el Watergate. La dificultad de
asignar un nivel a la oracion (3) se convierte en imposibilidad si Nixon afirma
algo sobre las afirmaciones de Dean, porque la mutua referencia supondria que
la afirmacién de Nixon es de un nivel superior a la de Dean y viceversa. Y esto
ocurrira aunque el valor de verdad de ambas afirmaciones sea claro. Por ejemplo,

si todo lo que Nixon ha dicho sobre el Watergate es falso y ademas dice que
(4) Todo lo que Dean diga sobre el Watergate es falso

y Dean ha hecho alguna afirmacion cierta sobre el Watergate, diferente a (3), es
claro que (4) es falsa y (3) es verdadera.

Un concepto clave para Kripke es el de oracion fundamentada (grounded sen-
tence). El problema de determinar el valor de verdad de una oracion en la que
aparece la nocién de verdad se intenta resolver reduciéndolo a otra oracién. Por

ejemplo, el problema de determinar el valor de verdad de una oraciéon de la forma

15Gi (1) es verdadero, (2) ha de ser falso, de donde (1) resulta ser falso; etc.
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“A es falsa” se reduce facilmente a determinar el valor de verdad de A. Pero puede
que en A vuelva a aparecer la nociéon de verdad y el proceso deba continuar. Si
al final del proceso encontramos una oracién en que no interviene el concepto de
verdad (como “la nieve es blanca”), la oracion original estd fundamentada y sera
verdadera o falsa. Sin embargo, hay casos en que es facil ver que el proceso no

termina nunca. Tal es el caso de las oraciones

(TT) (TT) es verdadera

(L) (L) es falsa

que, aunque se siguen considerando significativas, no expresan una proposicion.

Kripke introduce un esquema seméantico para manejarse con predicados par-
cialmente definidos. Dado un dominio, D, un predicado P(z) se interpreta median-
te un par de subconjuntos de D disjuntos, (51, 52). S1 es la extension de P(z), y
Sy es la antiextension. P(z) es verdadero si el elemento denotado porx pertenece
a S1, falso si pertenece a Sy e indefinido en otro caso.

Para manejar las conectivas logicas, considera adecuada la “logica trivaluada
fuerte” de Kleene.!® Resulta, por ejemplo, que la disyunciéon “(la nieve es blanca)
V (L)” es verdadera. Esto podria suponer un problema si (L) se considerase no
significativa, pues la disyunciéon anterior, presumiblemente, no seria significativa.
Pero el problema no surge, porque Kripke considera que una oracién bien formada
es significativa independientemente de que resulte paradojica o no.

La plasmacion formal de las ideas anteriores se atiene a lo siguiente. Se parte
de un lenguaje de primer orden, L, interpretado mediante un dominio no vacio, D,
que tiene un conjunto finito (o infinito enumerable) de predicados interpretados
mediante relaciones totalmente definidas. Se supone también que las expresiones
de L se pueden codificar en D. Al afadir un nuevo predicado, T'(x), L se con-
vierte en L. La interpretacion de L que resulta de interpretar 7'(x) mediante una
extension S7 y una antiextension S, se denomina £(.S1,.Ss).

Kripke genera una jerarquia de interpretaciones que solo se diferencian en la
extension y antiextension del predicadoT'(z). Lo = L(A, A), siendo A el conjunto
vacio. Dado un entero, o, si L, = L(S1.0, S2.4), entonces L1 = L(S1.0+1, S2.0+1),

donde S} 441 €s el conjunto de (los codigos de) las oraciones verdaderas de L, y

16 Aunque sefala que se pueden usar igualmente otros esquemas para manejar los huecos de
verdad (true gaps).
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S9.a+1 €s el conjunto de elementos de D que no son (codigos de) oraciones de £,
o son (codigos de) oraciones falsas de L.

Seguidamente, demuestra que, para cualquier o, la interpretacion de T'(z) en
Lq+1 extiende la interpretacion de T'(z) en L,, es decir, S14 C S1at1 ¥ S2.4 C

S2.a+1- Por tanto,

the predicate T(x) increases, in both its extension and its antiexten-
ston, as « increases. More and more sentences get declared true or
false as a increases; but once a sentence 1s declared true or false, it

retains its truth value at all higher levels.”

Incluso ampliando la jerarquia a niveles transfinitos, sigue siendo cierto que la
extension y la antiextension de T'(x) no decrecen cada vez que se aumenta . Pero
lo que es mas interesante es que se puede probar que habra un nivel ordinal, o,
tal que (S14,55) = (S1.041,520+41), 0, lo que es lo mismo, tal que (S}, S2,)
es un punto fijo. Y esto significa que la interpretacion de T'(z) en L, es una
interpretacion especialmente adecuada si queremos que T'(z) se interprete como
“x es verdadero”.

Aquellas oraciones que tienen un valor de verdad en el menor punto fijo,L,,
son las fundamentadas. Toda oracion fundamentada, A, tiene un nivel que es el
menor ordinal, o, tal que A tiene un valor de verdad en L.

A continuacién Kripke muestra las ventajas de su teoria. Es facil determinar
que oraciones como (TT) o (L) no estan fundamentadas. El nivel de una oracion
depende de hechos empiricos. Es facil distinguir las oraciones no fundamentadas
paraddjicas de las que no lo son: las paraddjicas no tienen valor de verdad en
ningin punto fijo; las no paradojicas, como (TT), tienen un valor de verdad en
un punto fijo si tienen un valor de verdad en algin nivel anterior, aunque para
ello la jerarquia de interpretaciones de £ no deba comenzar en L(A, A). Etc.

Las virtudes de la teoria propuesta por Kripke son meritorias, pero el propio
autor reconoce alguna de sus limitaciones. Si bien se consigue un lenguaje con su

propio predicado de verdad, no se trata de un lenguaje verdaderamente universal:

First, the induction defining the minimal fixed point is carried out in a
set-theoretic metalanguage, not in the object language itself. Second,

there are assertions we can make about the object language which we

"Kripke (1975) en Martin (1984, p. 68) (cursiva en el original).
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cannot make in the object language. For example, Liar sentences are
not true in the object language |[...| but we are precluded from saying
this in the object language by our interpretation of negation and the
truth predicate [...] The necessity to ascend to a metalanguage may
be one of the weaknesses of the present theory. The ghost of the Tarski

hierarchy is still with us.!®

Por tdltimo, también reconoce que nociones introducidas por su teoria como “fun-
damentada”, “paradojica”, etc. pertenecen al metalenguaje y no al lenguaje objeto.
Curiosamente, esta situaciéon es considerada aceptable por Kripke argumentando
que esos conceptos no se encuentran en el lenguaje natural antes de que los filosofos
piensen en su seméantica.

Seguramente el principal inconveniente de la teoria de Kripke, que él mismo
reconoce, es la necesidad de ascender a un metalenguaje para referirse a su pro-
pia jerarquia de interpretaciones de £. Si bien se consiguen mejoras respecto a
la propuesta de Tarski, no acaba siendo una teoria satisfactoria del concepto de
verdad en un lenguaje verdaderamente universal. Las paradojas se han resuelto
en el lenguaje pero, en el metalenguaje, pueden reaparecer. Como ocurre, en ge-
neral, en las teorias de la verdad que admiten oraciones que no son verdaderas
ni falsas (llamémosle indefinidas), queda sin resolver la “paradoja del mentiroso

reforzada”:'?

(SL) (SL) no es verdadera

Es facil ver que si la oracion (SL) es verdadera, entonces ‘(SL) no es verdadera’
es falsa, de donde, (SL) es falsa; si (SL) es falsa o indefinida, entonces no es
verdadera, pero, eso es lo que afirma (SL), y por tanto, es verdadera. En cualquier
caso se llega a contradiccion. En la propuesta de Kripke, (SL) tiene que expresarse
en el metalenguaje dado que ‘~ T(x)’ significa, en su lenguaje interpretado, ‘x es
falsa’, mientras que, en (SL), la expresion ‘no es verdadera’ quiere decir ‘es falsa o
indefinida’ y el predicado ‘ser indefinido’ s6lo puede expresarse en el metalenguaje.
En definitiva, la paradoja del mentiroso reforzada aparece en el metalenguaje.
Incluso la paradoja simple del mentiroso también aparece en el metalenguaje.

Suele considerarse que dicha paradoja se resuelve diciendo que la oracion (L) no es

18Tbid., pp. 79-80.
19En la terminologia anglosajona, strengthened liar paradoz.
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verdadera ni falsa y después se anade que, sin embargo, la paradoja del mentiroso
reforzada no puede solucionarse con los huecos de verdad. Pero desde el momento
en que aceptamos que hay oraciones no verdaderas ni falsas y usamos un lenguaje
donde esto sea expresable jla paradoja simple del mentiroso vuelve a aparecer!
Si suponemos que (L) es indefinida (ni verdadera ni falsa), entonces (L) no es
falsa, y como (L) consiste en “(L) es falsa”, resulta (L) falsa (contradiccion) y, por
tanto, verdadera (nueva contradiccion). Kripke soluciona la paradoja del mentiroso
simple en su lenguaje £, donde no es expresable el predicado ‘ni verdadero ni
falso’, pero en el metalenguaje en que explica su teoria si aparece este concepto
lo que hace que la paradoja simple del mentiroso vuelva a presentarse.

Aunque considero suficientemente argumentado que la teoria de Kripke no
ofrece una solucion satisfactoria, merecen ser referidas algunas otras criticas.

Entre los distintos puntos fijos correspondientes a distintas interpretaciones
del lenguaje £, Kripke destaca varios como especialmente interesantes (minimo,
méximo, intrinseco, el mayor intrinseco), pero no nos dice cuél corresponde a la
interpretacion correcta.?’ Tampoco se decanta por un esquema de evaluaciéon de
las conectivas logicas.

Simmons (1993, nota 25, p. 194) también senala que hay oraciones intuitiva-
mente fundamentadas que no estan en el punto fijo minimo, como son las oraciones
fundamentadas del metalenguaje en que Kripke expone su teoria.

A Gupta (1982, parte IV) se deben interesantes criticas a la teoria de Kripke.
Sin embargo, prefiero no enunciarlas debido a que las considero méas discutibles

que las anteriores.

2.3. Otras propuestas

En este apartado pretendo continuar el anélisis de las dificultades que pre-
sentan diversas propuestas de solucién. Fundamentalmente, me centraré en las
esbozadas en la introduccion, con la intencion, alli manifestada, de que este anéli-
sis sirva para establecer los requisitos que debe cumplir una solucioén satisfactoria,
las pruebas que debe superar y que no superan, en su totalidad, ninguna de estas

propuestas.

20De acuerdo con Simmons (1993, nota 25, pp. 193-4), solamente el punto fijo minimo captura
la intuicién del concepto de verdad.
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2.3.1. Propuesta de van Fraasser?!

La relacion de presuposiciéon entre dos oraciones A y B consiste en:
A presupone B ssi A es verdadero o falso solo cuando B sea verdadero

Van Fraassen sostiene que hay casos no triviales de presuposicion por lo que se
deben aceptar oraciones que no son verdaderas ni falsas. Por ejemplo, la oracion
“el rey de Francia es calvo” presupone que el rey de Francia exista; por tanto, de
no existir, la oracion “el rey de Francia es calvo” no serd verdadera ni falsa.

Mediante lo que denomina supervaluacion una oracion de un lenguaje sera
verdadera (o falsa) en relacion a un modelo, M, si lo es bajo la valuacion clé-
sica?? de todos los modelos totales que son una extension de M. Esto tiene dos
consecuencias importantes: 1*/ una supervaluacion permite oraciones sin valor de
verdad; 2/ una oracién o un argumento en el lenguaje es valido en todas las su-
pervaluaciones si y solo si es valido en todas las valuaciones clasicas, y por tanto,
mediante la logica clasica puede expresarse todo razonamientoen el lenguaje.

Van Fraassen introduce en el lenguaje formal un predicado,7’, que pretende
expresar verdadero. “A es falso” se expresa mediante T'(~ A).

Veamos a continuacion qué ocurre con las oraciones del mentiroso (L) y del
mentiroso reforzada (SL).?* Aunque van Fraassen no lo hace explicito, se entiende
que (L) se expresara mediante T'(~ L) y (SL) mediante ~ T'(SL).

(L) presupone una contradiccion®! por lo que no es verdadera ni falsa. Ademas,
no hay problema en evaluar T'(L) como falsa.

Por supuesto, (SL) tampoco es verdadera ni falsa. Pero ahora7'(SL) tampoco
puede ser verdadera ni falsa. Si fuera verdadera, (SL) también lo serfa,?®> pero
como, por definicion, (SL) es ~ T'(SL), tendriamos a la vez T'(SL) y ~ T'(SL). Si
fuera falsa, es decir si T'(~ T'(SL)), ~ T(SL) seria verdadera, que, por definicion
de (SL), es como decir que (SL) seria verdadera.

Asi pues, no se puede expresar en el lenguaje que (SL) no es verdadera, lo cual,

como sefiala Parsons,?® muestra la incapacidad de T para expresar el concepto

2lyan Fraassen (1970).

22Una valuacién clasica es la asignacion a cada oracion de T (rue) o F (false) en concordancia
con las tablas de verdad clasicas de las conectivas logicas (not, or, etc.).

23Van Fraassen las denomina A y B respectivamente.

2 Tanto si es verdadera como si es falsa se deduce una contradiccion.

%Debido a que, por supuesto, dada una oracion A, de T'(A) se deduce A.

26Parsons (1974) en Martin (1984, p. 12).
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de verdadero tal como se emplea en el metalenguaje. En realidad no es preciso
recurrir a la paradoja del mentiroso reforzada para mostrar esta incapacidad. Si
quisiéramos expresar en el lenguaje que (L) no es falsa lo hariamos mediante
~ T(~ L) pero, por definicion, T'(~ L) es (L) por lo que deduciriamos ~ (L). Es

decir, ~ (L) se evaluaria como verdadera y (L) como falsa.

El intento de solucionar este problema se basa en clasificar las oraciones en
diferentes tipos-valor. Para ello, dada una oracion, A, se define T"(A) como A, si
n =0, o como T(T" '(A)), si n es un nimero natural. Una oracion es de tipo-
valor n (value-type n) cuando n es el menor entero tal que 7" (A) es verdadera o

falsa.

Si T™(A) es verdadera, también lo serd A y entonces A sera de tipo-valor cero.
Si A es de tipo-valor n, mayor que cero, A no es verdadera en un sentido extendido

que vendra expresado por: ~ T"(A) es verdadera para algin n > 0.

Pero con este nuevo sentido se puede volver a crear una paradoja representando
en el lenguaje la oracion A: “esta oracion no es verdadera en sentido extendido”,
es decir, “existe n entero, n > 0, tal que ~ T™(A)”. Resulta ahora que T"(A) no
puede ser verdadera ni falsa para ningin n. Es obvio que no puede ser verdadera
porque también lo seria A. T"(A) tampoco puede ser falsa para algin n, porque

entonces, se tendria que existen tal que ~ T"(A) y eso es justo lo que expresa A.

El hecho de que T"(A) no puede ser de tipo-valor n para ningtin n entero, lo
expresa van Fraassen diciendo que A es de tipo-valor w. Se da cuenta de que el
problema de la no universalidad de su lenguaje formal no se ha resuelto y que los
intentos por resolverlo s6lo consiguen desplazarlo. Al final de su articulo reconoce

que:

the nontruth of a sentence of value-type w cannot be expressed in
the formal languages constructed [...| There are ways to remedy this,
but the remedy usually provides us with the resources for construc-
ting further paradoxes, which yield new limitations on our means of

expression.?’

2Tyan Fraassen (1970, p. 23).
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2.3.2. Propuesta de Martin®

El planteamiento de Martin es estudiar qué condiciones deben cumplir las
oraciones para tener valores de verdad, con la intencién de aplicar los resultados
de ese estudio a la paradoja del mentiroso.

Su idea béasica es que todo predicado, F', tiene un rango de aplicabilidad,

RA(F). Por definicion, dada una oracion, Fa,
[SC] Fa es semanticamente correcta si y solo sia € RA(F')

Las oraciones seméanticamente incorrectas no tienen valor de verdad.

Los otros cuatro pilares de la solucion de Martin son:
= Si abreviamos verdadero mediante Ty falso mediante F'
M] RA(T) = RA(F) = conjunto de oraciones con valor de verdad

Una alternativa seria RA(T) = RA(F) = conjunto de todas las oraciones
Pero, claramente, la escogida por Martin es mas coherente con una solu-
cion basada en categorias o rangos de aplicabilidad. Sin embargo, tiene una
consecuencia importante: si A no tiene valor de verdad, tampoco lo tienen
T(A), F(A), ~ A (la negacion es electiva, no exclusiva), T'(~ A), etc.

= Distincién entre referencia propia y referencia demostrativa. Nos interesa

esta ultima, la de una expresion que se usa para identificar un objeto.

= Prueba para determinar si una oracion autorreferencial de la forma Fa es

semanticamente correcta:

[SCA] Fa es semanticamente correcta si y solo si la referencia demos-

trativa del término sujeto de la oracion € RA(F)

Martin establece otra prueba para las oraciones no autorreferenciales.

= Para poder afirmar que una oracién tiene valor de verdad es necesario que

pase la prueba de correcciéon seméntica.

Z8Martin (1970a).
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Consideremos la oracion del mentiroso: L = “esta oracion es falsa”. Para que pase
la prueba de correccion semantica, la referencia demostrativa del término sujeto,
es decir, L, debe pertenecer a RA(falso) lo cual, segiun [M], significa que L debe
ser una oraciéon con valor de verdad y, por tanto, semanticamente correcta. En
definitiva, al someter L a la prueba de correccion seméantica surge la necesidad de
que, previamente, L pase dicha prueba. Esta regresion infinita supone que L nunca
superara la prueba, es decir, segin el criterio de Martin, no es semanticamente
correcta y, por ello, carece de valor de verdad.

En mi opiniéon Martin deberia justificar el criterio por el que, si no es posible
probar que una oracién es semanticamente correcta, considera probado que no lo
es. Mientras no lo justifique podemos afirmar que se trata de un criterio ad hoc
para que L resulte sin valor de verdad.

Veamos ahora el analisis de la oracion del mentiroso reforzada,SL. Dado que
Martin utiliza una negacién electiva, SL no puede tener la forma “esta oracion
no es verdadera” (se necesitaria una negacion exclusiva o renunciar a[M]) sino
SL = “esta oracion es falsa o sin valor de verdad’” Aqui surge el problema de deter-
minar el rango de aplicabilidad de un predicado compuesto de la forma “P o Q”. Sin
mayor justificacion, Martin propone (p. 96) que RA(P o Q) = RA(P) N RA(Q).
Como consecuencia, RA(falso o sin valor de verdad) = RA(falso). Al aplicar a
SL la prueba de correcciéon semantica, aparece la misma regresion infinita que
cuando se aplico a L, por lo que se concluye que SL también es semanticamente
incorrecta.

Naturalmente, el criterio RA(P o Q) = RA(P) N RA(Q) es criticable por
tratarse de un criterio forzado para que, a pesar de que la oracion “SL es sin
valor de verdad” es verdadera, “SL es falsa o sin valor de verdad” carezca de valor
de verdad. Maxime cuando el propio Martin, poco después, defiende un criterio

incompatible con esta situacion:

for disjunctions |...| it seems more natural to regard the truth of one
disjunct as sufficient for the truth of the disjunction (i.e. even if the
other is without truth-value)*

si bien matizado por una nota al pie en la que recoge una sugerencia de Donellan

para abandonar o al menos restringir este principio.

29Thid., p. 99.
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En la seccion III, el autor presenta la sintaxis y la semantica de un lenguaje
formalizado en el que se pueden construir oraciones que atribuyen propiedades
sintacticas o seméanticas a otras expresiones del lenguaje.

En la seccion IV reconoce el problema principal de su propuesta de solucion,

la falta de universalidad de ese lenguaje formal:

The English predicate, ‘is not a true sentence’, where the ‘not’ is un-
derstood to be a merely “excluding negation”, has not direct counter-

part in this language.®

Este problema era ya claro desde el momento en que se establecio[M] y se escogio
la negacion electiva, en consonancia con la idea de una solucién basada en catego-
rias. Puesto que si A no tiene valor de verdad, tampoco lo tendraT'(A) ni T'(~ A)
y, consecuentemente, ni la oracion falsa “A es una oracion verdadera” vendra ex-
presada por T'(A) ni la oracion verdadera “A no es una oracion verdadera” vendra

expresada por ~ T'(A).

2.3.3. Propuesta de McGee

McGee defiende que el predicado “verdadero” es un predicado vago. Esta va-
guedad significa, seglin su propuesta, que habré oraciones claramente verdaderas,
claramente falsas e indeterminadas (unsettled). Sin embargo, no se quiere caer en
una semantica con tres valores de verdad (aparecerian problemas similares a los de
otras propuestas de ese tipo, como las de Kripke o Martin) para lo que se propone
caracterizar las oraciones indeterminadas del siguiente modo: “‘unsettled’ means,
not “neither true nor false” but “either true or false but it is not settled which”3!

La version de la oraciéon del mentiroso reforzada con que se tiene que enfrentar

esta propuesta es
(MG) (MG) no es claramente verdadera

En principio, si suponemos que (MG) es indeterminada podemos decir que es
claramente verdadero que (MG) es indeterminada y, por tanto, que es claramente
verdadero que (MG) no es claramente verdadera. Por definicion de (MG), esto

significa que (MQG) es claramente verdadera, lo que contradice el supuesto inicial.

30Thid., p. 104.
3McGee (1989, p. 535).
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Sin embargo, McGee argumenta que este razonamiento no es correcto, dado
que de la hipotesis de que una oracion es indeterminada no se sigue que sea

claramente verdadero que la oracion es indeterminada®? Téngase en cuenta que

A sentence is definitely true if our linguistic conventions, together with
the nonsemantic facts, insure that it is true. Definite truth is itself a
vague notion. That our conventions do not insure a sentence’ truth
does not imply that there are conventions that forbid our making con-
ventions that would insure its truth. So the fact that a sentence’ ¢
is not definitely true does not entail that it is definitely true that™ ¢
is not definitely true3?

Dado que suponer que (MG) es claramente verdadera o que es claramente falsa
conducen a contradiccion, McGee parece sugerir que (MG) es indeterminada pero
estd indeterminado que lo sea. Lo que realmente afirma es que su teoria deja el
estatus de la oracién completamente abierto.

Creo que esta propuesta de solucién no es correcta. Como hemos visto, para
McGee, que no esté determinado p significa que p es verdadero o falso pero no
esta establecido si es una cosa u otra. Por tanto, si no esta establecido que (MG)
sea indeterminada, “(MG) es indeterminada” es verdadera o falsa y no esta esta-
blecido si es una cosa u otra. Pero esto no es cierto. “(MG) es indeterminada” no
puede ser falsa porque entonces (MG) no seria indeterminada y, por tanto, seria
claramente verdadera o claramente falsa. Pero cualquiera de estos dos supuestos
lleva a contradiccion. Al no poder ser falsa, hemos asegurado, hemos establecido,
que “(MQG) es indeterminada” es verdadera?* lo que nos permite afirmar, en contra
de McGee, que es claramente verdadero que (MG) es indeterminada.

Desde otro punto de vista, se puede alegar que la solucién anterior no es una
verdadera solucion. Por un lado afirma que (MG) es indeterminada y, por otro,
resulta que no esta determinado si lo anterior es verdadero o falso. Si esto no lo
queremos ver como contradictorio tendremos que aceptar que afirmar “(MG) es
indeterminada” es vacio de contenido, porque, del mismo modo que si no afir-

mamos nada, queda abierta la posibilidad de que “(MG) es indeterminada” sea

32McGee (1990, p. 7).

33McGee (1989, p. 537-8).

31No se olvide que toda oraciéon que no es falsa es verdadera y viceversa (aunque no pueda
decirse lo mismo si cambiamos “falsa” por “claramente falsa” y “verdadera” por “claramente
verdadera”).
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falso. En definitiva, la solucion de McGee, si no es contradictoria, se reducird a
no decir nada con contenido seméntico sobre (MG) y, por supuesto, eso no puede
considerarse una solucion. Precisamente el problema de la oracién del mentiroso
reforzada es que parece que no se puede decir nada sobre su veracidad sin caer en
contradiccion.

Otras criticas interesantes a las propuestas de McGee pueden verse en Simmons
(1993, pp. 72-8) y Mills (1995).

2.3.4. Propuestas inconsistentes

Los defensores de este tipo de propuestas, entre los que podemos senalar a
Rescher, Brandom, Chiara y Priest, defienden que la nocién de verdad es incon-
sistente y la oracion (L) del mentiroso es a la vez verdadera y falsa. Eso no significa
que la nocion de verdad sea irrelevante o vacua. Por el contrario, es fundamental

que la nocion de verdad satisfaga la condicion de adecuacién material de Tarski:

[...] all instances of the T-scheme, T"¢" < ¢, should be provable.
For this does indeed characterise, at least in a weak sense, our naive

notion of truth?®

Los argumentos para defender este tipo de propuestas son variados. Destacaré
dos. Uno es que la condicion de Tarski aplicada al lenguaje natural conduce a
contradiccion, puesto que el lenguaje natural es semanticamente cerrado. Pero
esas contradicciones no deben asustarnos. De hecho, podemos comprobar que en
la vida ordinaria de las personas se aceptan inconsistencias sin, por ello, aceptar
que todo es verdadero y falso a la vez (a pesar de que, desde el punto de vista
logico clésico, de una contradiccion se deduce cualquier proposicion). Por ejemplo,
las leyes de un pais son inconsistentes en diversos aspectos sin que eso signifique
que el sistema legal en su conjunto sea inservible o trivial. En el campo de la logica

formal se trata pues de que:

[...] the received formal logical theory must be changed. |...] Howe-
ver, it is important to notice that the received theory is not blindly
destroyed. [...] we must come to accept some formulas of the form

A N —A, since some of these are indeed true3¢

35Priest (1984, p. 155).
36Thid., p. 154.
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El otro argumento es que no parece posible una solucion a las paradojas seménticas

dentro de una légica consistente:

The reasons for supposing the logical paradoxes to be true contradic-
tions are at least two-fold. The major reason is that all attempts to
treat them as anything else have been singularly unsuccessful, or at
any rate a good deal less successful than the present proposal. Nor is
this merely an inductive argument. For there are substantial reasons

why no consistent approach to the paradoxes can work?”

En cuanto a la oraciéon L del mentiroso, de la condicién de adecuaciéon de Tarski
resulta que si L es verdadera, L es falsa y viceversa. Ademas, si, para defender una
solucion consistente, decimos de L que no es verdadera ni falsa, tenemos que L no
es falsa, justo lo contrario de lo que dice L, luego L es falsa, etc. Las teorias que
no aceptan inconsistencias no tienen facil la solucion de la paradoja. En cambio, si
aceptamos que los principios que rigen el concepto de verdad son inconsistentes,
v no por ello desechables, tenemos una razon para aceptar que haya oraciones
verdaderas y falsas a la vez y, precisamente, esta posibilidad permite encontrar
una solucion a la paradoja del mentiroso que de otra forma no parece posible; al
menos, sin tener que apelar a sofisticadas o rebuscadas nociones logicas.

Se pueden hacer diversas criticas a las propuestas inconsistentes. En primer
lugar, habra quien considere no aceptable una logica que acepte inconsistencias
(inconsistente, paraconsistente. .. ) y, por tanto, la solucion a las paradojas que se
deriva de ella. La segunda critica es que la solucién de afirmar que L es a la vez
verdadera y falsa parece descaradamente ad hoc. Sin embargo, hay buenas razo-
nes en defensa de las logicas inconsistentes, lo cual haria mas cuestionable dicha
critica. Pero dejemos las criticas globales a las logicas inconsistentes y pasemos a
analizar la solucion concreta que ofrecen a la paradoja del mentiroso.

En estas logicas habra oraciones verdaderas y no falsas (TnF), oraciones falsas y
no verdaderas (Fn'T), oraciones verdaderas y falsas (TF) y, posiblemente, oraciones
no verdaderas ni falsas (nTnF). Es claro que L no puede ser no falsa, porque, si
L no fuese falsa, tendriamos que “L es falsa” es falsa y, por ende, que L es falsa.
También es claro que, al ser L falsa, “L es falsa” es verdadera y, consiguientemente,
L es verdadera. Esta seria la prueba de que L es verdadera y falsa. Como vemos,

aunque estemos en una logica inconsistente, el razonamiento se basa en queL no

37Tbid., p. 153.
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puede ser falsa y no falsa a la vez. Més en concreto, las oraciones pueden ser de
uno de los cuatro tipos enunciados al principio (TnF, FnT, TF o nTnF) pero, se
entiende, no de varios de esos tipos a la vez.

. Qué ocurre con la oracién del mentiroso reforzada (SL = “esta oracion no
es verdadera”)? Es facil ver que SL no puede ser TnF, FnT, TF ni nTnF porque
al suponer que es de uno de esos cuatro tipos se llega a la conclusion de que es
de otro tipo diferente. En realidad, basta darse cuenta de que si suponemosSL
verdadero, resulta no verdadero y viceversa.

Un intento de superar la paradoja del mentiroso reforzada, por analogia a la
forma en que se super6 la del mentiroso simple, consistiria en afirmar queSL es a
la vez verdadero, no verdadero, falso y no falso. Pero esto significaria admitir que
los cuatro tipos TnF, FnT, TF y nTnF no son excluyentes lo cual daria lugar a la
aparicion de 16 tipos (cada uno corresponderia a un subconjunto de {TnF, FnT,
TF, nTnF}). En esta situacion, “no ser verdadero” admitiria dos interpretaciones:
pertenecer a uno de los tipos que contiene FnT o nFnT o no pertenecer a ninguno
de los tipos que contienen TnF o TF. Si suponemos que los 16 tipos que tenemos
ahora son excluyentes, bastaria tomar esta segunda interpretaciéon para queSL
siguiera sin solucion. Porque si SL es verdadera (lo cual significaria que pertenece
a uno de los tipos que contienen TnF o TF),SL no es verdadera (lo cual significaria
que no pertenece a uno de los tipos que contienen TnF o TF) y viceversa.

Naturalmente, si consideramos nuestros 16 tipos no excluyentes solo vamos a
complicar las cosas. Apareceran 21¢ tipos y existird una interpretaciéon de “no es
verdadero” bajo la cual SL seguiré sin solucion.

Como vemos las soluciones inconsistentes no superan la paradoja del mentiroso
reforzada. Ademads, como sefialan Gupta y Belnap (1993, p. 14 y ss.), tienen la
nada deseable consecuencia de que no solo las oraciones paradojicas sino todas las

que no lo son resultan verdaderas y falsas a la vez. Para ello consideran la oracion
(C) Si (C) es verdadera entonces X

donde X puede ser una oracion no paradojica cualquiera. (C) es la conocida como
paradoja de Curry o de Lob. Si aceptamos a la vez la condiciéon de Tarski y
que “(C)” es un nombre de la oracion “Si (C) es verdadera entonces X”, podemos

demostrar X:
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(1)  (C) es verdadera < [Si (C) es verdadera entonces X]
; Condicion de Tarski aplicada a (C)

(2) (C) es verdadera ; Hipotesis

(3) Si (C) es verdadera entonces X ;01,2

4) X 12,3

(5) Si (C) es verdadera entonces X : 2, 4 (eliminacion hipotesis)
(6) (C) es verdadera ;1,5

(1) X ;5,6

Asi puede demostrarse cualquier proposicién y su contraria, con lo que la
inconsistencia contamina oraciones que, en principio no eran problemaéticas. Ahora
todas las oraciones son verdaderas y falsas y, como consecuencia, los conceptos

verdadero y falso quedan desprovistos de contenido.

2.3.5. Propuestas basadas en un concepto de verdad sensi-

ble al contexto

Este tipo de soluciones se basa en considerar que la extension del término
“verdadero”, como la de “aqui” o “ahora”, depende del contexto en que se emite la
oracion que lo contiene. Como muestra de este tipo de propuestas comentaré la
de Barwise y Etchemendy (1987), quizas la mas influyente de ellas.

Inspirandose en la vision del concepto de verdad de Austin (1950), Barwise
y Etchemendy (1987) consideran que la proposicion expresada por un enunciado
(por la emision de una oracion declarativa), no solo depende del significado de
la oracion sino también de la situacidn a la que el enunciado se refiere. Asi la
oracion “Clara tiene el as de corazones” puede dar lugar a un enunciado verdadero
o a uno falso dependiendo de la situacion en que se enuncie. Pero no se trata de
la situacion global del mundo, es decir, el enunciado seria falso si se produce en
una sala donde ninguno de los jugadores se llama Clara aunque en otro lugar del
mundo haya una persona llamada Clara que tenga en sus manos el as de corazones.

En una proposicion p, hay pues dos componentes: una situacion (About(p)) y
un tipo (Type(p), determinado por el significado de la oracion). La proposicion
p es verdadera si la situacion About(p) es del tipo Type(p). En caso contrario, la

proposicion se considera falsa.
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Barwise y Etchemendy realizan un desarrollo formal de estas ideas comenzando
por la definicion de un lenguaje formal muy sencillo y modelando las proposiciones
de acuerdo con las ideas anteriores.

Las proposiciones son de la forma

{s;T}

donde s es una situacion y 7" un tipo.
Una situacion se modela como un conjunto de estados de cosas (states of

affairs), siendo un estado de cosas un vector de una de las formas

< H,a,c;1 >
<Tr,p;i >
< Bel,a,p;1 >

donde a es un persona, ¢ un naipe y p una proposicion. i € {0, 1}. Informalmente,
< H,a,c;1 > significa que a tiene el naipe ¢; < Tr,p;1 >, que p es verdadera y
< Bel,a,p;1 >, que a cree p. Si cambiamos la polaridad, ¢ = 0, la relacion (H,
Tr o Bel) no se da. Asi < H,a,c;0 > significara que a no tiene el naipe ¢, etc.

Un tipo es de la forma
[o]

donde ¢ es un estado de cosas, o de una de las formas

(NX]
[VX]

para algin conjunto de tipos, X.
Con este modelado de las proposiciones, se dice que una proposicion{s; T} es

verdadera si y solo si s es del tipo T, es decir,

[T1] {s;]o]} es verdadera ssi o € s
[T2] {s;[AX]} es verdadera ssi {s;T'} es verdadera para todo T € X
(T3] {s;[VX]} es verdadera ssi {s;T'} es verdadera para algin T" € X

. Como analizar la oracion del mentiroso? En primer lugar conviene resaltar nueva-

mente que una oraciéon no determina por si sola una proposiciéon. Debemos ver la
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oracién como una funcion proposicional en que los valores posibles del argumento

son situaciones:

Let’s distinguish between the meaning of a sentence and the propo-
sitional content of a statement made with it. Intuitively, the former
should be a propositional function, something that gives us a proposi-
tion when supplied with the situation the proposition is about, while
the latter would be such a proposition. Thus a sentence can be ambi-
guous in terms of propositional content without having two separate
meanings, without expressing two distinct propositional functions?®

Por tanto, una misma oraciéon puede expresar distintas proposiciones sin cambiar
su significado, simplemente porque cambie la situacion a la que se aplica.

Los autores definen una funcion, Val, que hace corresponder a cada oraciéon
una proposicion paramétrica. Un parametro es siempre s, una situacion. Otros
pardametros posibles son p y ¢; (proposiciones) que corresponden, respectivamente,
a las expresiones demostrativas this y that; del lenguaje formal.

En el lenguaje formal, la oraciéon del mentiroso es
| =True(this) (2.1)

La funciéon Val asocia a esta oracion la proposicién paramétricap que es la tnica

solucién de la ecuacion
p={s:[<Tr,p;0>]} (2.2)

El hecho de que haya una tinica solucién a esta ecuaciéon es demostrable den-
tro de la teoria de hiperconjuntos. Barwise y Etchemendy utilizan esta teoria de
conjuntos, que sustituye el axioma de fundacion de la teoria clasica de conjuntos
(ZFC) por el de antifundacion. Este axioma permite que la relacion de pertenencia
sea circular, por lo cual, la teoria de hiperconjuntos es mas adecuada para modelar
proposiciones circulares como las del mentiroso.

Si llamamos f; a la solucion de la ecuacion (2.2) tendremos:

fs = {8; [< Tr, fs; 0 >]} (23)

Es decir, tenemos una proposicién del mentiroso para cada situacions.

38Barwise y Etchemendy (1987, p. 138).
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Hay situaciones que deberiamos descartar porque no pueden corresponderse
con el mundo real, por ejemplo, aquellas que son incoherentes por contener un
estado de cosas y su dual3? Para que una situacién pueda corresponderse con el
mundo real debe tratarse de una situacion posible, es decir, aquella situacion s

que cumple:

= Si un estado de cosas pertenece a s, su dual no pertenece a s
= Si <Tr,p;1>€ s, entonces p es verdadera

= Si <Tr,p;0>€ s, entonces p es falsa

Consideremos, finalmente, la proposicién del mentiroso, fs, para una situacion
posible, s. De acuerdo con [T1] (p. 44) y (2.3), fs es verdadera ssi < T'r, f5;0 >€ s.
Pero, como s es una situacion posible, < T'r, f;;0 >€ s implica que es f; falsa.
Asi pues, f, no puede ser verdadera y, por tanto, es falsa.

La paradoja ha desaparecido. A cambio, el hecho semantico de que f, es falsa
no puede pertenecer a s (porque entonces fy seria verdadera). Sin embargo, jese
hecho seméantico puede pertenecer a otra situacion posible, s, mas amplia! Basta
con tomar

s'=sU{<Tr fs;0>} (2.4)

El procedimiento puede reiterarse indefinidamente puesto que la proposicion

del mentiroso para s’
fo={s[<Tr fs;0 >]} (2.5)

es falsa, hecho que se diagonaliza fuera de s’ pero que puede encontrarse en
s" =5 U{<Tr fs;0>} (2.6)

Esta secuencia creciente de situaciones justifica que se considere que estamos
ante una soluciéon jerarquica. Por supuesto, no hay una situaciéon universal, pero
ello no parece preocupar demasiado a Barwise y Etchemendy, quienes consideran
este hecho como una conclusion que debemos aceptar, del mismo modo que, para
evitar la paradoja de Russell, aceptamos que no existe el conjunto de todos los

conjuntos.

39El dual de un estado de cosas es el que resulta de cambiar Gnicamente su polaridad.
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[...] no actual situation can contain all the facts of the world. For
no matter how comprehensive we take an actual situationw to be, it
must at least omit the first-class fact that f,, is false. Thus, just as the
Russell construction shows us that there cannot be a universal set, the
Liar construction shows that the situations propositions can be about

fall short of universality.*®

Sin duda, la propuesta que he intentado describir en sus aspectos fundamentales, es
atractiva. Para algunos puede tener el atractivo filosofico derivado de un concepto
de verdad sensible al contexto, para otros el de evitar la paradoja del mentiroso
y afines.

No obstante, también hay aspectos de esta propuesta que, cuanto menos, ca-
lificaria de poco agradables.

En primer lugar, cabe argumentar que si el contexto al que se refiere un enun-
ciado es conocido, puede hacerse explicito en el enunciado. Retomemos el ejemplo
de la oracion “Clara tiene el as de corazones” emitida en una sala, S, donde hay
unos jugadores jugando a las cartas, pero ninguno se llama Clara. Segin Barwise
y Etchemendy el enunciado es falso aunque haya, en otro lugar del mundo, una
persona llamada Clara que tenga el as de corazones. Pero nada nos impide incluir
el contexto en la oracion y expresar el mismo enunciado con una oracién que ya no
depende de ese contexto: la oracion “en la sala S hay una persona llamada Clara
que tiene el as de corazones”.

De hecho, algo similar hacen los autores cuando establecen [T'1]:
[T1] {s;[o]} es verdadera ssi o € s

Aceptan implicitamente que, dados un estado de cosas, o, v una situacion s, la
oracion “o € s” expresa una proposicion por si misma, y no, como su propia teoria
establece, una funcién proposicional que se convierte en verdadera o falsa segin
qué situacion tome como argumento.

En segundo lugar, como los propios autores reconocen (ibid., p. 176), cuando
afirmamos algo, no esta claro qué situacion corresponde a esa afirmacion. Sin
embargo, se defienden, normalmente no es preciso que los limites exactos de la
situacion estén bien determinados. Lo que no especifican es cuéles son los aspectos

de una situacion que deben estar bien determinados y, lo més importante, si esos

0Thid., p. 155.
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aspectos quedan determinados siempre que se enuncia una oracioén. Si nos fijamos
en oraciones como la del veraz o la del mentiroso, que solo se refieren a si mismas,
todo parece indicar que no. Su propia naturaleza nos sugiere que su significado,
si lo tienen, no depende del contexto. Da la sensacion de que el tinico motivo
por el que se hace que la proposicion expresada por una oraciéon autorreferencial
sea sensible al contexto es porque, de ese modo, se altera la autorreferencia que
provocaba la paradoja. La interpretacion informal de la proposicién fs, ya no es
“fs es falsa” sino “(f; es falsa) € 7.4

Consideremos la oracion del veraz, que, en la formalizacion de Barwise y Et-

chemendy es:
to={si[< Tr b1 >]) (2.7)

Es facil ver que, para algunas situaciones posibles es verdadera y para otras falsa
(ibid., teorema 7 en p. 133). Ahora bien, imaginemos que se retine un grupo
de personas y una dice “esta oracion es verdadera”. ;Hay forma de determinar,
siquiera, si la situacion a la que se refiere ese enunciado es de las que hacent;
verdadera o de las que la hacen falsa? Claramente, no.

La pertenencia de un estado de cosas a una situacién parece que debiera ser
una cuestion que se pudiera decidir empiricamente. Mas, en el caso anterior, no
se ve la manera de decidir si < T'r,ts; 1 > pertenece a s o no. Tampoco en el caso
de la oraciéon del mentiroso se decide, empiricamente, si< T'r, fs;0 > pertenece a
la situaciéon posible s o no. Por el contrario, la no pertenencia de < T'r, ;0 > a
s, es algo que, segiin vimos, se establece como una conclusiéon logica.

Una ultima critica a la propuesta de Barwise y Etchemendy (aunque no a todas
las propuestas contextuales) es que produce una solucion jerarquica de la paradoja
del mentiroso.*? Como ocurre en las soluciones jerarquicas las afirmaciones sobre
esa jerarquia suelen estar fuera de ella. Por ejemplo, como hemos visto, para
cada situacion, s, hay una proposicion del mentiroso, fs, y toda proposicion del
mentiroso es falsa. Llamemos r a la situacién que corresponde a esta afirmacion.
Entonces, si la proposicion formada por la situacionr y (el tipo correspondiente a)

la afirmacion anterior es verdadera, deben pertenecer ar todos los estados de cosas

“1De este modo se rompe la simetria de la interpretacién convencional que es la que nos induce
a pensar que no hay mas razones para que la oracion del mentiroso sea falsa que para que sea
verdadera. Asi se explica la antiintuitiva conclusion de que la proposicién del mentiroso es ahora
falsa.

42Simmons (1993) propone una solucién contextual no jerarquica que no analizamos en este
trabajo.
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que dicen que toda proposicion del mentiroso es falsa. Es decir, para toda situacion
s, se debe cumplir < T'r, f;0 >€ r. En particular, se tendria < T'r, f;0 >€ r,
pero como f, = {r;[< Tr, f.;0 >]}, eso significaria que f, es verdadera. Lo que
contradiria que toda proposicion del mentiroso es falsa.

En definitiva, la afirmacién de que toda proposiciéon del mentiroso es falsa no
puede expresarse, sin contradiccion, dentro del lenguaje que los autores utilizan
para solucionar la paradoja del mentiroso. Es pues, pertinente repetir la pregunta
que hicimos al criticar las soluciones jerarquicas: ;qué lugar ocupa esa afirmacion?
Y podemos repetir la contestacion: si la respuesta es que ese tipo de afirmaciones
solo es posible en el lenguaje natural, la soluciéon jerdrquica desplaza el problema
de las paradojas a este lenguaje, pero no lo resuelve. La respuesta alternativa,
a saber, que ese tipo de afirmaciones es inexpresable, tampoco es satisfactoria,

porque entonces no se podria exponer en qué consiste la teoria.

2.3.6. Las oraciones autorreferenciales como ecuaciones

Hansson (1978) considera que:

To interpret a sentence is thus to find the answer to the question:
which proposition (possible fact, state of affairs) satisfies the condition
that the sentences poses? It is illuminating to compare this question
with a corresponding one for equations: which number x satisfies the

condition posed by the equation??

En muchos casos, la condicién que establece una oracioén es trivial. Por ejemplo, la
oracion “Juan come una manzana’ establece una condicidén que puede expresarse
mediante la ecuacion x = Juan come una manzana Igual que para la ecuacion
numérica x = 10, la solucién es obvia. Sin embargo, cuando la condicién es im-
predicativa la situacion es diferente. La condicion sera de la formax = f(x) que,
dependiendo de la funciéon f, puede tener una, ninguna o varias soluciones. Y
esto es tan cierto, insiste Hansson, en las ecuaciones proposicionales como en las
numeéricas.

Para interpretar la oracién del mentiroso tendremos que responder a la pre-

gunta de qué proposicion satisface la condicion x = z es falsa. Puesto que las

43P, 382.
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proposiciones solo pueden ser verdaderas o falsas, es facil ver que ninguna propo-
sicidén puede satisfacer la condicion. Asi pues la oracién del mentiroso no expresa
ninguna proposicion.

Por el contrario, la ecuacién r = z es verdadera correspondiente a la oracion
del veraz admite infinitas soluciones y, consecuentemente, dicha oracion también
es paradojica.

El recurso a las ecuaciones proposicionales para interpretar las oraciones au-
torreferenciales (o, més en general, a sistemas de ecuaciones proposicionales para
interpretar conjuntos de oraciones que se referencian entre si) es, sin duda, inte-
resante. La formacion de esas ecuaciones a partir de las oraciones es sencilla y
directa. Las ecuaciones reflejan la estructura de sus correspondientes oraciones y,
por ello, pueden facilitar un anéalisis de las mismas. En la ecuaciéon proposicional la
paradoja se disuelve, porque lo que antes era una contradiccion se convierte ahora,
simplemente, en la inocua constatacion de que hay una ecuacién sin solucién.

Este es también el anélisis de Wen (2001), otro defensor de interpretar las
paradojas seméanticas mediante ecuaciones. Para ¢l la oracion del mentiroso no
muestra un simple objeto AF' (donde A simboliza “esta oracion” y F' simboliza “es
falsa”) sino una relacion referencial A :== AF, es decir, A refiere a AF. De modo

bastante natural surge un interesante anélisis de la oraciéon del mentiroso:

It is the assumption of existence of a sentence given that satisfies the
Liar equation X := X F' that causes contradiction in the Liar paradox.
In other words, there can be no sentence given that says, of itself, that

it is false.**

Lo que queda confuso en la propuesta de Lan Wen y, sobretodo, en la de Hansson
es la naturaleza verdadera de las oraciones con referencias a oraciones. En una
solucion basada en ecuaciones hay dos alternativas: a) la oracion es un modo de
representar una ecuacion proposicional; b) la oraciéon no representa a la ecuacion
sino a la solucion de esa ecuacion, siempre que haya una y solo una.

Creo que la primera alternativa es descartable. La oracién y la ecuaciéon propo-
sicional son entidades de naturaleza diferente. Las proposiciones las expresamos
mediante oraciones no mediante ecuaciones proposicionales, las cuales, al tener

variables libres, nunca expresan una proposicion. Consideremos el siguiente par

MThid., p. 45.
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de oraciones: “Roma es la capital de [talia”; “la anterior oracion es falsa”. Las ecua-
ciones que esta secuencia de oraciones establece podemos escribirlas del siguiente
modo: x = Roma es la capital de Italia; y = x es falsa. La segunda oracion, vaya
por caso, no es un modo de representar la ecuaciony = x es falsa, como lo pone
de manifiesto el hecho de que la oracion es falsa, en tanto que la ecuacién, en
todo caso, se convierte en verdadera cuando asignamos ax e y las proposiciones
expresadas por la primera y la segunda oraciones, respectivamente.

La tnica alternativa razonable es que la oraciéon represente la solucion de la
ecuacion proposicional que tiene asociada. Para ello es necesario que esa ecuacion
tenga una tnica solucién. Si no se cumple este requisito, como en las oraciones del
mentiroso y del veraz, simplemente diremos que la oracién no expresa proposicion
alguna. De acuerdo con este planteamiento, una oracién autorreferencial tendria

una representacion formal del tipo

(tx) (x = f(z)) (2:8)

entendiendo que x es una variable proposicional y que siz = f(z) no tiene una
tnica solucion, a (2.8) no corresponde ninguna proposicion.

Dado que ninguna proposicion es solucion de “z = z no es verdadera”, a la ora-
cion del mentiroso reforzada no corresponde ninguna proposiciéon. Sin embargo,
desafortunadamente, el razonamiento informal sobre la oraciéon del mentiroso re-
forzada (SL) que lleva a contradiccion sigue siendo vélido: si a (SL) no corresponde
ninguna proposicion, la oracion (SL) no es verdadera, pero eso es justamente lo
que afirma (SL), luego (SL) es verdadera.

Se puede alegar que este razonamiento que lleva a contradiccion no puede
seguirse si se usa estrictamente la version formal (2.8), pero ello no proporciona
una explicacion de qué es lo que falla en la versiéon informal; en todo caso mostraria

que la version formal no es fiel reflejo de la informal.

2.3.7. Gupta y Belnap: teoria de la revisién de la verdad

Estos autores defienden que: “It is a fundamental intuition concerning truth

that the T-biconditionals are analytic and that they fir the meaning of ‘true”’*®

hasta el punto de que la paradoja del mentiroso debe ser resuelta sin danar esta

Gupta y Belnap (1993, p. 6). Los bicondicionales-T son las equivalencias que tienen la forma
del esquema [T] de Tarski.
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2. PRINCIPALES PROPUESTAS DE SOLUCION Y SUS PROBLEMAS

intuicién fundamental. Afladen una precision importante: la nocién de verdad
fijada por los bicondicionales-T es una nociéon de verdad logica, absoluta y débil.
Considero necesario destacar cuales son para los autores las nociones de verdad
débil y fuerte:

With the weak notion, the semantic status of “P” is true’ is exactly
the same as that of P. If P is neither true nor false, so is ““P” is true’.
If P is both true and false, then so is ““P” is true’ [...| With the strong
notion(s) of truth the equivalence between P and “P” is true’ is not
perfect. For example, with this reading, “/P” is true’ may be false even

though P is not false but only neither true nor false6

A mi juicio, la nocién débil de verdad no es la més acertada. Segtiin nuestras
intuiciones mas béasicas, si P no es verdadera ni falsa, deberia poder deducirse:
(1) P no es verdadera; (2) es falso que P es verdadera. Pero con la nocion débil
de verdad “P es verdadera”, al igual que P, no sera verdadera ni falsa, por lo que
no es falso que P es verdadera, con lo cual contradecimos (2) 7

Gupta y Belnap encuentran en la teoria de las definiciones la clave para resol-
ver adecuadamente el problema de la verdad (paradojas incluidas). Tras analizar
algunos ejemplos destacan que “every kind of pathological behavior that the concept
of truth ezhibits can be mirrored in concepts with circular definitiond.*®

Su teoria logica de las definiciones se basa en que una definicion fija com-
pletamente el significado del término definido (definiendum), incluso aunque la
definicion sea circular. Dado que, en general, una definicién circular no permite
determinar la extension de su definiendum es preciso pensar en el significado de un
modo diferente. Este nuevo modo consiste en que el significado que una definicion
circular asigna a un definiendum tiene un caracter hipotético. Solo podemos decir
cudl serfa la extension del definiendum en funcidon de una extensiéon previamente
supuesta para el mismo. Esta funcion, dp ar, dependiente de un conjunto de he-
chos, M, y de una definicién, D, es vista como una regla de revision. Aplicada a

una extension hipotética, X, nos proporciona una extension dp a(X), que es un

46Tbid., p. 22.

47 Ademas, si como en la propuesta de Martin, combinamos la nocién débil de verdad con la
negacion electiva se produce una reduccion de la capacidad expresiva del lenguaje. Porque siP
no es verdadera ni falsa no hay modo de expresar la proposicion cierta de queP no es verdadera,
ya que tanto “‘P’ es verdadera” como “‘P’ no es verdadera” no serdan ni verdaderas ni falsas.

48Ibid., pp. 116-117, en cursiva en el original.
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candidato mejor (o igual de bueno) para ser considerado la extension del concep-
to definido. Repetidas aplicaciones de la funcién d0p ps generan una secuencia de
extensiones que cada vez son mejores (o igualmente buenos) candidatos para la

extension del concepto definido.

El comportamiento de las secuencias de extensiones que se generan a partir
de cada una de las posibles extensiones iniciales serd el que determine de modo
categorico si el definiendum es ordinario o patolégico. Consideremos, a modo de

ejemplo, la siguiente definicion*?

resG =g 5res HV(zesqG) (2.9)

y supongamos que el dominio es D = {a,b} y la extension de H es I(H) = {a}.
Las secuencias de extensiones de G que se obtienen a partir de cada una de las

posibles extensiones iniciales son:

(0, D,{a}, D,{a}, D,{a},D...)
({a}, D,{a}, D,{a}, D...) (2.10)
({b},{a}, D,{a}, D,{a},D...)

(

D,{a},D,{a},D,{a},D...)

Se observa que, a partir de un determinado ntimero de aplicaciones de la regla
de revision (en nuestro caso, a partir de la primera aplicacion) el elemento a
pertenece invariablemente a la extension de G. Esto nos permite afirmar de modo
categorico que la oracion “a es G” es verdadera. En cambio, el elementob no tiene
ese comportamiento: si b pertenece a la extension de G en una etapa de revision,
no pertenece a esa extension en la etapa siguiente y viceversa. El valor de verdad
de “b es G” no se estabiliza, sino que, por el contrario oscila indefinidamente.

Diremos, de modo categorico, que la oracion ‘b es G” es patoldgica.

Naturalmente, las secuencias de extensiones asociadas a una definiciéon (y a
un conjunto de hechos) pueden ser de muy diversos tipos, lo que permite definir

distintos tipos de oraciones patologicas. Por ejemplo, la definicion

(T'T) es verdadera =q4.¢ (T'T) es verdadera (2.11)

“9He elaborado un ejemplo mas sencillo que el de los autores.
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da lugar a secuencias estables pero falla la convergencia porque las distintas se-

cuencias no convergen a un mismo punto fijo. En cambio,
(L) es verdadera =q4.¢ (L) es falsa (2.12)

da lugar a secuencias no estables que oscilan indefinidamente pero hay convergen-
cia, en el sentido de que “the “patterns” of revisions we get do not depend upon
the initial hypothesis”?® Por tanto, la teoria de la revision de la verdad permite

distinguir el diferente comportamiento patologico de (TT) y (L).

Puesto que, segin los autores, los bicondicionales de Tarski fijan el significado
de “verdadero”, es importante senalar que la lectura correcta de estos bicondicio-
nales es la equivalencia definicional (=4er) no la equivalencia material («<). En
una derivacion basada en la primera, hay un cambio en el indice que establece la

etapa de revision. Por ejemplo, dada la definicion
X es verdadera =gef p (2.13)

a partir de la hipotesis de que “X es verdadera” se verifica en la etapa ¢, se deduce

que p se verifica en la etapa ¢ — 1 y viceversa. En cambio, dada la equivalencia

X es verdadera < p (2.14)

la premisa y la conclusion tienen siempre el mismo indice. Asi consiguen que la

oracion del mentiroso no genere contradiccion. La generaria si se interpretase como
(L) es verdadera < (L) es falsa (2.15)

pero no si se interpreta como (2.12).

Si hacemos explicita la etapa de revision, una definicién de la forma
zes G =45 Az, Q) (2.16)
podria reducirse a

Vi([z es G en la etapa i]| < [A(z, G) en la etapa i — 1]) (2.17)

50Thid., p. 136.
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Aplicado a la oracién del mentiroso, tendriamos
Vi([(L) es verdadera en la etapa i) < [(L) es falsa en la etapa i — 1])  (2.18)

donde se pone de manifiesto una importante similitud con otras teorias jerarquicas,
con las que, a mi juicio, comparte el inconveniente de ofrecer una interpretacion
demasiado artificiosa de la oracion del lenguaje natural “esta oracion es falsa”.
Una interpretacion més sencilla, y al mismo tiempo mas general, de las de-
finiciones circulares consiste en interpretarlas como ecuaciones. En realidad, la
interpretacion de Gupta y Belnap se puede ver como una interpretacion de ese
tipo pero con la innecesaria restriccion de buscar sus soluciones exclusivamente
de un modo iterativo: se da un valor a la incognita en la expresion definidora y se
calcula un nuevo valor para aquella; el proceso se repite y se observa su evolucion
y convergencia. Es evidente que hay una forma més sencilla de buscar la solucion:
dar cada valor posible a la incognita en todos los sitios de la definicion /ecuacion
donde aparezca y comprobar en qué casos se verifica la ecuaciéon. Tomemos por
ejemplo,
(I'T) es verdadera =45 (IT'T) es verdadera (2.11)

en vez de usar el método de Gupta y Belnap podemos dar a (TT) todos sus
posibles valores y comprobaremos que con todos se verifica la ecuacién. Al no
haber una tnica solucion podemos afirmar que (TT) es patologica. Si hacemos lo
mismo con

(L) es verdadera =q4.5 (L) es falsa (2.12)

comprobamos que no hay ninguna solucion. También podemos afirmar que (L) es
patologica y, a la vez, concluir que su caracter patologico es distinto del de (T'T).

Asf pues, no veo mas ventajas ni menos inconvenientes en la solucién de Gup-
ta y Belnap que las que pueda tener una soluciéon basada en ecuaciones. Como
en este tipo de soluciones la paradoja del mentiroso reforzad#® no es resuelta
satisfactoriamente. Los autores responden que es patoldgica pero que, sin embar-
go, no se puede afirmar, dentro del lenguaje formal, que no es verdadera. En el

metalenguaje, ellos mismos lo afirman de todas las oraciones patologicas:

Revision theory results in a tripartite division of sentences: sentences

that are categorically assertible, those that are categorically deniable,

51'Denominada “Exclusion Liar” por Gupta y Belnap. V. p. 141.
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and those that are pathological in one way or another. This is similar
to what one finds in the three-valued approach; here some sentences
are true, some others are false, and the remaining ones are neither true

nor false.??

Es claro que si presuponemos que las oraciones pueden tenern valores de verdad
diferentes siempre hay un valor no incluido entre ellos correspondiente al caso de
que la definicién resulte patologica. Por ejemplo si clasificamos las oraciones en

verdaderas, falsas y patologicas, la oracién correspondiente a la definicion
(SL) es verdadera =45 (SL) es falsa o patolégica (2.19)

resulta patologica en el metalenguaje, es decir, es patolégico decir que es pato-
logica. Asi pues la clasificacion original no resulta exhaustiva. Inevitablemente la

teoria acaba siendo jerarquica:

‘the Strengthened Liar®® is categorical’ and ‘the Strengthened Liar is
not categorical’ are pathological |[...] Here the concept of categorical-
ness that is appropriate for describing the behavior of the Ordinary
Liar is not appropriate for the Strengthened Liar. To correctly des-
cribe the behavior of the latter we need to appeal to a higher-level
notion of categoricalness. This higher-level notion would itself mani-
fest paradoxical behavior in the presence of vicious reference. And we
would account for it in the same way. The higher-level paradoxes would

demand a still higher-level notion for their description?®*

Una tdltima critica respecto a su concepto de las definiciones. Creo que su idea de
mantener que, incluso en las definiciones circulares, la definicion fija el significado
del término definido no esta justificada. Opino que una definiciéon de la forma
“z es G =ger x no es G” deberia considerarse ilegitima. Gupta y Belnap la consi-
deran correcta y con ello estan tergiversando el concepto natural de definicion.
De hecho hay una definicién oculta detras de cada definicion circular, una

definicion convencional en el metalenguaje detras de cada definicién circular en

2Ibid., p. 139.
53Ge refieren a “esta oracién no es categérica o no es verdadera’.
41bid., p. 256.
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el lenguaje. Dada una definicion de la forma “z es G =45 A(z, G)”, realmente la

definicion de “‘x es G’ es verdadera” es del tipo de

dp Vi>p VX CD z¢cd(X) (2.20)

donde D es el dominio y & es la aplicacion de § i veces.?

2.3.8. Propuesta de Skyrms’®

Skyrms nos presenta la oracion del mentiroso reforzada como @ no es verdade-
ra’ (‘~ T'a’), siendo ‘a’ el nombre de esa oracion. Da por supuesto, explicitamente,

que la identidad

a=*‘~Td (2.21)

es cierta ya que considera sostener lo contrario poco verosimil y carente de interés
como solucién. Sin embargo no lo descarta como tltimo recurso al que acudir si se
probase que no es posible una teoria satisfactoria de la autorreferencia semantica.

Para bloquear la paradoja, Skyrms afirma que la oracién del mentiroso refor-
zada carece de significado y, por tanto, no es verdadera. Pero de aqui no se sigue
que lo que dice es correcto porque, si carece de significado, no dice nada.

En mi opinién, el problema de este planteamiento es que no podemos afirmar
que la oracion del mentiroso reforzada no es verdadera, porque, al intentarlo,
construirfamos la propia oracion que, segin Skyrms, carece de significado. Como
resultado, la capacidad expresiva del lenguaje queda limitada. Veamos todo esto
desde el punto de vista formal.

El autor da por cierto que
~T ~Ta (2.22)

Si, teniendo en cuenta (2.21), aplicamos el principio de sustitucion de los idénticos

obtenemos
~Ta (2.23)

55Esta no es exactamente la definicién de los autores que requeriria extendernos en mas
tecnicismos. Simplemente he tratado de expresar la idea de que “x es G” es verdadera si a partir
de un cierto nimero de iteraciones de la funcién d, x pertenece a la extension obtenida (§%(X)),
cualquiera que sea la extension de partida (X).

56Skyrms (1970).
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Finalmente, si lo anterior es verdadero, podemos afirmar
T ~Ta (2.24)

lo que contradice a (2.22).

Si se da por cierto (2.22), es claro que no se puede dar por cierto (2.23), que
se ha deducido por aplicacion del principio de sustitucion de los idénticos, luego,
concluye Skyrms, este principio no es correcto. Solo es correcto un principio débil
de sustitucion de los idénticos por el que de una premisa verdadera no se obtiene
una conclusion falsa (se puede obtener una conclusion sin significado cuando ésta
es una oracion autorreferencial, como ocurre en nuestro ejemplo).

El problema de la falta de capacidad expresiva del lenguaje que plantea la
solucion de Skyrms podemos expresarlo ahora afirmando que no hay manera de
decir en el lenguaje formal que a no es verdadera, pues si escribimos * ~ T'a’
formamos una oracién carente de significado.

De otro lado, podemos reprochar a la solucion de Skyrms que es una solucién
ad hoc al rechazar el principio de sustitucion de los idénticos solo porque prescin-
diendo de ¢l se evita la paradoja. Para que no fuese ad hoc habria que justificar
por qué (2.21) y (2.22) son verdaderos.

Ahora bien, considero una virtud del planteamiento de Skyrms el mostrar
que, una vez que aceptamos (2.22) nos vemos obligados a elegir entre rechazar
(2.21) y rechazar el principio de sustitucion de los idénticos. El considera que
rechazar (2.21) es una posicion desesperada. Yo no lo veo tanto; al fin y al cabo es
bastante natural negar que afirmara sea lo mismo que afirmar “a no es verdadera”.
En cambio, rechazar el principio de sustitucién de los idénticos si parece una
solucion desesperada (recordemos que aqui no estamos en los clésicos contextos
referencialmente opacos).

Una critica, que considero acertada, al rechazo del principio de sustitucion de
los idénticos de Skyrms, es la realizada por Fitch (1970, p. 75). Este no acepta
que a sea idéntico a b y a la vez una oracion pueda ser cierta de a y solo neutra,

ni verdadera ni falsa, de b. Ello indicaria una diferencia entrea y 0.
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Requisitos para una solucion

satisfactoria

Tras haber analizado un amplio abanico de intentos de solucién de la paradoja
del mentiroso, en el que creo se encuentran los mas influyentes, es el momento de
extraer conclusiones con la mirada puesta en establecer los requisitos que debe

satisfacer una solucién que merezca tal nombre.

Como indiqué en la introducciéon, me centraré en la paradoja del mentiroso
por ser un buen prototipo de las paradojas semanticas, pero, no cabe duda, de
que una solucién a esta paradoja seria realmente valiosa si fuese aplicable a las

demas paradojas semanticas.

De un modo muy general, el problema de las paradojas consiste en determi-
nar qué principios, hasta el momento considerados como indiscutibles, deben ser
revisados de modo que las paradojas desaparezcan. Es preferible que la solucion
no sea ad hoc, es decir, que la modificacién de esos principios no esté inicamente
justificada porque se resuelven las paradojas. Pero, desde mi punto de vista, lo
realmente importante es que la nueva coleccion de principios no esté aquejada de
defectos antes no existentes ni cree problemas mayores o de similar envergadura
al que resuelven. A modo de ejemplo, la solucion de Skyrms genera el problema
de como puede ser cierto ‘a = b’y a la vez © ~ T0’ ser verdadera y * ~ Ta’ ser
neutra (ni verdadera ni falsa). En cambio, el hecho de que una soluciéon sea ad
hoc no necesariamente la invalida: el razonamiento que indica que la oraciéon del
mentiroso, (L), no es verdadera ni falsa porque en ambos casos se deduce una

contradiccion, podria, en principio, ser valido.
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3.

REQUISITOS PARA UNA SOLUCION SATISFACTORIA

Serd muy 1til para extraer conclusiones hacer un resumen de los errores que

mas frecuentemente aparecen en los distintos intentos de solucion.

= Se basan en propuestas demasiado artificiosas. Vimos que asi ocurre en las

propuestas de Russell y Tarski, al jerarquizar el predicadoverdadero o en la
de Skyrms con su forzada restricciéon del principio de sustitucion de los idén-
ticos, o en la de Gupta y Belnap al admitir como legitimas definiciones del
tipo “z es G =4¢y © no es G”. Lo mismo puede decirse de distintos aspectos

de las propuestas de Kripke, Martin, Barwise y Etchemendy, McGee. ..

= Son demasiado restrictivos. Las propuestas de Russell restringen la autorre-

ferencia en casos inocuos. Las propuestas jerarquizadas, en general, impiden
la expresion de proposiciones acerca de totalidades de proposiciones de la je-
rarquia: asi en la propuesta de Tarski no se puede expresar “toda proposicion
es verdadera o no”. La propuesta de Kripke impide afirmar en el lenguaje
objeto que (L) no es verdadera o que una proposiciéon es fundamentada o que
es paradodjica. Se trata de propuestas que acaban desplazando el problema
de las paradojas al lenguaje natural, pero no lo resuelven. Problemas del

mismo tipo presentan las de van Fraassen, Gupta y Belnap, Martin. ..

No es dificil entender por qué los intentos de solucién suelen ser demasia-
do restrictivos. Para evitar las paradojas se establecen restricciones a los
principios normalmente aceptados puesto que conducen a contradicciéon. El
problema es que no hay acuerdo sobre cuales deben ser estas restricciones vy,
de hecho, todas parecen restringir demasiado de una u otra forma. Quizas
las tinicas propuestas estudiadas en este trabajo que no siguen el camino
de restringir principios son las inconsistentes pero sabemos que tampoco

solucionan la paradoja del mentiroso reforzada.

= Tienen otras consecuencias inadmisibles. Como vimos, Gupta y Belnap mues-

tran que las propuestas inconsistentes tienen la consecuencia de que todas

las oraciones, no solo las paraddjicas, resultan verdaderas y falsas a la vez.

= No superan la paradoja del mentiroso reforzada (SL). Esta es una caracte-

ristica comin a todas las propuestas. Las que dicen resolverlo no lo hacen de
modo satisfactorio. Unas, como la de Kripke, van Fraassen, etc. impiden ex-
presar la oracion (SL) trasladando el problema al metalenguaje. Otras, que

dicen permitir la expresion de (SL), no permiten, sin embargo, decir uno de

60
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estos enunciados ciertos: (SL) no es verdadera, (SL) es patologica (paraddji-
ca, sin valor de verdad), (SL) es falsa o patologica. Como las primeras, estan
restringiendo la capacidad expresiva del lenguaje con la tinica motivacion de

evitar las paradojas. Pero estas reaparecen en el metalenguaje.

Por consiguiente, la paradoja del mentiroso reforzada es una importante

piedra de toque de cualquier intento de solucionar las paradojas seménticas.

» Kripke (1975) senala también como defecto de diversas propuestas el hecho

de que son meras sugerencias, no verdaderas teorias:

Almost never is there any precise semantical formulation of a lan-
guage, at least rich enough to speak of its own elementary syn-
tax (either directly or via arithmetization) and containing its own
truth predicate. Only if such a language were set up with formal
precision could it be said that a theory of the semantic paradoxes

has been presented.!

Sin embargo, creo, con Martin, que el problema de las paradojas no es sustancial-

mente un problema relativo a los lenguajes formalizados:

I see the Liar as raising questions concerning the concepts of senten-
ce (or statement or proposition), truth, negation, reference, etc.; in
short, as a problem in the philosophy of language —our language—

not primarily as a problem having to do with formalized languages?

Estamos pues ante un problema de filosofia del lenguaje en el que habra que
explicar qué es lo que falla en las convenciones del lenguaje natural para que
aparezcan las paradojas, o desde un punto de vista mas positivo, qué convenciones
hay que aceptar para que las paradojas desaparezcan. Desde luego, la forma mas
precisa de mostrar que las paradojas desparecen es presentar la soluciéon mediante
un lenguaje formalizado, pero nunca debemos perder de vista que esa solucion
formal debe estar conectada con el lenguaje natural en el sentido de que debe
proporcionar una explicacion a las paradojas en dicho lenguaje.

Una vez detectados los principales errores en que no debe caer una solucion a

las paradojas semanticas, pasaré a indicar otros requisitos que debe cumplir.

YKripke (1975, p. 62).
ZMartin (1970a, p. 91). La palabra subrayada aparece asf en el original.
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= Debe tomar como concepto de verdad el concepto de verdad fuerte ya que,
como hemos visto (p. 52), el concepto de verdad débil conduce a conclusiones

indeseables.

= Debe establecer un criterio justificado que permita determinar, suponien-
do conocidos los hechos empiricos, si las oraciones autorreferenciales como
las del mentiroso, del mentiroso reforzada, etc. son verdaderas, falsas o ni
verdaderas ni falsas. Es interesante observar que a la misma oracion se le
adjudica distinto valor de verdad en distintas teorias. Por ejemplo, segin
Barwise y Etchemendy, la oracion del mentiroso es falsa en toda situacion
posible, en tanto que para la mayoria de las teorias no es verdadera ni falsa.
La oracién “esta oracién no es verdadera ni falsa” serfa considerada falsa en

3

varias teorfas,® sin embargo, Mackie considera que no es verdadera ni falsa?

Un buen criterio debe dejar claro cuél de las respuestas es correcta.
= Debe evitar introducir conceptos que permitan generar nuevas paradojas.

Resumiendo, una lista de los principales requisitos para una solucion satisfactoria

es la siguiente:

1. Determinar qué principio o principios normalmente aceptados deben ser re-
visados para que las paradojas objeto de estudio desaparezcan. Los nuevos
principios deben tener una justificacion independiente de las paradojas o, al
menos, no deben resultar demasiado artificiosos ni acarrear nuevas conse-

cuencias inadmisibles.

2. Solucionar claramente la paradoja del mentiroso reforzada sin limitar la

capacidad expresiva del lenguaje.

3. Los principios revisados no deben ser demasiado restrictivos, es decir, no

deben evitar situaciones que no eran probleméticas.

4. Debe haber un criterio claro para determinar, suponiendo conocidos los he-
chos empiricos, si las oraciones autorreferenciales como las del mentiroso,

del mentiroso reforzada, etc. son verdaderas, falsas o ni verdaderas ni falsas.

3Si no es verdadera ni falsa es verdadera. Si es verdadera, es falsa. En cambio, si es falsa no
hay contradiccion.

*Mackie (1973, p. 291). El califica de indeterminadas a las oraciones que no son verdaderas ni
falsas y su comentario se refiere exactamente a la oracién “This sentence, standardly construed,
is indeterminate”.
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5. Debe evitar introducir conceptos poco acertados, como el concepto de verdad

débil, o conceptos que permitan generar nuevas paradojas.

Finalmente, la solucion serd mejor cuanto mayor variedad de paradojas resuelva y

serd mas completa si va acompanada de una formulacién precisa mediante el uso
de lenguajes formales.
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4

Caracterizacion del problema de la

paradoja del mentiroso (y afines)

4.1. El problema desde la perspectiva de los len-

guajes formales interpretados

4.1.1. Introduccion

Entenderemos por paradoja un razonamiento en el que, a partir de supuestos
aparentemente verdaderos, y principios aparentemente correctos, se deduce una
conclusion aparentemente inaceptable.

En el caso particular de la paradoja del mentiroso (reforzada), una interesante
caracterizacion nos la ofrece Martin (1984, pp. 1y 2), dando buenas razones para

aceptar como verdaderas las dos siguientes afirmaciones:

(S) Hay una oraciéon que dice de si misma Gnicamente que no es verdadera
(T) Una oracion es verdadera ssi las cosas son como la oracion dice que
son

Pero —continua su argumentacion— de (S) y (T) se deduce una conclusion ina-
ceptable. Si (S) es verdadera, hay una oracion, s, que dice de si misma tnicamente
que no es verdadera. La oracion s no puede ser verdadera: en efecto, si s fuera
verdadera, segin (T), y segtn lo que s dice de si misma, s no seria verdadera.
Tras concluir que s no es verdadera, y puesto que eso es lo tinico que s dice de

si misma, se deduce, al aplicar (T), que s es verdadera. En resumen, se tiene la

65



4. CARACTERIZACION DEL PROBLEMA DE LA PARADOJA DEL MENTIROSO (Y AFINES)

inaceptable conclusion de que s no puede ser verdadera y, al mismo tiempo, tiene
que ser verdadera.

Entre las razones para aceptar (S), Martin senala la simple existencia de las
oraciones “esta oracion no es verdadera” o “lo que estoy diciendo ahora no es

verdadero”. Nosotros podriamos anadir otros ejemplos como:

(R) ‘la oraciéon que hay dentro del recuadro no es verdadera

o0, la interesante version de Quine de la paradoja del mentiroso reforzada:

(Q) “anadida a su propia cita es una oracion no verdadera” anadida a su

propia cita es una oracién no verdadera

Si en las oraciones anteriores cambiamos el no ser verdadero por ser falso, parece

inevitable tener que admitir (T) y (S,):
(So) Hay una oracion que dice de si misma tinicamente que es falsa

De (T) v (S,) también se puede llegar a una conclusion inaceptable. En este caso
estarfamos ante la paradoja del mentiroso (simple).

El enfoque de Martin tiene la virtud de mostrar con claridad que no debemos
asociar la paradoja del mentiroso exclusivamente a una oracién concreta. Puede
que en algin momento sea adecuado elegir una para facilitar el estudio de la
paradoja, pero cualquiera de las oraciones que parece llevarnos inevitablemente
a aceptar (S,) o (S) puede tomarse como oracion asociada a la paradoja del
mentiroso o del mentiroso reforzada, respectivamente.

Aunque en (S,) y (S) los predicados “verdadero” y “falso” se aplican a oraciones,
no es esencial, para que la paradoja del mentiroso se presente, que consideremos las
oraciones como los portadores de verdad. El propio Martin nos dice que(S) puede
expresarse de otras formas y pone ejemplos de ello, pero no llega a ofrecernos un
sustituto de (S) independiente de cuales sean los portadores de verdad.

En este trabajo se mejorara la caracterizacion de la paradoja del mentiroso de
Martin encontrando un esquema de dicha paradoja més general que, entre otras
virtudes, serd independiente de cuéles se consideren los portadores de verdad.

También conseguiremos una caracterizacion de otras paradojas semanticas es-
trechamente emparentadas con la del mentiroso; para algunos, simples versiones
de la misma. Por ejemplo, entre otras, Simmons (1993, pp. 2-7) senala como tales

las paradojas asociadas a las oraciones o sistemas de oraciones siguientes:
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(1) Si (1) es verdadera entonces Dios existe
(2) (3) es verdadera

(3) (2) es falsa

(4) (5) es verdadera

(5) (4) es verdadera

(6) (6) es verdadera

La oracion (1) corresponde a la llamada paradoja de Curry, por la que se puede
demostrar que Dios existe o cualquier afirmacién que pongamos en su lugar. Las
oraciones (2) y (3) no pueden ser evaluadas consistentemente con los valores de
verdad verdadero o falso. Las oraciones (4) y (5) pueden evaluarse ambas como
verdaderas o ambas como falsas, pero no hay mas motivo para una evaluacion que
para la otra; el problema es muy similar al de la oracion del veraz (6).

Cada una de las versiones de la paradoja tiene variantes “empiricas”. Por men-
cionar solo un ejemplo, supongamos que Platon afirma la oracion (7) y, al mismo

tiempo, Aristoteles afirma la oracion (8):

(7) lo que Aristoteles dice en este momento es verdadero

(8) lo que Platon dice en este momento es falso

Estariamos ante una paradoja similar a la que corresponde a las oraciones (2) y
(3), con la diferencia de que la existencia o no de paradoja depende ahora, no solo
de las oraciones sino también de hechos empiricos como que Platon afirme (7) y

Aristoteles afirme (8) al mismo tiempo.

Nuestro primer objetivo es pues encontrar un esquema de la paradoja del
mentiroso que resulte util para clarificar el problema, para distinguir los elemen-
tos fundamentales a los que se debe la paradoja de aquellos otros simplemente
circunstanciales.

Dos enfoques pueden ayudar a conseguirlo. Uno consiste en extraer lo que
tienen en comun un conjunto lo mas amplio posible de paradojas similares. Como
hemos visto esto es lo que hizo Russell con su principio del circulo vicioso y

maés recientemente ha hecho Priest (1994). Otro consiste en desprenderse de las
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ambigiiedades y complejidades del lenguaje natural y analizar el problema en un
lenguaje formal. Naturalmente, no se trata de decir que se soluciona la paradoja si
de alguna manera “se soluciona” en el lenguaje formal; el uso de lenguajes formales
ha de verse solo como una herramienta para comprenderla mejor.

Considero que antes de pretender comprender un conjunto amplio de paradojas
es conveniente entender, lo mejor posible, alguna bien elegida por su caracter
paradigmatico. Por eso, al menos inicialmente, me centraré en el segundo de los
enfoques referidos y, por supuesto, elegiré la paradoja del mentiroso. Después, en
la medida de lo posible, ser4 el momento de intentar extender las conclusiones o

de buscar planteamientos comunes con otras paradojas.

4.1.2. Una formalizaciéon clasica para analizar la paradoja

Se trata de ver qué ocurre en un lenguaje interpretado cuando intentamos
reflejar en él las propiedades del lenguaje natural relevantes para la aparicion de
la paradoja del mentiroso.

Llamaremos lenguaje interpretado a una terna (£, £, 91) formada por un len-
guaje, L, una matriz, £, que proporciona la interpretacion de las constantes logicas
y un modelo, M, que proporciona la interpretacién de las constantes no logicas.
También diremos que, dado un lenguaje, una matriz determina una légica para
ese lenguaje.

Nos restringiremos a lenguajes de primer orden y comenzaremos, en el siguiente
apartado, con una légica clasica, es decir, una légica bivaluada y una interpretacion
clasica de las conectivas y cuantificadores. Después anadiremos capacidad de cita

a estos lenguajes.

4.1.2.1. Lenguajes interpretados de primer orden clasicos

No basaremos nuestro lenguaje de primer orden, £, en un alfabeto de sim-
bolos minimalista, que haria més incomodo reflejar las propiedades del lenguaje
natural en el formal. Por el contrario, supondremos que su alfabeto dispone de los

siguientes simbolos:
= Simbolos l6gicos:

e Simbolos de operaciones logicas o conectivas (-, A, V, —, <). La nega-

cion, -, es monddica, las demas conectivas son diddicas.
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e Variables (hay un conjunto numerable de variables, V).
e Cuantificadores (3,V).

e Simbolos auxiliares (paréntesis, corchetes).

= Simbolo de identidad! (=).2

= Simbolos no logicos:

Simbolos de oracién.

Simbolos de constante.

Para cada nimero entero n > 1, un conjunto (posiblemente vacio) de

simbolos de relacion n-adica?

Para cada nimero enteron > 1, un conjunto (posiblemente vacio) de

simbolos de funcion n-adica?

Por supuesto, ningin simbolo del alfabeto pertenece a méas de una de las clases
de simbolos que se acaban de enumerar.

Llamaremos expresion bien formada, o simplemente expresion (formal), a cual-
quier término o formula del lenguaje. Con un alfabeto del tipo anterior, es habitual

definir los términos y formulas del lenguaje del siguiente modo.

Definiciéon 4.1 (término). Los términos del lenguaje L son aquellas cadenas
finitas de simbolos de su alfabeto que se obtienen al aplicar, un nimero de veces

finito, las siguientes reglas:

1. Clualquier variable o simbolo de constante es un término.

2. Si f es un simbolo de funcion n-ddica yty,ts, ..., 1, son términos, entonces

fti,ta, ...ty es un término.

Para unos autores es un simbolo l6gico para otros no.

2Aunque el mismo simbolo se use en el metalenguaje, el contexto nos permitird reconocer
cada caso de uso.

3Los simbolos de relacién monadica también se denominan simbolos de predicado.

1Los que, segiin es costumbre, llamamos simbolos de funcién no lo son de cualquier tipo de
funcion sino de operadores con individuos, es decir, funciones que tienen como argumento una
secuencia de individuos y, como valor, un individuo.
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Como es costumbre, para referirnos genéricamente a cadenas de simbolos del
lenguaje (constantes, variables, términos, férmulas, etc.) usaremos variables sobre
las respectivas cadenas de simbolos. Estas variables no pertenecen al lenguaje
formal sino al metalenguaje, por lo que se denominan metavariables (por ejemplo,
el simbolo “f” utilizado en la definicién anterior no es un simbolo del alfabeto sino
una metavariable que puede ser sustituida por un simbolo de funcion n-adico).

Si lo que deseamos es referirnos a una cadena de simbolos concreta del lenguaje
podemos usar un nombre del metalenguaje para hacerlo. Con estos nombres y las
metavariables es ttil formar esquemas de términos o formulas. Un esquema de
término/férmula se caracteriza por convertirse en un término/férmula al sustituir
los nombres y variables del metalenguaje por cadenas de simbolos del lenguaje
adecuadas (cada nombre por la cadena a la que se refiere y cada variable por
una cadena del tipo de la variable). Por ejemplo, “f ¢y, 1o, ...,t,” es un esquema
de término que se convertird en un término al sustituir el simbolo “f” por un
simbolo de funcién n-adico, y cada uno de los simbolos ‘t,”, “t5”,..., “t,”, por

sendos términos.

Definicion 4.2 (férmula). Las formulas (bien formadas) del lenguaje L son
aquellas cadenas finitas de simbolos de su alfabeto que se obtienen al aplicar, un

numero de veces finito, las siguientes reglas:
1. Clualquier simbolo de oracion es una formula.
2. Sity yty son términos, t| =ty es una formula.

3. Sity,to, ..., tyson términos y R es un simbolo de relacion n-ddico, entonces

Rty,ts, ..., t, es una formula.

4. Sip y son formulas, entonces —~p, (9 AY), (¢ V), (¢ — 1) y (p < )
son formulas.

5. Si ¢ es una formula y x una variable, entonces 3x ¢ y Va o son formulas.

La expresion obtenida al sustituir simultdneamente en la expresion formal

¢ las variables libres xy, xo, ..., x, (todas distintas) por los términos t1, ta, ..., t,,

t1,t2,...5tn
1,22, Tn

respectivamente, la designaremos mediantee Para senalar que las varia-

bles libres de una expresion formal € son zq, xo, ..., x,, podremos designar dicha

expresion mediante £(xq, T, ..., T,). Por ser mas intuitivo, preferiremos escribir

t1,t2,...,ln
1,22, Tn

e(ty,ta, ..., t,) en lugar de e(xy, z, ..., x,)
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No nos extenderemos aqui en explicar otros conceptos sintacticos de uso co-
rriente como variables libres y ligadas, férmulas abiertas y cerradas, formulas
atomicas, subformula de una féormula, etc. Solamente senalaremos que llamare-
mos oraciones a las formulas cerradas. También llamaremos términos abiertos a
los que contienen variables y términos cerrados o nombres a los que carecen de
ellas.

A continuaciéon, introducimos la matriz, £, propia de una logica clésica:

Definicion 4.3 (matriz para la logica clasica). La matriz, £, que determina

una légica cldsica en el lenguaje de primer orden L estd formada por:

1. Un conjunto de dos valores de verdad que designaremosf (falso) y v (ver-
dadero): W = {f,v}. Ademds, estableceremos en este conjunto una relacion

de orden de modo que f sea anterior a v, es decir, min({f,v}) = f.

2. Una interpretacion cldsica, C, de las constantes ldgicas (conectivas y cuan-
tificadores), es decir, una funcion total? Cy, por cada constante ldgica, k,

definida del siguiente modo:

- Negacion: C-,: W — W; C.(f) =ger 0; C-(0) =ges .

- Conguncion: Cp : W? — W; Cr(z,y) =4ey min({z, y}).

- Disyuncion: Cy : W? = W; Cy(x,y) =4y max({z,y}).

- Condicional: C_, : W? = W; C_(2,y) =4ey Cv(C-(2),9).

- Bicondicional: Co, : W? — W; C(2,y) =4y CA(C-(z,y),C_(y,)).

- Cuantificador universal: Cy : (Z(W) —{@}) = W; Cy(A) =4y min(A).
- Cuantificador existencial: C3 : (P(W)—{@}) — W; C3(A) =4y max(A).

Para completar nuestro lenguaje interpretado, solo queda anadir el concepto
de modelo M para (£, §).

>Una funcién total es una funcién cuyo dominio coincide con el conjunto inicial. Entendemos
por dominio de una funcién a su campo de existencia, es decir, al conjunto de elementos para
los que la funcion esta definida. Mediante dom(f) denotaremos el dominio de una funcion f.
Mas detalles en apéndice A.
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Definicion 4.4 (modelo). Un modelo 9 para (L,&) estd formado por:

1. Un conjunto no vacio | M | llamado dominio o universo deIN.5

2. Una funcion de interpretacion de los simbolos no logicos, Jon, que asocia:

- A cada simbolo de oracion, p, un tunico valor de verdad, Jon(p) (elemento
de W ).

- A cada simbolo de constante, ¢, un unico elemento del universo, Jon(c),
(Jam(c) €| M ).

- A cada stmbolo de relacion n-ddica, R, una funcion total, Jon(R), definida
entre | M | y W.

- A cada simbolo de funcidn n-ddica, f, una funcion total, Jon(f), definida

entre | M |™ y | M |.

El concepto de asignacion de variables juega un importante papel en la inter-

pretacion de los términos y férmulas de un lenguaje.

Definicion 4.5 (asignacion de variables). Una asignacion de variables para
un lenguaje interpretado, (L,&,9M), es una funcion total s : V. —| M | (V es el

conjunto de variables del lenguaje).

La semantica de la légica clasica es una seméantica referencial, es decir, la
interpretacion de los términos y formulas, su significado, es su referencia.

La interpretacion o referencia de una expresion formal, en un lenguaje inter-
pretado de primer orden clésico, (£, &, 9M)ys,” con respecto a una asignacion de
variables, s, es el valor que la funcién de valuacion, Vo 5, asocie a esa expresion.
Vo s asocia a cada término un elemento de | 9 | y a cada formula un valor de

verdad (un elemento de W), de acuerdo con la siguiente definicion?®

Definicion 4.6 (funcion de valuacién). En un lenguaje interpretado de primer

orden clasico, (L,&,9M)qs, sean: s, una asignacion de variables; ¢, un simbolo de

6No debe confundirse el dominio de un modelo con el dominio de una funcion.

"El subindice cls lo usaré para recalcar que £, £ y 9 son del tipo que hemos descrito
anteriormente.

8Cuando no sea necesario, no especificaremos explicitamente el conjunto inicial y el conjunto
final de una funcion para definirla (aunque, en rigor, de acuerdo con el apéndice A, habria que
hacerlo). Si lo hiciésemos para la funcion Vey s diriamos que su conjunto inicial es el conjunto
de todas las expresiones formales y, su conjunto final, el conjunto| 9t |[UW.
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constante; x, una variable; f, un simbolo de funcion n-ddica; t1,ts, ..., t,, términos;
p, un simbolo de oracion; R, un simbolo de relacion n-ddica; ¢ y Y formulas. La

funcion de valuacion, Von s, viene definida por:

1. Vops(c) =der Tom(c).
2. Vons () =dey s(z).
3. Vons(ft1,t2, -, tn) =def Tom(f) Vons(t1), Vans(ta), ..., Vans(tn))-
4- Vons(p) =der Im(p)-
v st Vons(t1) = Vons(ta)
> Vanslhs = Ba) S { PosiVana(t) # Vona(ta)
6. Vons(Rti,ta, ... tn) =der Im(R) Vons(t1), Vons(ta), ..., Vons(tn)).
7. Vans(20) =der C-(Vons()).-
8. Vons((9 AY)) =der Ca(Vams (), Vans (1))
9. Vors((9 V1)) =aer Cv(Vans(¢), Vons (1))

10. Vans((¢ = ¥)) =des C—(Vans(9), Vans(1)).
11. V{m,s((@ — 1/})) =def CH(VWLS( ) VDZ’?S( ))
12. Vops(Vo ©) =gey Cv({Vamsie/al(0)/e €] M |}) donde sle/x] es igual que s

salvo que asocia e a la variable x, es decir,

s(y) sixeynosonlamismavariable

sle/a)(y) =aes {

e st x ey sonlamismavariable
13. Vons(F @) =aer Ca({Vanslesa) (@) /€ €] M [}).

Supuestos un lenguaje £ y una matriz &, cuando Von s(¢) = v, se dice que ¢ es
verdadera en 91 con respecto a la asignacion s, o que N satisface ¢ con respecto

a la asignacion s. Esto puede expresarse del siguiente modo:

M, s =

El valor que la funcion Vo s asocia a algunas formulas y términos es indepen-
diente de la asignacion de variables s que se tome. Esto nos permite definir la

funcién de valuacion, Vegy, de esos términos y férmulas:

Definicion 4.7. Sea € una expresion formal (término o formula). La expresion
e pertenece al dominio de la funcion Ven ssi para cualesquiera asignaciones de

variable,  y s, se cumple Vop,(€) = Vans(€). En tal caso, Van(e) =der Vons(€).

© SERAFIN BENITO 73



4. CARACTERIZACION DEL PROBLEMA DE LA PARADOJA DEL MENTIROSO (Y AFINES)

Se dice que la formula ¢ es verdadera en 9, o que I satisface ¢, cuando

Van(p) = v. Esto suele expresarse del siguiente modo:

Mo

Es interesante senalar que si dos asignaciones de variable,r y s, asocian los
mismos valores a cada una de las variables libres de una expresion formal, e,
entonces Von,(€) = Vons(e). Si la expresion formal no tiene variables libres, el
valor que la funcion Voy s le asocia serd independiente de s. Consecuentemente, la
funcion Vo esta definida para todo término cerrado y para toda oracion.

Fijados un lenguaje £ y una matriz &, diremos que la férmula v es consecuencia
logica de la formula ¢ cuando para cualquier modelo, 9, y cualquier asignacion de
variables, s, si Vins(¢) = v entonces Voy (1)) = v. Esto se expresa habitualmente

mediante:

v EY
También diremos que las formulas ¢ y 1 son logicamente equivalentes cuando
una es consecuencia logica de la otra y viceversa. Por tanto, las formulasy y ¥

son logicamente equivalentes si y solo si para cualquier modelo, M, y cualquier

asignacion de variables, s, Vans(¢) = Vans(¢).

Finalmente, debemos destacar algunas caracteristicas relevantes de la seméan-
tica de la logica clésica.

En primer lugar, como ya se ha sefialado, es una seméantica referencial.

En segundo lugar, la semantica clasica sigue el principio de composicionalidad:
la interpretacion de una expresion (término o férmula) estructurada se obtiene a
partir de la estructura sintactica de la misma y de la interpretacion de sus partes.
Esto es manifiesto si miramos la definicién 4.6, excepto en el caso de férmulas
cuantificadas. Sin embargo, como senala Janssen (1997, p. 423), la composiciona-
lidad del significado de todas las formulas compuestas se restablece si tomamos
como su significado el conjunto de asignaciones de variable para los que la formula
es verdadera.’

A continuacién establecemos una definicion mas general de referencia de una
expresion —por ser aplicable tanto a férmulas como a términos— que restablece

la composicionalidad:

9De esta forma el concepto de interpretacion de una férmula es relativo a un modelo pero no
hay que relativizarlo a una asignacién de variable.
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Definicion 4.8 (referencia de una expresion). La referencia de una expre-
sion formal €, en un lenguaje interpretado con un modelo M, es la funcion Rope
definida (entre el conjunto de asignaciones de variable yWU| M |) del siguiente
modo:

Rm75(8) =def Vg;ms((:“) (41)

Obsérvese que cuando ¢ es una férmula, Ron. asocia a cada asignacion de
variables, s, un valor de verdad por lo que determina el conjunto de asignaciones
de variable para los que la formula es verdadera.

A veces, para indicar que dos expresiones formales ; y € tienen la misma
referencia escribiremos la igualdad de funciones Ron., = Rone,, la cual equivale a
decir que para toda asignacion de variables, s, Vins(€1) = Vans(£2).

Por otra parte, en el caso de que € sea una expresion cerrada, tendremos
Rome(s) = Vas(e) = Va(e). Aunque en rigor, segtin la definicién anterior, la
referencia de la expresion cerradac serfa una funciéon que asocia a toda asignacion
de variables el valor Vop(e), acostumbraremos a decir simplemente que la referencia
de € es Vi(e). Ademas, sin perder ningun rigor, podemos decir que dos expresiones
cerradas €1 y €5 tienen la misma referencia si y solo si Von(e1) = Von(e2).

Por estar dotado de una seméantica referencial y composicional, un lenguaje
interpretado de primer orden clésico es extensional lo que significa que dentro de
una formula o de un término se puede sustituir un elemento (término, férmula,
simbolo de oracion, de relacion o de funcion) por otro con la misma referencia o

extension sin que cambie la referencia de la férmula o del término.

4.1.2.2. Capacidad de cita

Ahora queremos anadir capacidad de cita a los lenguajes interpretados de
primer orden clésicos. Esto viene motivado por nuestra intencion de reflejar en el
lenguaje formal las propiedades del lenguaje natural relevantes para la aparicion
de la paradoja del mentiroso.

Como hemos visto, siguiendo la caracterizacion de Martin, la paradoja del

mentiroso (reforzada) surge cuando aceptamos la verdad de las dos siguientes

afirmaciones:

(S) Hay una oracion que dice de si misma tnicamente que no es verdadera

(T) Una oracioén es verdadera ssi las cosas son como la oracion dice que
son
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Es claro que, para reflejar cualquiera de ellas en el lenguaje formal, éste necesita
tener capacidad de referirse a sus propias oraciones. La forma més explicita de
referirse a una oracion en el lenguaje natural es entrecomillarla. Como se indica
a continuacion, este modo de referencia explicita puede anadirse facilmente a un
lenguaje interpretado de primer orden cléasico, (Lo, &, Mo)as, v asi obtener un

lenguaje interpretado, (L1, &, 9% )qt, con capacidad de cita.

Formamos el albafeto de £, afiadiendo al alfabeto de £ los simbolos de cita:'°
"y . El proposito de estos simbolos es poder citar una cadena cualquiera de
simbolos del alfabeto, x, mediante un término de cita, "k, es decir, un nombre
obtenido encerrando la cadena entre los simbolos de cita. Si llamamos.A; al alfa-
beto de simbolos de £; y A al conjunto de cadenas finitas de simbolos de A;, lo
que necesitamos es: a) que una regla sintactica de £ sea “si k € A}, entonces "
es un término” (a los términos de este tipo los denominaremos términos de cita);
b) que las cadenas finitas de simbolos de £; pertenezcan al universo de M;. En

consecuencia, este universo lo estableceremos como:

| |=| DMy | U{K/k € AT} (4.2)

Desde el punto de vista semantico, escogeremos un modelo9; de £, que sea
igual que MMy pero con el anadido de que la interpretacion de los términos de cita

ha de ser la cadena de simbolos en ellos citada. Es decir,
paratodor € A7 : Jom, (") = K (4.3)

En cuanto a Voy, ("K7), es claro que, puesto que Jon, ("+7) es un valor (un elemento
del universo | 9, |), debemos establecer Von, (") = Jon, ("k7). Con més precision

y dado que Jon, ("K™) = K, estableceremos:

paratodor € A} : Vo, ("k7) = K (4.4)

El lenguaje interpretado, (L1, &, 9 )i, que acabamos de obtener precisa corre-
gir un problema con el entrecomillado tal como lo hemos introducido: dado que en

L1, la propia cadena de simbolos x puede contener simbolos de cita, la expresion

10Se supone que el alfabeto de £y no contiene los simbolos de cita.
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Tk puede resultar ambigua.!' El problema se resuelve usando métodos de cita
més elaborados como los que aparecen en Boolos (1998, capitulo 28) o en Little
(2003). Nosotros, en cambio, lo solucionaremos restringiendo el tipo de cadenas
de simbolos que se pueden citar a términos y formulas;? es decir, sustituiremos,
en L1, la regla sintactica “si & € A7, entonces "k es un término” por esta otra:

“si € es un término o formula de £;, entonces "¢ es un término”.'?

4.1.2.3. Predicado de verdad y predicados de desentrecomillado

Una vez que disponemos de nuestro lenguaje interpretado con capacidad de
cita, estamos en condiciones de establecer qué requisitos tendria que cumplir dicho
lenguaje para reflejar los supuestos, aparentemente ciertos, (S) y (T) que, segun

Martin, conducen a la paradoja del mentiroso. Comencemos por el segundo:

(T) Una oracién es verdadera ssi las cosas son como la oracion dice que

son

Esto queda plasmado en nuestro lenguaje, si posee un predicado de verdad de
acuerdo con la siguiente caracterizacion: en un lenguaje interpretado de primer
orden con capacidad de cita (£, &, M), el simbolo de predicado T' representa un

predicado de verdad ssi para toda oracién, o, se verifica

Var(TT ™) = Van(p) (4.5)

es decir,

MET ¢ o (4.6)
—Ilo que indica que 991 satisface toda oracién con la forma del esquema T de
Tarski—.

(4.5) pone de manifiesto que el predicado T realiza una tarea de desentrecomi-

llado. También realizan una tarea de desentrecomillado otros posibles predicados

UPor ejemplo, en un determinado lenguaje, cabria entender la expresion™a R™b” como un
término que cita la cadena de simbolos a 'TR™b o como una férmula que establece la relacion R
entre los términos de cita"a 'y "b'.

12No necesitamos méas para analizar las oraciones autorreferenciales implicadas en las parado-
jas semanticas.

13Con esta regla todo simbolo ™ tiene su correspondiente simbolo ' de modo no ambiguo, con
el mismo mecanismo de emparejamiento habitual de los paréntesis.
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semanticos. Por ejemplo, el predicado “falso” podria formalizarse mediante el sim-

bolo F'y deberia cumplirse, para cualquier oracién, :

Vor(F" ) = Cr(Var(p)) (4.7)

donde CF serd una funcion total, definida entre W y W, mediante Cr(f) = v,
Cr(o) =1.
Podemos, en general, decir que el simbolo de predicado D representa un pre-

dicado de desentrecomillado ssi para toda oracion, ¢, se verifica

Vor(D"¢ ") = Cp(Van(p)) (4.8)

donde Cp es una funcion total, definida entre W y W .14
La caracterizacion anterior se puede generalizar considerando quep puede ser
cualquier formula en el dominio de la funcién Voy (no solamente cualquier oracion).
Si tenemos en cuenta como hemos definido los lenguajes interpretados de pri-
mer orden con capacidad de cita y tomamos un término, v, que tenga como refe-
rencia la oracion ¢ (Var(v) = ¢), es facil comprobar que Vop(Dv) = Vor(D"p7).19
Juntando las dos generalizaciones anteriores, podemos establecer la siguiente
definicion:
Definicién 4.9 (predicado de desentrecomillado). Un simbolo de predicado
D representa un predicado de desentrecomillado ssi para todo término, v, que

tenga como referencia una formula p perteneciente al dominio de Von, se verifica

Von(Dv) = Cp(Von(p)) (4.9)

donde Cp es una funcion total, definida entre W y W.

De modo similar a como hemos definido los predicados de desentrecomillado
se pueden definir funciones de desentrecomillado. Por ejemplo, una funcion de
denotacion, h, se caracterizaria porque dado un término, 7, con 7 € dom(Voy),
se verificard Von(h"77) = Vor(7). En general, una funcion de desentrecomillado,
g, se caracterizard porque dado un término v cuya referencia sea un término, 7,
con 7 € dom(Van), se verificard Von(gv) = Cy(Von(7)), siendo C,; una funcion total
definida entre | I | y | M |.

14 En el caso del predicado T anterior la funcién total Cr era simplemente la funcién identidad.
BVon(Dv) = Jon (D) (Var (v)) = T (D)(9) = Jon(D)(Var ("¢ ")) = Var(D"¢7).
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Aunque cabe pensar en relaciones y funciones con varios argumentos que de-
sentrecomillen algunos de ellos, no los necesitamos para el estudio formal de la
paradoja del mentiroso, por lo cual en los lenguajes interpretados que usemos en
este trabajo solo admitiremos relaciones y funciones de desentrecomillado mona-

dicas.

4.1.2.4. Extensionalidad de los lenguajes interpretados de primer or-

den con capacidad de cita

Si, dentro de una féormula o término, sustituimos una expresion formal que
aparece de forma citada por otra con la misma referencia no hay garantias de
que no cambie la referencia de la formula o del término, pues esta dependera con
frecuencia de la propia expresion citada y no de su referencia. Es decir, como
es bien sabido, generalmente el entrecomillado destruye la referencialidad de las
formulas y términos delimitados por las comillas (los simbolos de cita). Sin em-
bargo, no siempre es asi. Tomemos una oracién ¢ y el término "¢ ' que la cita.
Si este término va precedido de un predicado de desentrecomillado, D, formamos
una oracion, D" ¢, cuya referencia —su valor de verdad— depende de la refe-
rencia de ¢. Por tanto, si sustituimos en D" ¢ ' la oracién ¢ por otra oracién ¥
con el mismo valor de verdad la referencia de la oraciéon resultante no cambia.
Mas formalmente: si Von(¢) = Von(¢0) entonces Vor(D" @) = Vor(D™ ™), porque
Var(D" ) = Cp(Van(p)) = Cp(Vam(¥)) = Van(D" 7).

Definiciéon 4.10 (aparicion referencial de una expresion). Sean € y § dos
expresiones formales. Una aparicion dee es referencial respecto a d cuando: a) la
aparicion de € se produce end y b) si €' es una expresion con la misma referencia
que €, entonces la expresion &', resultante de sustituir en 0 la aparicion de € por

', tiene la misma referencia que § (abreviadamente: si Rone. = Roner, entonces
Rons = Roner )6

Por tanto, cuando una aparicion de € es referencial respecto a d la aportacion
de esa aparicion de ¢ a la referencia de § es inicamente su referencia.

Un método recursivo para determinar si una aparicién dec es referencial res-
pecto a 0 es el siguiente. € es referencial respecto a d ssi se cumple uno de los tres

requisitos que se indican a continuacion:

6Ver definicion 4.8 en p. 75 y el comentario posterior sobre la igualdad de funciones de
referencia Rop ., = Rone,-
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1. La apariciéon de € no forma parte de ningin término de cita contenido end.

2. D es un predicado de desentrecomillado, ¢ es una formula, ¢ € dom(Vay),
la aparicién de € es referencial respecto a ( y se da en una aparicion de la

oraciéon D" (' en o que es referencial respecto a 9.

3. g es una funciéon de desentrecomillado, ¢ es un término, ¢ € dom(Vay), la
aparicion de € es referencial respecto a ( y se da en una aparicion del término

g"(Ven d que es referencial respecto a 9.

El punto primero del procedimiento anterior esté justificado por la referencialidad
del lenguaje cuando no intervienen términos de cita.

El punto segundo esta justificado porque al sustituir la aparicion dee por
otra expresion formal, ¢/, con la misma referencia: a) la formula ¢ se conver-
tird en otra féormula, ¢/, con la misma referencia, dado que la aparicién de ¢
es referencial respecto a (; b) la formula D77 tiene la misma referencia que
DT (7 dado que Von(¢) = Vm(¢’) v D es un predicado de desentrecomillado
(Yon(DT¢T) = Cp(Vam(Q)) = Cp(Vam((')) = Vor(D"¢'7)); ¢) la expresion ¢ resul-
tante de sustituir en § la aparicion de D¢ por D"('", tiene la misma referencia
que 0 porque la aparicion de D" (' es referencial respecto a 0 y la referencia de
D" (7 es la misma que la de D",

Obsérvese que si la aparicion de € no fuese referencial respecto a ¢ o la de
D" (" no fuese referencial respecto a d, o el predicado D no fuese un predicado de
desentrecomillado, la apariciéon de € no seria referencial respecto a 9.

Los comentarios respecto al punto tercero son similares cambiando el predicado
D por la funciéon g y la férmula D" (" por el término g" (.

Los siguientes ejemplos en castellano son ilustrativos de las diferentes situa-

ciones de una expresion cerrada dentro de otra expresiéon. Respecto a
“Clarin” tiene seis letras

el nombre “Clarin” no es referencial (porque el predicado “tener seis letras” no es

un predicado de desentrecomillado). Respecto a
“Clarin fue un escritor” es verdadero

la oracion “Clarin fue un escritor” si es referencial (el predicado “verdadero” es

un predicado de desentrecomillado) y el nombre “Clarin” también es referencial
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(porque es referencial respecto a “Clarin fue un escritor” y esta oracion es a su vez

referencial respecto a ““Clarin fue un escritor” es verdadero”). Respecto a
““Clarin fue un escritor” es verdadero” tiene treinta letras

el nombre “Clarin” no es referencial, porque aunque lo es respecto a ““Clarin fue
un escritor” es verdadero”, esta oracién no lo es respecto a la oraciéon completa.

Respecto a
““Clarin fue un escritor” tiene seis letras” es verdadero

el nombre “Clarin” no es referencial, porque no lo es respecto a ““Clarin fue un

escritor” tiene seis letras”. Respecto a
“la persona llamada “Clarin” fue un escritor” es verdadero

el nombre “Clarin” es referencial, porque el nombre “Clarin” es referencial respecto
a “la persona llamada “Clarin” fue un escritor” —dado que la funcién “la persona

7

llamada 7 es una funcién de desentrecomillado— y el predicado “verdadero” es

un predicado de desentrecomillado. Finalmente respecto a
“Clarin” tiene seis letras y “Clarin” es el nombre de un escritor

la primera aparicion de “Clarin” no es referencial pero la segunda si.

Es facil comprobar en los ejemplos anteriores que al sustituir una aparicion
de “Clarin” en una oracién por otro nombre con la misma referencia como es
“Leopoldo Alas”, el valor de verdad de la oraciéon resultante no cambia cuando la

aparicion de “Clarin” sustituida es referencial respecto a la oracién considerada.

Definicién 4.11 (parte propia). La expresidn, €, constituye una parte propia
de la expresion § si y solo si una aparicion dee en § es referencial respecto ad y
e #90.

Los simbolos de relacion y simbolos de funcion que aparezcan end son partes
propias de d cuando no aparecen dentro de un término de cita contenido end
o cuando, siendo asi, forman parte propia de la aparicion de una expresion,e,

referencial respecto a .
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De este modo la extensionalidad de los lenguajes interpretados de primer orden
con capacidad de cita se conserva si precisamos que para que se mantenga la
referencia de una expresion formal solo se puede sustituir un elemento por otro
con la misma referencia cuando el elemento sustituido era unaparte propia de la
expresion.

También se conservan la composicionalidad y la referencialidad si cambiamos
parte por parte propia. Es decir, en un lenguaje interpretado de primer orden con
capacidad de cita: a) la interpretacion de una expresion formal estructurada se
obtiene a partir de la estructura sintactica de la misma y de la interpretacion de

sus partes propias; b) la interpretacion de una expresion es su referencia.

4.1.2.5. Autorreferencia

Para reflejar en un lenguaje interpretado el supuesto (S) de Martin (hay una
oracion que dice de si misma tnicamente que no es verdadera) es necesario que el
lenguaje tenga cierta capacidad de autorreferencia.

Conviene precisar la nocion de autorreferencia antes de ver los modos de con-
seguirla. En general, una entidad es autorreferencial si alguna parte propia de ella
se refiere a la totalidad de la entidad. De esta idea aplicada a oraciones surge la

siguiente definicion.

Definicién 4.12 (oracion autorreferencial). Una oracion es autorreferencial
(en un lenguage interpretado) ssi un término propio de ella tiene como referencia

la oracion.

Si llamamos 9 al modelo, 7 al término y o(7) a la oraciéon autorreferencial,
tendremos
Vor(1) = o(7) (4.10)

En un lenguaje interpretado bivaluado con capacidad de cita, (£, &, 9M).;, dado

que Von("o(7)7) = (1), también podremos escribir
Vor(7) = Vor("a (7)) (4.11)
de donde, si el lenguaje tiene simbolo de identidad, resulta

MET="0(1)" (4.12)
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Definicion 4.13 (lenguaje fuertemente autorreferencial). Un lenguaje in-
terpretado es fuertemente autorreferencial ssi para toda formula con una unica

variable libre, o(x), existe un término, T, cuya referencia es la oracion o(T).

De esta definicion se deduce que o(7) es una oracion autorreferencial y que, si
llamamos 9t al modelo, se cumplira (4.10). Si ademas el lenguaje tiene capacidad
de cita y simbolo de identidad, también se cumpliran, (4.11) y (4.12).

Otra consecuencia de la definicién es:

Proposiciéon 4.1. St un lenguaje interpretado extensional y con capacidad de
cita, (L,&, M), es fuertemente autorreferencial, entonces para toda formula con

una unica variable libre, o(x), existe un término, T, tal que:
Van(a(7)) = V(o ("o (7)7)) (4.13)

Demostracion. Teniendo en cuenta que el lenguaje es fuertemente autorreferen-
cial, para toda formula, o(x), con una tnica variable libre, existird un término,
7, tal que Vou(7) = o(7), (4.10). Como el lenguaje tiene capacidad de cita, (4.10)
equivale a Vou(7) = V("o (7)), (4.11); y dado que su semdantica es extensional,

si se cumple (4.11) se cumple (4.13). |

Hay varios modos de conseguir que nuestro lenguaje contenga oraciones au-
torreferenciales. Aparentemente el mas sencillo es utilizar un términothis reflejo
en el lenguaje formal de la expresion denotativa “esta oraciéon” del lenguaje natu-
ral.'” Un primer intento de expresar la oracién del mentiroso reforzada nos darfa
—T'this, pero aqui quedaria ambigua la referencia de this: podria ser T'this o
—T'this. La ambigiiedad es resuelta por Barwise y Etchemendy (1987) anadiendo
al alfabeto un simbolo de ambito, |, y a las reglas sintacticas la regla de que si
¢ es una formula también lo es | ¢ (op. cit., p. 32). Esto permite distinguir la
oracion del mentiroso reforzada, | —7'this, de la negacion de la oraciéon del veraz,
- | T'this.

La adecuada introduccion del término this en nuestro lenguaje permite en-
contrar, para toda formula con una unica variable libre, o(z), que no contenga
el simbolo |, la oracion autorreferencial | o(this). Esto no cumple literalmente

nuestra definicion de lenguaje fuertemente autorreferencial aunque encaja en el

Variantes del uso de “this” en lenguajes formales aqui presentado pueden verse en Barwise
y Etchemendy (1987) v en Barwise y Moss (1996, capitulo 13).
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espiritu de la misma. Otro detalle incomodo es que el términothis, a diferencia de
los demés términos, tiene una referencia sensible al contexto (es un demostrativo).
No se puede preguntar simplemente cual es la referencia dethis sino cual es la
referencia de this cuando aparece en una oracion | o. Pero como la respuesta es
la propia oracion | o, se puede decir que nos encontramos con la curiosa situaciéon
de que para elaborar la pregunta tenemos que usar la respuesta.

Probablemente, el principal motivo que puede alegarse para considerar poco
adecuado el uso de this en el analisis de la paradoja del mentiroso es que la
referencia de ese término demostrativo se establece: ha de ser la formula, dentro
del ambito del simbolo |, a la que pertenece. En cierto sentido, la autorreferencia
se impone con el uso de this sin someterse a discusion. Pero la paradoja del
mentiroso podria indicar que el términothis no siempre puede tener la referencia
que se le supone. Con otras palabras, una escapatoria a la paradoja podria consistir
en afirmar que realmente el término this en su apariciéon en la oracion | =T this
carece de referencia. Sin embargo, Quine parece cerrarnos esa salida con su version

de la paradoja del mentiroso reforzada:

(Q) “anadida a su propia cita, es una oraciéon no verdadera” anadida a su

propia cita, es una oraciéon no verdadera

en la que se consigue la autorreferencia sin usar la expresion “esta oracion”. En la
misma linea se manifiesta Hofstadter (1998, p. 554) para quien, en la oracion de
Quine, la autorreferencialidad es concretada de modo mas directo, mas explicito,
que en la oracién del mentiroso convencional.

La oracion de Quine se ha formado, en lenguaje natural, mediante la operacion
de hacer preceder una secuencia de caracteres por su propia cita. En un lenguaje
formal se puede conseguir autorreferencia haciendo seguir a una una secuencia de
caracteres de su propia cita:'® es lo que Smullyan (1996, p. 4) denomina norma de
una expresion. Otras formas diversas de conseguir autorreferencia pueden verse en
Smullyan (1996). Elegiré la diagonalizacion, seguramente la forma més conocida

de conseguir autorreferencia en un lenguaje formal.

Definicion 4.14 (funcion diagonalizacion). El simbolo de funcion d representa

una funcion de diagonalizacion —en un lenguaje interpretado extensional y con

18Ta razon es que en un lenguaje formal se acostumbra a escribir el predicado antes que el
sujeto mientras que en los lenguajes naturales suele ocurrir al revés.

84 © SERAFIN BENITO



4.1. EL PROBLEMA DESDE LA PERSPECTIVA DE LOS LENGUAJES FORMALES INTERPRETADOS

capacidad de cita (L, &, M) s— ssi para toda formula, o(x), con una dnica variable

libre, x, se cumple

Von(d"o(x)7) = V("o ("o (x) 7)) (4.14)
Notese que, (4.14) equivale a
Vo(d™o(x)™) = o(To(x)7) (4.15)

y también a:
ME=do(x) ="0("o(x))? (4.16)

Debido a la extensionalidad de (£, &, 9M).;, dado cualquier término, v, que

tenga como referencia la formula, o(z), se cumplira:
Vor(dv) = Von(To(To(x)™)7) (4.17)

Ademas debe observarse que, cuando la referencia de un término cerrado,t, no sea
una férmula con una tinica variable libre, la funcién de valuacion puede asignar adt
cualquier valor del universo | 9 | del modelo; es decir, estrictamente hablando, no
hay una tnica funcion de diagonalizacion, sino que cualquier funcién que cumpla
(4.14) es una funcion de diagonalizacion

Si, en el uso del término this cabia cuestionar si ese término tenia la referencia
pretendida, resulta mucho mas dificil negar que la funciéon de diagonalizacién
pueda aplicarse a cualquier formula con una unica variable libre, dado que se
trata de una funciéon puramente sintactica que, como queda de manifiesto en
(4.16), transforma una formula en otra (resultante de sustituir la variable libre
por la cita de la formula). Asi pues, el uso de la diagonalizacion para conseguir

autorreferencia, es en cierto modo, més impecable que el uso de demostrativos.

Proposicién 4.2. §i d representa una funcion de diagonalizacion en un lenguaje
interpretado con capacidad de cita (£,£, M)z, el lenguaje es fuertemente auto-

rreferencial.

Demostracion. Dada una formula cualquiera con una tunica variable libre, o(y),

sea 7 el término d"o(dz)™, entonces:

19 Algo similar puede afirmarse del predicado de verdad, T, y el esquema de Tarski.
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(1) Vo(d"o(dz)™) = V("o (d"o(dz)™)7)

; (4.14) (definicion diagonalizacion) aplicada a la formulao(dz)

(2)  Vou(r) = Vam("o(7)7) ; de 1, dado que 7 es el término d"o(dx)”
(3)  Vam("o(r)7) =0o(r) ; para toda expresion formal, e, Von("e™) = ¢
(4)  Vou(1) = 0(7) ;de 2y 3

luego la referencia de 7 es la oracion o (7).
Asi pues, de acuerdo con la definicion 4.13 (p. 83), se verifica que el lenguaje

es fuertemente autorreferencial. [ |

4.1.2.6. Imposibilidad de representar la paradoja del mentiroso

En este punto sabemos como conseguir cada uno de los requisitos que permiti-
rian representar en un lenguaje interpretado de primer orden clasico con capacidad
de cita, (£, &, IM)., una oracion del mentiroso reforzada. Pero concretemos mas
estos requisitos. Se trata de encontrar una oracién, A, que diga de si misma uni-

camente que no es verdadera por lo que la oracién debera cumplir
Vor(A) = Vor(=TT A7) (4.18)

y 1" deberia representar un predicado de verdad.

Para conseguir (4.18) basta con que (£, &, 9).; posea una funcion de diago-
nalizacion y un simbolo de predicado, T'. En efecto, al disponer de una funcion de
diagonalizacion, (L£,£,9M).; sera fuertemente autorreferencial, y podremos apli-
carle la proposicion 4.1 (p. 83) por la cual para cualquier formula con una tnica

variable libre, o(x), existe un término, 7, tal que:
Van(o (7)) = V(o ("o (7)7)) (4.13)

Por tanto, para el caso particular de la féormula =7z, existira un término, 7, tal

que:

ng(_'TT) = Vg)ﬁ(—\T'__'TT—l> (419)

Esto satisface el esquema (4.18).
Cual sea el término 7 depende del modo en que se consiga la autorreferencia.

En nuestro caso, en que usamos diagonalizacion, la demostracion de la proposi-
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cion 4.2 (p. 85), tomando la formula =7y, nos lleva a encontrar que el término 7
es d"—=Tdx". Nuestra oracion candidata a oracion del mentiroso reforzada, A, es
pues:

~Td™~Tdax" (4.20)

Sin embargo, no es tan importante la forma concreta de la oracionA como el hecho

de que cumple la condicién

Van(A) = Vor(=T"A7) (4.18)

Para que )\ sea realmente una oracién del mentiroso reforzada falta un segundo
requisito: que el simbolo de predicado T' represente un predicado de verdad, es
decir que cumpla la condicion de Tarski: Von(T"¢7) = Von(p), para cualquier

oracion, . Si aplicamos la condiciéon de Tarski a la oracién A\, obtenemos:
Vor(TT A7) = Vor(A) (4.21)
Pero (4.18) y (4.21) son incompatibles pues de ambas se deduce:
Vor(TTA") = V(=TT A7) (4.22)

y, segiin hemos definido nuestro lenguaje (£, &, M), se tiene Vop(1)) # Von(—1))

cualquiera que sea la oracioémn, 1.

4.1.2.7. Primeras conclusiones

En definitiva, lo que hemos probado al intentar formalizar la paradoja del men-
tiroso es que si anadimos capacidad de cita a un lenguaje interpretado de primer
orden clésico, el lenguaje resultante no puede tener un predicado de verdad y, al
mismo tiempo, ser fuertemente autorreferencial?’ Asi pues, en el lenguaje formal
no hay paradoja, no se puede representar una auténtica oraciéon del mentiroso.
Mas es muy importante senalar que esto no ocurre porque el lenguaje carezca de
capacidad expresiva: un lenguaje obtenido al anadir capacidad de cita a un len-

guaje interpretado de primer orden clésico, puede ser fuertemente autorreferencial

20Esta conclusién puede verse como una versién, para nuestro tipo de lenguajes, del teorema
de Tarski sobre la indefinibilidad de la verdad en el lenguaje formal de la aritmética.
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y puede contener un predicado de verdad, aunque no ambas cosas a la vez. Esto
es practicamente lo mismo que, respecto al lenguaje natural, dice Martin sobre la
incompatibilidad de (S) y (T), asi que el lenguaje formal parece reflejar suficien-
temente aquellos aspectos del lenguaje natural relevantes para la aparicion de la
paradoja del mentiroso. Sin embargo, mientras que en el lenguaje formal no hay
paradoja sino la constatacion de que un predicado de verdad es incompatible con
la autorreferencialidad fuerte; en el lenguaje natural hay paradoja porque parece
incuestionable que posee el predicado de verdad y, a la vez, oraciones que dicen
de si mismas que no son verdaderas.

Surge entonces la pregunta: ;cémo es que el lenguaje natural posee unas carac-
teristicas que conducen a la paradoja del mentiroso y, por tanto, a contradiccion?
La situacién no debe extranarnos si tenemos en cuenta que, como es sabido, y
destacado especialmente por los defensores de logicas paraconsistentes, las creen-
cias de las personas, las leyes civiles e incluso las teorias cientificas, son a menudo
inconsistentes sin que por eso estemos dispuestos a creer cualquier cosa o a re-
nunciar facilmente a esas creencias o a esas teorias cientificas, o que las leyes y
normativas de una sociedad dejen de cumplir una misién. Analogamente, los len-
guajes naturales pueden conllevar paradojas sin que ello impida su utilidad en la
comunicaciéon humana.

Ahora bien, que en la practica aceptemos sistemas de creencias, normativas,
etc. inconsistentes no significa que tengamos que aceptar contradicciones eviden-
tes; es mas, a mi juicio, no podemos aceptarlas. Cuando descubrimos la incon-
sistencia de un sistema, sabemos que no lo podemos aceptar en su totalidad. Lo
podemos seguir aceptando en su generalidad por diversos motivos: que no encon-
tremos manera de mejorarlo, que las situaciones en que se pone de manifiesto la
inconsistencia se den rara vez, o que carezcan de importancia practica, etc. Pero
no podemos negar que, al menos desde un punto de vista teorico, hay un problema

que resolver.

En el caso que nos ocupa, el anélisis que hemos realizado nos indica que bajo los
supuestos semanticos de un lenguaje interpretado clasico al que se anade capacidad
de cita, la existencia de un predicado de verdad' es incompatible con que el
lenguaje sea fuertemente autorreferencial, ya que podriamos crear una oracion del
mentiroso y deducir una contradiccion. Asi pues o cuestionamos que algunos de los

supuestos semanticos de nuestro tipo de lenguajes interpretados sean fiel reflejo de

2IEntendido como un predicado que satisface el esquema de Tarski.
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una parte de la semantica del lenguaje natural, o cuestionamos que en el lenguaje
natural sean ciertas todas las equivalencias con la forma del esquema de Tarski al
tiempo que posee capacidad autorreferencial suficiente para enunciar una oraciéon
que diga de si misma tinicamente que no es verdadera. Ambos cuestionamientos se
han realizado. Los supuestos semanticos de nuestro tipo de lenguajes interpretados
no son aceptados por las logicas inconsistentes que admiten oraciones verdaderas
y falsas a la vez, ni por las propuestas de Kripke o de Martin para solventar la
paradoja del mentiroso, que admiten oraciones sin valor de verdad o con un tercer
valor de verdad, ni por la propuesta de Skyrms modificando el clésico principio
de sustitucion de los idénticos, etc. Las propuestas de Russell y Tarski suponen a
la vez una jerarquizacion del concepto de verdad y una limitaciéon de la capacidad
autorreferencial en lenguajes formales, aunque resultan demasiado artificiosas para
explicar el problema en el lenguaje natural. Las de McGee, o de Gupta y Belnap,
son ejemplos de propuestas que modifican el concepto clasico de verdad.

Como ya hemos visto, hay motivos suficientes para considerar todas estas
propuestas de solucion de la paradoja del mentiroso como insatisfactorias. Esto nos
lleva a pensar que no se soluciona la paradoja del mentiroso simplemente evitando
la inconsistencia en un sistema formal a base de buscar esta o aquella ingeniosa
variante o restriccion del esquema de Tarski o artificiosos nuevos principios logicos.
Porque, evitar inconsistencias en el sistema formal solo sirve si se hace aplicando
unos principios semanticos que sigan siendo correctos en, al menos, la parte del

lenguaje natural donde puede expresarse la paradoja del mentiroso.

4.1.3. La paradoja del mentiroso en una légica trivaluada

Con el objetivo de distinguir los elementos fundamentales a los que se debe la
paradoja de aquellos puramente circunstanciales, podemos continuar nuestro es-
tudio probando algunas alternativas al tipo de lenguajes interpretados que hemos
usado hasta aqui.

Quiza la intuicién que mas consenso suscita en cuanto al estatus veritativo de
la oracion del mentiroso es que no es verdadera ni falsa. Por tanto, una alternati-
va, que no podemos pasar por alto, es usar lenguajes interpretados que admitan
oraciones no verdaderas ni falsas. Aunque se trata de una alternativa bastante

estudiada,?? la perspectiva que aqui adoptaremos seré diferente a la usual.

22Véanse por ejemplo Kripke (1975), Feferman (1984) o Barwise y Moss (1996, cap. 13).
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El planteamiento tipico lo expresa muy bien Feferman (1984 para quien el
primer objetivo es producir un sistema consistente que tenga “mas o menos” las
propiedades siguientes: 1/ (i) para cada oracion, ¢, hay un término cerrado que
la nombra, "¢ (ii) para cada formula, ¥ (z), hay una oracién, ¢, que equivale
a ("¢T); 2/ se aceptan los axiomas y reglas del calculo proposicional ordinario;
3/ el predicado T'(z) satisface el esquema de Tarski. Puesto que, como el propio
Feferman demuestra,?* estas propiedades conducen a contradiccion, es necesario
modificar al menos una de ellas para que el sistema resultante sea consistente.
Asf planteado, este primer objetivo es puramente técnico y puede conseguirse de
formas diversas (por ejemplo, las de Kripke (1975), Feferman (1984) e incluso
Tarski (1983a)). Después es preciso algin criterio para dar o no por vélidas cada
una de las soluciones al primer objetivo. El criterio més exigente, senala Feferman
(1984),?° serfa encajar la solucion en una seméntica global para el lenguaje natural.

Hasta ahora, el resultado de este planteamiento es que se consiguen sistemas
formales consistentes pero, las soluciones formales no son trasladables al lenguaje
natural, donde persiste la paradoja. En mi opinién, se trata de un resultado pre-
visible, porque este planteamiento fomenta el separar la solucion técnica (objetivo
inicial) de la filosofica (validacion de las soluciones técnicas).

Nuestro planteamiento, por el contrario, no buscaré forzar la consistencia del
sistema formal sino, como hemos hecho hasta ahora, pero basdndonos en lenguajes
interpretados que admitan oraciones no verdaderas ni falsas, reflejar en el lenguaje
formal las propiedades del lenguaje natural que conducen a la paradoja del men-
tiroso. Pretendemos asi clarificar el problema de la paradoja, aislar los elementos

verdaderamente responsables de la misma.

4.1.3.1. Lenguaje interpretado trivaluado

Como se ha senalado, necesitamos admitir en el lenguaje formal oraciones no
verdaderas ni falsas, oraciones que, siguiendo a Kripke (1975), denominaremosin-
definidas. Destacaremos dos motivos para considerar que una oracién de la forma
“a es P” es indefinida. Uno es que el término “a” carezca de referencia. En relacion
al estudio de la paradoja del mentiroso, este es, por ejemplo, un planteamien-

to que utiliza van Fraassen (1970), siguiendo la idea de presuposicion fregeana.

Z3Martin (1984, p. 245).
24Tbid. p. 243.
2Tbid. p. 245.
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Otro es el planteamiento de Martin (1970a) basado en los rangos de aplicabilidad
de los predicados: aunque “a” tenga referencia, si esta no pertenece al rango de
aplicabilidad del predicado P, “a es P” no sera verdadera ni falsa.

Podemos abarcar ambos puntos de vista, permitiendo que haya términos sin
referencia y estableciendo rangos de aplicabilidad para los predicados y, en gene-
ral, para las relaciones. Esto iltimo puede hacerse, en un lenguaje interpretado
(L,£,0), de dos formas:

1. Caracterizando una relacion n-adica mediante una funcién parcial definida
entre | 9 |" y {f,v}. El conjunto de elementos de | M | a los que esta
funcion asocia el valor v es la extension de la relacion; el conjunto de ele-
mentos de | M | a los que la funcion asocia el valor f es la antiextension de
la relacion; el conjunto unién de la extensiéon y la antiextension es el rango
de aplicabilidad de la relacion. A aquellos elementos de| 9 | que no estén
en el rango de aplicabilidad de la relacion no se les asocia ningin valor de

verdad.

2. Anadiendo un nuevo “valor de verdad”, i, con la idea de asociarlo a aquellos
elementos de | 91 | que no estan en el rango de aplicabilidad de la relacion.
Entonces tendriamos un lenguaje interpretado trivaluado y caracterizaria-
mos una relacion n-addica mediante una funcion total entre| 0T | v {f,1, 0}.
La extension, la antiextension y el rango de aplicabilidad de la relacion las

definiriamos de igual modo.

Ambos planteamientos son similares, dado que las oraciones atomicas que no tie-
nen valor de verdad en el caso bivaluado, toman el valori en el caso trivaluado
y viceversa. Sin embargo, una aplicacién estricta del principio de composiciona-
lidad puede marcar una diferencia en la valuacion de las oraciones compuestas.
Porque, de acuerdo con Janssen (1997, p. 427, punto 5) uno de los supuestos de
la composicionalidad es que todas las partes propias de una expresion tienen in-
terpretacion, por lo que si alguna de sus partes no la tiene tampoco la tendra la
expresion completa. Por tanto, en el caso de que ¢ sea una oracion verdadera y
) una oracion sin valor de verdad, la oracion (¢ V ¢) no tendria valor de verdad,
a pesar de que es razonable asignarle el valor verdadero. La introduccién de un
tercer valor de verdad, permite solucionar el problema manteniendo la composi-

cionalidad, porque, siguiendo con el ejemplo, ¢ pasaria a tener ese tercer valor de
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verdad y el valor de verdad de (¢ V v) seria una funcion de los valores de verdad
de sus componentes. Ademaés, es ficil disenar un lenguaje interpretado trivaluado
en que las oraciones sin valor de verdad en el lenguaje interpretado bivaluado, y
solo ellas, tengan el valor de verdad i: bastaria con que las operaciones asociadas a
las conectivas y cuantificadores asocien el valori cuando alguno de sus operandos
sea i (en el caso de un cuantificador, cuando alguno de los elementos del conjunto
de valores de verdad al que se aplica la operacion asociada al cuantificador, sea
i). En este sentido, el lenguaje bivaluado corresponde a un caso particular del
trivaluado.

Por estos motivos, y porque, mas adelante, utilizaremos lenguajes interpreta-
dos donde se contempla la posibilidad alternativa (solo dos valores de verdad y
posibilidad de oraciones sin valor de verdad por la causa explicada), elegiré la
opcion de una semantica trivaluada.

Sea L nuestro lenguaje de primer orden ampliado con capacidad de cita. Es-

tableceremos en él una logica trivaluada mediante la siguiente matriz:

Definicion 4.15 (matriz para la légica trivaluada). La matriz, &, que deter-

mina una logica trivaluada en el lenguaje L estd formada por:

1. Un conjunto de tres valores de verdad que designaremosf (falso), i (impro-

pio), v (verdadero): W = {f,i,0}.

2. Una interpretacion, C, de las constantes ldgicas (conectivas y cuantificado-
res), es decir: a) por cada conectiva n-ddica, k, una funcion total n-ddica,
Cy, definida entre W™ y W de modo compatible con la interpretacion cldsi-
ca; b) por cada cuantificador, una funcidn total definida entre( 22 (W)—{2})
y W de modo compatible con la interpretacion cldsica?®
Ahora solo queda anadir a (£,€) el concepto de modelo parcial para los tér-
minos 9. El resultado serd un lenguaje interpretado trivaluado (£, &, 91). Para
recalcar el tipo de lenguaje, matriz y modelo que lo forman lo designaremos me-

diante (L, &, M) 4.

Definiciéon 4.16 (modelo parcial (para los términos)). Un modelo parcial

para los términos, M, para (L,€) estd formado por:

26Es obvio que las constantes 16gicas admiten diversas interpretaciones compatibles con la
clasica lo cual daria lugar a distintas logicas trivaluadas.
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1. Un conjunto no vacio | M | llamado dominio o universo de M. Puesto que
L tiene capacidad de cita, el conjunto de términos y formulas deL debe ser

un subconjunto de | M |.

2. Una funcion de interpretacion, Jon, que asocia:

- A cada simbolo de oracidn, p, un unico valor de verdad, Jon(p) (elemento
de W ).

- A cada simbolo de constante, c, para el que Ton esté definido, un elemento
de | M |, Ton(c).

- A cada término de cita, la expresion citada: Ion("e7) = €.

- A cada simbolo de relacion n-ddica, R, una funcion total, Jsn(R), definida
entre | M " y W.

- A cada simbolo de funcion n-ddica, f, una funcion parcial, Jop(f), definida
entre | M |™ y | M |.

El concepto de asignacion de variables es el mismo, salvo que, ahora, la funcion
entre el conjunto de variables y el universo del modelo es una funcion parcial.

Dado un lenguaje interpretado, (£,&, )., v una asignacion de variables, s,
para el mismo, la funcién de valuacién con respecto a la asignaciéon de variabless,
es la funcion Vop s, que estd parcialmente definida, entre el conjunto de términos
y | 9 |, v totalmente definida entre el conjunto de formulas y W, de acuerdo con

la siguiente definicion.

Definicién 4.17. En un lenguaje (£,&, M)y, sean: s, una asignacion de varia-
bles; €, una expresion; c, un simbolo de constante; x, una variable; f, un simbolo
de funcion n-ddica; ty,to, ..., t,, términos; p, un simbolo de oracion; R, un simbolo
de relacion n-ddica; ¢ y ¥ formulas. La funcion de valuacion, Vo s, viene definida
por:

1. Vops(Te) =e.

2. Vans(€) =dges Ton(c).”

9. Vna(@) =aey s(2).

27Si Jgp no estd definida sobre ¢, es decir, si ¢ no pertenece al dominio de la funcién Jop
—abreviadamente, ¢ ¢ dom(Jgn)—, entonces, ¢ ¢ dom(Van s). En general, cuando escribamos
algo de la forma A =4y B, se entenderd que si B no esta definido, A tampoco lo estara.
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4. Vors(ftista, o tn) =der Jom(f) Vans(t1), Vans(ta), ..., Vons(tn)).?®
5. Vons(p) =der Jom(p).
i si ty ¢dom(Vons) o to & dom(Vons),
en otro caso :
st Vons(t1) = Vons(ta)
fosi Vans(t1) # Vans(t2).
7. Vons(Rt1, tay ooy tn) =des

i siexistet; (1 <i<mn)tal quet; ¢ dom(Vons)
e { Tm(R) Vans(t1), Vons(t2), ..., Vo s(tn))  enotrocaso.
8. Vous(=¢) Zaer C-(Vons(9))-
9. Vons((p A ) =der CrVans(@), Vons(¥))-
10. Vans((0 V) =des Ov(Vans(¢), Vans(¥)).
11. Vans((p = ¥)) =aer C—(Vams(¢), Vons(¢))-
12. Vons((¢ < ¥)) =der Ce (Vams(0), Vans(¥)).
18. Von s (Vz ) =aey Ov({Vorsiesa)(0)/e €] M |}).
14. Vons(3x ) =aes C3({Vonsie/ai(@)/e €| M [}).

6. Vons(th = t2) =ges

Supuesta nuestra logica trivaluada para (£, §), diremos que ¢ es verdadera en
2N con respecto a la asignacion s, o que I satisface ¢ con respecto a la asignacion
s, cuando Vons(¢) = v (y solo en este caso). Entonces escribiremos: M, s = ¢.

El valor que la funcion Voy s asocia a algunas férmulas y términos es indepen-
diente de la asignacion de variables s que se tome. Esto nos permite definir la
funcion de valuaciéon, Vegy, de esos términos y formulas de igual modo que hicimos
en un lenguaje interpretado clésico.

Asf mismo, diremos que la férmula ¢ es verdadera en 9, o que M satisface ¢,
tnicamente cuando Vop(p) = v. Entonces escribiremos: M = ¢.

Es interesante senalar que la funcion Vegy esté definida para toda oraciéon pero,
en general, no para todo término cerrado.

Finalmente, es facil constatar que este tipo de lenguajes interpretados es una
generalizacion del anterior. Ademas conservan las propiedades de referencialidad,

extensionalidad y composicionalidad.

2Teéngase en cuenta que, para que Von s esté definida sobre (fti,t2,...,t,), es nece-
sario y suficiente que esté definida para cada uno de los términos tq,ts,...,t, y que
(vas(tl),mes(tg), ...7Vm75(tn)) c dOTIL(jgn(f))
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4.1.3.2. Predicado de verdad, autorreferencia y paradoja del mentiro-

SO.

. Que ocurrira ahora si intentamos representar la oracion del mentiroso reforza-
da en un lenguaje interpretado (£, &, M), como el que acabamos de especificar?
Cambiando (£,&,9M).; por (£,&, M), podemos mantener la misma definicion
de funcion de diagonalizacion y seguirdn siendo verdaderas las proposiciones 4.1
(p. 83) y 4.2 (p. 85). Por la proposicion 4.2, si (£, &, M) posee una funcion de
diagonalizacion, es fuertemente autorreferencial y, si esto ocurre, la proposicion 4.1

nos permite encontrar una oracion A que cumple
Vor(A) = Vor(=TT A7) (4.18)

Si mantenemos como definicion de predicado de verdad, T,?° que para toda

oracion, ¢, se verifique Vor(T" ¢ ") = Vor(p), podremos deducir, como antes:

Vor(TTAT) = V() (4.21)

Y por altimo, a partir (4.18) y (4.21) volvemos a obtener la conclusion:
Vo(T™A7) = V(=T A7) (4.22)

Sin embargo, esta conclusion no es ahora necesariamente contradictoria. Todo
depende de la interpretacion de la conectiva— (negacion). Es razonable pensar que
si una oracion no es verdadera ni falsa su negacion tampoco lo es. Esto significaria
que la funcion, C-,, que la matriz asigna a la negacion, cumpliria C-(1) = i.
Por consiguiente, la condicion (4.22) seria verdadera si Vor(T™ A7) = i. Como
Vor(TTAT) = Von(A), tendriamos que Von(A) = i, lo cual refleja la intuicion de
que la oracion del mentiroso no es verdadera ni falsa. Puesto que™ A si tiene
referencia en el lenguaje interpretado Von("A™7) = A), la explicacion que podemos
dar, para justificar que Vor(T™ A7) = i, consiste en afirmar que "A™ no esta en el
rango de aplicabilidad de T'. Precisamente esta es una conclusion fundamental en
las propuestas con las que Martin (1970a) y Kripke (1975) pretenden resolver la

paradoja del mentiroso.

29Hablando con propiedad T solo es un simbolo de predicado. Pero, mientras no se genere
confusion, usaremos T' para referirnos tanto al simbolo de predicado como al predicado. Esto
mismo podremos hacer con otros simbolos de predicado o de funcion.
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,Por qué esta explicacion no es satisfactoria”? Porque a nuestro lenguaje inter-
pretado no le hemos dotado de capacidad para decir con verdad que una oracién
que no es verdadera ni falsa, no es verdadera. Si dotamos al lenguaje de esa capa-
cidad, la oracién del mentiroso nos llevara de nuevo a contradiccion. Para que en
nuestro lenguaje pueda decirse con verdad que una oraciéon indefinida no es verda-
dera basta con definir el predicado de verdad 7" de modo que para toda oracion,
©, se verifique:

Van(p) siVan(p) #1

f si Van(ip) =i (423)

1) - {
Esta caracterizacion del predicado de verdad es, en mi opinién, mas correcta para
un lenguaje trivaluado como el nuestro, que la anterior V(7" ¢ ") = Von(y)).
Porque cuando ¢ es una oraciéon no verdadera ni falsa, afirmar “la oracion ¢ es
verdadera” es una falsedad. Si pretendemos que el reflejo en el lenguaje formal
de “la oracion ¢ es verdadera” sea 1" ¢ !, entonces, es claro que su valor de ver-
dad, Vo(T" ™) tiene que ser f. Para expresar (4.23) de un modo mas compacto,

introducimos una funcién total C'a definida entre W y W mediante:
Ca(f) = Cali) =1f; Calv)=0v (4.24)
y podremos escribir, en lugar de (4.23),

V(T ¢™) = Ca(Von()) (4.25)

La siguiente proposicién nos muestra que, un lenguaje en el que hay un predi-
cado, T, que para toda oracion, ¢, satisface Von(T" ¢ ") = Ca(Van(¢)), no podra
ser fuertemente autorreferencial —y, por supuesto, no importa que llamemos o no

predicado de verdad a T’, aunque nosotros si lo haremos—.

Proposicion 4.3. Sea (L£,£, M) un lenguaje interpretado trivaluado con capa-
cidad de cita. (L,&, M) no puede ser fuertemente autorreferencial y a la vez
tener un predicado de verdad, T', entendido éste como un predicado que, para toda

oracidon @, satisfaga Von(T"¢7) = Ca(Vor(p)).

Demostracion. Si fuese fuertemente autorreferencial y tuviese un predicado de

verdad 7', habria una oracién, A, que cumpliria:
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(1) Var(A) = Vor(=TT A7)

; proposicion 4.1 (p. 83) aplicada a la formula —T'x
(2) Vm(TTAT) = Ca(Van(N))

; por ser T un predicado de verdad
(3)  Vm(=TTA") = C-(Vom(TTA7))

; composicionalidad (C- interpreta la negacion)
(4)  Vo(A) = C_(Vm(TT A7) ;dely3
(5)  Van(A) = C(Ca(Var(N))) ;de2y4

Pero (5) es imposible puesto que si Von(A\) = v, entonces C_(Ca(Van(N))) = f y si
Var(A) # v, entonces C_(Ca(Vom(A))) = v —basta tener en cuenta que Ch (f) = f,
Cali) = f, Ca(o) = vy que C-(f) = v, C_(b) = f-—. u

4.1.3.3. Nuevas conclusiones

Podemos resumir los principales resultados de nuestro estudio de la paradoja

en nuestros lenguajes trivaluados, en los siguientes puntos:

= [La existencia de una funcién de diagonalizaciéon es suficiente para que el

lenguaje sea fuertemente autorreferencial.

= Si dotamos al lenguaje de suficiente capacidad expresiva para poder decir
en él, de una oracion indefinida, que no es verdadera, el lenguaje no puede

ser fuertemente autorreferencial.

Por consiguiente, el haber refinado nuestra semantica mediante el uso de lenguajes
interpretados en los que algunas oraciones pueden no ser verdaderas ni falsas,
no ha solucionado el problema de la paradoja del mentiroso reforzada. Es mas
tenemos la sensacion de que no hemos avanzado nada, pues volvemos a llegar a la
conclusion de que la autorreferencialidad fuerte es incompatible con la existencia
de un predicado de verdad.

Mas, como dijimos, nuestro objetivo no era encontrar un sistema formal con-
sistente donde pueda representarse la oracién del mentiroso, sino clarificar el pro-
blema de la paradoja. Y, en este sentido si podemos hacer avances observando qué

es lo que tienen en comiin los razonamientos que hemos hecho en los dos tipos de

300bsérvese que el valor que demos a C- (i) no es relevante.
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lenguajes interpretados estudiados hasta ahora y que nos llevan a contradiccion
si intentamos representar la oracion del mentiroso reforzada.

En ambos casos tenemos, por un lado, que, mediante diagonalizacién u otro
método de conseguir autorreferencia, podemos encontrar, para cualquier formu-
la con una tnica variable libre, o(z), un término, 7, y una oracion, ¥ (que es

simplemente o (7)), tales que:
Vor(¢) = Von(a (")) (4.26)

Por otra parte, tenemos un predicado, T, que podemos caracterizar como un

predicado que, para toda oracion, ¢, verifica

V(TT¢7) = Cr(Van()) (4.27)

Aqui C7 es una funcion total definida de W en W. En el caso bivaluado, era la
funcion identidad y en el trivaluado, la funcion Ch.

De (4.26) y (4.27) se puede obtener, respectivamente, Vop(¢) = V(=197 y
Vor(TT97) = C(Van(a9)). Pero como Var(~T(747)) = C-(Var(TT7)), podemos

concluir que

V(1) = Vou(=TT¢7) = C.(Vm(T¢ 7)) = C-(Cr(Van(¥))) (4.28)

y, en definitiva:
Von(¢) = Co(Cr(Vam(v))) (4.29)

Usando la notacion habitual para funciones compuestas?! la condicion (4.29) no
serd posible a menos que exista una € W que cumpla a = (C- o Cr)(a), es decir,
a menos que la funcion (C- o C7) tenga un punto fijo.3? Asi, si como sucede en
los casos estudiados, la funcion (C- o C7) no tiene ningin punto fijo, la condicion
(4.29) no puede cumplirse.

El aspecto clave de (4.29) es que relaciona Vor(1)) con una funcion de si mismo.
Pero la funcion sera distinta a (C- o Cr) si en vez de usar la oracién del mentiroso

reforzada usamos otra oracion autorreferencial. El razonamiento anterior que nos

31Gi f es una funcion definida entre A y B y ¢ es una funcién definida entre B v C, se
llama funcién compuesta de f y g a la funcion (g o f) definida entre A y C' de manera que
(g0 f)(@) =ger g(f(z)). Para una definicién mas rigurosa véase el apéndice A.

32Ge dice que una funcion, h, tiene un punto fijo, a, cuando se cumple h(a) = a.
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ha llevado a (4.29) es un caso particular del que se indica después. Pero, antes de
adentrarnos en él, introduciré unas notaciones que nos seran ttiles en numerosas

partes de este trabajo.

Para senialar que una férmula p tiene una tnica variable libre, z, que en todas
sus apariciones va precedida del simbolo de predicado P, podremos designar dicha

formula mediante p(Pz) o decir que p es de la forma
p(Pzx) (4.30)

A la oracién resultante de sustituir z, en todas sus apariciones libres dentro de

p(Px), por un término cerrado, 7, la podemos designar mediante
p(PT) (4.31)

La composicionalidad nos permite decir que existe una funcioén, C,, que obtiene
Var(p(P7)) a partir de Von(P7) —cualesquiera que sean el simbolo de predicado

P y el término cerrado 7—:
Van(p(P7)) = C,(Von(PT)) (4.32)

Por ejemplo, sea p la formula (Pz A ¢), donde P es un simbolo de predicado y
¢, un simbolo de oracion. Podemos decir que p es de la forma p(Pzx). Si 7 es un

término cerrado, p(P7) es la oracion (P7 A q). Por definicion de Voy, tenemos
Vor(P1 A q) = CA(Vor(PT), Van(q)) (4.33)
Por tanto, en este caso particular,
Van(p(PT1)) = Co(Van(PT), Van(q)) (4.34)
y, teniendo en cuenta (4.32), encontramos que C, es una funciéon que cumple:
Co(Va(P7)) = CAx(Var(P7), Vir(q)) (4.35)
Si llamamos z al argumento de C,, es decir a Vor(P7), podemos escribir:

Cp(2) = Ca(2, Van(q)) (4.36)
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Como Von(PT1) puede ser cualquier elemento del conjunto de valores de verdad,
W, podemos decir que C, es la funcién, que asocia a un valor de verdad z el valor
de verdad Ch(z, Van(q)).

Hagamos ahora uso de estas notaciones y consideraciones. Tomemos una férmu-
la no cuantificada de la forma p(T'z). Si el lenguaje es fuertemente autorreferencial,
seré aplicable la proposicion 4.1 (p. 83) a la formula p(T'z), por lo que habra una

oracion, v, tal que

Van(1)) = Van(p(T™47)) (4.37)

El predicado, T', se caracteriza como un predicado que, para toda oracion, ¢,

verifica
Vor(TT @) = Cr(Van(p)) (4.27)

Por la composicionalidad de Voy, existird una funcion C, definida entre Wy W, tal
que Vor(p(T™¢7) = C,(Vor(T™9™)). Como, ademas, Von(T"¢7) = Cr(Vor(v)),

tenemos:
Van(¥) = Var(p(T™¢7)) = C,(Var(TT97)) = Cp(Cr(Vam(¥))) (4.38)

y, en definitiva:
Var(¥) = Cp(Cr(Von(¥))) (4.39)

de la que (4.29) no es mas que un caso particular.

Este resultado nos indica que aunque definiésemos 7' usando la condicion
V(T ¢7) = Von(p) —es decir, tomando para Cr la funciéon identidad— y defi-
niésemos C- (i) = i, no estariamos libres de contradiccion. Bastaria introducir una
conectiva, ~, con C. definida, entre W y W, de modo que no tenga punto fijo3?
En aplicacion de (4.39), llegariamos a la conclusion contradictoria de que existiria
una oracion ¢ que cumpliria Vop(v) = Co(Von(¢¥)).

Otra observacion importante es que la deduccion de (4.39) seria idéntica en un
sistema multivaluado con méas de tres valores de verdad. Asi ocurre, por ejemplo,
en una légica paraconsistente, con un cuarto valor de verdad,p, para las oraciones
que son verdaderas y falsas a la vez e incluso en una logica difusa que pretenda
representar la vaguedad de los predicados usando un conjunto continuo de valores
de verdad —tipicamente el intervalo de nimeros reales [0,1]—. En todos estos

casos, si dotamos de suficiente capacidad expresiva al lenguaje formal, no pueden

33Hay 8 funciones de W en W sin punto fijo. Una de ellas, que corresponderia a lo que suele
denominarse negacion exclusiva, se definiria mediante C(f) = C.(i) = v; C(v) = f.
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coexistir el predicado T' y la autorreferencialidad fuerte, porque entonces podria-
mos encontrar una formula de la forma p(7'z) tal que la funcion (C, o Cr) no
tuviese ningiin punto fijo3* Como consecuencia, estamos también refutando que
ciertas explicaciones de la paradoja basadas en logicas difusas o inconsistentes

sean satisfactorias.

Quiza la conclusion principal que sugiere lo estudiado hasta este momento, es
que la paradoja del mentiroso es independiente de numerosas cuestiones seméanti-
cas, como si las oraciones tienen dos, tres o mas valores de verdad; si el predicado
de verdad es vago o si la generalizaciéon a una logica multivaluada de la carac-
terizacion tarskiana de ese predicado se debe realizar de una u otra forma. Por
el contrario, se refuerza la idea de que, si Vop es composicional para féormulas no
cuantificadas, la causa de la paradoja esta en el conflicto entre la existencia de
un predicado, T', que, para toda oracion, ¢, verifique Von(T"¢ ") = Cr(Van(¢)) v
la autorreferencia, en grado suficiente para conseguir Von(v) = Von(p(TT47)), de

modo que la funcién (C, o Cr) no tenga ningin punto fijo.

4.1.4. Contenidos enunciativos como portadores de verdad

y paradoja del mentiroso

En los lenguajes interpretados extensionales, como los estudiados hasta el mo-
mento: 1/ la interpretacion de un término cerrado es, si la tiene, su referencia, es
decir un elemento del universo del modelo; 2/ la interpretacion de una oracion es

su valor de verdad (su referencia fregeana).

Este planteamiento se ajusta a la idea de que los portadores de verdad son
las oraciones (enunciativas). Una alternativa, cuanto menos razonable, consiste
en que no es la oracion lo que es verdadero o falso sino, si lo tiene, el contenido

enunciativo de la oracién cuando se profiere en un contexto determinado.

Hay muchas opiniones acerca de qué caracteristicas e incluso qué nombre se
debe dar a ese contenido enunciativo (proposicion, enunciado, asercion. .. ), pero
no se trata, aqui, de discutirlas o anadir una més. Lo que interesa investigar
es la idea, nada nueva, de que la paradoja del mentiroso podria desaparecer al

considerar que los portadores de verdad son los contenidos enunciativos.

34Gi fuera necesario, afiadiriamos una conectiva nueva, m, definida mediante C;, elegido de
forma que (C, o Cr) no tenga ningan punto fijo.
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En primer lugar, si hablamos estrictamente, las oraciones ya no son verdaderas
ni falsas por lo que los contenidos enunciativos de las oraciones “esta oracion es
falsa” y “esta oracion no es verdadera” serdn respectivamente falso y verdadero
y las oraciones dejaran de ser paradojicas. Pero, claro estd, si los portadores de
verdad no son las oraciones sino los contenidos enunciativos, las oraciones del
mentiroso y del mentiroso reforzada habra que reescribirlas como “el contenido
enunciativo de esta oracion es falso” y “el contenido enunciativo de esta oracion
no es verdadero”.

La idea que supuestamente hace desaparecer la paradoja es que la oracion
del mentiroso reforzada (y lo mismo podria decirse de la del mentiroso simple)
carece de contenido enunciativo. En tal caso, el sujeto de esa oracion carece de
referencia, lo que, a su vez, consolida la idea de que la oracion carece de contenido
enunciativo.

La réplica a esta idea consiste en construir una nueva oraciéon del mentiroso
mas reforzada que la anterior: “esta oracion carece de contenido enunciativo o tiene
un contenido enunciativo falso”. Si afirmamos que la oracion carece de contenido
enunciativo, lo que dice es verdad y, por tanto, no carece de contenido enuncia-
tivo. Si admitimos que la oracién tiene un contenido enunciativo, ese contenido
enunciativo tiene que ser, como todos, verdadero o falso. Pero, es facil comprobar
que cada uno de estos dos supuestos tiene como consecuencia el contrario.

Aunque esta réplica sugiere que el cambio de las oraciones por los contenidos
enunciativos como portadores de verdad no supondra una solucion definitiva a la
paradoja, ello no impide que intentemos una formalizacién de la misma con este
nuevo planteamiento, dado que, las formalizaciones sirven a nuestro objetivo de

extraer un esquema més depurado de la causa real de la paradoja.

4.1.4.1. Formalizacién

Deseamos construir un tipo de lenguajes interpretados en los que tengan cabida
los contenidos enunciativos de las oraciones como portadores de verdad. La inter-
pretacion de las oraciones debe ser parcial, en el sentido de que se debe permitir
la existencia de oraciones sin contenido enunciativo, para poder reflejar en el len-
guaje formal la explicacion informal de que algunas oraciones como “el contenido
enunciativo de esta oracion no es verdadero” dejan de ser paraddjicas al considerar
que carecen de contenido enunciativo. Por consiguiente, denominaremos lenguajes

interpretados enunciativos parciales al tipo de lenguajes sugerido.
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Una funcion de interpretacion asociara a cada oracion un contenido enunciativo
(o ninguno). A su vez, puesto que todo contenido enunciativo es verdadero o
es falso, necesitamos una funcién que asocie, a cada uno de ellos su valor de
verdad. Denominaremos a esta funcion, funcién de extensionalizacion, dado que
el contenido enunciativo suele considerarse una entidad intensional mientras que
el valor de verdad es una entidad extensional.

Aunque el contenido enunciativo depende, en general, no solo de la oracion
enunciativa sino también del contexto en que se emite —tiempo, lugar, persona
que afirma la oracion...—, haremos abstracciéon de éste, igual que hemos hecho
en los lenguajes interpretados anteriormente estudiados, pues, segtin hemos visto
en esos lenguajes, no es preciso considerarlo para reflejar en el lenguaje formal
aquellos aspectos del lenguaje natural relevantes en la paradoja del mentiroso.
Consiguientemente, no buscamos un lenguaje interpretado en el que se asocie a
cada oracién enunciativa una funcién de contextos en contenidos enunciativos,
ni tampoco, una funcién de contextos en valores de verdad; bastard con que se
asocie, a cada oracion, un contenido enunciativo (o ninguno).

El tipo de modelos que buscamos se parece mas a la estructura intensional
esbozada en Bealer (1998)* que a los modelos basados en la idea de que una
proposicion es la intension de una oracién y esta, a su vez, es una funciéon que
asigna a cada contexto el valor de verdad de la oracion en ese contexto. Para Bea-
ler, este tipo de modelos responde a una vision reduccionista de las proposiciones
—reducidas a funciones extensionales— que él rechaza. Propone desarrollar una
vision no reduccionista basandose en lo que denomina estructuras intensionales,
donde las proposiciones, propiedades, relaciones binarias, ternarias, etc. son en-
tidades primitivas. En una estructura intensional de Bealer hay un conjunto de
funciones de extensionalizacién que asignan una extension a cada entidad inten-
sional y, en particular, un valor de verdad a cada proposicion. Una de las funciones
de extensionalizacion se distingue como la funcion de extensionalizacion real (“ac-
tual extensionalization function”) —se entiende que las otras corresponden a otros
mundos posibles—.

Ahora bien, no parece que la paradoja del mentiroso tenga una estrecha rela-
cion con conceptos modales o mundos posibles; de hecho, como hemos visto con
el uso de lenguajes interpretados extensionales, no es necesario introducir dichos

conceptos para estudiar la paradoja en un lenguaje formal. Consiguientemente, en

35Ver Jacquette (2002, p. 125, y nota al pie 12 en pp. 135-6).
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nuestros lenguajes interpretados enunciativos parciales nos bastard con disponer

de una tinica funcién de extensionalizacion.

No necesitamos en la formalizacion de la paradoja ninguna construccion refe-
rencialmente opaca salvo el entrecomillado. Por eso, aunque ahora queremos dar
cabida a los contenidos enunciativos —las proposiciones de Bealer— no preten-
demos profundizar en los aspectos intensionales del lenguaje natural. Queremos
dejar abierta la forma en que, en el lenguaje interpretado, se asocien contenidos
enunciativos a las oraciones ya que ello dependerd del modo de entender qué es
exactamente un contenido enunciativo, cuando dos oraciones distintas expresan
el mismo contenido, etc. Lo que si mantendremos es el principio de composicio-
nalidad en la interpretacion de las expresiones: se trata de un principio basico en
los lenguajes formales interpretados que no tenemos motivo para abandonar® Es
interesante el estudio que Janssen realiza de dicho principio asi como su princi-
pal conclusion que nos reafirma en nuestra decision: la composicionalidad guia la

investigacion en la direccién correcta3”

Asi pues, la interpretacion de las oraciones dependera de su estructura sin-
tactica y de la interpretacion de sus partes significativas (términos, simbolos de
predicado, etc.). Por supuesto, tampoco es objeto de este trabajo pretender es-
tudiar cudl es la interpretacion correcta de esas partes. Para poder trabajar en
el estudio de la paradoja nos basta con que la funcién de extensionalizacion sea
también composicional. A modo de ejemplo, silla, 3 representa el contenido enun-
ciativo de la oracion Pa, b (donde II representa la interpretacion de P, o la de a 'y
B la de b), al aplicar la funcion de extensionalizacion £ a Ila, 5 obtendremos un
valor de verdad por aplicacion de una funcion, E(II) a los valores E(«a) y E(f),
es decir, E(Ila, B) = E(I1)(E(a), E(B)).

Si queremos introducir el predicado verdadero en el lenguaje formal, su ar-
gumento ha de ser aquello que se interpreta como un contenido enunciativo, es
decir, una oracién y no, como hasta ahora, un nombre de oracion. Pero entonces
debemos considerar una sintaxis mas flexible en la que las oraciones son también

términos.

Una alternativa es trasladar al lenguaje formal el concepto de verdadero no

como predicado sino como operador que aplicado a un contenido enunciativo da

36Unicamente, hay que mantener la precauciéon de considerar los términos de cita como ele-
mentos sin partes —a efectos de composicionalidad.
37 Janssen (1997, p. 461).
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como resultado un contenido enunciativo, lo que significa que si en el lenguaje
formal llamamos T a ese operador, T debe ir acompanado de una oracion (aquello
que se interpreta como un contenido enunciativo) que sera su operando. Lo mas
directo es que, si la oracion o es el operando al que se aplicaT', escribamos T'o para
indicarlo. Naturalmente, T'o sera, a su vez, una oracién ya que debe interpretarse,
en su caso, como un contenido enunciativo. Asi pues,T tiene el comportamiento

de una conectiva monadica.

En castellano, la diferencia entre usar verdadero/verdad como un predicado o
como un operador es bastante clara: la oracién “el contenido enunciativo de la ora-
cion “Carlos es alto” es verdadero” ejemplifica el uso deverdadero como predicado
de contenidos enunciativos; la oracion “es verdad que Carlos es alto” ejemplifica
el uso de verdad como operador. Pero, si formalizamos “Carlos es alto” mediante
Ac, y verdad/verdadero mediante T, la oracion T'Ac serviria para formalizar am-
bas oraciones, solo que en el primer caso T se consideraria un predicado y Ac un
término (ademés de ser una oracion), mientras en el segundo, T’ se consideraria
un operador y Ac una oraciéon. La opcién de considerar que las oraciones son tam-
bién términos tiene como consecuencia que las oraciones puedan ser argumentos
de cualesquiera predicados o cambiar las reglas sintacticas para que solo algu-
nos términos puedan ser argumentos de ciertos predicados comoT’, lo cual es, en
cualquier caso, una complejidad anadida sin interés para nosotros. Por todo ello,
en el lenguaje formal trataremos 7' como un operador, sin que esto suponga un
rechazo conceptual a considerar verdadero como un predicado, sino simplemente
una opcion que facilita nuestro trabajo. Gracias a esta eleccion, la sintaxis del
lenguaje de predicados al que se anade capacidad de cita podemos reutilizarla con

solo aniadir 7' como una conectiva monédica.

Otra ventaja de tratar 7' como un operador es una simplificacién del lengua-
je interpretado que necesitamos. Como hemos visto, la explicacion informal que
evita la paradoja en la oracion “el contenido enunciativo de esta oracién no es
verdadero” es que el sujeto de la oracion carece de referencia (ya que la oraciéon
no tiene contenido enunciativo). Para formalizar esta explicacion, que considera
“verdadero” como un predicado, tendriamos que admitir términos cerrados fuera
del dominio de la funciéon de interpretacién y oraciones sin contenido enunciativo
a causa de contener alguno de esos términos. Mas, al tratar 7' como un opera-
dor, todo esto no es necesario, dado que la oracion del mentiroso reforzada seré

de la forma =Ty y la explicaciéon que evite la paradoja se basard en que ¢ no
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tiene contenido enunciativo y, por composicionalidad, tampoco lo tendranT'p ni
_\T(p.SS

Ahora bien, puesto que queremos dar cabida a oraciones sin contenido enun-
ciativo, necesitamos que los predicados y relaciones no sean totales, es decir, que

no con cualesquiera argumentos cerrados produzcan un contenido enunciativo.

4.1.4.2. Lenguajes interpretados enunciativos parciales

Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores, establecemos que un len-
guaje interpretado enunciativo parcial, (£,&,9,E)cp,, esta constituido por un
lenguaje formal, £, una matriz, £, un modelo, 91, y una funcién de extensiona-
lizacion, E. El lenguaje L es el resultante de anadir una conectiva u operador
monédico, T, al lenguaje de primer orden con capacidad de cita que hemos venido
usando hasta el momento. La matriz, el modelo y la funcion de extensionalizacion

deben ajustarse a las siguientes definiciones.

Definicion 4.18 (matriz para lenguajes enunciativos bivaluados). La ma-
triz, &, para una interpretacion enunciativa bivaluada del lenguajel, estd formada

por:

1. Un conjunto de dos valores de verdad: W = {f,v}. Estableceremos en este

conjunto una relacion de orden de modo quef sea anterior a v, es decir,

min({f, U}) = f.

2. Una interpretacion extensional, C, de las constantes ldgicas (conectivas y
cuantificadores), es decir, una funcion total, Cy, por cada constante ldgica.
Las funciones C-, Cr, C\, C_,, C_,, Cy y C3 son las de la ldgica cldsica
(definicion 4.3, p. 71). La tinica novedad la aporta el operador monddico
T (“es verdad que”). Es claro que afirmar que un conlenido enuncialivo
es verdadero debe tener el mismo valor de verdad que el propio contenido

enunciatiwo. Por tanto, para cualquierxz € W se ha de tener:

C’T(m) =def T <440>

38Uno de los supuestos de la composicionalidad es que todas las partes propias de una expresion
tienen interpretacion (Janssen, 1997, p. 427, punto 5). Asi para queT ¢ tenga interpretacion es
preciso que ¢ la tenga, es decir, que tenga un contenido enunciativo. Al no ser asi, la oracién
Ty no tendria contenido enunciativo y, por ser una parte propia de—Ty, esta dltima oracién,
tampoco lo tendria.
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3. Un conjunto no vacio de contenidos enunciativos, €, llamado dominio enun-

ciativo o universo enunciativo.

4. Una interpretacion, €, de las constantes ldgicas (conectivas y cuantificado-

res) que cumpla los siguientes requisitos:

a) Asociar a cada conectiva n-ddica, k, una funcion total n-ddica, €,

definida entre €" y €; y a cada cuantificador, una funcion total definida
entre (2 (€) — {2}) y €.
b) Ser compatible con la interpretacion extensional de las constantes ld-

gicas. Fsto significa que dada cualquier funcion F' que asocie a los

elementos de € elementos de W, debe cumplirse:

1) Sik es una conectiva n-ddica y (®;1...9,) € €, entonces
F(€,(P1...9,)) =gey Cu(F(P1), ..., F(Dy,))
2) 8i Q es un cuantificador, B es un elemento de (2 (€) — {2}) y

escribimos F(B) como forma abreviada de {F(x)/x € B}, enton-

ces

F(€q(B)) =aey Co(F(B)).

Definicion 4.19 (modelo para un lenguaje interpretado enunciativo par-
cial). El modelo, MM, para una interpretacion enunciativa parcial de (L,§) estd

formado por:

1. Un conjunto no vacio, | M, |, llamado dominio extensional o universo exten-
stonal de M. Puesto que L tiene capacidad de cita, el conjunto de expresiones

de L debe ser un subconjunto de| M, |.

2. Un conjunto no vacio, | M, |.%

3. Una funcion de interpretacion, Jon, definida parcialmente sobre el conjunto

de simbolos de oracion y, totalmente, sobre los simbolos de constante, los

39La naturaleza de los elementos de este conjunto dependera de cémo se considere la aportacion
de los términos cerrados al contenido enunciativo de las oraciones en que aparecen. Por ejemplo,
si supusiéramos que su aportacion es tnicamente su referencia, tendriamos| 91, |=| M, |. Si su-
ponemos que su aportacion son conceptos que permiten fijar la referencia, los elementos de| 9, |
serfan conceptos, etc. Pero aqui no pretendemos decantarnos por ninguna opcién al respecto.
Unicamente decimos que si un término tiene interpretaciéon en el modelo, esa interpretacion es
un elemento de | 91, |.
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términos de cita, los simbolos de relacion y los simbolos de funcioni® Jon

asocia:

- A cada simbolo de oracion de su dominio, p, un contenido enunciativo,
Jm(p) € €.

- A cada simbolo de constante, ¢, un elemento de | M, |, Ton(c).
- A cada término de cita, "¢, un elemento de | M, |, Tom("e™).

- A cada simbolo de relacion n-ddica, R, una funcion parcial, Jop(R), defi-
nida entre | M, | y €.

- A cada simbolo de funcion n-ddica, f, una funcion total, Jen(f), definida
entre | 9, " y | M, |4

Definicién 4.20 (funciéon de extensionalizacién). La funcion de extensio-
nalizacion, E, de un lenguaje interpretado enunciativo parcial, (L, &, IM,E)cnp se
caracteriza por asociar a cada elemento de| M, |U€E y a cada elemento del rango

de las funciones de interpretacion, € e Jon, su correspondiente extensionalizacion:

1. FE asocia a cada contenido enunciativo (elemento de ), un valor de verdad
(elemento de W ).

2. Para cada conectiva, k, se tiene E(&) = Cy, y para cada cuantificador, Q,
E(Cq) = Cq.

3. E asocia a cada elemento de| M, |, un elemento de | M, | y, en particular,

E@m("e™) = ¢, para cualquier expresion bien formada del lenguage, €.

4. Para todo elemento, o, de | M, | existe al menos un elemento, ¢, de | M, |
tal que E(c) = o.

5. Dado un simbolo de relacion n-ddico, R, la funcion E asocia a cada funcion
parcial, IJon(R), definida entre | M, | y &, una funcion parcial, E(Tm(R)),

40Como sefialamos, dejamos abierta la naturaleza de los valores de la funcién Jox, la cual
dependera de como se considere la aportaciéon de los respectivos argumentos al contenido enun-
ciativo de las oraciones en que aparecen.

1 Recuérdese que, al tratar T como un operador, no es necesario tener términos sin denotacion
y, por tanto, podemos evitar la complejidad anadida que supondria queJon(f) pudiese ser una
funcion parcial.
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definida entre | M, |™ y W. Si llamamos Dg al dominio de TJom(R), el

dominio de E(Jom(R)) serd el conjunto:

{(a1,...,an) €| M, |" /(b1,...,b,) € Dg, a; = E(by),...,a, = E(b,)}

6. E asocia a cada funcion, Jom(f), definida entre | M, |* y | M, |, una
funcion, E(Tsm(f)), definida entre | M, |™ y | M, |.

7. Ademds, establecemos la composicionalidad de la funcionE para lo cual debe

cumplirse:

a) Si R es un simbolo de relacidn n-ddica, Dg es el dominio de Jon(R), y

(11...7n) € Dg, entonces
E@m(R)(11..7)) = E(Jm(R))(E(71), .., E(72))

b) Si(m1,72) € M, |* y, en el metalenguaje, usamos el simbolo = para
la identidad de elementos de | M, | o de € y el simbolo = para la

identidad de elementos de | M, | o de W, entonces

v siE(n) = E(n)

f enotrocaso

E(r = T2) =ger {
c) Sif esun simbolo de funcion n-ddica y (1y...7,,) €| M, |*, entonces
EQm(f)(11-70)) =des ETam()(E(T1), ... E(70))

La asignacion de variables en un lenguaje interpretado enunciativo parcial,
(L,&, M, E)enp, es una funcion s : V.—| M, | (V es el conjunto de variables del
lenguaje). Sie €| M, |, entenderemos que s[e/x] es una asignacion de variables
igual que s salvo que asocia e a la variable z.

Dado un lenguaje interpretado enunciativo parcial, (£, &, 9, E)cpp, v Una asig-
nacion de variables, s, para el mismo; la interpretacion en el lenguaje con respecto
a s, es la funcion Uy 5, establecida entre el conjunto de términos y| 9, | y, parcial-

mente, entre el conjunto de formulas y €, de acuerdo con la siguiente definicion.

Definicién 4.21. Sean: ¢ un simbolo de constante o un término de cita, x una

variable, f un simbolo de funcion n-ddica, t1,ts, ..., 1, términos, p un simbolo de

© SERAFIN BENITO 109



4. CARACTERIZACION DEL PROBLEMA DE LA PARADOJA DEL MENTIROSO (Y AFINES)

oracion, R un simbolo de relacion n-ddica, ¢ y 1 formulas. La funcion Usy s viene
definida por:*?

1. Usn5(¢) Zges Tom(c).

2. Upns(2) Zgey ().

3. Unns(f 1, tas oo tn) Zdes Ton(f) Usmns(tr), Unms(t2), oo, Unis(£n)).

4. Usns(p) Zdgey Iom(p).
5. U s(ty = t2) Zaey [Usms(t1) = Unns(t2)].
6. U o(Ri1, b, o tn) Zaes Ton(R) Ums(t2), U (b2), oo, Unms (1))
7. U s(T0) Zaer Cr(Usms()).
8. Z/{;ms(ﬂgo) Zaes € (Ums(p)).

(¢

9. uf)jts )) =def C/\(“X)ﬁs( )7“9%,8(¢))'

10. Z/{gm’s (90 V 1/1)) :def Q:\/(Z/[gm’s(QO),Ugm,s(dJ))-

11. Usns((p = ©)) Zaep € (Uam,s (), Ums(¥)).
(

12. Usp.,
18. Usp.,
14. Usp.,

(¢
=) Zaep €. (Ums (), Uns (1))

V) Zgep C({Umsiesa) (@) /e €1 My [}).
3z ) Zaer C5({Uomsfe/2) (@) /e €| M, [}).

/-\/-\,-\,—\/-\/‘\

El valor que la funcion Usy s asocia a algunas férmulas y términos es indepen-
diente de la asignacion de variables s que se tome. Esto nos permite definir la
funcion de interpretacion, Upy, como una restriccion de Usy s a (el conjunto inicial
de) esos términos y formulas.

Una consecuencia destacable del hecho de que E esté definido para todo ele-
mento de | M, |U € es que, para todo h en el dominio de Uy s, U s(h) esta en el

dominio de E. Sera util introducir las funciones de valuacion Vog s v Vor mediante:
Vons(h) =aer E(Usms(h)) (4.41)

Vor(h) =aes E(Usm(h)) (4.42)

Obsérvese que el dominio de Vo 5 es el mismo que el de Uspy s y el de Voy el mismo
que el de Ugy. Por otra parte, Van s es la funcién compuesta (E oUsys) v Vor es la
funcion (E o Usy).

También es destacable que, como en los lenguajes interpretados estudiados con

anterioridad, Vons(Vz ) vy Vons(3z ) proporcionan una interpretacion objetual

“2En las siguientes definiciones considérese indefinido el definiendum cuando el definiens es
indefinido.
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de los cuantificadores. En efecto, tomemos el cuantificador universal® Es sencillo

ver que

Vons (Ve 0) = E(Uons (Ve ) = Cy({Vansiesal (0) /e €| My [}) (4.43)

Y, para que la interpretacion del cuantificador sea objetual, es necesario y suficien-
te que E(e) recorra exactamente todos los objetos, es decir, que se cumpla: 1/ dado
un e cualquiera perteneciente a | M, |, E(e) €| M, |; 2/ dado, o, perteneciente
a | M, | debe existir al menos un elemento, e, de | M, | tal que E(e) = o. Ahora
bien, estos dos requisitos estan garantizados, respectivamente, por los puntos 3
(p. 108) y 4 de la definicion de E.

Diremos que la féormula ¢ es verdadera en 91, o que 901 satisface ¢, cuando
Von(p) = v. Entonces escribiremos: 9t = ¢.

Fijados un lenguaje £ y una matriz & propios de un lenguaje interpretado enun-
ciativo parcial, diremos que la férmula i) es consecuencia logica de la formula ¢
cuando para cualquier funcién de extensionalizacion, cualquier modelo91 y cual-
quier asignacion de variables s —propios de ese tipo de lenguajes interpretados—

si Vons(p) = v entonces Vor (1)) = v. Esto se expresa habitualmente mediante:

v EY

También diremos que las formulas ¢ y 1 son loégicamente equivalentes cuando una
es consecuencia logica de la otra y viceversa.

Un lenguaje interpretado bivaluado con capacidad de cita se puede considerar
un caso particular de un lenguaje interpretado enunciativo parcial: el caso en que
E es la funcion identidad (y, por ello, | M, |=| M, | y € = W) y tanto la funcion
Jom como las funciones Jop( R), para cualquier simbolo de relacion, R, son funciones
totales. Esto explica que en un lenguaje interpretado extensional las funciones de
interpretacion y valuacion sean la misma.

Como en un lenguaje interpretado de primer orden clasico, en un lenguaje

interpretado enunciativo parcial se cumple:

Proposicion 4.4. Sean ti,ty dos términos cerrados, entonces:

m ): tl = t2 sS1 ng(tl) = ng(tg)

43E]l mismo razonamiento sera valido para el cuantificador existencial.
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Demostracion.

(1) Um(ty = t2) = [Usm(t1) = Um(t2)]

; def. 4.21, punto 5 (p. 110), dado quet; y t5 son términos cerrados
(2)  EUm(ts =t2)) = EUm(t1) = Um(t2))  ;del
(3)  EUm(t1) =Um(t2)) =0 ssi EUm(t1)) = E(Um(t2))

; definicion funcion de extensionalizacion (def. 4.20, punto b, p. 109)
(4) EUmnm(ty =t2)) =0 ssi EUmp(t1)) = E(Usn(tz2))

;de2y 3
(5) Vo(ti =t2) =0 ssi Vor(t1) = Van(t2)

; de 4 y definicion de Vg
(6) MEti =ty ssi Von(t1) = Von(t2)

; de 5y concepto de M = ¢

|

La extensionalidad de Vgy se conserva siempre que sus argumentos estén en el
dominio de la funcion. Por ejemplo, dada una formula¢(z), de Von(t1) = Van(ts)

se deduce Von(s(t1)) = Von(s(t2)) solo si ¢(t1) y <(t2) estéan en el dominio de Voy.

Proposicién 4.5. Dados una férmula con una unica variable libre, s(x), y los
términos cerrados ty y ta; st Von(t1) = Van(t2) y <(t1) y <(t2) estdn en el dominio
de Von, entonces Vor(s(t1)) = Van(s(ta)).

Demostracion. Puesto que E v Usy se definen composicionalmente y Voy es la
funcion (E o Ugy), Vor es composicional cuando se aplica a un argumento de su
dominio. Por eso, sis(t;) € dom(Van) v s(t2) € dom(Vay), existird una funcion,
C., tal que Von(s(t1)) = Cc(Vam(t1)) ¥ Van(s(t2)) = Cc(Va(t2)). Por otra parte,
si Vor(t1) = Van(tz2), se cumple Cc(Von(t1)) = Cc(Van(t2)). Finalmente tendremos:
Var(s(t1)) = Cc(Van(t1)) = Cc(Van(t2)) = Von(s(t2)).

|

4.1.4.3. Autorreferencia en un lenguaje interpretado enunciativo par-

cial.

La introduccion de la funcion de valuacion Vg en los lenguajes interpretados
enunciativos parciales nos permite mantener las definiciones de oracién autorrefe-
rencial, lenguaje fuertemente autorreferencial y diagonalizacion.

Sin embargo, la proposicion que corresponderia a la proposicion 4.1 (p. 83),

no se cumple en un lenguaje interpretado enunciativo parcial: que el lenguaje sea
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fuertemente autorreferencial no garantiza que para toda féormula con una tnica

variable libre, o(x), exista un término, 7, tal que:

V(o (7)) = Van(o ("o (7)) (4.13)

es decir, tal que:

EUm(o(7))) = EUm(o ("o (7)) (4.44)

A pesar de que, en un lenguaje fuertemente autorreferencial, estd garantizado
V(1) = Vor(To(7)7), v su equivalente, E(Usn(7)) = E(Usm("o(7)™)), de aqui no
se deduce (4.44), ya que, en un lenguaje interpretado enunciativo parcial Usp(o (7))

podria no estar definida aunque Usy(7) si lo esté.

En cambio, se sigue cumpliendo la proposicion 4.2 (p. 85) por la que si en el
lenguaje interpretado hay una funciéon de diagonalizacion entonces es fuertemente

autorreferencial.

4.1.4.4. Paradoja del mentiroso

Consideremos, en primer lugar, la oracion “el contenido enunciativo de esta
oraciéon no es verdadero”. Teniendo en cuenta su estructura, podria formalizarse
mediante =7'ST, en un lenguaje en el que T represente un predicado de verdad,
T sea un término cuya referencia sea la oraciéon =T'St y S sea un simbolo de la

funcion que asocia a cada oracion su contenido enunciativo (si lo tiene).

Queremos, sin embargo, formalizar la oraciéon en nuestro tltimo lenguaje for-
mal, donde 7" es un operador en vez de un predicado. Para ello podemos volver
a usar la oracion —T'ST con la diferencia de que ahora T es un operador y S
representa un predicado de contenido enunciativo de acuerdo con la siguiente de-

finicion.

Definicion 4.22 (predicado de contenido enunciativo). En un lenguage in-
terpretado enunciativo parcial, (L,&, M E)enp, S representa un predicado de con-
tenido enuncialivo, si y solo si, para toda oracionp en el dominio de Usy y todo

término v tales que Von(v) = V(") se cumple:

Unn(Sv) = Uni(p) (4.45)
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Dos consecuencias de (4.45) son:
Umn(ST ™) = Un(sp) (4.46)

Van(ST¢™) = Van() (4.47)

Es destacable que, el predicado S hace una funcién de desentrecomillado si-
milar a la que hacia el predicado T en los lenguajes interpretados que utilizamos

con anterioridad.

Por otra parte, debido a la composicionalidad deUop y E en (L£,&,9M,E)cpp,
para toda oracion ¢ en el dominio de Upy, se cumple Upn(Tp) = Er(Um(p))
asi como E(Cr(Um(p))) = E(Cr)(EUm(p))). Si ademas tenemos en cuenta que
Eon(€r) es Cr y que Vo es (E o Uyy), obtenemos,

Von(Tp) = EUm(T'¢)) = E(Cr(Um())) (4.48)
y
E(&r(Um(p))) = E(&r)(EUm(p))) = Cr(Var(p)) (4.49)
de donde
Von(Tp) = Cr(Van(p)) (4.50)

Pero como ademés, para cualquier valor de verdad z, Cr(z) = x, ((4.40) p. 106),

podemos concluir:

Van(T'¢) = V() (4.51)

En el tipo de lenguajes interpretados que estamos considerando, hay pues una
importante similitud entre el predicado S y el operador T', dado que, como se

deduce de (4.47) y (4.51), para toda oracion ¢ en el dominio de Usy:
Van(T) = Van(S77) (4.52)

Gracias al predicado S tenemos instrumentos suficientes para formalizar la
oracion “el contenido enunciativo de esta oracion no es verdadero” mediante una
oracion de la forma =T donde la interpretacion pretendida de la oracion ¢ sea
el contenido enunciativo de —=T'p. Basta con tomar ¢ de la forma ST y que la
referencia del término 7 sea la propia oracion —7T'S7. Esto sabemos conseguirlo

si en el lenguaje disponemos de una funciéon de diagonalizaciéon, ya que entonces,
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sera fuertemente autorreferencial y, por ello, dada la féormula =TSz, existe un

término, 7, cuya referencia es la oracion —1'St, es decir:
ng(T) = ng(l—_'TST—‘) (453)

Pero, la siguiente proposicion nos indica que de (4.53) se deduce que la oracion

=T'ST no estd en el dominio de Usy.

Proposiciéon 4.6. Si Vop(7) = Vou("=T'ST7) entonces =T'ST & dom(Usgy).

Demostracion.
(1) Vau(r) = Vor("2T'S77) : premisa
2 (2) =TSt € dom(Usm) ; hipotesis auxiliar

(3)  dom(Usm) = dom(Ven)
; propiedad de nuestros lenguajes interpretados enunciativos
2 (4) =TSt € dom(Von) ; 2y 3
1,2 (5) Um(ST) = Um(—=TST)
: 1, 2 y definicion de S (definicion 4.22; p. 113)

1,2 (6) St € dom(Upm) = dom(Van) ; 3y 0
12 (7) EUm(ST)) = EUm(-TST)) ;5
1,2 (8) Vo(ST) = Vor(—=TST) ; 7, dado que Voy es (E o Usy)
2 (9) Vm(=TS7) =C.(Vor(T'ST)) ; 4y composicionalidad
1,2 (10) Vop(T'ST) = Vom(ST) ; 6y (4.51)
1,2 (11) Vor(S7) = Co(Ven(ST)) 8,9y 10
12 (12) V(S7) # C-(Vm(S7)) 16 C(v) = F; C-(f) = v
1,2 (13) Vor(ST) # Vor(ST) ;11 y 12
1 (14) =TSt ¢ dom(Ugy)
; falsedad de 13 y eliminacién de hipotesis 2
Hemos concluido asi que la oracion =TSt carece de contenido enunciativo |

La proposicion anterior ha servido para comprobar que, cuando un término7
tiene como referencia la oracion =T'ST, no hay una contradiccion sino la conclu-
sion de que dicha oracion carece de contenido enunciativo. De este modo, hemos
trasladado al lenguaje formal el razonamiento informal sobre la oraciéon “el con-
tenido enunciativo de esta oraciéon no es verdadero”, por el cual podemos escapar

de la paradoja afirmando que la oracion carece de contenido enunciativo.
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Pero, dijimos, la escapatoria anterior no sirve con la oraciéon “esta oracion ca-
rece de contenido enunciativo o tiene un contenido enunciativo falso”. Al querer
formalizarla nos encontramos con que, en principio, no disponemos en nuestro len-
guaje de un medio para expresar si una oracion tiene o no contenido enunciativo.

Necesitariamos un nuevo predicado, R, en consonancia con la siguiente definicion.

Definicién 4.23 (predicado de existencia de contenido enunciativo). En
un lenguaje interpretado enunciativo parcial, (L, &, IM,E)enp, R representa un pre-
dicado de existencia de conlenido enunciativo, si y solo si, para toda oracione en

el dominio de Usn y todo término v tales que Vop(v) = Vor("¢7) se cumple:

Um(Rv) = (¢ € dom(Usy)) (4.54)

(Suponemos que, en el metalenguagje, ¢ € dom(Usn) representa el contenido enun-

ciativo de “p estd en el dominio de Usy”).

La consecuencia extensional de la definicion anterior es que

v sip € dom(Usy)

Vo(Bv) = f sip ¢ dom(Upy)

(4.55)

En principio, para expresar que una oracion,, carece de contenido enunciativo
o tiene un contenido enunciativo falso —es decir, no verdadero— deberia servir la
oracion
RV ATy (4.56)

pero no es asi. Cuando una oracion carece de contenido enunciativo, informal-
mente consideramos que afirmar sobre ella que carece de contenido enunciativo o
tiene un contenido enunciativo falso es afirmar algo verdadero —al menos es una
manera bastante razonable de entender la afirmacion, que sera la que supongamos
a continuacion—. Por tanto, si ¢ carece de contenido enunciativo (¢ ¢ dom(Usn))
y la formula ~R" ¢ 'V =T'p expresara que la oracion ¢ carece de contenido enun-
ciativo o tiene un contenido enunciativo falso, dicha férmula deberia ser verda-
dera, es decir, deberia cumplirse Von(—=R" ¢V =T¢) = v. Sin embargo, en nues-
tro lenguaje interpretado, dadas dos oraciones x y ¥, si ¥ ¢ dom(Usy) entonces
(x V1) ¢ dom(Usy) incluso aunque Von(y) = v porque la composicionalidad de
Usn exige que todas las partes propias de una oracion estén endom(Usy) para que

la oracién también lo esté. Aplicado a nuestro caso, si@ ¢ dom(Usy), tendremos
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que “Tp & dom(Usy) v que (R ¢V =Tp) & dom(Usy) = dom (Vo) por lo que
no podremos afirmar Vop(—R" ¢V —T¢) = v.

Esta disonancia entre nuestro lenguaje formal interpretado y el natural se
puede soslayar si, en lugar de combinar el predicado R con el operador 7', usamos
un predicado, @), que exprese la propiedad “carecer de contenido enunciativo o
tener un contenido enunciativo falso” en concordancia a como la hemos entendido
en castellano. Por tanto, ) debe satisfacer, para todo término v que tenga como

referencia la oracion ¢ (es decir, que cumpla Voy(v) = ¢):

Usm(Qv) = (p & dom(Use) 0 Van(p) = ) (4.57)

siempre que la expresion metalingiiistica ¢ ¢ dom(Uan) 0 Vor(¢) = f se entienda
como hemos dicho, es decir, de modo que cuando ¢ no esté en el dominio de Uy,
sea verdadera. En concreto, la extensionalizacion de (4.57) ha de ser, para todov

tal que Vop(v) = ¢, la siguiente:

Vor(—T') sip € dom(Usy)

, (4.58)
0 st & dom(Uygy)

Vm(Qv) = {
Dado que, si ¢ € dom(Unm), se cumple Vor(Tp) = Vor(p), (4.51), tendremos
Co(Vor(T¢)) = C-(Vam(¢)) y la composicionalidad nos permitird deducir que

Vor(—T'v) = Vam(—y). Por consiguiente, podemos escribir de modo algo mas simple
la condicion (4.58):

V(=)  sip € dom(Usy)

, (4.59)
b st ¢ dom(Uyy)

Von(Qr) = {

de la cual se deduce el siguiente corolario:

Corolario 4.1. Dado un término cualquiera, v, cuya referencia sea una oracion:
Qv € dom(Usy) = dom(Van).

La formalizacion de “esta oracion carece de contenido enunciativo o tiene un
contenido enunciativo falso” es la oracion 7, donde Vor(7) = @7 —lo que con-
fiere a Q7 su cardcter de oraciéon autorreferencial—. Pero ahora es inevitable la

contradiccion:

Proposicién 4.7. Si, ¢ es una oracion y siempre que Vor(v) = ¢, se cumple

(4.59), entonces no hay un término, 7, tal que Von(1) = Q7.
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Demostracion.
1 (1) V(1) =QT : hipotesis
(2) Vm("QT) = Q7 : para toda oracion ¢, Von("p ™) = ¢
L (3) Va("Qr") =Va(r ; Ly 2
1 (4) Q QT e dom(Von), QT € dom(Von) ; 1, 2 y corolario 4.1
1 (5) Vm(Q"Q7") = Vor(Q1) : 3, 4 y proposicion 4.5 (p. 112)
L (6) Va(QQr") = Vor(—=QT) ; 4y (4.59)
1 (7)) Vm(Qr) = Vm(—Qr) ; 5y 6

Pero, en un lenguaje interpretado enunciativo parcial, (7) es imposible, luego
podemos negar la hipotesis, Vop(7) = Q7, de la que depende (7). [ |

4.1.5. Conclusiones

Nuestro analisis de las oraciones autorreferenciales =7'ST y Q7 muestra que,
en el primer caso no hay contradiccién debido a que =T'ST ¢ dom(Usy), lo que
es posible en un lenguaje interpretado enunciativo parcial. Pero, en el segundo,
no es posible una salida similar, es decir, no es posible Q7 ¢ dom(Usy), porque la
caracterizacion de () conlleva que para cualquier término, 7, cuya referencia sea
una oracion, Q7 € dom(Usny).

Por otra parte, antes de estudiar los lenguajes interpretados enunciativos par-
ciales, habfamos llegado a la conclusiéon de que la autorreferencialidad fuerte es
incompatible con la existencia de un predicado de verdad,T". Sin embargo, en nues-
tra tltima formalizacion de la paradoja no hemos necesitado ningin predicado —ni
operador— T': la autorreferencia ha resultado ser incompatible con el predicado
(@ que no es estrictamente un predicado de verdad. La propiedad esencial que los
predicados @) y T comparten es que realizan una funciéon de desentrecomillado.

En resumen, una primera conclusion importante es que el intento de formali-
zar una oraciéon del mentiroso, en un sistema composicional, acaba sacando a la
luz una incompatibilidad entre la autorreferencialidad fuerte y la existencia de un
predicado, D, que: a) para cualquier oracion ¢, cumpla D" € dom(Van); b) rea-
lice una funcién de desentrecomillado en el sentido de que, dada una oracion, ¢,

referenciada por un término, v (es decir, Von(v) = ¢), se cumpla:

Cp(Van(e)) si@ € dom(Van)

w si o ¢ dom(Van) (1.60)
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siendo w un elemento del conjunto W de valores de verdad y C'p una funcién total
definida entre W y W. Puesto que " ' es un término cuya referencia es la oracion

© (Vm("¢7) = ¢), una consecuencia trivial es:

CD(ng(QO)) Sig@ - dom(ng)

w si o ¢ dom(Van) (4.61)

ng(D'_(p—') — {

donde el desentrecomillado es mas explicito.

Interesa senalar que en un lenguaje interpretado total, es decir, aquel en el
que para cualquier oracion, ¢, se cumple ¢ € dom(Vor), la condicion (4.60) se
simplifica.

Es facil ver que los predicados T' y () que hemos usado, se atienen a este
esquema. Por ejemplo, en el caso del predicado @, teniendo en cuenta (4.59) y
que Van(—p) = C.(Van(p)), la funcion Cp del esquema (4.60) seria C-, —funcion
que verifica C_(f) = v, C_(v) = f— y w seria v.

Si combinamos la existencia de un predicado del tipo de D con la autorrefe-
rencialidad fuerte podemos generalizar el razonamiento que, al intentar formalizar
una oracion autorreferencial, ¥, pone en relacion Vor(1) con una funciéon de si mis-

ma.

Tomemos una formula de la forma p(Dx). Si el lenguaje es fuertemente auto-

rreferencial, existe un término, 7, cuya referencia es la oracion p(D7), es decir:
V(1) = Van("p(D7)7) (4.62)
Y, segin la caracterizacion (4.60) de D:

Cp(Vor(p(DT))) sip(DT1) € dom(Vay)

, (4.63)
w si p(DT) & dom(Voy)

Vgﬁ(DT) = Vm(Dl—p(DT)—') = {

Supongamos que escogemos p(Dz) de modo que p(D1) € dom(Von), lo cual es
siempre cierto en los lenguajes interpretados totales y puede conseguirse facilmente

en los parciales.** (4.63) quedara reducido a:

V(D7) = V(D" p(D7)7) = Cp(Var(p(DT))) (4.64)

#El caso méas sencillo es que p(D7) sea simplemente D7,
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Por composicionalidad, existe una funcion, C,, tal que
Van(p(D7)) = C,(Van(D1)) (4.65)
Teniendo en cuenta (4.64) y (4.65):
Van(p(D7)) = C,(Var(D7)) = Cp(Cp(Van(p(D1)))) (4.66)

y, por tanto:
Van(p(D7)) = (C, © Cp)(Van(p(D1))) (4.67)

que serd una condicion imposible en los casos en que la funcién compuesta(C,oCp)
no tenga ningin punto fijo.

(4.67) es la relacion que buscabamos que iguala Var(¢) con una funcion de si
misma (¢ es la oracion autorreferencial p(D7)). Sin embargo, a partir de (4.64) y

(4.65) se obtiene un resultado mas simple:
V(D7) = Cp(Cp(Var(D7))) = (Cp 0 C,)(Van( D)) (4.68)

que iguala Vor(D7) con una funcion de si misma y serd una condicién imposible
en los casos en que (Cp o C,) no tenga ningtn punto fijo.

Afortunadamente, si sabemos que (C, o Cp) no tiene ningin punto fijo, pode-
mos afirmar que (Cp o C,) tampoco lo tiene y viceversa. Es mas, el niimero de
puntos fijos de ambas funciones compuestas es forzosamente el mismo. Véase la
proposicion A.1 (p. 237) en el apéndice A y téngase en cuenta que tantoC, como

Cp son funciones totales definidas entre W y W.

4.2. El problema visto desde una perspectiva mas

general

4.2.1. Lenguajes interpretados enunciativos trivaluados

En primer lugar, trabajaremos con lenguajes interpretados enunciativos tri-
valuados de los que, los lenguajes interpretados utilizados hasta ahora son un
caso particular. Un lenguaje interpretado enunciativo trivaluado, (£, &, M, E)ey,

se obtiene facilmente a partir de un lenguaje interpretado enunciativo parcial. La
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principal diferencia es que cualquiera que sea la formulap para la que la funcién
Usn s no estaba definida, ahora si lo estara, pero, en esos casos,Usy s(¢) no seré un
contenido enunciativo completo y ello supondra queldon s(¢) no sera verdadero ni
falso sino que tendra un tercer valor de verdad, i, es decir, E(Ums(p)) = i. Los
cambios que hay que hacer en la definicién de un lenguaje interpretado enunciativo
parcial para definir un lenguaje interpretado enunciativo trivaluado son pequetios:
a) el conjunto de valores de verdad sera W = {f,1i,0} y la interpretacion extensio-
nal de las constantes logicas, C, sera la de una logica trivaluada; b) los elementos
del universo enunciativo, €, no son tnicamente contenidos enunciativos comple-
tos sino también lo que podriamos llamar contenidos enunciativos incompletos o
defectuosos (los de aquellas oraciones cuyo valor de verdad esi); ¢) la funcion Jon
no esta definida parcialmente sino totalmente sobre el conjunto de simbolos de
oracion; d) la funcion asociada al simbolo de relacion R, Jon(R), definida entre
| M, |™ v €, no es parcial sino total (y lo mismo diremos de su extensionalizacion
E(Jom(R)), definida entre | M, |* y W).

Como ya vimos —al introducir los lenguajes interpretados trivaluados en el
apartado 4.1.3.1—, partiendo de un lenguaje interpretado bivaluado parcial, es
facil conseguir un lenguaje interpretado trivaluado en que las oraciones que ca-
recian de valor de verdad en el primero tomen el valori y el resto mantengan
el mismo valor de verdad (v o f). Para ello es necesario escoger una interpreta-
cion extensional de las constantes logicas mediante operaciones en las quei sea
un elemento absorbente. En este sentido, los lenguajes interpretados enunciativos
parciales corresponden a un caso particular de los lenguajes interpretados enun-

ciativos trivaluados.

Una simplificacion que podemos hacer es prescindir del operadorT que, como
hemos visto, no es necesario para formalizar la paradoja.

Nuestros lenguajes interpretados extensionales trivaluados eran parciales para
los términos. Si queremos que sean un caso particular de los lenguajes interpreta-
dos enunciativos trivaluados debemos permitir en estos que haya términos fuera
del dominio de Voy ;. Para ello basta con que la funcién de extensionalizacion, £,
.45

no esté definida sobre todo elemento de | M, Como consecuencia, la funciéon

de extensionalizacion hay que redefinirla:

45Por tanto, no podremos afirmar que dom(Usn s) = dom(Vax s) ni que dom(Usn) = dom(Von).
Solo es seguro que dom(Van s) € dom(Usm s) y dom(Van) C dom(Usn).
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Definicion 4.24 (funcién de extensionalizaciéon). La funcidn de extensiona-

lizacion, E, de un lenguagje interpretado enunciativo trivaluado, (L, &, 9 E) ey se

caracteriza por lo siguiente:

1.

E asocia a cada contenido enunciativo (elemento de€), un valor de verdad
(elemento de W ).

Para cada conectiva, k, se tiene E(&;) = Cy, y para cada cuantificador, Q,
E(&q) = Cq.

E asocia a cada elemento de | M, |, a lo sumo un elemento de | M, | y,
en particular, E(Jom("e™)) = €, para cualquier expresion bien formada del

lenguage, €.

Para todo elemento, o, de | M, | existe al menos un elemento, ¢, de | M, |
tal que E(c) = o

Dado un simbolo de relacion n-ddico, R, la funcion E asocia a cada funcion,
Jom(R), definida entre | M, | y €, una funcidn total, E(Im(R)), definida
entre | M, |™ y W.

E asocia a cada funcion, Jon(f), definida entre | O, |™ y | M, |, una
funcion, E(Tam(f)), definida entre | M, |™ y | M, |

Ademds, establecemos la composicionalidad de la funcionE para lo cual debe

cumplirse:

a) Si R es un simbolo de relacion n-ddica y (1y...7,) €| M, |, entonces

) = { i siexistej /1 <j<n AT; ¢ dom(E)
" E@Qm(R))(E(1), ..., E(T,)) enotrocaso

b) Si(m,7) € M, |? y, en el metalenguaje, usamos el simbolo = para
la identidad de elementos de | M, | o de € y el simbolo = para la

identidad de elementos de | M, | o de W, entonces

i sim & dom(E)V 1 ¢ dom(E),
en otro caso :
SiE(Tl) = E(Tg)

f siE(m) # E(r)

122
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c) Sif es un simbolo de funcion n-ddica y (11...7,) €| M, |", entonces
(Tom(f)(71...7,)) € dom(E) si y solo si 7y € dom(E), ..., 7, € dom(E).
Cuando (Iom(f)(71...7)) € dom(E):

EQ@m(f)(11-7)) Zdes E@om(f)(E(T1), .. E(T0))

El concepto de asignaciéon de variables es el mismo que en los lenguajes in-
terpretados enunciativos parciales. Las funciones Vog s v Von se siguen definiendo
respectivamente como (E oUgns) vy (E o Usy).

La funcion Usy s se define igual que en la definicion 4.21 (p. 109) excepto en

los casos en que su argumento es una oracién cuantificada donde la definicion es:

Uons (V2 @) Zder Col{Umsie/al(v)/e €] My | N dom(E)})

(4.69)
U (32 ©) =aep Cs({Umsiesa) (@) /e € M, | N dom(E)})

La unica diferencia es que se ha cambiado | 9, | por | M, | N dom(E). Las nue-
vas definiciones también son validas para los lenguajes interpretados enunciativos
parciales, pues en ellos | M, | N dom(E) = | M, | debido a que todo elemento de
| M, | estaba en el dominio de E, es decir, | M, |C dom(E).

Gracias a (4.69), Vons(Vz ¢) v Vans(32 @) proporcionan interpretaciones obje-

tuales de los cuantificadores ya qued6

me,s(vx <ﬂ) = E(uim,s(vx SD)) =

(4.70)
= E(&({Umsie/a)(0)/€ €| My [ N dom(E)}))

y, teniendo en cuenta el punto 462 (p. 107) de la definicion 4.18:

E(Cy({Umsie/a)(p)/e €] M, [ N dom(E)})) =
= Cv({EUamsfe/ai(p)) /e €| My | N dom(E)}) = (4.71)
= Cy({Vasfea) (@) /e €| My [ N dom(E)})

Para que la interpretaciéon del cuantificador sea objetual, es necesario y suficiente
que E(e) recorra exactamente todos los objetos, es decir, que se cumpla: 1/ dado
un e cualquiera perteneciente a | M, | N dom(E), e € dom(E) y E(e) €| M, |;**

2/ dado, o, perteneciente a | 9, | debe existir al menos un elemento, e, de

46E] razonamiento para el cuantificador 3 es igual que el que vemos a continuaciéon paraV.

#Cuando e ¢ dom(E), E no asocia a e ningn objeto y Vox sje/2)(¢) no debe formar parte
del conjunto que constituye el argumento de Cy —en una interpretaciéon objetual—. Por eso es
exigible e € dom(E).
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| M, | tal que E(e) = o. Ahora bien, estos dos requisitos estan garantizados,
respectivamente, por los puntos 3 (p. 122) y 4 de la definicion de E. En cambio, si
en lugar de | M, | N dom(E) hubiésemos dejado | M, | en (4.69), el requisito 1/
seria: dado un e cualquiera perteneciente a | M, |, e € dom(E) y E(e) €| M, |.
Mas, como, segiin el punto 3 de la definicién de F, en un lenguaje enunciativo
trivaluado, puede haber elementos de | 91, | fuera del dominio de la funcion E, el
requisito no se cumpliria.

Una vez que se ha definido la funcién Usy s, el modo de definir la funcion Usy
no sufre ningin cambio.

Una ventaja de los lenguajes interpretados enunciativos trivaluados sobre los
enunciativos parciales es que se vuelve a recuperar la propiedad de que, si el
lenguaje es fuertemente autorreferencial, para toda férmula con una tinica variable

libre, o(z), existe un término, 7, tal que
Van(o(7)) = Von(a ("o (1) 7)) (4.13)

En efecto, por ser el lenguaje fuertemente autorreferencial, habra un término,r,
tal que
Vor(7) = V("o (7)) (4.11)

Ahora bien, puesto que Vg es una funcioén definida para toda oracion —algo que

no ocurre en un lenguaje interpretado parcial—, de (4.11) podemos deducir (4.13).

Conviene destacar que en los lenguajes interpretados enunciativos trivalua-
dos se conserva la siguiente propiedad de los lenguajes interpretados trivaluados

extensionales (ver definicién 4.17, punto 7, p. 94):

Proposiciéon 4.8. Sean ty, ts, ..., t,, términos y R, un simbolo de relacion n-ddica.
En un lenguaje interpretado enunciativo trivaluado, si alguno de los términos no

estd en el dominio de Vons entonces Vons(Rty,ta,....t,) =1

Demostracion. Teniendo en cuenta que, segtn las definiciones de Vop s y Usn s:

Vars(Rtr,ta, coostn) = EUsns(Rt1, ta, o t) (4.72)

Uy (Rt1, o, ooy tn) = Ton(R) Uoms(t1), U (£2), ooy Uom s (£0)) (4.73)
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resulta
Vons(Rti,ta, ... tn) = E(Jom(R) Uons(t1), Usms(t2), ..., U s(tn))) (4.74)

Por otra parte, en un lenguaje interpretado enunciativo trivaluado, por de-
finicion, todos los términos estdn en el dominio de Usn, pero no en el de Voy,.
Como Vo, es la funcion E o Uy, afirmar que t ¢ dom(Vays) equivale a afirmar
Ums(t) ¢ dom(E). Asi pues, si algin ¢; (con 1 < j < n) no esta en el dominio de
Von s, tendremos Uy 5(t;) ¢ dom(E) y, de acuerdo con la definicion 4.24, punto 7a
(p. 122):

E(Gon(B) Uana(t2), Unma(t2), . Uoa(t))) = i (4.75)

Finalmente, de (4.74) y (4.75), se deduce:
Vons(Rt1,ta, ..., tp) =1 (4.76)
n

Ya hemos visto que un lenguaje interpretado enunciativo parcial se puede
considerar un caso particular de un lenguaje interpretado enunciativo trivaluado.
También es claro que un lenguaje interpretado extensional trivaluado, parcial
para los términos, es un caso particular de un lenguaje interpretado enunciativo
trivaluado como el que hemos terminado de esbozar en el parrafo anterior. Y,
por supuesto, un lenguaje interpretado clasico (extensional, bivaluado) es un caso
particular de los demés.

Debido a su mayor generalidad, en lo sucesivo, mientras no se indique lo con-
trario, utilizaremos lenguajes interpretados enunciativos trivaluados, tal como los
hemos caracterizado en este apartado, para analizar la paradoja del mentiroso y
otras oraciones autorreferenciales.

En este tipo de lenguajes podemos definir las nociones de consecuencia y de
equivalencia logicas del mismo modo que lo hicimos en los lenguajes interpretados
enunciativos parciales. Sin embargo, en lenguajes interpretados con méas de dos

valores de verdad conviene anadir la nocién de formulas fuertemente equivalentes.

Definicion 4.25 (equivalencia logica fuerte). Fijados un lenguaje L y una
matriz € (propios de lenguajes interpretados enunciativos trivaluados), la formula

@ es fuertemente equivalente a la formula) ssi para cualquier funcion de exten-
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sionalizacion, cualquier modelo M y cualquier asignacion de variables, s (propios

de ese tipo de lenguages interpretados), Vans(¢) = Vans(¥).

Es claro que dos formulas fuertemente equivalentes también seran légicamente
equivalentes pero no necesariamente a la inversa. Sin embargo, en un lenguaje
interpretado con una légica bivaluada clasica no hay distincion entre equivalencia

logica y equivalencia fuerte.

4.2.2. Autorreferencia y desentrecomillado generalizados
4.2.2.1. Términos paraddjicos

Hasta ahora, una de las principales conclusiones es que el intento de formalizar
una oracion del mentiroso muestra una incompatibilidad entre la autorreferencia-
lidad fuerte y la existencia de un predicado, D, que: a) para cualquier oracion
@, cumpla D" € dom(Voy); b) realice una funcion de desentrecomillado. La
condicion a) estd garantizada en un lenguaje interpretado enunciativo trivalua-
do por lo que no sera necesario explicitarla. La condiciéon b) resalta el hecho de
que lo incompatible con la autorreferencialidad fuerte del lenguaje no es tanto
la existencia de un predicado de verdad como de un predicado que realice una
funcion de desentrecomillado. Esto resulta atin mas patente al constatar que no
es preciso que la funcién de desentrecomillado se aplique a nombres de oraciones
para que surja la incompatibilidad, sino que esta también aparece cuando se apli-
ca a nombres de términos. El razonamiento con términos es similar al realizado
con férmulas, por lo que podemos generalizar nuestras definiciones relativas a la

autorreferencialidad a ambos tipos de expresiones.

Definicion 4.26 (expresion autorreferencial). Una expresion bien formada es

autorreferencial ssi un término propio de ella tiene como referencia la expresion.

Si llamamos (£, &, 9M,F) ., al lenguaje interpretado enunciativo trivaluado, 7

al término y £(7) a la expresion autorreferencial, tendremos

Von(7) = (1) (4.77)

0, dicho de otros modos:
Vor(7) = Vor("e(7)7) (4.78)
MET="e(r)” (4.79)
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Definicion 4.27 (lenguaje fuertemente autorreferencial). Un lenguaje in-
terpretado es fuertemente autorreferencial ssi para toda expresion formal con una
inica variable libre, e(x), existe un término, T, cuya referencia es la expresion

formal e(T).

Definicién 4.28 (funcién diagonalizacion). d representa una funcion de dia-
gonalizacion —en el lenguaje interpretado enunciativo trivaluado,(L, &, I E) e —

ssi para toda expresion formal, €(x), con una unica variable libre x, se cumple
Von(d"e(z)") = Von("e("e(z) ™)) (4.80)
Notese que, (4.80) equivale a
Vor(d™e(x)7) = e(Te(x)™) (4.81)

y también a:
M= de(z)="e(Te(x))? (4.82)

Proposicion 4.9. Si d representa una funcion de diagonalizacion en el lengua-
je interpretado enunciativo trivaluado, (L,&, M E)e, el lenguaje es fuertemente

autorreferencial.

Demostracion. La misma que la de la proposicion 4.2 (p. 85) cambiando la formula

o por la expresion formal €. |

La tarea de desentrecomillado de un término citado, 7, consiste en que dado

un término v tal que Vor(v) = Vor("77), se cumpla:

Cp(Von(7)) sit € dom(Von)

x siT & dom(Von) (4.83)

ng(DV) = {

donde x es un elemento cualquiera de | 9, | y Cp, una funcion total definida
entre | M, | y | M, |. Ademas, queda de manifiesto que D ha de ser un simbolo
de funcién, puesto que debe cumplirse Von(Dv) €| 9, |, mientras que, en el
desentrecomillado de formulas, D era un simbolo de predicado.

Hecha esta salvedad, la incompatibilidad entre la autorreferencialidad fuerte
del lenguaje y la existencia de una funcién de desentrecomillado, D, se pone de

manifiesto en un razonamiento practicamente idéntico al que vimos, cambiando
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funcion D por predicado D y término por féormula. En efecto, tomemos un térmi-
no de la forma ¢(Dx).*® Si el lenguaje es fuertemente autorreferencial, existe un

término, 7, cuya referencia es t(D7), es decir:

ng(T) = ng('_t<D7'>—l) <484>

Y, segiin la caracterizacion (4.83) de D:

Cp(Vor(t(D71))) sit(D7) € dom(Vay)

, (4.85)
x sit(D1) ¢ dom(Von)

V(D7) = V(D" t(D1)™) = {

Supongamos que escogemos t(Dx) de modo que t(D7) € dom(Voy).** Entonces

(4.85) quedara reducido a:
Vor(D7) = Van(D"t(D7)7) = Cp(Vam(t(D7))) (4.86)
Por composicionalidad, existe una funcion, C;, tal que
Von(t(DT1)) = C;(Von(DT)) (4.87)
Teniendo en cuenta (4.86) y (4.87):
Van(t(D7)) = C,(Van(D7)) = Ci(Cp(Van(t(D1)))) (4.88)

y, por tanto:
Vor(t(D7)) = (Cy o Cp) (Vor(t(DT))) (4.89)

que sera una condicion imposible en los casos en que la funcion compuesta(CyoCp)

no tenga ningin punto fijo.

A partir de (4.86) y (4.87) también se obtiene:

V(D7) = Cp(Ci(Vor(DT))) = (Cp o Ct) Vom(DT)) (4.90)

48Decimos que un término t es de la forma t(Dz) cuando contiene una variable, x, que en
todas sus apariciones va precedida del simbolo de funcién D. Al término cerrado resultante de
sustituir x, en todas sus apariciones dentro de t(Dzx), por un término cerrado, 7, lo designamos
mediante ¢(D7).

49EI caso mas sencillo es que t(D7) sea simplemente Dr.
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que iguala Von(DT) con una funcion de si misma y sera una condicion imposible
en los casos en que (Cp o () no tenga ningin punto fijo.

Como resultado importante, hemos ubicado el problema de la paradoja del
mentiroso en el marco de un problema més general: el de la incompatibilidad, en
un sistema composicional, entre la autorreferencialidad fuerte del lenguaje y la
existencia de un predicado o funcion de desentrecomillado. Ademés queda de ma-
nifiesto que el razonamiento que muestra esa incompatibilidad es independiente de

si usamos un lenguaje enunciativo trivaluado o un lenguaje trivaluado extensional.

4.2.2.2. Tarskificacién

Para que una oracion diga de si misma tnicamente que no es verdadera no es
necesario que sea de la forma =17 y que el término 7 tenga como referencia la
oracion. Un modo distinto de conseguir autorreferencia es mediante la operacion
que Smullyan (1996, pp. 88-89) llama Tarskificacion. Nosotros adaptaremos la
idea de Smullyan a nuestro tipo de lenguajes interpretados y estableceremos la

siguiente definicion.

Definicion 4.29 (funcidn tarskificacion). El simbolo de funcion f, representa

una funcion de tarskificacion ssi para toda formula, ¢, se cumple:
Von(f:" @) = Von("Va(z = "o — ¢)7) (4.91)
Notese que, (4.91) equivale a
ME f,797="Va(z="p" — )7 (4.92)

Consideremos la formula Jx (J es un simbolo de predicado y x una variable).
Su tarskificacion es la oracion Va(z = "Jx' — Jz). Si interpretamos J... como
“Juan escribe ...”; la interpretacion de Vx(x = "Jz7' — Jz) serd: Juan escribe
(algo idéntico a) la formula Jx. Para ver como se consigue la autorreferencia
consideremos la férmula

Jfx (4.93)

Su tarskificacion es
Ve(x ="Jf.a" — Jf.x) (4.94)
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cuya interpretacion serd: Juan escribe la tarskificacion de (algo idéntico a) la
formula Jf,.z. Pero la tarskificacion de la formula Jf, z es la propia férmula
(4.94). Asi pues la interpretacion de (4.94) es que Juan escribe (4.94), lo que pone
de manifiesto la autorreferencialidad de dicha oracion.

En general, cuando ¢ es una formula de la forma P f, .z (P es un simbolo de pre-
dicado y = una variable), su tarskificacion es la oracionVz(x = "Pf a7 — Pf.x).
En una logica en la que Vz(z = "Pf 27 — Pf_x) es fuertemente equivalente a
Pf."Pf.x" llegamos a la conclusion de que la tarskificacion de Pf, x equivale
fuertemente a una oracion (Pf,."Pf.z") que puede leerse: “la tarskificacion de
Pf, x tiene la propiedad P”. Entonces, en un sentido extensional, la tarskificacion
de Pf,.x es una oraciéon que dice de si misma que tiene la propiedad P. Es pues
una oracion autorreferencial aunque literalmente no se ajuste a la definicion 4.12
(p. 82). Este pequenio desajuste se resuelve si sustituimos dicha definicion por una

nueva definicibn més general de oracion autorreferencial.

Definicion 4.30 (oracion autorreferencial). Una oracion v, es autorreferen-
cial ssi: a) un término propio de ella tiene como referencia una oracion fuerte-
mente equivalente a1; 0 b) 1, o una subformula de 1, es de la forma Vrp(z) o

Jzp(z) —x es una variable y () una formula con la variable libre x—.

De momento, solo nos interesa el caso a de la definicion. En el apartado 5.3.1
justificaremos por qué, en nuestros lenguajes formalizados, las oraciones de las
que Yzp(z) o Jze(x) son una sub-oracion deben considerarse también autorrefe-
renciales.

En el ejemplo que nos ocupa, ¢ es la oracion Pf,." Pf, x ' que tiene un término
propio, f."Pf.x7 cuya referencia es la oracion Vo (x ="Pf a7 — Pf x).

Es sabido que

Ve(x ="Pf.x7 — Pf x)

es fuertemente equivalente a
Pf"Pf.x’

en un lenguaje interpretado clasico (con capacidad de cita). Sin embargo, en caso
de un lenguaje interpretado trivaluado, la equivalencia anterior depende de la in-
terpretacion extensional de la conectiva— y el cuantificador V, es decir, de las fun-
ciones C_, y Cy. Demostraremos que si interpretamos esas conectivas segin la 16-

gica trivaluada fuerte de Kleene, se produce la equivalencia. En esta interpretacion
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Cy es la funcién min, suponiendo que los valores de verdad estan ordenados del si-
guiente modo: f <1 < v. En cuanto a C_. se caracteriza por cumplir: C_(i,0) = v,
C_(i,f) =1, C_(i,i) =iy para todox € W : ((C_(f,z) =0) A (C_(v,2) = z)).

Proposicion 4.10. Sean: ¢(x) una formula con una dnica variable libre; T un
término en el dominio de Voy. Para un lenguaje L y una matriz € en que el cuan-
tificador ¥V y la conectiva — se interpretan extensionalmente sequn la l6gica triva-

luada fuerte de Kleene, la oracionVa(x = 7 — <(x)) es fuertemente equivalente

a (7).

Demostracion. Fijado (£,€), tomemos una funcion de extensionalizacion, E, un

modelo 9 y una asignacion de variables, s, cualesquiera.

Considerando las propiedades definitorias de los lenguajes interpretados enun-

ciativos, incluidas las de funcion Usy s y funcion, Voy s, tendremos:®°

Vons(Va(z = 7 — ¢(x))) = EUms(Va(z =7 — <(2)))) =
(

= E((’:v({Z/[gms[e/x](ZE =T —G I))/e S | E):Ry | N dom( )})) (495)
= Cy({EUonsfe/z)(z =T — <(2))) /e €| M, | N dom(E)}) =
= Cy({Vonsiesal(x =7 — <(2)) /e €[ M, | N dom(E)}})
de donde:
Vins(Va(z =1 — ¢(2))) = (4.96)
= Cv({Vamspesa)(z =7 — <(x))/e €| M, | N dom(E)})
Ahora bien:
Vansiea)(t =T — <(x)) = (4.97)
=C_ (VDJT,s[e/x] (ZE = 7_)7 me,s[e/x]<§(x)))
Cuando E(e) = Von(7):
VDﬁ,s[e/x]<m = T) =0 (498)
y
Vo sie/al (5(2)) = Vansie/a) (7)) = Vs (<(7)) (4.99)

50Por brevedad, no especificaré detalladamente cada una de las propiedades utilizadas en cada
paso de la presente demostracion.
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Si ademas tenemos en cuenta que C'_, corresponde a la logica trivaluada fuerte de

Kleene:

OH<V93273[€/;E}($ = 7’)7 Vm,s[e/r] (((l’))) =

(4.100)
= C_(v, VSDY,S[E/:E}(G(CE») = Vo sle/a] ((x)) = Vans(s(7))
Cuando E(e) # Von(7): Vonsfesa)(x = 7) = f. Por tanto:
C—>(V§m,s[e/x}($ - 7—)7 Vm,s[e/x] (§(ZL’))) - (4101)

= C—>(f7 Vm,s[e/z}(g(‘r))) =0

En definitiva, en el conjunto {Vop se/a(z = 7 — <(x))/e €| M, | N dom(E)} solo
hay dos elementos: v y Vons(s(7)). Como, ademads, la funcion Cy es la funcion min

y v es el mayor de los elementos de W, tendremos:

Col{Vonstemy(z = 7 — <(2)) /e €| My, [ N dom(E)}) =

(4.102)
= Cy({o, Vans(s(7))}) = Vans(<(7))
De (4.96) y (4.102) resulta:
Vors(Va(x =7 — ¢(x))) = Vons(s(7)) (4.103)

Como conclusion (definicion 4.25, p. 125), la oracion Ve(z = 7 — ¢(x)) es

fuertemente equivalente a (7). [

Bajo las premisas de la proposiciéon anterior, podemos afirmar que la oracion
Ve(x = "Pf.a? — Pf.x) es fuertemente equivalente a Pf."Pf.x7 (aqui la
formula ¢(x) de dicha proposicion es Pf x, y el término 7 es "Pf_x™).

La tarskificacién deja claro que no es necesario que el lenguaje sea fuertemente
autorreferencial para que una oracion afirme algo de si misma. Basta con que el

lenguaje sea autorreferencial en el sentido siguiente:

Definicion 4.31 (lenguaje autorreferencial). Un lenguaje interpretado con
capacidad de cita es autorreferencial ssi para toda formula con una unica variable
libre, o(x), existen un término v y una oracion ¢ tales que Vop(v) = ¢ y ¢ es

fuertemente equivalente a o(v).

Una consecuencia es que o(v) resulta ser una oracion autorreferencial (v. de-
finicion 4.30, p. 130).
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Otra consecuencia es que si un lenguaje interpretado con capacidad de cita
es fuertemente autorreferencial también es autorreferencial. En efecto, al ser fuer-
temente autorreferencial, para toda formula con una tnica variable libre,o(z),
existe un término, v, tal que Vor(v) = o(v) y, evidentemente, o(v) es fuertemente
equivalente a o(v). Por ello, el lenguaje es autorreferencial.

La siguiente proposicion muestra que, con una pequena restriccion, un lenguaje

con capacidad de cita y tarskificacion es autorreferencial.

Proposicion 4.11. Sea un lenguaje interpretado con capacidad de cita en el que
se cumple: a) dada cualquier formula,<(z), con una unica variable libre, la oracion
Ve(r ="¢(z)" — ¢(x)) es fuertemente equivalente a<("s(z)7) y b) f, representa

una funcion de tarskificacion. Entonces ese lenguaje es autorreferencial.
Demostracion. Dada una formula con una tnica variable libre, o(z):

(1) Va(x="To(f,x)" — o(f.z)) es fuertemente equivalente a o(f,."o(f,z)7)
: hipotesis a) cuando la formula ¢(x) es o(f,x)
@) Vaulfo o)) = VoulVarlw = "o (fy) — o(f,)))
; definicion de tarskificacion (def. 4.29, p. 129)
Si llamamos v al término f,."o(f,z)7 v ¢ a la féormula
Va(z ="o(f2)" — o(f.x)), los asertos (1) y (2)
pueden ser rescritos como:

(1) ¢ es fuertemente equivalente a o(v)
(27) Van(v) = V("¢

Teniendo en cuenta que Von("¢ ) = ¢, queda de manifiesto que existen un término
v y una oracion ¢ tales que Vop(v) = ¢ v ¢ es fuertemente equivalente a o(v).

Por tanto, el lenguaje es autorreferencial. |

Obsérvese que si el cuantificador V y la conectiva — se interpretan segun la
logica trivaluada fuerte de Kleene, la proposicion 4.10 (p. 131) nos garantiza que
se cumple la condicion a). Por tanto, este tipo de lenguajes interpretados sera

autorreferencial en cuanto posea una funcién de tarskificacion.

Nuestra siguiente conclusion importante es que, como cabia presumir, no es
preciso que un lenguaje sea fuertemente autorreferencial para que, en un sistema
composicional, se produzca la incompatibilidad con la existencia de un predicado

de desentrecomillado. Basta con que el lenguaje sea autorreferencial.
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En efecto, tomemos una formula de la forma p(Dx). Si el lenguaje es auto-
rreferencial, existirdn una oracién ¢ y un término v tales que Vop(v) = ¢ y 9 es

fuertemente equivalente a p(Dv). Entonces:

V(1) = Van(p(Dv)) (4.104)

y, por la composicionalidad de Vay, existird una funciéon C, definida entre Wy W,
tal que Von(p(Dv)) = C,(Var(Dv)). Si D es un predicado de desentrecomillado,
Vor(Dv) = Cp(Van(v)). Como conclusion:

Van(¥) = C,(Cp(Var(¥))) (4.105)
que es imposible cuando la funcién (C, o Cp) no tiene ningtn punto fijo.

Pero nuestro enfoque no solo nos dice que hay un problema cuando alguna de
las funciones (C,0Cp) —o (CpoCh), en el caso de los términos— no tienen punto
fijo. También hay un problema cuando alguna tiene varios puntos fijos —como
ocurre si intentamos formalizar la oraciéon del veraz— e incluso, como veremos,

cuando tienen un dnico punto fijo.

4.2.3. Enfoque general del problema

En el lenguaje natural existen predicados de desentrecomillado (como verda-
dero, falso) y oraciones autorreferenciales, y queremos que, dentro de lo posible,
ambas caracteristicas se conserven en el lenguaje formal. Por otra parte, toda
oracion enunciativa o bien es verdadera o bien es falsa o bien no es verdadera ni

! es decir, en una formalizacién trivaluada debe tener un tnico valor del

falsa,’
verdad perteneciente al conjunto {f, 1, 0}.

El problema que hemos visto es que si en un lenguaje autorreferencial, hubiese
un predicado de desentrecomillado, D; a partir de una férmula de la forma p(Dx),
se podria construir una oracion, v,, con un valor de verdad, Von(¢,), que deberia
cumplir Von(v,) = (C, 0 Cp)(Voan(1,)). Pero eso es imposible si escogemos p(Dx)

de modo que (C, o Cp) no tenga ningin punto fijo. (En un lenguaje fuertemente

*lSuponer que los portadores de verdad genuinos son los contenidos enunciativos no impide
calificar a las oraciones (cuando podemos hacer abstraccion del contexto en que se emiten)
de verdaderas o falsas, si se entiende que llamamos verdadera/falsa a aquella oracion con un
contenido enunciativo verdadero/falso.
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autorreferencial con desentrecomillado podemos encontrar un problema similar
para los términos, es decir, habria términos cuya referencia deberia cumplir una

condicion imposible).

Es muy importante destacar que el problema que acabamos de senalar se des-
cribe en los mismos términos independientemente de si usamos un lenguaje enun-
ciativo o uno puramente extensional. En cualquier caso llegamos a la conclusion
de que deberia cumplirse Vor(1),) = (C, o Cp)(Vor(1),)), lo cual es problematico

cuando (C, o Cp) no tenga un tnico punto fijo.

Cuando (C, o Cp) tiene varios puntos fijos ya no hay problema técnico pues
en un lenguaje interpretado se puede asignar a la oracién, uno (y solo uno) de
entre varios valores de verdad y hacerlo sin contradiccion. Pero la situacion sigue
siendo probleméatica porque no hay ningin criterio que nos permita decir que un
valor de verdad esta mejor escogido que otro. Se trata de un dilema que ya aparece
en un anélisis informal de la oracion del veraz (“esta oracion es verdadera”) porque
admite sin contradiccion que se considere verdadera y que se considere falsa pero

no hay mas motivo para una eleccién que para la otra.

.Qué decir del caso en que (C, o Cp) tiene un tnico punto fijo? Tomemos
un ejemplo: la oracion “esta oracion carece de contenido enunciativo (completo)”.
Con objeto de formalizarla en un lenguaje interpretado enunciativo trivaluado,
utilizamos un predicado de existencia de contenido enunciativo, R, caracterizado
porque dados una oraciéon ¢ y un término v tales que Vop(v) = Vor("¢ "), se

cumple:

Um(Rr) = Van(ep) € {F, 0}) (4.106)

(Suponemos que, en el metalenguaje, Vop(p) € {f, v} representa el contenido enun-
ciativo de “la valuacion de ¢, en el lenguaje interpretado (£, &, 9, E) e, €S f 0 es
v”). Por tanto, si Van(v) = Vor("¢ "), el predicado R cumplira:

Van(Rv) = Cr(Von(y)) (4.107)

donde la funcion Cg viene dada por: Cg(f) = Cg(v) = v, Cr(i) = §.

Por otra parte, la formalizacion de “esta oracion carece de contenido enuncia-

tivo (completo)” serd una oracién autorreferencial de la forma—R7 donde 7 es un
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término que tiene como referencia la propia oracion, es decir:
Vor(7) = Vor("—R77) (4.108)
Si tenemos en cuenta (4.107), resulta que:
Vor(R7) = Vor(R™=R77) = Cr(Vom(—RT)) (4.109)
Al considerar también que Vop(—R7) = C.(Van(RT)), se deduce:
Van(B7) = Cr(C-(Vam(R7)) = (Cr © C-)(Vin(RT)) (4.110)

Puesto que el grafo de la funcion®® C. es {(f,0), (v,f),(i,1)}, v el de Cg es
{(f,0), (v,0),(i,f)}, la funcion compuesta de C_ y Cg, (Cg o C-), tendra como
grafo {(f,v), (v,0), (i,f)} y, por tanto, solo tiene un punto fijo, el valor de verdad
v. ;jPodemos entonces concluir que la oracion R7 es verdadera y, que por tanto,
—R7 es falsa? En esencia, hay dos planteamientos ante esta pregunta, los cuales

conducen a respuestas distintas.

Un planteamiento lo podemos ejemplificar en Mackie (1973, p. 291) quien res-
ponde negativamente a la pregunta anterior o, mas exactamente, a la pregunta
similar de si la oraciéon “this sentence, standarly construed, is indeterminate” es
falsa.?® Para ¢l, la oracion tiene un tipo de autorreferencia que la hace indeter-
minada: hay una propiedad derivativa —en este caso, “ser indeterminada”™— que
aparece en la oraciéon como derivativa de si misma. En casos de este tipo, un inten-
to de desempaquetar el contenido de la oraciéon nos daria una expansion infinita
(es indeterminado que es indeterminado que es indeterminado que . ..) lo que, se-
gin Mackie, indica una falta de contenido de la oracién en cuestién y, por tanto,
indica que la oracién es indeterminada’* Adema4s, se pregunta en qué consistiria
que fuese falsa y senala que la tnica respuesta es que consistiria en que no es in-
determinada porque es falsa. En resumen: “It’s false because it’s false because it’s
false because ...”%% De esta forma nos dice que su supuesta falsedad no est4 bien

justificada; de hecho, se justifica igual que la veracidad o la falsedad de la oracion

52El grafo de una funcién h es el conjunto de pares {(z,y)/h(x) = y}.

33 Mackie denomina indeterminadas a las oraciones que no son verdaderas ni falsas.
41bid., p. 286.

1bid., p. 291.
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del veraz. En cambio, opina que la reflexion critica que lleva a la conclusiéon de
que la oraciéon es indeterminada debe prevalecer.

Una intuicion similar a la de Mackie, por la que las propiedades derivativas
pueden dar lugar a oraciones sin contenido, parece inspirar a Kripke (1975) su
nocion de oracion fundamentada. La idea es que para establecer que una oracion

1 es verdadera o establecer que es falsa, es preciso establecer

de la forma T" ¢
previamente que ¢ es verdadera o que es falsa, respectivamente. Por consiguiente,
la verdad o falsedad de una oracion donde aparece el predicado de verdad,T’, es
derivado, en tltima instancia, del valor de verdad de oraciones en que no aparece
T. Si esa derivacién no es posible, la oracion es no fundamentada. Formalmente,
una oraciéon es fundamentada si es verdadera o es falsa en el lenguaje interpretado
que corresponde al menor punto fijo de la funcion que toma una interpretacion del
predicado de verdad y la extiende (anadiendo a la extension del predicado aquellos
codigos de oraciones que se evaliian como verdaderas y a la antiextension los de
las que se evalian como falsas). Una consecuencia importante de esta definicion es
que el que una oracion sea o no fundamentada puede depender del modo en que
se definan en el lenguaje interpretado las operaciones con valores de verdad que
corresponden a las conectivas 16gicas. Tomando un ejemplo de Kripke (1975)36
usando la valuacién fuerte de Kleene, la disyuncion de “la nieve es blanca” con
una oracion del mentiroso serd verdadera (porque C\(v,i) = v). Pero con una
valuacion en que Cy(v,i) = i, la disyuncion anterior constituiria una oraciéon no
fundamentada. No obstante, hay oraciones como la del veraz y la del mentiroso
que siempre resultan no fundamentadas.

El segundo planteamiento es que aquellas oraciones a las que se puede asig-
nar un unico valor de verdad coherentemente, tienen ese valor de verdad, sean
fundamentadas o no. Asi lo defiende Gupta (1982) implicitamente en su critica
a Kripke (1975). Simplificando el ejemplo de Gupta (1982, ejemplo (3) en parte

IV), consideremos que A dice tnicamente:

(al) todo lo que dice B es verdadero;

(a2) algo de lo que dice B no es verdadero
y B dice Ginicamente:

(b1) como maximo, una afirmaciéon de A es verdadera

56Martin (1984, p. 64, nota al pie 17).
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Gupta considera que el siguiente razonamiento es natural aunque la explicacion
de Kripke lo invalidaria: (al) y (a2) no pueden ser ambas verdaderas porque se
contradicen, luego, es verdad que, como maximo, una afirmaciéon de A es ver-
dadera, es decir, (bl) es verdadera. Como (bl) es lo tinico que dice B, (al) es
verdadera y (a2) es falsa. Estamos pues en un caso en que a las afirmaciones
(al), (a2) y (bl) —en el contexto del ejemplo— se les puede asignar un valor de
verdad coherentemente. Se trata de un caso similar al de la oracién “esta oraciéon
carece de contenido enunciativo (completo)” teniendo en cuenta que el siguiente
razonamiento informal permite decir coherentemente que la oracion es falsa: si la
oracion fuese verdadera careceria de contenido enunciativo (completo) y su valor
de verdad seria i y si careciera de contenido enunciativo, seria verdadera; por lo
que ambos supuestos son descartables. Solo queda la posibilidad de que sea falsa,

en cuyo caso, la oracion tiene contenido enunciativo y, por ello, lo que dice es falso.

La similitud entre ambos ejemplos sugiere que, probablemente, las oraciones
(al), (a2) y (bl) del ejemplo anterior serian indeterminadas para Mackie. Por su
parte, Gupta senala que, en la formalizacion de Kripke, las tres oraciones son no
fundamentadas, es decir, no son verdaderas ni falsas en el lenguaje interpretado
correspondiente al menor punto fijo. Sin embargo, lo que realmente ocurre es que,
ese lenguaje interpretado no tiene suficiente capacidad expresiva para formalizar
las oraciones (al), (a2) y (bl) tal como se entienden en lenguaje natural. Porque
en la interpretacion de Kripke del predicado T', la oracion T" ¢ ' no es verdadera
ni falsa si ¢ no es verdadera ni falsa, mientras que, en lenguaje natural, decir de
una oracion que es verdadera, cuando la oracién no es verdadera ni falsa, es decir
algo falso. Por eso, del hecho de que (al) y (a2) no pueden ser ambas verdaderas
deducimos, en lenguaje natural, que (bl) es verdadera; mientras que del hecho de
que (al) y (a2) no puedan estar ambas en la extension deT" no se deduce que (b1)

tenga que estar en dicha extension.

La formalizacion de Kripke resulta por tanto insuficiente para caracterizar la
nocién intuitiva de oracion fundamentada. E1 mismo reconoce que hay nociones,
como la de ser fundamentada, que no son expresables dentro del lenguaje formal,
sino solamente en el metalenguaje. Por tanto, la oracién “esta oraciéon es no fun-
damentada” no puede formalizarse segin la propuesta de Kripke, aunque segin
las ideas de Mackie —dada su similitud con la oraciéon “this sentence, standarly
construed, is indeterminate™ —, se trataria de una oracion sin contenido y por ello,

de una oracién no verdadera ni falsa.
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En resumen, tenemos dos planteamientos:

G) Aquellas oraciones a las que se puede asignar un unico valor de verdad
coherentemente, tienen ese valor de verdad (parece ser el planteamien-
to de Gupta).

MK) Una oracion a la que se puede asignar un tnico valor de verdad cohe-
rentemente no puede ser verdadera ni puede ser falsa a menos que
tenga un contenido enunciativo (completo). Planteamiento mas pare-

cido a los de Mackie y Kripke.

La opciéon MK requiere establecer un criterio para determinar, si dada una oracion,
tiene o no un contenido enunciativo. Las ideas de Mackie y Kripke no constituyen
una explicacion suficiente, en este sentido. Mackie (1973) no establece un criterio
riguroso. Kripke (1975), si lo establece pero usando lenguajes formales de insu-
ficiente capacidad expresiva: la simple oraciéon que Mackie usa como ejemplo no
puede ser formalizada con la propuesta de Kripke.

No intentaremos en este trabajo desarrollar la opcién MK ni dilucidar si una de
las dos opciones debe ser descartada, aunque ambos esfuerzos son, en mi opinion,
de gran interés. Por el contrario, mantendremos, en lo sucesivo, abiertas ambas

posibilidades.

Como conclusion, el resultado de nuestro analisis consiste en que, partiendo
del objetivo de explicar coherentemente cuél es el valor de verdad de oraciones
como las del mentiroso o del veraz, llegamos al problema de encontrar y justificar
posibles fallos en las definiciones de los predicados de desentrecomillado y/o en
las relativas a la autorreferencialidad, de modo que, con ciertas modificaciones,
la autorreferencialidad y el desentrecomillado puedan coexistir en un lenguaje
interpretado y, a la vez, la capacidad de este para expresar contenidos enunciativos
no se vea reducida. Dependiendo de si se elige la opcion G o la MK, expuestas
mas arriba, el problema planteado por ciertas oraciones podré resolverse de modos

distintos.?”

TIncluso, dentro de la opcién MK, puede haber diversas alternativas. Es més, la opcién G
podria considerarse un caso particular de la MK: aquel en que se considere que toda oracién a
la que se puede asignar coherentemente un tnico valor de verdad tiene un contenido enunciativo
cuando ese valor de verdad esv o es |.
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4.2.4. La perspectiva de los sistemas de ecuaciones

Para analizar si se puede asignar un tnico valor de verdad coherentemente a
una oraciéon, un medio eficaz es plantear un sistema de ecuaciones de valores de

verdad. La idea es sencilla: tomemos, por ejemplo, las oraciones siguientes:

(1) (2) es verdadera

(2) (1) no es verdadera

Si, (suponiendo por sencillez, en este ejemplo, una formalizacién extensional en
que los portadores de verdad son las oraciones) llamamosz e y a los valores de
verdad de las oraciones (1) y (2), respectivamente, y Cp y C-, son las funciones,
entre W y W, que corresponden al predicado “verdadero” y al operador negacion,

el sistema de ecuaciones que habrian de satisfacerz e y seria:
r=Cr(y); y=C-(Cr(z)) (4.111)

El uso de un sistema de ecuaciones permitira plantear de modo més claro el
problema con una oracion autorreferencial de la forma p(D7), donde D es un
predicado de desentrecomillado y el término 7 tiene como referencia la oracion

completa, es decir, Vou(7) = Von("p(D7)7):

V(D7) = Cp(Var(p(DT))) ; Von(7) = Von("p(D7)7) y def. de D
Van(p(D7)) = C,(Vor(DT)) ; composicionalidad

Si llamamos z e y a los valores de verdad Vor(D7) y Van(p(DT)), respectivamente,

obtendremos el siguiente sistema de ecuaciones:

z = Cp(y) }

y— (1) (4.112)

que, al igual que un sistema de ecuaciones numérico podra ser determinado (una
tnica solucion), indeterminado (més de una solucién) o incompatible (ninguna
solucién).

En principio, es inaceptable que el sistema sea incompatible porque entonces
no podriamos asignar un valor de verdad a la oracién autorreferencial p(D7). El

problema cuando el sistema es indeterminado es que no hay ningin otro criterio
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que nos permita decidir cual de las soluciones es mejor, como ocurre con la ora-
cion del veraz. En caso de que el sistema sea determinado, tendremos una forma
coherente de asignar valores de verdad a las oraciones correspondientes a las in-
cognitas (en el ejemplo anterior, las oraciones D7 y p(D7)). Aunque, como hemos
visto en el apartado 4.2.3, puede discutirse que esos valores de verdad, que pueden
asignarse, sean los auténticos valores de verdad de las oraciones.

A modo de ejemplo, analicemos desde la perspectiva de los sistemas de ecuacio-
nes de valores de verdad la oracién “esta oraciéon carece de contenido enunciativo
(completo)” que habiamos formalizado como —=R7 donde la autorreferencia radi-
ca en que Vop(7) = ~R7. Aqui el predicado de desentrecomillado es R y C, es
C-, por lo que, si llamamos = e y a los valores de verdad Vop(R7T) v Vonr(—RT)

respectivamente, el sistema de ecuaciones por resolver sera:

z = Cr(y)

Yy = C(a) (4.113)

Puesto que el grafo de la funcion C, es {(f,v), (v,§), (i,1)}, y el de la funcion Ck es
{(f,0), (v,0), (i, )}, la Gnica solucion al sistema de ecuaciones anterior esx = v,
y = f, o expresada vectorialmente, (z,y) = (b, f).

Llegados a este punto, para algunos el problema estara resuelto y el valor ve-
ritativo de = R7 serd f. Para otros, faltard por ver si =R7 tiene o no contenido
enunciativo y, solo en caso positivo, el valor veritativo seraf. Mackie, por ejemplo,
responderia negativamente, porque para él la oracion carece de contenido. Enton-
ces tendriamos que asignar a —R7 el valor veritativo i y tendriamos que explicar
como es que, siendo la oracion sin contenido enunciativo (completo) y diciendo de
si misma que no tiene contenido enunciativo (completo), no resulta ser verdadera.

Un modo de estudiar si = R7 tiene contenido enunciativo (completo) consiste
en trabajar en un lenguaje interpretado enunciativo con contenidos enunciativos
en vez de hacerlo con valores de verdad.

Teniendo en cuenta que la identidad de contenidos enunciativos®; = &, im-
plica E(®;) = E(®P3), pero no a la inversa, las ecuaciones de valores de verdad
serian derivadas de “ecuaciones de contenidos enunciativos”. Mas el que una ecua-
cion de valores de verdad tenga una tnica solucién no implica que la ecuacion de
contenidos enunciativos de la que se deriva haya de tener también una solucion.

En el caso que nos ocupa, el sistema de ecuaciones de valores de verdad (4.113)

seria derivado del siguiente sistema de ecuaciones de contenidos enunciativos:
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(4.114)

O, = Ch(D,)
o, = (D)

donde las incognitas @, y @, corresponden allon(R7) y Usn(—RT) respectivamente.
La derivacion se obtendria por aplicacion de la funcion de extensionalizacion, E,
dado que: a) &; = &, implica E(P) = E(Py); b) E(®,) = z, E(®,) = v,
E(€.(2,)) = C-(z) y E(Cr(Dy)) = Cr(y).”®

No pretendemos, en este trabajo, profundizar en la caracterizacion y estudio
de los sistemas de ecuaciones de contenidos enunciativos, sino, solamente, sugerir

un posible enfoque intensional del problema.

Este enfoque permite dar cabida a la idea de que la oracion —RT carece de
contenido enunciativo; bastaria con encontrar una justificaciéon de que el sistema
(4.114) no tiene solucion — dado que una de las incognitas, ®,, representa el
contenido enunciativo, Usn(—R7), de la oracion—. Conviene recalcar que el hecho
de que el sistema derivado (4.113) tenga solucién no implica que (4.114) haya
de tenerla, porque el que dos valores de verdad sean iguales no garantiza que
correspondan al mismo contenido enunciativo. En cambio, el que dos contenidos
enunciativos sean iguales si garantiza que tienen el mismo valor de verdad, por lo
cual, si (4.114) tiene una solucion, (4.113) también la tendra —bastara con aplicar
la funcion de extensionalizacion a la solucion de (4.114) para obtener una solucion

de (4.113)—

Naturalmente, no pretendemos afirmar que el problema de la oracion “esta
oracion carece de contenido enunciativo” quede resuelto con la explicacion esbo-
zada. La paradoja es que si la oraciéon carece de contenido enunciativo, entonces
afirmar la oracion es afirmar algo verdadero y por tanto con contenido enuncia-
tivo. O usando nuestra formalizacion: si ~R7 carece de contenido enunciativo su
valor veritativo debe ser i, pero en el sistema de ecuaciones de valores veritativos
(4.113) la tnica solucién posible para el valor veritativo de—R7 es f. El problema
de cudl es el auténtico valor veritativo de la oracion sigue vivo.

No obstante, esto no implica que este iltimo planteamiento sea peor. La opcion
alternativa de considerar que aquellas oraciones a las que se puede asignar un

tnico valor de verdad coherentemente, tienen ese valor de verdad, no esta libre de

Que E(®,) = z resulta de E(®,) = EUmp(R7)) = Vop(R7) = x y, andlogamente se
obtiene E(®,) = y. Que E(€-(D,)) = C-(z) resulta de E(€.(P,)) = C-(E(D,)) = C-(2) ¥,
analogamente, se obtiene E(Cr(®,)) = Cr(y) si llamamos Cr a E(CR).
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problemas similares, porque no esté libre de casos, como la oracién del mentiroso
reforzada, a los que, en principio, no se puede asignar ningin valor de verdad

coherentemente.
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5!

En busca de una solucion

5.1. Abordando el problema

5.1.1. Introduccién

Una vez que hemos decidido centrar nuestra atenciéon en la incompatibilidad
entre la autorreferencialidad y el desentrecomillado surge la cuestion de si alguno
de estos aspectos es mas responsable que el otro de la paradoja del mentiroso y de
los problemas emparentados con ella (como el de la oracion del veraz, la paradoja
de Curry, etc.). Sin embargo, tanto el uso en lenguaje natural de la autorreferen-
cia y del predicado “verdadero” como el hecho de que en un lenguaje formal se
puede tener autorreferencia o un predicado de verdad —aunque no ambas cosas
a la vez— sin mayor problema, no sugieren, en principio, ninguna respuesta a la
cuestion anterior. A pesar de ello, se ha dedicado mas atencion al predicado de
verdad (prototipo de predicado de desentrecomillado) que a la autorreferencia.
Varios motivos pueden explicar este fenémeno. Uno es que el concepto de referen-
cia parece menos problematico que el de verdad, lo que sugeriria que este altimo
resulte mas propenso a ocultar algiin error que explicase las paradojas seménticas.
Otro es que en la formalizacién clasica de la aritmética, codificando las férmulas
mediante ntimeros de Godel, la funcién diagonalizacion es representable y el pre-
dicado de verdad, no; lo cual dirige la atencion hacia este predicado y plantea la
cuestion de si, con ciertas modificaciones, podria también representarse.

Nosotros partiremos de nuestro analisis formal e indagaremos sin prejuicios
sobre las dos posibilidades —modificar los predicados de desentrecomillado o mo-

dificar la autorreferencialidad— para evitar los problemas que plantean las para-
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dojas. También serd necesario comprobar si, méas alla de la soluciéon formal, esas
modificaciones se pueden justificar.

Para comenzar a abordar el problema, consideremos una oraciéon de la forma
p(DT), que supondremos autorreferencial, es decir, la referencia del término 7

serd una oracion, v, fuertemente equivalente a p(D7). Entonces debera cumplirse:
Vor(7) = ¢ =Vm("¢7) y Vam(¥) = Van(p(D7)) y, ademés:

Vor(D7) = Cp(Var(¥)) : V(1) = Vom("¢7) v def. de D
Van(p(D7)) = C,(Vor(DT)) ; composicionalidad

Si llamamos = e y a los valores de verdad Von(D7) y Vor(), respectivamente,
y tenemos en cuenta que V(1)) = Von(p(DT)), obtendremos que el sistema de

ecuaciones que condiciona el valor de verdad de la oracién es:
x=C
p(y) (4.112)
Yy = Cp(x)
Es trivial comprobar que el anterior sistema de ecuaciones equivale a:

z = Cpl(y) }

y = C,(Co()) (5:1)

También es elemental ver que el problema que plantea este sistema de ecua-

ciones es equivalente al problema planteado por la ecuacion

y = Co(Cb(y)) (5.2)

en el sentido de que cada solucion de (5.1) determina una solucion de (5.2) y
viceversa.

Como conclusion, la ecuacion (5.2) o cualquiera de los sistemas de ecuacio-
nes (4.112) o (5.1) serd determinado, indeterminado o incompatible si y solo si
(C, 0 Cp) tiene un anico punto fijo, varios puntos fijos o ningin punto fijo, res-
pectivamente.

No podemos aceptar los casos donde (C, o Cp) no tiene un tnico punto fijo
porque entonces no habria respuesta a la pregunta por el valor de verdad de las
oraciones ¢ y D7. Incluso, como hemos visto (apartado 4.2.3), en los casos donde
(C,0oCp) tiene un tGnico punto fijo, puede discutirse que la soluciéon de la ecuacion

(5.2) proporcione el auténtico valor de verdad de la oracion.

146 © SERAFIN BENITO



5.1. ABORDANDO EL PROBLEMA

En los proximos apartados, estudiaremos las posibilidades de modificar jus-
tificadamente los predicados de desentrecomillado o la autorreferencialidad para

solucionar la situacién que plantea un sistema de ecuaciones como (4.112).

5.1.2. Modificacién de los predicados de desentrecomillado

Supongamos, para empezar, que mantenemos la autorreferencialidad del len-
guaje interpretado, ;jcomo habria que modificar cualquier predicado de desentre-
comillado D? Como ahora sabemos, en los casos en que una oracién de la forma
p(Dv) es fuertemente equivalente a una oracion ¢, Vop(v) = ¢ y (C, o Cp) no
tiene ningin punto fijo, la aplicaciéon de la propiedad con la que hemos definido
D, Von(Dv) = Cp(Vor(1))), permite deducir una contradiccion. Por tanto, la res-
triccion minima que podemos hacer a la definicion de los predicados de desentre-
comillado es cambiarla para esos casos. Tampoco es muy conveniente mantenerla
en los casos cuya unica diferencia es que (C,0Cp) tiene varios puntos fijos, porque
el valor de verdad de la oracién ¢ no quedaria fijado. Incluso cuando (C, o Cp)
tiene un dnico punto fijo, es discutible que ese punto fijo sea el auténtico valor de
verdad de la oracién 1.

Llamemos —tentativamente— no desentrecomillable a cualquier oracion, 1,
fuertemente equivalente a una oracion de la forma p(Dv), donde Vog(v) = 9.
Se trataria entonces de restringir la propiedad con la que hemos definido D,
V(D) = Cp(Van(p)) (cuando Vor(v) = ¢), a los casos en que ¢ sea una oracion
desentrecomillable. Pero, teniendo en cuenta que, en los lenguajes interpretados
enunciativos trivaluados, la funcién de valuacién Vegy estd definida para toda ora-
cion, debe cumplirse Von(Dv) € {f,1,0}. Llamemos ¢p al valor Vop(Dv) cuando
© sea no desentrecomillable; entonces la caracterizacion del predicado D seria:

dados una oraciéon ¢ y un término v tales que Vin(v) = ¢:

Cp(Von(p)) si p es desentrecomillable

Vor(Dv) = { (5.3)

ppEeEW st @ no es desentrecomillable

Para una oracion no desentrecomillable ¢, es decir, fuertemente equivalente a una

oracion de la forma p(D7) donde Von(7) = ¢, tendremos:

Vor(DT) = ¢p ; Van(7) = ¢ y definicion (5.3) de D
Von(p(D71)) = C,(Vor(D7))  ; composicionalidad
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Si llamamos x e y a los valores de verdad Vor(D7) v Vor(p(DT)) respectivamente,

se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones de valores de verdad:

o } (54)

Se trata de un sistema determinado cuya tnica soluciéon esz = pp, y = C,(¢p).
Aunque esta solucion es técnicamente correcta, no nos dice nada acerca de cuél
debe ser el valor ¢p. Como en la paradoja del veraz, no tenemos ningtn criterio
que nos diga a qué elemento de W tiene que ser igual ¢ p, y por tanto, no tenemos

ningin criterio que nos diga cuél es el auténtico valor de verdad de Dr.

Maés importante que la critica anterior, es el hecho de que el predicado de ver-
dad, asi como otros predicados de desentrecomillado lo que pretenden expresar es
que, en su caso, la oracion referenciada por su argumento tiene un valor de verdad
que pertenece a un determinado subconjunto de W.' Es decir, dados una oracién
¢ y un término v tales que Vop(v) = ¢, si D es un predicado de desentrecomillado,

se debe cumplir
Z/[gn(DV) = (ng(cp) € AD) (55)

siendo Ap C W. Como consecuencia:

v st ng(gO) € AD

f siVan(e) ¢ Ap (56)

Pero esto equivale a caracterizar D mediante Vop(Dv) = Cp(Vor(p)) jsin restric-
cion alguna en cuanto al tipo de oracion ¢ referenciada por v!? Consiguientemente,
la restriccion propuesta en (5.3) supondria una restriccion inaceptable a la capaci-
dad expresiva del lenguaje formal, lo que, como sabemos, es un error muy comin,
quizés el més comun, en los intentos de solucionar las paradojas semanticas: no re-

flejar en el lenguaje formal algunas caracteristicas del lenguaje natural relevantes

para la aparicion de las paradojas.

Wease, por ejemplo la definicién (4.106) del predicado R en p. 135.
2Basta con definir Cp de forma que siz € Ap, Cp(z) =vysixz ¢ Ap, Cp(z) = 1.
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5.1.3. Modificacion de la autorreferencia

Por una parte, acabamos de reafirmar que, dados una oracioén,y, y un término,

v, tales que Von(v) = ¢, un predicado de desentrecomillado, D, debe cumplir:
Van(Dv) = Cp(Var(p)) (5.7)

Por otra, consideremos la oracion autorreferencial o(7) en la que el término 7
tiene como referencia una oracion ¢ fuertemente equivalente a o (7). Tendremos
Von(T) = ¢ y, debido a la equivalencia fuerte entre v y o(7), Von(¢) = Von(o(7)).
Ademés:

Von(D7) = Cp(Van(1)) : V(1) = ¢ vy definicion de D
V(o (7)) = Co(Von(7)) : composicionalidad

Llamando x e y a los valores de verdad Von(DT) y Von(¥) respectivamente, y te-
niendo en cuenta que Vop(v)) = Van(o (7)), el sistema de ecuaciones correspondiente

es:

v =Coly) } (5.8)

y = Co(¥)

Obsérvese que C,, es una funcion entre el universo extensional,| 91, |, y el conjunto
de valores de verdad, W. Pero lo méas importante es constatar que si C, (1)) es
independiente de Vor(D7), v de Von(1)) (es decir, de x e y), el sistema (5.8) tiene
una tnica solucion: y = C,(v), x = Cp(C,(¥)).

Por eso, la oracion autorreferencial o(7) no crea problemas si en ella no aparece
ningun predicado de desentrecomillado, puesto que entonces, al afirmar la oracion
autorreferencial o(7) se afirma algo sobre los aspectos formales de la oracion (por
ejemplo, cudntos simbolos tiene, si es demostrable en un sistema formal. ..) pero
no se dice nada sobre su propio contenido enunciativo —C, (1)) sera independiente
de Von(D7) y Vor(¢)—

El problema surge cuando Vog(7) = v y, al afirmar o(7), pretendemos afir-
mar algo sobre el valor de verdad o, mas en general, sobre el contenido enun-
ciativo de una oracion, v, fuertemente equivalente a o(7). Esto solo podra suce-
der cuando 7 aparezca en o(7) precedido de un predicado de desentrecomillado,
D; porque afirmar D7 es la forma de afirmar algo sobre el contenido enuncia-

tivo de la oracion referenciada por 7, que es, precisamente, ©. Si D7 es una
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subformula de o(7), esta oracion serd de la forma p(D7) v Van(o(7)) depende-
rd de Vop(Dr7), es decir, existird una funciéon C, definida entre W y W tal que
Von(o(1)) = Van(p(D71)) = C,(Von(D7)). Con otras palabras, cuando o(7) sea de
la forma particular p(Dr), se tendra C,(v)) = Cy(0 (7)) = C,(Von(D7)) y, teniendo
en cuenta que V(D7) corresponde a la variable x, cambiaremos en (5.8) Cy (1))
por C,(z). Asi obtendremos, como particularizacion de (5.8) para el caso en que

o(7) sea de la forma p(DT), el sistema de ecuaciones:
=C
7= Coly) (4.112)
y = Cplx)

que, como sabemos, tiene tantas soluciones como puntos fijos tenga la funcion
(C,0oCp).

En resumen, nuestra formalizacion resulta 1atil para distinguir la autorreferen-
cia inocua de la peligrosa. Podemos aceptar sin problemas que un términor tenga
como referencia una oracion (1) cuando o(7) no contiene ningin predicado de
desentrecomillado. En cambio, no es admisible que la referencia der sea una ora-
cion fuertemente equivalente a p(D7) cuando (C, o Cp) no tenga ningtin punto
fijo (e incluso si tiene uno o varios puntos fijos, la situacion es problematica). Esto
supone una restriccién de las oraciones que pueden ser referidas por un término.

La cuestion clave es ahora ;esté justificada tal restriccion de la referencia?

Consideremos la oracion del mentiroso reforzada. En principio se trata de una
oracion, v, de la forma =77, donde el término 7 referencia la propia oraciéon y los
grafos que definen las funciones C—, y C7p son, respectivamente, {(f,v), (v, ), (i,1)}
v{(f,f), (0,0),(i,f)}. Pero la restriccion anterior impide queT referencie la oracion,
puesto que: a) T'7 es una subformula de ¢; b) T" es un predicado de desentrecomi-
llado; ¢) C, es en este caso C-,, porque Vop(¢)) = Vor(=1'1) = C.(Vor(T'7)); d) el
grafo de la funcion compuesta (C- o Cr) es {(f,v), (v,f), (i,0)}, por lo que, dicha
funcién no tiene ningin punto fijo.

Hay una razon sencilla y poderosa para impedir que 7 sea un nombre de la
oracion —7T'7. Si 7 es el nombre de una oraciéon verdadera, =77 serd una oraciéon
falsa, luego 7 no podra ser el nombre de =T'7. Y si 7 es el nombre de una oracién no
verdadera, 7' sera una oraciéon verdadera, luego tampoco 7 podré ser el nombre

de =T'7.3 Este razonamiento se puede trasladar al caso general de una oracion

3Un razonamiento similar, pero aplicado a nombres de enunciados, puede verse en Goldstein
(2000, p. 55).
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1 fuertemente equivalente a una oracion de la forma p(D7), cuando (C, o Cp)
no tenga ningtn punto fijo: si 7 tiene como referencia una oracion ¢, es decir,

Var(7) = ¢, se cumplira:

V(D7) = Cp(Var(¢)) : V(1) = ¢ y definicion de D
Von(p(DT)) = C,(Vor(D1)) ; composicionalidad

Llamando w, z, y a los valores de verdad Vor(p), Von(D7) y Vor(p(DT)) respecti-

vamente, obtenemos el sistema

V- |
que equivale a
v =Cp(w) (5.10)
y = (CpoCp)(w) '

Cuando (C,0Cp) no tiene ningin punto fijo,y # w, es decir, Vor(p(D7)) # Vor(y),
y, por consiguiente, ¢ y p(D7) no pueden ser fuertemente equivalentes. Ahora bien,
¥ es fuertemente equivalente a p(D7), luego ¢ y ¢ no pueden ser la misma oracion.
Y como ¢ es la oracion referenciada por 7, 7 no puede ser un nombre de la oracion
.

La segunda ecuacion de (5.10) corresponde aVor(p(D7)) = (C,0Cp)(Van(p))-
Por eso, en general, podemos conocer Vor(p(DT)) a partir de Von(p). Pero cuando
¢ es fuertemente equivalente a p(D7) y (C,0Cp) tiene varios puntos fijos, el valor
Var(p(D7)) no quedaria determinado por el lenguaje interpretado. Un ejemplo de
esta situacion lo proporciona la oraciéon del veraz, es decir, una oracion de la forma

T'1, donde el término 7 referencia la propia oracion.

5.1.4. Conclusiones

Después de analizar posibles restricciones a los predicados de desentrecomillado

o a la autorreferencia, conviene resaltar algunas importantes conclusiones:

1. Hemos distinguido la autorreferencia problematica de la que no lo es: si
en la oracion autorreferencial o(7) no hay una aparicion de 7 —referencial
respecto a o(7)— en ninguna expresion de la forma D7, el hecho de que T

tenga como referencia la propia oracion o(7) no crea ningin problema (al
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afirmar la oracion autorreferencial o(7) se afirma algo sobre los aspectos

formales de la propia oracion, no sobre su valor de verdad).

2. Incluso la minima restricciéon de los predicados de desentrecomillado ne-
cesaria para evitar conclusiones contradictorias se muestra problematica e
injustificada. La tentativa de redefinir este tipo de predicados mediante el
esquema (5.3) —p. 147— supondria una restriccion inadmisible a la capa-
cidad expresiva del lenguaje formal. Adicionalmente plantea el problema de
que no tenemos ningln criterio que nos diga qué elemento de W tiene que

ser op (Vam(D"¢") cuando ¢ no es desentrecomillable).

3. La propuesta de restringir la autorreferencia evitando que un términor haga
referencia a una oracion v fuertemente equivalente a una oraciéon de la forma
p(DT), cuando la funciéon (C, o Cp) no tenga ningtn punto fijo, esta, a mi
juicio, plenamente justificada: segiin hemos visto en el apartado anterior,
7 no puede ser el nombre de una oraciéon fuertemente equivalente ap(DT)

cuando (C, o Cp) no tiene ningtn punto fijo.

5.1.5. La paradoja del mentiroso y los contextos referen-

cialmente anuladores

En cuanto a la paradoja del mentiroso reforzada y, en general, a las paradojas
asociadas a oraciones de la forma p(D7) para las que (C, o Cp) no tiene ningin
punto fijo, hemos llegado a la siguiente conclusion: el término7 no puede tener
como referencia ninguna oracion fuertemente equivalente ap(DT).

Siguiendo el planteamiento de Martin podemos decir que hemos eliminado la
paradoja del mentiroso reforzada justificando que la siguiente afirmacién no es

verdadera:
(S) Hay una oracién que dice de s misma tnicamente que no es verdadera

En el lenguaje formal podemos representar la oracién del mentiroso reforzada como
—T'T, pero hemos visto que la pretension de que el término7 tenga como referencia
la oracion —7T'T es vana. Podemos parafrasear el razonamiento que impide quet
tenga como referencia la oraciéon -7’7 cambiando el lenguaje formal por el natural:
si A es el nombre de una oracion verdadera, “A no es verdadera” serd una oracion

falsa, y si A es el nombre de una oraciéon no verdadera, “A no es verdadera”
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serd una oracion verdadera, luego A no podra ser el nombre de la oracion “A
no es verdadera”. Si cambiamos A por “esta oracién”, llegamos a la conclusién
de que la expresion “esta oracion”, en su aparicion dentro de la oracién “esta
oracion no es verdadera” no puede tener como referencia dicha oracién. Ahora
bien, como tampoco tiene sentido que tenga como referencia otra oraciéon distinta
a aquella de la que forma parte, debemos concluir que la expresion “esta oraciéon”
—en su aparicion dentro de la oracion “esta oracion no es verdadera”— carece de
referencia. Asi pues si formalizamos la oraciéon del mentiroso reforzada mediante
=TT, el término 7 no debe tener referencia alguna. Estamos ahora en condiciones
de conocer el valor de verdad de esta oracion: al ser 7 un término sin referencia,
Vor(TT) = i, luego Von(—T'7) = C.(Vom(T'7)) = C-(i). Si, vaya por caso, usamos
la logica trivaluada fuerte de Kleene, C_(i) =i, y entonces Vop(—1'7) = i.

Quine (1976, p. 7) alega que la explicacion de que “esta oracion”, en su aparicion
dentro de la oracion del mentiroso, carece de referencia no es aplicable a la oracion

siguiente:’

(Q) “anadida a su propia cita, es una oracion no verdadera” anadida a su

propia cita, es una oraciéon no verdadera

Aqui la autorreferencia se consigue gracias a la operacién de anadir una secuencia
de caracteres a su propia cita. Como nos muestra Smullyan (1996), en un lenguaje
formal se puede conseguir autorreferencia de varias formas entre las que hemos
destacado la diagonalizacion, la tarskificacion y la norma (anadir a una secuencia
de caracteres su propia cita). Todas ellas, asi como la operacion de Quine, tie-
nen algo en comin: son funciones que toman como argumento una secuencia de
caracteres y pueden obtener como valor una oracién. Por su caracter puramen-
te sintactico parece dificil negar que, por razones semanticas, puedan aplicarse
siempre a cualquier argumento. Sin embargo, en ciertos contextos, como el de la
oracion del mentiroso, asi ocurre.

En efecto, tomemos, por ejemplo, el caso de la diagonalizaciéon. La hemos
definido como una funcion, d, que asocia la oracion o("o(x)") a una formula,

o(x), con una unica variable libre, x, es decir, el término d"o(x)” tiene como

4Recuérdese que esto es cierto tanto en los lenguajes trivaluados extensionales como en los
enunciativos trivaluados (ver proposicion 4.8, p. 124).

®Hemos hecho una traduccion un tanto libre de la oraciéon del texto original ('Yields a fal-
sehood when appended to its own quotation’ yields a falsehood when appended to its own quota-
tion) pero respetando lo esencial de su estructura y significado paradéjico.
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referencia la oracion o("o(z)™). Pero entonces, el término d"—7T'dx ™ tendria como
referencia la oracion —Td" =Tdx"; lo cual contradice nuestra conclusion de que,
en el supuesto de que la funcion (C- o C7) no tiene ningin punto fijo, un término
T no puede tener como referencia la oracion —=7'7.

Debemos admitir que el término d" —7'dx ' no puede tener como referencia la
oracion —T'd"—T'dx" en un lenguaje interpretado en el que (C- o Cr) no tenga
ningtn punto fijo. Esto puede ir contra nuestras intuiciones, pero, como ya se ha
senalado en este trabajo, precisamente es necesario revisar los principios que nor-
malmente aceptamos, incluidas nuestras intuiciones, para resolver una paradoja.

Sin embargo, contra lo que a primera vista pudiese parecer, no hay una diferen-
cia sustancial entre rechazar que el términod™ —T'dz " pueda tener como referencia
la oracion —T'd"—Tdx" o rechazar que un nombre A pueda ser el nombre de la
oraciéon “A no es verdadera” o que la expresion “esta oracion”, en su aparicion
dentro de la oracion “esta oraciéon no es verdadera” pueda tener como referencia
dicha oracion. En los tres casos tenemos un nombre y una oracién que, debido a
su significado, no puede ser la referencia de ese nombre. El que un nombre sea
explicito (A), o construido (d"—T'dz™, “esta oracion”) no afecta al razonamiento
anterior.

Conviene recordar que, en nuestros lenguajes formales, si f es un simbolo de
funcién n-adica y ty,ts,...,t, son términos cerrados, fti,%s,...,t, es un término
cerrado, un nombre (en sentido amplio). Asi se usan también los simbolos de
funcion en ambitos menos formales e incluso en lenguaje natural: con el nombre
de la funcion y los de sus argumentos se forma un nombre del valor que la funcion
asocia a esos argumentos. Por ejemplo, “sen(mw/3)” puede verse como un nombre
del niimero 0, 5 y “el hijo de Juan y Maria” puede ser, en un contexto determinado,
una forma correcta de referirnos a una persona concreta.

Consiguientemente, cuando se define una funcién, cuando se establece qué
valor asigna la funcién a cada posible secuencia de sus argumentos, estamos al
mismo tiempo estableciendo un nombre para cada uno de los valores del rango
de la funcion: el nombre que resulta de combinar, con la sintaxis adecuada, el
nombre de la funcién y un nombre para cada argumento. En ese sentido definir
una funciéon puede verse como una forma de crear muchos nombres de una sola

vez.

Si rechazamos que un nombre A pueda ser el nombre de la oraciéon “A no es

verdadera” también debemos rechazar definir una funcion cuando eso suponga la
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creacion de algin nombre cuya referencia sea una oraciéon que dice que la oracion
a la que se refiere ese nombre no es verdadera. Entonces —en un lenguaje interpre-
tado en el que la negacion, —, y el predicado de verdad, 7', se interpretan mediante
las funciones C_, y Cr de modo que (C-, o Cr) no tiene ningtin punto fijo— debe-
mos rechazar definir la funcién de diagonalizacion de la forma que lo hemos hecho,
porque el término d" —T'dx ' tendria como referencia la oracion =7T'd" ~T'dx " que
dice que la oracidn a la que se refiere ese término no es verdadera. Pero esta misma
vision es aplicable a otras funciones que pueden usarse para conseguir la autorre-
ferencia como son la tarskificacion y la norma. La norma (anadir a una secuencia
de caracteres su propia cita) es, en un lenguaje formal, una funcion muy parecida
a la que se usa en lenguaje natural para construir la oracion (Q) de Quine (anadir
una secuencia de caracteres a su propia cita). Por tanto la explicacion que sirve
para la diagonalizacion y para la norma sirve también para la oracion de Quine.
En este caso la funcion que se utiliza podriamos indicarla mediante: “() anadida a
su propia cita”. A algunos argumentos esta funcién asocia oraciones: por ejemplo,
si el argumento es “estd compuesta por cinco palabras” la funcién asocia como

valor la oracién verdadera:

“estd4 compuesta por cinco palabras” estd compuesta por cinco pa-

labras
a la que podemos referirnos mediante el nombre (en forma de descripcion):
“estd compuesta por cinco palabras” anadida a su propia cita
De forma anéloga, el nombre (en forma de descripcion)

“anadida a su propia cita es una oracion no verdadera” anadida a

su propia cita
tiene aparentemente como referencia la oracion de Quine:

(Q) “anadida a su propia cita es una oracién no verdadera” anadida a su

propia cita es una oracién no verdadera

Llegamos asi a una situacion de perplejidad tipica de una buena paradoja. Por
una parte, puesto que negamos que un nombre pueda tener como referencia una
oracion que dice que la oracion a la que se refiere ese nombre no es verdadera,

tenemos que negar que el nombre
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“anadida a su propia cita es una oracién no verdadera” anadida a

su propia cita

tenga como referencia la oracion (Q). Es decir, en lenguaje castellano, la funcion
“() anadida a su propia cita” no puede entenderse de modo que asocie al argu-
mento “anadida a su propia cita es una oracion no verdadera” la oracion (Q), del
mismo modo que la funcion diagonalizacion, d, no puede interpretarse de modo
que asocie a la formula —=7T'dz la oracion —7'd" =T'dx . Por otra parte, la operacion
de anadir algo a su propia cita es tan clara y sencilla que parece innegable que
si anadimos “anadida a su propia cita es una oracién no verdadera” a su propia
cita obtendremos la oracion (Q). Prueba de ello es que no habria problema en
mecanizar esa operacion, pues es facil obtener un programa de ordenador que to-
me como entrada una secuencia de caracteres y obtenga como salida el resultado
de anadir a su cita dicha secuencia. Y si a ese programa le damos como entrada
la cadena “anadida a su propia cita es una oraciéon no verdadera” obtendria como
salida la oracion (Q). Ademads, podriamos obtener oraciones no problematicas que

incluyesen el nombre

“anadida a su propia cita es una oracién no verdadera’ anadida a

su propia cita
como nombre de la oracion (Q). Por ejemplo:

“anadida a su propia cita es una oraciéon no verdadera” anadida a

su propia cita es una oraciéon con mas de diez palabras

que equivaldria a:

(Q) es una oracion con mas de diez palabras

Por tanto, fieles al principio de no restringir mas de lo necesario tendremos que

aceptar que, normalmente, el nombre

“anadida a su propia cita es una oracién no verdadera’ anadida a

su propia cita

156 © SERAFIN BENITO



5.1. ABORDANDO EL PROBLEMA

tiene como referencia la oracion (Q) de Quine. Pero no podemos aceptar que esto
ocurra en la aparicion del nombre como parte de la propia oracion (Q) de Quine.
Tenemos pues que admitir que un mismo nombre tiene referencia en muchos casos
pero no en todos: cuando (C, o Cp) no tiene ningun punto fijo, el nombre 7, en
su aparicion en la oracion p(D7), no puede tener como referencia una oracion

fuertemente equivalente a p(DT).

De este modo, la paradoja se resuelve, sin restringir més de lo necesario, a
cambio de renunciar al principio de que la referencia de un nombre es indepen-
diente de la oraciéon en la que aparece: ahora tenemos que aceptar que un nombre,
que habitualmente tiene una determinada referencia, deja de tener referencia al-
guna cuando aparece formando parte de cierta oraciéon. Ello supone aceptar cierta
contextualidad en la interpretacion de los nombres y, por tanto, cierta pérdida de
composicionalidad en la interpretacion de las expresiones bien formadas (términos

y formulas).

Sin embargo, la pérdida de composicionalidad producida por dicha contextua-
lidad es minima dado que no altera la forma en que la referencia de (la aparicion)
de un término o su falta de referencia interviene en la determinacién de los valores
de verdad de las oraciones. Esto se debe a que, en nuestros lenguajes interpreta-
dos trivaluados, ya teniamos un criterio para asignar valores de verdad a oraciones
que contienen nombres sin referencia —téngase en cuenta que si R es un simbo-
lo de relacion n-adica y alguno de los términos ¢4, ¢, ..., t, carece de referencia,
Vor(Rty,ta, ... ty) = i—.

La contextualidad en la interpretacion de los nombres a que aqui nos referimos
es una contextualidad que podemos calificar de seméntica. Porque lo que hace
que, por ejemplo, un nombre A, en su aparicion en la oracion “A no es verdadera”,
no pueda tener como referencia la propia oracion, es que las reglas seméanticas
determinan que, si A tiene como referencia una oracién, el valor de verdad de “A
no es verdadera” depende del valor de verdad de la oracion referenciada por A (en

su aparicion en dicha oracion) de forma que ambos valores son siempre distintos.

Por tanto, en nuestro anélisis, el contexto clave en el problema de la paradoja
del mentiroso, no es el contexto de emision de la oracién (una oraciéon como “esta
oracion es falsa” que parece encerrarse en si misma es quiza de las mas indepen-
dientes del contexto de emision que podamos encontrar). No estamos pues ante

una propuesta del estilo de las de Barwise y Etchemendy (1987) o Simmons (1993)
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que consideran que la explicacion de la paradoja del mentiroso radica en que el
significado del predicado “verdadero” es sensible al contexto de emision.

Nuestra propuesta sugiere que, referencialmente, no solo existen contextos
transparentes y opacos —por usar la terminologia de Quine— sino también lo
que podriamos denominar contextos referencialmente anuladores, contextos en los
que un término no tiene su referencia aparente o habitual ni ninguna otra. Por
ejemplo, la oracién del mentiroso reforzada crea un contexto anulador de la re-
ferencia de su término sujeto. También es un contexto generalmente anulador el
entrecomillado. Pero, en este caso, el contexto se establece sinticticamente lo que
hace mas sencilla su deteccion, mientras que en la oracién del mentiroso y afines,
se establece seméanticamente

Sin embargo, es importante senalar, los términos de cita no se ven afectados
por esta contextualidad. Sabemos que si D es un predicado de desentrecomillado
¥  es una oracion, se cumple Vop(D" ¢ ") = Cp(Van(p)) luego, una vez encontrado
el valor Von(¢), que siempre existe, podremos calcular Vop(D" ¢ ") sin problema.

Para comprobar que nunca hay necesidad de que el término de cita™ ¢! pierda
su referencia en un oraciéon de la forma D" ¢ ' —que, como hemos estudiado, es
el tipo de oraciones en que un término puede perder su referencia— podriamos
introducir en el lenguaje formal interpretado una conectiva monadica, A, que se
interpretase mediante una funciéon Cx idéntica a C'p. Entonces la interpretacion
de Ap y la interpretacion de D" ¢ cuando el término de cita "¢ ' conserva su

referencia, serian iguales, ya que:

Vor(Ap) = Ca(Vor(w)) = Cp(Van(w)) = V(D ") (5.11)

Ahora bien, una vez evaluada ¢, no habra problema en evaluar Ap. Mas si Ap se
ha evaluado correctamente, la evaluacion de D" ¢ ' bajo el supuesto de que "¢
conserva su referencia, también seréd correcta, dado que es la misma que la deAp.
Asi pues, que el término de cita” ¢ ' conserve su referencia no es ningiin obstéculo
o problema para evaluar D" 7. De hecho, hay una oracion, Ay, con el mismo
valor de verdad que D" ¢ ', donde el término de cita "¢ ' no aparece.

Al ser nombres explicitos, nombres de los que forma parte lo nombrado, los

términos de cita no pueden nombrar la oracién que los contiene, no pueden provo-

6(Cierta similitud existe en los contextos referencialmente opacos. El entrecomillado es uno de
ellos (sintactico). Otros contextos opacos como los contextos modales o contextos de la forma
“sabe que...”, “dice que...”, etc. son de naturaleza seméntica.

158 © SERAFIN BENITO



5.1. ABORDANDO EL PROBLEMA

car por si mismos autorreferencia directa ni indirecta. Consideremos por ejemplo

la oracion “esta oracion es falsa”. Si cambiamos el nombre “esta oraciéon” por el

(4341 M (1113

término de cita ““esta oracion es falsa”” obtenemos ““esta oracion es falsa” es falsa”
pero aqui el sujeto no se refiere a la oracion de la que forma parte, a diferencia de
lo que ocurre en la oracién “esta oracion es falsa”.

Es muy importante destacar que el uso de términos de cita y predicados de
desentrecomillado nos permite afirmar sin problemas y dentro del lenguaje si deter-
minada oracion es verdadera, si es falsa, o si no es verdadera ni falsa. Recuérdese
que en muchas propuestas de solucion a la paradoja del mentiroso, ello solo es
posible en el metalenguaje.

Tomemos, por ejemplo, la oraciéon del mentiroso reforzada—1T'7, donde T es el
predicado “verdadero” y 7 es un término cuya referencia (habitual) es la oracion
=T'7. ;Como podemos afirmar en el lenguaje que la oracion—7'7 no es verdadera?
Es claro que no podemos hacerlo mediante =7'7, porque en esta oraciéon el término
7 carece de referencia. Pero el uso de un término de cita nos da una sencilla
solucion: la oracion =TT —=T'7". A diferencia de =717, que no es verdadera ni falsa,

la oracion =TT =17 es verdadera, pues su evaluacion es:

ng(_‘T[__‘TT—l) = Cﬁ(ng(T'__‘TT_l)) = C’ﬁ(CT(VEDKﬁTT))) - <5 12)
(f |

= C.(Cr(i)) = CL(f) = v

En general, donde hasta ahora habldbamos de la referencia de un término,
ahora deberemos hablar de la referencia de una aparicion de un término. Para ello
cambiaremos el término ¢ por

¢4l (5.13)

donde A es una especificacion de una aparicién de ¢ en una oracién (o en un
término cerrado).
Por ejemplo, para indicar que la referencia del término cerrador en su apari-

cion en la oracién P, es la propia oracién, podemos escribir:
Vor(r™) = Pr (5.14)

Para indicar que el término d" —=T'dx ' no tiene referencia en su apariciéon en la

oracion —T'd" —T'dx", podriamos escribir:

d™ =T dx T4 g dom(Vap)
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En cambio, si en su aparicién en la oracion Pd" —T'dx ', ese mismo término tiene

como referencia la oracion —=7T'd" =T'dx", escribiriamos:

Vor(d™—~Tdz W =TTy — —dr —Tda (5.15)

[A] [B]

En general, cuando dos apariciones de un mismo término, ¢ , tienen refe-

yi
rencia (respecto a una asignacion de variables), ambas tienen la misma referencia
(respecto a esa asignacion de variables), es decir, Vap o(t4) = Vor (#18]). A esa
referencia la llamaremos la referencia habitual del término t (respecto a esa asig-

nacion de variables), que designaremos mediante:
Vi (t) (5.16)

Notese que la referencia habitual de un término (respecto a una asignacion de
variables) es la tinica referencia posible de ese término (respecto a esa asignacion
de variables).

Cuando ¢ es un término cerrado su referencia habitual no depende de ninguna

asignacion de variables, por lo que la denotaremos mediante:

VI(t) (5.17)

5.1.6. Otras oraciones autorreferenciales y contextos refe-

rencialmente anuladores

.Es generalizable el planteamiento de los contextos referencialmente anulado-
res a las oraciones de la forma p(D7) cuando la funcién (C, o Cp) tiene uno o

varios puntos fijos?

5.1.6.1. Un tinico punto fijo

Como hemos visto en el apartado 4.2.3, cuando (C,0Cp) tiene un tinico punto

fijo caben dos planteamientos diferentes:

1. Se considera que el punto fijo de (C,0Cp) es el valor de verdad de la oraciéon
autorreferencial p(D7). Con este planteamiento no hay motivo para que la
referencia del término 7 quede anulada: no hay problema en que la refe-

rencia de 7 sea una oracion fuertemente equivalente a p(D7). Llamamos G

160 © SERAFIN BENITO



5.1. ABORDANDO EL PROBLEMA

a este planteamiento, por estar, en buena medida de acuerdo con el anali-
sis de Gupta (1982, ejemplo (3) en parte IV). También podemos llamarlo

planteamiento extensional.

2. Se considera que, cualquiera que sea el punto fijo de (C, o Cp), la oraciéon
no puede ser verdadera ni falsa a menos que tenga un contenido enunciativo
(completo). Con diferentes estilos, los planteamientos de Mackie (1973) y
Kripke (1975) sugieren que si una oracion atomica,a(D7), en la que apare-
cen predicados de desentrecomillado” posee un contenido enunciativo, dicho
contenido serd reducible al de otra oraciéon atémica, ¢, en la que no apare-
cen predicados de ese tipo: Uspn(a(DT)) = Usn(¢). En cuanto a las oraciones
compuestas, su valor de verdad se deducira segin las definiciones de las
conectivas y cuantificadores que se establezcan?® (por simplicidad, también
convendré en decir que una oracién compuesta tiene contenido enunciativo
completo solo si es verdadera o es falsa). Llamamos MK a este planteamien-
to, por estar, en buena medida de acuerdo con ideas de Mackie y Kripke.

También podemos llamarlo planteamiento intensional.

El planteamiento MK tiene la limitacion de que si el término7 hace referencia a
una oracion fuertemente equivalente a p(D7) no se puede asignar a p(D7) otro
valor de verdad que el punto fijo de (C,0Cp), a no ser que consideremos el contexto
de la oracion p(D7) como anulador de la referencia habitual de 7. Asi pues, si de
algun modo se establece que p(D7) no tiene contenido enunciativo completo, es
decir, que Vor(p(D7)) = 1, el contexto de la oracion p(D7) anulara la referencia
habitual de 7, a menos que el tnico punto fijo de (C, o Cp) sea i.

Un ejemplo informal de esta situacion lo tenemos con la oracion “esta oracion
carece de contenido enunciativo (completo)”. Si siguiendo a Mackie, aceptamos
que dicha oraciéon no tiene contenido y, por tanto, al afirmarla no se afirma nada
verdadero ni falso; nos vemos avocados a aceptar que la expresion “esta oracion”,
en su aparicion en la oracion entrecomillada anterior, no tiene como referencia la

oracion (si la tuviese, afirmar la oracion seria afirmar algo verdadero). Tendria-

"Lo que nosotros llamamos predicados de desentrecomillado representan lo que Mackie (1973,
p. 286) denomina propiedades derivativas. Por otra parte, el predicado de verdad de Kripke
(1975) es un predicado de desentrecomillado.

8Por ejemplo, Mackie (1973, p. 289) senala que la afirmacion de Epiménides (todo lo que
afirme un cretense es falso) sera falsa si algin cretense afirma algo verdadero, pero no intenta
reducirla a una oracion en la que no aparezca el predicado falso.
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mos que admitir que la expresion “esta oracién”, en su apariciéon en la oracién
entrecomillada anterior, no tiene referencia (a pesar de las apariencias).

En general, si la referencia habitual de un término7 es una oracion fuertemente
equivalente a una oracion de la forma p(D7), pero establecemos que esta oracion
no tiene contenido enunciativo completo y sabemos que el tnico punto fijo de
(C, 0 Cp) no es i, tendremos que considerar que el término 7, en su aparicién
en la oracion p(D7), no tiene referencia. Si v es un término que nunca tiene
referencia, v ¢ dom(Van), podremos decir que Van(p(D7)) = Vonr(p(Dv)). Ademas:
v & dom(Von) = Vom(Dvr) = i. Finalmente deducimos:

Van(p(DT1)) = Van(p(Dr)) = Cp,(Van(Dv)) = Cp(i)

Como Vor(p(D1)) = i, se concluye que C,(i) = i. Llegamos asi a un interesante
condicionamiento del planteamiento MK: cualquiera que sea el criterio para de-
terminar si la oracion p(D7) tiene contenido enunciativo, la respuesta ha de ser

afirmativa cuando C,(i) # iy (C, o Cp) tenga un tunico punto fijo perteneciente

a {f,o}.

5.1.6.2. Varios puntos fijos

Cuando la funcion (C, 0 Cp) tenga varios puntos fijos, el lenguaje interpretado
dejaria sin determinar el valor de verdad de la oraciéon autorreferencial p(DT), es
decir, la funcion de valuacion Vgy no quedaria completamente definida. EI mismo
problema tenemos en el lenguaje natural: asi la oracién del veraz puede ser consi-
derada verdadera o ser considerada falsa pero la simetria entre ambas posibilidades
no nos permite decantarnos claramente por una de ellas.

En cualquier caso, mantenemos el muy razonable principio de que toda ora-
cion (emitida en un determinado contexto del que nos abstraemos en el lenguaje
formal) es verdadera o es falsa o no es verdadera ni falsa y que cada una de
estas tres posibilidades excluye las otras dos? Por eso queremos que Von quede

completamente definida. Hay varias formas de conseguirlo!® Cada una de ellas

9Rechazar este principio, no solo es antiintuitivo, sino que, seguramente crearia mas proble-
mas que los que supuestamente pueda resolver. Asi lo hemos comprobado, por ejemplo, en la
critica en este trabajo a las propuestas vagas y a las propuestas inconsistentes de resolucion de
la paradoja del mentiroso.

10La situacion presenta cierta similitud con la planteada en matematicas ante las sucesivas
ampliaciones del concepto de nimero y las relaciones y operaciones aritméticas: cuando, vaya
por caso, se introduce el concepto de ntimero complejo no hay una tnica manera obvia de
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corresponde a un modo de extender los conceptos de verdadero y falso a oraciones
autorreferenciales para las que nuestras intuiciones convencionales no permiten
clasificarlas claramente en lo que respecta a su valor de verdad.

Distinguiré dos tipos de planteamientos, los coherentes con la opcion G (o ex-

tensional) y los coherentes con la opcion MK (o intensional) del apartado anterior.

1. Opcién G. En principio caben dos posibilidades dentro de esta opciéon. Su-
pongamos que la referencia habitual del término7 es una oracion fuertemen-
te equivalente a p(D7) —y, por supuesto, que (C, o Cp) tiene varios puntos
fijos—. Una posibilidad es que la aparicion del término7 en la oracion p(DT)
conserve su referencia habitual; la otra es que pierda su referencia. Sin em-
bargo, la primera posibilidad tiene graves inconvenientes. Tenemos varios
valores de verdad posibles para la oracion p(D7) y ningan criterio que nos
obligue a elegir uno de ellos. Por tanto si queremos definir completamen-
te el valor de verdad de toda oracién tenemos que establecer, no sin gran
arbitrariedad, un criterio por convenio!' Se puede alegar que, situaciones
parecidas, son normales en el Ambito matematico sin que causen extraneza:
por ejemplo el resto de la division entera de -8 entre 3 puede tomarse co-
mo -2 (y el cociente seria -2) o como 1 (y el cociente seria -3) dependiendo
del criterio que, por convenio, elijamos para dividir. Ahora bien, en el caso
que nos ocupa, los problemas para asignar un valor de verdad son mayores
si consideramos sistemas de oraciones que admiten varias asignaciones de

valores de verdad, como el siguiente
Fry;  Fr (5.18)

(supongase que la referencia habitual der; es la oracion F'ry, que la referencia
habitual de 7 es F'1y y que F representa el predicado “falso”): En este caso,
una oracion serd verdadera y la otra falsa, pero el problema es ;qué valor de
verdad damos a cada una? Forzando mucho las cosas podriamos establecer

un criterio por el cual diéramos cierta prioridad a la primera oracion (a la

generalizar la relacion “menor que” existente en el conjunto de los nimeros reales y se ha de
recurrir a criterios como la sencillez, la conservacién del mayor nimero de propiedades posible,
etc. para elegir una de las alternativas.

UPor ejemplo, se podria decidir elegir siempre el valor posterior de los posibles segtin la
relacion de orden total, f < i < v, que hemos establecido por convenio en el conjunto W. Con
este criterio, la oracién del veraz tomaria el valor de verdadv dado que el otro valor posible es

fyf=<o.
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que, por ejemplo, asignariamos primero un valor de verdad segun el criterio
que ya teniamos para el caso de una tinica oraciéon como la del veraz)!? Pero
ni siquiera esto es posible en el caso de una tarjeta que en cada una de sus
caras tiene escritas inicamente la oracion “la oraciéon del otro lado de esta
tarjeta es falsa”; la situacion es tan simétrica que parece inevitable que las
dos oraciones tengan que tener el mismo valor de verdad. Por todas estas

razones, en lo sucesivo, descartaremos esta posibilidad.

Considero mucho més razonable la posibilidad alternativa: que el términor
en su aparicion en la oracion p(D7) no pueda tener como referencia una ora-
ciéon fuertemente equivalente a p(D7) cuando (C, o Cp) tiene varios puntos
fijos. De esta forma se da un mismo tratamiento al caso en que (C, o Cp)
tiene varios puntos fijos que al caso en que (C, o Cp) no tiene ningin punto
fijo y, por ende, el mismo tratamiento a la paradoja del veraz que a la del
mentiroso. Es mas, podemos decir que hay un tratamiento comin para to-
dos los casos en que la referencia habitual de un término 7 es una oraciéon

fuertemente equivalente a p(D7). Es el siguiente:

la aparicion del término 7 en la oracion p(D7) tiene referencia ssi

la funciéon (C, o Cp) tiene un tnico punto fijo
0, en términos de ecuaciones,

la aparicion del término 7 en la oracion p(D7) tiene referencia ssi

la ecuacion x = (C, o Cp)(x) tiene una tnica solucion

Otra ventaja de este planteamiento es que es facil de extender a sistemas de
oraciones como (5.18). Si llamamos z e y a los valores de verdad de F'ry y
Fry, respectivamente, y Cr a la funcion de W en W asociada al predicado
“falso”, el sistema de ecuaciones de valores de verdad asociado al sistema de

oraciones sera:

x=Cr(y); y = Cr(x)) (5.19)

y dado que no tiene una tnica solucion (tiene dos) concluiremos que las apa-
riciones de los términos 7y y 75 en las oraciones F'ry y F'1y carecen de referen-

cia. Aplicado al ejemplo de la tarjeta —del que (5.18) es una formalizacion—,

12Con el criterio senalado en la nota al pie anterior, la oraciéon F'r, tomaria el valor de verdad

v y, como consecuencia, la oracion F'ry seria falsa.
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el resultado es que las expresiones “la oraciéon del otro lado de esta tarjeta”
que aparecen en ella carecen de referencia debido al contexto en que se ha-
llan. Por tanto, ninguna de las dos oraciones de la tarjeta sera verdadera ni

falsa (ambas tendran el mismo valor de verdad:1).

En resumen, la extension mas razonable de la opcién G al caso en que
(C, o Cp) tenga varios puntos fijos, consiste en que el término 7, en su
aparicion en la oracion p(D7), no pueda tener como referencia una oracion

fuertemente equivalente a p(DT).

2. Opcion MK. Es claro que la oracion autorreferencial p(D7) no puede re-
ducirse a una oracion ¢ sin predicados de desentrecomillado, porque, dado
que (C,0Cp) tiene varios puntos fijos, p(D7) admite coherentemente varios
valores de verdad, en tanto que ¢ solo admite uno por carecer de predica-
dos de desentrecomillado. Por consiguiente, desde el punto de vista MK, la
oracion p(D7) carece de contenido enunciativo. De hecho Mackie (1973, p.
260) considera que la pronunciacion declarativa de la oracion del veraz ("lo
que ahora digo es verdadero”), ejemplo paradigmatico de este tipo de ora-
ciones, no constituye un enunciado verdadero ni uno falso porque realmente

no afirma nada.

Lo natural en este planteamiento es pues considerar que Vop(p(D7)) = i.
Cuando i sea un punto fijo de (C, o Cp) podrd mantenerse la referencia
habitual de 7 pero, en caso contrario, habria que admitir que el término
7 no tiene referencia en su aparicion en la oracion p(D7). Trasladado al
ejemplo informal de la oracién del veraz anterior, la expresion “lo que ahora
digo” careceria de referencia lo cual explicaria que la oraciéon no se pueda

considerar verdadera ni falsa.

Ahora bien, como hemos visto mas arriba, si 7 no tiene referencia en su
aparicion en la oracion p(D7), se cumple Von(p(D7)) = C,(i). Por eso, un
condicionante de este planteamiento en el que Vor(p(D7)) = i, es que debe

cumplirse C,(i) =i (cuando i no es un punto fijo de (C, o Cp)).

Conviene observar algunas similitudes y diferencias entre las dos opciones que
hemos denominado G y MK. En ambas, se acaba resolviendo del mismo modo
la oracion del mentiroso y, en general, las oraciones de la forma p(DT) para las

que (C, o Cp) no tiene ningin punto fijo: el término 7, en su aparicion en la
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oracion p(DT) no puede tener como referencia una oracion fuertemente equivalente
a p(D7). La misma conclusion también es compartida por ambas opciones en los
casos en que el conjunto de puntos fijos de (C,0 Cp) es {f, v} (es decir, hay varios

puntos fijos pero i no es uno de ellos).

La diferencia esencial es que la opcién MK tiene un condicionante importante
(que no tiene la opcion G): cuandoi no es un punto fijo de (C,0Cp) y la aparicion
de 7 en la oracion p(D7) no tiene referencia, debe cumplirse, como se ha visto
mas arriba, C,(i) = i. En principio esto hace imposible dar solucion a la oracién
~F'1, si la referencia habitual de 7 es la propia oraciéon —algo facil de conseguir
usando por ejemplo la diagonalizacion—, F' es el predicado “falso” (Cr(f) = v,
Cr(v) = Cr(i) = f) y ~ es la negacion exclusiva (es decir, C(v) = f, C.(f) = v,
C.(i) = v). En este caso particular la funciéon (C, o Cp) pasa a ser (C. o Cp)
que tiene dos puntos fijos: los valores de verdad{ y v. En consecuencia, la oracién
~F'7 admite coherentemente cualquiera de esos dos valores de verdad por lo que,

segtn el planteamiento MK, no tiene contenido enunciativo. Pero entonces,
Vor(~F1) =1 (5.20)

y, como i no es un punto fijo de (C. o Cr), la aparicion de 7 en ~F'7 no puede

tener referencia. Sin embargo, esto nos lleva a que Vop(F1) =i y:
Vor(~F71) = Co(Vam(F1)) = CL(i) =0 (5.21)

lo cual se contradice con (5.20).

Con la opcién G la evaluacion de la oracion ~F'7 no presenta problemas: como
(C. o Cp) tiene varios puntos fijos, la aparicion de 7 en ~F' no tiene referencia

y la valuacion correcta es (5.21), es decir, la oracion es verdadera.

Aunque las posibilidades de la opcion MK requieren un estudio mas profundo,
la opcion G nos resulta inicialmente més sencilla y menos problemaética por lo que

serd la que usaremos en el resto de este trabajo.
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5.2. Analisis de sistemas de oraciones mediante

sistemas de ecuaciones de valores de verdad

En los proximos apartados estudiaremos sistemas de oraciones, paraddjicos o
no, e intentaremos generalizar el planteamiento G a tales sistemas. Para ello aso-
ciaremos a los sistemas de oraciones sistemas de ecuaciones de valores de verdad
y determinaremos qué apariciones de términos pierden su referencia habitual te-
niendo en cuenta el nimero de soluciones de los sistemas de ecuaciones. Una vez
que se sabe qué apariciones de términos pierden su referencia habitual y cudles

no, la evaluacion de las oraciones deja de ser problematica.

5.2.1. La paradoja del mentiroso como sistema de dos ecua-

ciones

Una version de la paradoja del mentiroso se obtiene mediante el siguiente par

de oraciones

(1) (2) es verdadera

(2) (1) no es verdadera

Podriamos formalizar este sistema mediante
Tty =1T'1 (5.22)

siempre que, de alguna forma, se establezca que la referencia habitual der; es la
oracion T'ry y la referencia habitual de 75, la oracion —T'ry; es decir, V(1) = T'ry
y V(7)) = =T1.1* En el supuesto de que 7, y 7o también tienen su referencia

habitual cuando aparecen en las oraciones 't y =711, tendremos:

(5.23)

Vor(T'm) = Cr(Van(=T1)) }
Vg)jt(_'T’?j) - C—.(Vgﬁ(T7'1>> - C—.(CT(VW((TTQ)))

BVease, por ejemplo, Smullyan (1996, p. 9) o simplemente, establézcase directamente la re-
ferencia habitual de cada término en el modelo.
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Si llamamos x1y x9 a los valores de verdad de las oraciones 'y y —1'1y, respecti-

vamente, basandonos en el sistema anterior, podemos obtener:

71 = Cr(s) } (5.24)

zy = C-(Cr(z1))

Mientras no se indique lo contrario, la negacion y el predicado verdadero los en-
tenderemos de modo que el grafo de C_ sea {(f,0),(v,f),(i,i)} v el de Cr sea
{(f,1), (b,0), (i, f) }. Entonces, es facil comprobar que el sistema de ecuaciones an-
terior no tiene solucion. Por tanto, el supuesto de quer; y 7 tienen su referencia
habitual cuando aparecen en las oraciones T’ y =171 es falso. Caben entonces
tres posibilidades en cuanto a la referencia de 71 y 7 cuando aparecen en las

oraciones T'my y —1'1y:

1. Vau(rl ™) = T, pero 7 carece de referencia (r1"™ ¢ dom(Vax)). Entonces:

Vor(T'72) =i } (5.25)

VWY(_‘TTl) = Cﬁ(CT(ng(TTQD) = CL(CT(l)) =0

2. ng(TQ[TTQ]) = —T'm; pero 71 carece de referencia (Tl[ﬁTﬁ] ¢ dom(Van)). En tal

caso:
ng(_‘TTl) = O—.(ng(TTl)) = C—.(l) =1 (5 26)
Vor(T'r2) = Cr(Von(—T11)) = Cr(i) = f
3. Tanto 7, como 7, carecen de referencia (7 & dom(Vax), 71 7 & dom(Vax)).
Entonces:
Try) =i
VonlT're) = & o (5.27)
Vor(=T7) = C-(Vou(T11)) = C-(1) =i

Es claro que no hay mayor motivo para afirmar que 7; carece de referencia que
para afirmar que 7, carece de referencia ni al contrario. Por tanto, las opciones 1
y 2 resultan arbitrarias y no hay razéon para preferir la opcion 7 a la 2 ni la 2
a la 1. En cambio, un principio de simetria nos haria decantarnos por la opciéon
3. Ademas, esta opcion estd més en consonancia con la alternativa G que hemos
escogido: recordemos que se evitaba elegir un valor de verdad para una oracion
cuando no habia ningin motivo para preferirlo a otro, lo cual también puede verse
como la aplicacion de un principio de simetria. También hay que recordar que en

algunos ejemplos similares, como el de la tarjeta que por ambas caras tiene una
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misma oracion (por ejemplo, la oracion “lo escrito en la otra cara de esta tarjeta
es falso”), la aplicacion del principio de simetria es inevitable.

Incluso en el planteamiento MK, la opcion 8 es la tinica posible: ninguna de
las dos oraciones de esta paradoja son reducibles a oraciones sin predicados de
desentrecomillado, por tanto carecen de contenido enunciativo lo que conlleva que

su valor de verdad es i, algo que solo ocurre en la opcién 3.

5.2.2. La paradoja del veraz como sistema de dos ecuacio-

nes

Una version de la paradoja del veraz se obtiene mediante el siguiente par de

oraciones
(1) (2) es verdadera
(2) (1) es verdadera

Podemos formalizar este sistema mediante
T1o; Ty (5.28)

siempre que se establezca que la referencia habitual der; es la oracion T'r, y la
referencia habitual de 75, la oracién T'ry. Siguiendo el mismo procedimiento que
en el apartado anterior, si llamamos z1y x5 a los valores de verdad de las oraciones

Tty y T'my, respectivamente, podemos obtener el sistema de ecuaciones:

T = CT(IQ)

15 = Cr(ay) (5.29)

Este sistema esta basado en el supuesto de queT; y 7 tienen su referencia habitual
cuando aparecen en las oraciones T'7» y T'm;. Pero ahora el sistema no es incom-
patible sino indeterminado; en concreto, tiene dos soluciones: a)z; = x2 = v;
b) x; = x93 = f. Sin embargo, no hay motivo para decantarnos por una de ellas
a costa de la otra. Tenemos el criterio de exigir que quede determinado inequi-
vocamente un unico valor de verdad para toda oraciéon, por lo cual no podemos

admitir que 73 y 7» tengan su referencia habitual cuando aparecen en el sistema

© SERAFIN BENITO 169



5. EN BUSCA DE UNA SOLUCION

de oraciones (5.28). Finalmente, el criterio de simetria nos lleva a concluir que ni
71 ni 7» tienen su referencia habitual en ese contexto!*

También es claro que, en el planteamiento MK ninguna de las dos oraciones
de esta paradoja son reducibles a oraciones sin predicados de desentrecomillado,
por tanto carecen de contenido enunciativo lo que conlleva que su valor de verdad
es i, algo que solo ocurre cuando ni 7y ni 7, tienen su referencia habitual en el

contexto del sistema (5.28).

5.2.3. La paradoja de Léb/Curry

La paradoja de Lob puede presentarse mediante la siguiente oracion:
(1) Si (1) es verdadera entonces Dios existe

Como sabemos esta paradoja permite demostrar que Dios existe o cualquier otra
afirmaciéon que pongamos en su lugar. ;Cudl es ahora nuestro analisis? La ora-
cion es de la forma (Tt — p), donde la referencia habitual de 7 es la pro-
pia oracion y p representa la proposicion “Dios existe”. El valor de verdad de
la oracion es Vor((I't — p)) = C_(Vam(T'7),Vom(p)). Ahora bien, si 7 tiene
aqui su referencia habitual, es decir, si Vop(r[("™P)l) = (T'r — p), entonces
Vor(T7) = Cr(Vor((T'T — p))). Es facil comprobar que, si llamamos z al valor de

verdad de (T'T — p), obtendremos la siguiente ecuacion:
v = C_(Cr(x), Van(p) (5.30)

que solo tiene solucion cuando Vor(p) = v (entonces la solucion es z = v).

Por tanto, nuestra conclusion es que si la referencia habitual det es la oraciéon
(T't — p), la oraciéon constituye un contexto anulador de la referencia der solo
cuando p no es verdadera. Esto simplemente confirma que los motivos por los que
algunos términos dejan de tener su referencia habitual en el contexto de ciertas
oraciones son de naturaleza seméntica e incluso empirica.

Finalmente, es importante observar que sip es verdadera y usamos la logica

trivaluada fuerte de Kleene, Vor((1T'T — p)) = v independientemente de si 7 tiene

14Una vez més la necesidad de respetar el criterio de simetria es evidente si consideramos
una tarjeta que en cada una de sus caras tiene escrita la oracién “la oracién de la otra cara es
verdadera”. El problema se formalizaria de igual modo pero la simetria de la situaciéon es mas
evidente.
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o no referencia. Por eso, incluso en el planteamiento MK tendriamos que admitir

que Vor((T'T — p)) = v.

5.2.4. El ejemplo de Gupta

Tomemos el ejemplo de Gupta (1982, ejemplo (3) en parte IV), simplificado

como se indica a continuaciéon:

(al) (b) es verdadero;
(a2) (b) no es verdadero
(b) (al) no es verdadero o (a2) no es verdadero

Podemos formalizar las oraciones mediante
TG, -T3; (-Tay vV Tas) (5.31)

suponiendo que las referencias habituales de oy, as y (3 son, respectivamente, las
oraciones T3, =Ty (—=T'ay V =Tay). Si llamamos z, y, z a los valores de verdad
de las respectivas oraciones, y suponemos que a1, as y 3 tienen su referencia

habitual cuando aparecen en ellas, obtenemos el siguiente sistema:

y = C-(Cr(2)) (5:32)
z = Cy(C-(Cr(x)),C-(Cr(y)))

El sistema tiene una tnica soluciéon: z = = = v, y = §, lo que refleja el analisis
informal por el cual Gupta afirmaria que las oraciones (al) y (b) son verdaderas
y (a2) es falsa.

En cambio, con el planteamiento MK, parece bastante claro que ninguna de las
oraciones tiene contenido —unas oraciones dicen algo sobre las otras pero ninguna
dice nada empirico, ninguna est4 fundamentada segtin el concepto de Kripke—.
En tal caso, el inico valor de verdad que podriamos asignarle a cada oracion esi,
lo cual solo es posible si el sistema (5.31) constituye un contexto anulador de la

referencia de los términos oy, as v 5.
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5.2.5. Analisis general de sistemas finitos de oraciones no

cuantificadas

En los siguientes apartados generalizaremos el analisis de los sistemas de ora-

ciones anteriores al caso general de sistemas finitos de oraciones no cuantificadas.

5.2.5.1. ;Oraciones-tipo u oraciones-caso?

En los lenguajes formales que hemos utilizado, las oraciones han sido tratadas
como oraciones-tipo, es decir, no hemos distinguido diversas instancias de una
misma oracion.

Sin embargo, ejemplos como el siguiente nos llevan a plantear la cuestion de
si debe realizarse tal distincion.

Consideremos un aula con dos pizarras, una verde y otra negra. En cada una
de ellas lo tnico escrito es: “la oracion escrita en la pizarra negra no es verdadera”.
Tenemos dos instancias de una misma oraciéon-tipo, es decir, dos oraciones-caso y
una tnica oracién-tipo. La oracion-caso de la pizarra negra es paradojica: segiin
nuestro andlisis, su término sujeto carece de referencia y la oraciéon no es verda-
dera ni falsa. Si las oraciones-caso solo fueran maneras de ejemplificar una misma
oracion-tipo, el término sujeto de la oracién-caso de la pizarra verde también de-
berfa carecer de referencia. Pero no parece que haya ningin motivo independiente
que lo justifique. Por el contrario, resulta més natural entender que el contenido
de la oracién-caso de la pizarra verde es que la oracidén-caso escrita en la pizarra
negra no es verdadera, lo cual, segiin acabamos de ver, es algo verdadero.

Tenemos pues dos alternativas: a) permitir que distintas oraciones-caso de
una misma oracion-tipo, puedan tener distintos valores de verdad; b) partir del
supuesto de que cuando atribuimos a una oraciéon un valor de verdad lo estamos
atribuyendo siempre a una oracién-tipo.

Para formalizar el ejemplo anterior es claro que usariamos una oracién-tipo de
la forma —7'7. En la primera alternativa, podemos distinguir las dos oraciones-caso
mediante una etiqueta anadida a la oracion-tipo. Por ejemplo, la oracién-caso de la
pizarra verde podria representarse mediante [verde; =T'7] y la de la pizarra negra
mediante [negra; —T'7] siempre y cuando la referencia habitual del término T sea
la oracion-caso [negra; =T'7|. Ahora, la funcion de valuacion, Von, no la podriamos
aplicar a la oracion-tipo, =717, pero si a las oraciones-caso. Seglin nuestro analisis

informal, debe cumplirse: Von([negra; -1'7]) =iy Von([verde; =T'1]) = v.
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Para referirnos a una suboraciéon de una oracidén-caso, podemos utilizar la
misma etiqueta que para la oracion-caso y una coma (en vez de un punto y coma)
para separar la etiqueta de la suboracion. Por ejemplo, [verde, TT] representa
la suboracién T'r dentro de la oracién-caso [verde; =T'7]. Asi podemos expresar
como se calcula el valor de verdad de una oracién-caso en funciéon del de sus

suboraciones. Para la oracion-caso [negra; =T'7] tendriamos:
Van([negra; =T7]) = C-(Von([negra, T't))) = C-(i) =i (5.33)

donde hemos tenido en cuenta que el término 7 carece de referencia dentro de la
oracion-caso [negra; =T'7], y por tanto dentro de la suboracion [negra, T't], lo que

hace que Von([negra, T']) = i. La evaluacion de la oracion-caso [verde; =1'7] sera:

Von([verde; =T'7])) = C(Van([verde, T'T])) =

' (5.34)
= C-(Cr(Van([negra; =T'7]))) = C-(Cr((i)) = v

Aqui el término 7 dentro de la suboracion [verde, T'T] tiene su referencia habitual:

la oracion-caso [negra; ~1'7]. Por eso, Van([verde, T't]) = Cr(Von([negra; =1'1])).

Este etiquetado de oraciones anade sin duda complejidad a la sintaxis y seman-
tica del lenguaje formal, aunque afortunadamente la distincién entre instancias
de una misma oracién-tipo solo serd necesaria en aquellas oraciones-tipo que con-
tengan términos susceptibles de perder su referencia habitual, puesto que, como
en el ejemplo anterior, podria haber oraciones-caso donde un término perdiera la
referencia habitual y otras donde no. Como ejemplo de oracién-tipo donde no es
necesaria (para nuestro proposito) la distincion entre sus diversas instancias, sirve
cualquier oracion del lenguaje formal, ¢, carente de predicados de desentrecomi-
llado. Si [1;¢] v [2; ¢] fuesen dos instancias cualesquiera de la oracién ¢, entonces
Vor([1; ¢]) = Van([2; ¢]). Podriamos pues, referirnos al valor de verdad de cualquier
instancia de la oracion ¢, sin especificar una concreta, escribiendo Vox([*; ¢]) —el
asterisco se interpretaria como “cualquier instancia de’— o, incluso, simplemente

escribiendo Von(yp).

A pesar de que, posiblemente, el “problema de las dos pizarras” sugiera la
conveniencia de permitir que distintas oraciones-caso de una misma oracion-tipo
puedan tener distintos valores de verdad; también puede abordarse partiendo del
supuesto de que cuando atribuimos a una oraciéon un valor de verdad lo estamos

atribuyendo siempre a una oracién-tipo. En efecto, llamemos simplemente oracion
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a la oracién-tipo. Las oraciones-caso de cada pizarra seran simplemente instancias
de una misma oracién cuya formalizacion serd =1t —siempre que la referencia
habitual del término 7 sea la propia oraciéon =1'7—. Y, como sabemos, segiin nues-
tro andlisis, la aparicion del término 7 en la oracion —7T'7 carecerd de referencia.
Desde el punto de vista informal, en las dos pizarras hay una instancia de una
misma oracion: no hay dos oraciones y, por eso, no tiene sentido decir que una es
paraddjica y otra no o que en una el término sujeto tiene referencia y en otra no.
Solo hay una oracién y es paraddjica.

Como sabemos algunas propuestas de solucién presentan el problema de que
las propias conclusiones no pueden expresarse en el lenguaje objeto sino en un
metalenguaje donde las paradojas siguen sin resolverse. Cabe plantearse si con
esta segunda alternativa se pierde la posibilidad de expresar, en el propio lenguaje
formal, que la oracion —=T'7 no es verdadera. Si fuera asi, no podria formar parte
de una solucion satisfactoria. Pero afortunadamente, es muy sencillo expresar, en
el propio lenguaje formal, que la oracion =7'T no es verdadera: basta con usar la
oracion —1" =T'7. La clave esti en usar términos de cita puesto que sabemos que
nunca pierden su referencia.

En este trabajo, continuaremos con el supuesto de que cuando atribuimos a
una oraciéon un valor de verdad lo estamos atribuyendo siempre a una oracion-tipo.
Pero aunque no desarrollaremos la evaluacion de oraciones desde el planteamiento
de permitir que distintas oraciones-caso de una misma oracién-tipo, puedan tener
distintos valores de verdad, si haremos comentarios puntuales al respecto cuando

resulten relevantes.

5.2.5.2. La herramienta de los grafos

Nos valdremos del uso de grafos orientados para el analisis de sistemas de
oraciones. Revisemos brevemente parte de la nomenclatura habitual para este
tipo de grafos.

Un grafo (orientado) es un conjunto de pares (ordenados) de elementos. Cada
elemento es un wvértice del grafo. Cada par ordenado de vértices es un arco. Un
camino es una secuencia de arcos en la que el vértice final de cualquier arco es
el mismo que el vértice inicial del siguiente. Un ciclo es un camino en el que el
vértice inicial del primer arco es el mismo que el final del altimo arco.

Un grafo es fuertemente conero ssi para todo par de vértices distintos (u,v)

existe un camino de v a v y un camino de v a w.
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Un grafo orientado es conezo ssi se convierte en fuertemente conexo cuando
para cada arco (u,v) del grafo afiadimos, si no existia, el arco (v, u).
Dado un conjunto, O, al establecer en él una relacién binaria, R,'® se establece

un grafo que designaremos como G(R, O):
G(R,0) =4ef {(u,v)/(u,v) € © x O A (uRv)} (5.35)

En el conjunto de vértices, ©, de un grafo orientado, G(R, ©), podemos es-
tablecer la relacion de equivalencia ~g: dos vértices, u y v, estan relacionados,
u ~pg v, solo cuando son iguales o, en G(R, ©), hay un camino de v a v y un ca-
mino de v a u. Es casi trivial comprobar que la relacion ~g es de equivalencia, es
decir, cumple las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva. Como toda relacion
de equivalencia establece una particion del conjunto © en clases de equivalencia.
Representamos la clase de equivalencia del elemento v mediante [u].., v el con-
junto de todas las clases de equivalencia mediante ©/~pg. Lo interesante es que
cada uno de los subgrafos G(R, [u]~,) es un grafo fuertemente conexo. En efecto,
si u1y us son dos elementos distintos pertenecientes a [u].,, se cumple, u; ~g us,
es decir, en G(R,©), hay un camino de u; a uy y de ug a uy. Por la propiedad
transitiva de ~g, los vértices de estos caminos pertenecen todos a[u]. .luego, po-
demos concluir que en G(R, [u]~,,) hay un camino de uy a uy y de us a uy, es decir,
que G(R, [u]~,) es un grafo fuertemente conexo.

Sobre el conjunto de clases de equivalencia, © /~g, definimos la siguiente rela-

cion binaria:
(Ul <R [V]~p  SST U]y # [V]op A Ta,b (a € [ulo, AbE U], A aRb) (5.36)

Es obvio que se trata de una relacion irreflexival® También es facil ver que es

asimétrica. En efecto, cuando [u]., <gr [v]~, existen a,b tales que a € [u]

~R ~R?

b € [v]~, ¥y aRb; por tanto, hay un camino en el grafo G(R, ©) desde cualquier
elemento de [u]., hasta a (dado que u ~g a), un arco de a a b (dado que aRb) y
un camino desde b a cualquier elemento de [v].,. En definitiva, si [u]., <g [v]~p
hay en el grafo G(R, ©) un camino desde cualquier elemento de [u]..,, a cualquier
elemento de [v]. . Por tanto, no puede ser [v].., <g [u]~, ya que entonces también

habria un camino en el grafo G(R, ©) entre, por ejemplo, v y u. Al haber un camino

5Ver apéndice A, apartado A.3.
16T,a nomenclatura usada acerca de relaciones binarias estd en el apéndice A, apartado A.3.
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entre u y v y otro entre v y u, se cumpliria u ~g v y, por tanto, [u]., = [v]-,.

Esto tltimo contradice la hipotesis de que [u]., <g [v]~g.

5.2.5.3. Definiciones

Con objeto de poder establecer un método general de analisis de sistemas de

oraciones es conveniente establecer algunas definiciones.

Definicion 5.1 (referencia semaéantica). La expresion cerrada o contiene una
referencia semdntica aparente a la expresion cerrada 3, mediante el término ce-
rrado T, st y solo si en « hay una aparicion de una expresion de la forma DT,
donde D es un predicado o una funcion de desentrecomillado, la aparicion det
en D1 es referencial respecto a o’ y la referencia habitual de T es la expresion (3.
St T es un término de cita o la aparicion deT en DT no estd en un contexto re-
ferencialmente anulador, la expresion o contiene una referencia semdntica (real)

a la expresion B (mediante el término 7).

Notese que las referencias seménticas reales son un caso particular de las refe-

rencias semanticas aparentes.

Definicién 5.2 (referencia seméntica sin término de cita). Entre dos ez-
presiones formales, a y 3, de un lenguaje interpretado se da la relacionS, S0, si
y solo si a contiene una referencia semdntica aparente a la expresion 3 mediante

un término que no es de cita.

Aunque las definiciones anteriores son aplicables a expresiones formales en
general —sean oraciones o términos cerrados—, en lo sucesivo, ignoraremos los
términos que tienen referencias semanticas aparentes a otros términos y nos li-
mitaremos a las oraciones que tienen referencias semanticas aparentes a otras
oraciones.

La importancia de la relacion S es que, en el supuesto de que los términos, no
de cita, mediante los que una oracién contiene referencias seméanticas aparentes
a determinadas oraciones, tengan su referencia habitual, el valor de verdad de la
oracion puede expresarse en funcion de los valores de verdad de esas oraciones y

de ninguna otra. Por ejemplo, consideremos la oracion ¢y:

(=T v T Fry7) (5.37)

I"Es decir, al sustituir la aparicién de 7 por otro término con la misma referencia, o se
convierte en otra expresion, o, con la misma referencia que . Véase definicién 4.10 en p. 79.
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y supongamos que 1"y F' son predicados de desentrecomillado y las referencias
habituales de los términos cerrados 71 y 7o son respectivamente la oraciéon ¢q y
una oracion ws. Entonces tenemos ©1.5¢p1 v ¢15¢s lo que indicara que el valor de
verdad de ¢ puede expresarse en funcion de los valores de verdad dep; y de o
(y de ninguna otra oracion). En efecto, si abreviamos los valores de verdadp; y
o mediante las incognitas x; y xo, respectivamente, basta aplicar la nocion de

predicado de desentrecomillado y la composicionalidad para obtener:

21 = Oy(CL(Cr(21)), Cr(Cp(x2))) (5.38)

El valor de verdad de ¢ también puede descomponerse de otras formas, como
Van(p1) = Cy(Vor(=T'm), Vor(T" F127)) (5.39)

donde un argumento de la funcién C\, es el valor de verdad de la oracion —71'7,
pero en el supuesto de que 71 conserva su referencia habitual, el valor de verdad

de =T'm; depende, en tultima instancia del de ¢;.

Definicién 5.3 (conjunto de oraciones S-cerrado). Un conjunto de oraciones

® de un lenguaje es S-cerrado si y solo si no existen dos oraciones del lenguajep
y ¥ tales que (9 € ) A (pSY) A (P & D).

En principio, un sistema de oraciones esta incompleto si el conjunto de ora-
ciones no es S-cerrado, porque, en el supuesto de que todos los términos tengan
su referencia habitual, el valor de verdad de algunas oraciones dependera del de
otras que no estan en el sistema. Asi pues, ante un conjunto de oraciones que no
es S-cerrado, hay que anadir las que faltan para que lo sea. Solo entonces debemos
proceder a evaluarlas. Siguiendo con el ejemplo, el hecho de quey; Sy, indica que
el conjunto {1} no es S-cerrado y, al mismo tiempo, que no se puede evaluar
1 aisladamente sino como parte de un sistema de oraciones al que también debe

pertenecer la oracién @s.

Definicion 5.4 (oracion fundamentada). Una oracion ¢ perteneciente a un
conjunto de oraciones S-cerrado, ®, estd S-fundamentada si y solo si no hay un

camino infinito a partir de o en el grafo G(S, ®).

Se pueden distinguir dos clases de caminos infinitos en un grafo: los que pasan

por un numero finito de vértices y los que contienen un nimero infinito de vértices.
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Obsérvese que en un grafo en el que hay un camino circular también hay un

camino infinito —obtenido repitiendo infinitas veces el camino circular—.

5.2.5.4. En busca de un procedimiento de evaluacién

Observando ahora algunos de los ejemplos estudiados (el ejemplo de Gupta o
las paradojas del veraz y del mentiroso como sistemas de oraciones), comprobamos
que para calcular el valor de verdad de sus oraciones —con el planteamiento G—
nos hemos valido de: 1/ el sistema de ecuaciones de valores de verdad obtenido
bajo el supuesto de que todos los términos tienen su referencia habitual; 2/ un
principio de simetria por el que si el sistema de ecuaciones tiene una tinica solucion
todos los términos tienen su referencia habitual, pero, en caso contrario, ninguna
de las referencias seménticas aparentes a oraciones del sistema es real (salvo las
realizadas mediante términos de cita que nunca pueden dejar de ser reales).

Una vez que se sabe qué apariciones de términos pierden su referencia habitual
y cuales no, la evaluacion de las oraciones deja de ser problemética.

Estas observaciones serdn fundamentales para resolver nuestro problema: da-
do un conjunto finito de oraciones no cuantificadas, ®, S-cerrado, evaluar sus
oraciones —desde el punto de vista que hemos dado en llamar G—.

Hemos visto en el apartado 5.2.5.2 que, a partir de la relacionS, podemos defi-
nir sobre ® la relaciéon de equivalencia ~g: dos oraciones, u y v, estan relacionadas,
u ~g v, solo cuando son iguales o, en G(S, @), hay un camino de u a v y un camino
de v a u. Es facil comprobar que en cualquiera de los ejemplos antes mencionados
(el ejemplo de Gupta o las paradojas del veraz y del mentiroso como sistemas de
oraciones) la relacion ~g solo produce una clase de equivalencia. Evidentemente
puede haber conjuntos de oraciones donde la relacion ~g genere varias clases de
equivalencia. Por tanto, la forma en que hemos solucionado aquellos ejemplos no
es generalizable sin mas a cualquier sistema de oraciones.

También hemos visto en el apartado 5.2.5.2 que, sobre el conjunto de clases de

equivalencia ®/~g, podemos definir una relacion binaria <s. Recordemos que
[Ulmg <5 [V]mg 88T [u]og # [V]og A Ta,b(a € [u]ag A b€ [v]ug A aSh) (5.40)

debido a lo cual, cuando [u]., <g [v]., existen dos oraciones, a y b, tales que

~s
aSb, a € [u]y y b € [v]~,. Consiguientemente, cuando [u]., <g [v]~y —y en el

supuesto de que todos las referencias seménticas aparentes a oraciones de[v].g
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sean reales—, al menos una oracion de [u]., —la oracién a— tiene un valor de
verdad que depende del de una oracion de [v]., —la oracién b—. Sin embargo, el
valor de verdad de cualquier oracion de [v].., puede expresarse de modo indepen-
diente del valor de verdad de cualquier oracion de [u]., debido a que, en el grafo
G(S, @), no puede haber ningiin camino entre una oracion de[v]., y una de [u]
—si lo hubiera, [u]~, y [v]~g serfan la misma clase porque ya hay un camino, que

pasa por (a,b), entre cualquier oracion de [u]., y cualquier oracion de [v].—.

La conclusion es sencilla: cuando [u]~, <g [v]~g deben evaluarse las oraciones
de [v]., antes que las de [u].4 v al evaluar estas ha de tenerse en cuenta como se

evaluaron las de [v].,.

La siguiente cuestion es como evaluar las oraciones de una cualquiera de las
clases de equivalencia [u].,. Aqui si podemos aplicar el procedimiento seguido
en ejemplos como el de Gupta en el que todas las oraciones formaban una tnica
clase de equivalencia. Pero con una salvedad: en general hay que tener en cuenta
como se han evaluado las oraciones de las clases de equivalencia cuyas oraciones

se debian evaluar antes.

Consideremos el siguiente ejemplo:

3 M= 1
(Trs v T —T7")

)
) "I (5.41)
)
)

Y1
Y2
¥3
P4

(
(
( (=T13 ANT1)

( Hr

con los siguientes supuestos: 1/ ¢; a ¢4 son nombres con los que en el metalenguaje
identificamos las oraciones; 2/ la referencia habitual de;, es la oracion ¢;, para
1 <i < 4; 3/ lainterpretacion de las conectivas logicas es la de la 1ogica trivaluada
fuerte de Kleene; 4/ los predicados T'y H son predicados de desentrecomillado

cuyas funciones asociadas Cr y Cp, respectivamente, vienen dadas por Cr(f) = f,

CT(l) = ](, CT(U) =0, OH(f) =0, CH(l) =0, CH(U> = f

Entonces ® = {1, v2, ¥3, s}, ©15¢1, porque ¢; tiene una referencia semén-
tica aparente a @1 mediante 7i; ©1Sp3, porque @ tiene una referencia semantica

aparente a 3 mediante 73, etc. Asi podemos comprobar que:

G(S,®) = {(p1, 1), (1, 93), (92, 01), (03, 01), (@3, 03), (@1, 01)} (5.42)
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También vemos que @1 ~g @3 porque en el grafo anterior hay un camino de ¢; a
3 y viceversa. Si seguimos analizando el grafo G(S, ®) veremos que las clases de

equivalencia formadas por la relacion ~g son {¢1, @3}, {p2} v {4}, es decir:

®/~s= {1, 3}, {2}, {a}} (5.43)

Al establecer en ®/ ~g la relacion <g tenemos que {p2} <s {¢1, 3} porque
©aSp1 vy {pa} <s {¥1,p3} porque puSp;. Por tanto debemos evaluar primero
las oraciones de la clase de equivalencia {¢1, p3} v, después, las de {p2} v {©4}
—no importa en qué orden—. Para evaluar las oraciones de {¢1, p3}, obtenemos
su sistema de ecuaciones de valores de verdad (bajo el supuesto de quer; y 73
tienen su referencia habitual). Si los valores de verdad que tendrianp; y @3, res-
pectivamente, en caso de que 71 y 73 no perdieran su referencia, los representamos
mediante las incognitas 1 y x3, el sistema de ecuaciones de valores de verdad
que podemos obtener, teniendo en cuenta la composicionalidad y queT es un

predicado de desentrecomillado, es:

(5.44)

71 = Oy(Cr(ws), Cr(Co(Cr(x1)))) }
T3 = C/\(Oﬂ(CT(%))y OT(xl))

Se trata de un sistema sin solucion, por lo que la aplicacion del principio de
simetria nos lleva a concluir que las apariciones de los términos 7 y 73 en las
oraciones ¢; y 3 carecen de referencia. Esta conclusion nos permite evaluar las

oraciones ¢1 y s3:

ng(gol) = Vg)j(((TTg V T'__|T7'1—|)) = C\/(Vg);n(TTg), CT(ng(_'TTl))) =

: : , . (5.45)
= Ov(Van(T'73), Cr(C-(Vam(Tm1)))) = Cv (i, Cr(C- (1)) = Cv (i, f) = i

Vsm(SDS) = C/\(Cﬂ(vsm(TTza))a Vsm(TTl)) = C/\<C—‘(i)’i) = CA(i, i) =1 (5-46>

El siguiente paso es evaluar las oraciones de {2} v de {¢4} teniendo en cuenta
como se han evaluado las de {¢1, p3}. Para ello debemos responder la siguiente

cuestion: jpierde su referencia habitual la apariciéon del términor; en las oraciones

02y P47

Veremos que la respuesta a la pregunta puede ser diferente si distinguimos, o
no, diversas instancias de una misma oraciéon. Si hacemos esa distincion, es decir,

si distinguimos oraciones-caso, no hay motivo para que el término 7 pierda su
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referencia en las oraciones s v (4. La evaluacion de oy v @4 seria:
Van(ip2) = C-(Cr(Van(e1))) = C-(Cr (i) = CL(f) = v (5.47)

Vor(os) = C(Vor(1)) = Cu(i) = v (5.48)

(por simplicidad, no usamos las notaciones introducidas en el apartado 5.2.5.1).

En cambio, si los valores de verdad no los atribuimos a oraciones-caso sino a
oraciones-tipo, el término 7; carecerd de referencia en la oracion . Si no fuera
asi tendriamos Von(¢2) = Vor(=1T'11) = v como en (5.47), al tiempo que, dada la
forma de 1, Von(v1) = Cy(Vor(T'13), Cr(Von(—T'11))). Pero entonces,

V(1) = Cy(Von(T'73), Cr(v)) = v (5.49)

lo que contradice a (5.45). El motivo es que al evaluar—7'm; en (5.45) como parte
de la oracion ¢; hemos considerado que 71 carece de referencia, por lo que no
podemos considerar lo contrario en ninguna otra evaluacion de =7'7; (ya que se
trata de la misma oracioén-tipo).

Asi pues, si los valores de verdad los atribuimos a oraciones-tipo, la evaluacion

correcta de py es:
Vor(p2) = Vor(—T'11) = C-(Vor(T'11)) = C-(i) =1 (5.50)

Finalmente, ;debe perder la aparicion de 7; en la oracion ¢, su referencia
habitual? En principio, no, porque la oraciéon H7; no es una parte propia de ¢; ni

de ¢3. Pero conviene senalar una consecuencia de ello. La evaluacion de Hry sera

por lo que Von(H71) # Von(—T'11). Este ejemplo muestra que, a pesar de que Cy
es la misma funcion que (C-oCr), no se podra sustituir H por =7 en una oracion

con garantias de que conserve su valor de verdad.

5.2.5.5. Procedimiento de evaluacion

El estudio del apartado anterior nos permite explicitar el siguiente procedi-

miento de evaluaciéon de sistemas finitos de oraciones no cuantificadas. En la
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evaluacion de las oraciones supondremos que no distinguimos entre diferentes

instancias de una misma oracion.

1. Anadir las oraciones necesarias para formar un conjunto de oraciones S-

cerrado, ®.

2. Establecer el orden en que se recorreran los elementos de ®/~g con el si-
guiente criterio: empezar por los vértices (clases de equivalencia establecidas
por la relacion ~g en el conjunto de oraciones ®) que no tienen sucesor en el
grafo G(<g, ®/~s) y continuar en sentido inverso al que establece la relacion
<s.

3. Recorrer las clases de equivalencia de ®/~g en el orden establecido para
evaluar sus oraciones. Con cada clase de equivalencia, [u]., hay que hacer

lo siguiente:

a) Hallar el sistema de ecuaciones de valores de verdad asociado:

1) Sean ¢, 2, ..., ¢, las oraciones de [u].,. Al valor de verdad de
cada oracion, ¢;, (1 <i < n), se asignara una incognita, x; y una
ecuacion de valores de verdad de la formax; = ...

2) Sean A; = {¢/v € [u]l NSV}, Bi = {0 /¢ ¢ [u]wsAp; St} Para
obtener el segundo miembro de la ecuacion de valores de verdad:

a’ Téngase en cuenta que la aparicion de un término en; pierde

su referencia cuando se da en una oracion (igual ap; o a una
parte propia de ¢;) que ya ha sido evaluada (una oracion del
sistema o una parte propia de una oracion ya evaluada) con el

resultado de que la aparicion del término perdia su referencia.

b"  Supoéngase que ningin otro término de p; pierde su referencia y
apliquese a la oracion la composicionalidad y la definicion de los
predicados de desentrecomillado hasta que su valor de verdad
quede expresado exclusivamente en funcién de los valores de
verdad de oraciones ya evaluadas y de los valores de verdad de

oraciones de A;.'8

18Conseguir expresar el valor de verdad de ¢; en la forma indicada siempre es posible dado
que: a) los términos de ¢; que pierden su referencia forman parte de oraciones ya evaluadas;
b) las oraciones para las que ¢; contiene alguna referencia semantica mediante términos no
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Obsérvese que si llamamos ¢;,, @iy, ..., i, a los elementos de A;, la

ecuacion asociada a la oracion ¢; tendra la forma
€, = fi(xipxizw"?xik) (552)

b) Aplicar el principio de simetria para resolver las referencias seméanticas
aparentes (es decir, decidir si son reales o no): si el sistema de ecuaciones
de valores de verdad tiene una tnica solucién, todas las referencias
semanticas aparentes a oraciones de [u].., (contenidas en oraciones de
[u]~4) son reales; en caso contrario, de esas referencias, solo son reales

las realizadas mediante términos de cital?

¢) Evaluar las oraciones de [u]. . Si el sistema de ecuaciones de valores
de verdad tuvo solucion, la evaluacion estd hecha. Si no, ya sabemos
qué referencias semanticas aparentes sin término de cita son reales y
cuales no y, en el caso de las reales, conocemos el valor de verdad de las
oraciones referidas (seran oraciones ya evaluadas). Por tanto, siempre

podremos evaluar las oraciones de [u].

En el apéndice B, con objeto de facilitar la comprension del procedimiento de

evaluacion, se aplica a un ejemplo.

5.3. Cuantificaciéon y autorreferencia

5.3.1. Introduccién

Una oracion autorreferencial no cuantificada tiene un término propio cuya
referencia es una oraciéon fuertemente equivalente a la oraciéon autorreferencial en

cuestion. Otra forma de autorreferencia se tiene en oraciones cuantificadas.

de cita son oraciones de A; U B;; c) las oraciones de B; ya han sido evaluadas (si v € B;,
entonces [u].s <s []~s porque ©;SY v [@il~s = [U]~g; luego las oraciones de [¢]., ya han
sido evaluadas).

YEncontrar el nimero de soluciones del sistema de ecuaciones de valores de verdad siempre
es posible porque cada incognita solo admite un namero finito de valores (tres) y hay un nimero
finito de incognitas.
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Tomemos por ejemplo la oracion Vo Pz. Su valor de verdad es?®
ng(w P:L‘) =def Cv({vm,s[e/x](Pl’)/e €| m |})

Pero si la oracion esta en el universo del modelo (lo que ocurre en los lengua-
jes interpretados con capacidad de cita), es decir, si (Vo Px) €| 9t |, entonces
Vans[(vaPz) /) (P2) = Von(P™Va Px™), luego:

Vg;n(Pl—v.’L' P.T—l) S {Vf)ﬁ,s[e/m](Px)/e E’ m ‘}

Por tanto, la interpretacion de P"Va Px 'interviene en la interpretacion deVa Px.
En particular, si como es habitual, la interpretacion del cuantificador universal se
entiende como una conjuncién generalizada, la oracion Va Pz resulta ser fuerte-
mente equivalente a PV Px AVz(x # "Va Px7 — Px), es decir, en un sentido
extensional, afirma, entre otras cosas, que ella misma tiene la propiedad P.

Otro punto de vista, es que toda variable ligada hace referencia a todo elemento
del universo | M |, por lo que si la oracion cuantificada de la que forma parte es
un elemento de | 9 |, la oracion hace referencia a si misma, es autorreferencial.
Como, en los lenguajes con capacidad de cita, todas las oraciones pertenecen a
| 9 |, en estos lenguajes, todas las oraciones de la forma Vzp(z) o Jxp(z) son
autorreferenciales. Este conclusion esta recogida en la definicion 4.30 (p. 130) de
oracion autorreferencial 2!

Cuando en ¢(x) aparecen predicados de desentrecomillado podemos tener ora-

ciones cuantificadas paradojicas, como es el caso de la oracion de Epiménides.

5.3.2. Paradoja de Epiménides

A Epiménides el cretense se atribuye la afirmacion “todos los cretenses son
mentirosos” (debiéndose entender por mentiroso a aquel que nunca afirma nada

verdadero). Para formalizar la afirmacion de Epiménides supondremos que el pre-

20Por simplicidad expositiva, en el apartado 5.3, utilizo un lenguaje trivaluado extensional en
lugar de un lenguaje enunciativo trivaluado. Recordemos que el problema de la paradoja del
mentiroso y similares se describe en los mismos términos independientemente de si usamos un
lenguaje enunciativo o uno puramente extensional.

21De acuerdo con la definicién también son autorreferenciales oraciones de las queVzp(x) o
Jzp(x) es una suboracion. Un ejemplo, (p A Jzp(x)). La justificacion de que estas oraciones son
autorreferenciales es muy similar: la oracion —por ejemplo(p A Jzp(z))— pertenece al universo
| M| v la variable ligada, x, hace referencia a todo elemento del universo.
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dicado cretense lo formalizamos mediante C' y la relacién binaria “z ha afirmado
y alguna vez” mediante Az, y. Entonces “algin cretense ha afirmadoz alguna vez”

puede formalizarse mediante:
Jy (Cy A Ay, x) (5.53)

A la formula (5.53) la llamaremos k y, como es costumbre, escribiremos x(z) para
senalar que la variable = es libre en . Con estas notaciones, la version formal de

la oracién de Epiménides se puede representar mediante:

Vo (k(x) — —Tx) (5.54)

Puesto que Epiménides era cretense, es verdadero que algiin cretense ha afir-

mado la oraciéon de Epiménides, por lo que debe cumplirse
Vor(k("Va(k(x) — -Tx)7)) =0 (5.55)

Abreviaremos "Vz(k(x) — —T)" mediante 7, y Vo(x # 7 — (k(z) — —Tx))
mediante p. Entonces,
Van(k(7)) = v (5.56)

Tomemos la légica trivaluada fuerte de Kleene. Aceptando la equivalencia fuerte

entre Va(k(z) — —Tz) y (k(7) — =T7) A p tendremos

Vom(Vz(k(x) — =Tx)) = Vor((k(1) — =T'T) A p) (5.57)

donde
Vor((k(1) — =T7) A p) = CA(Vor(k(1) — =T'7), Von(p)) (5.58)
Vor(k(1) — =T1) = C_.(Von(k(7)), Vor(—=T'1)) (5.59)

Teniendo en cuenta (5.56) y (5.59):
Vor(k(1) — =T1) = C_ (0, Vor(—=T'7)) = Vou(—=T'7) (5.60)
De (5.57), (5.58) vy (5.60) se obtiene:

Vom(Vz(k(x) — —Tx)) = Cn(Vor(=T7), Vor(p)) (5.61)
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Es facil ver que el que haya paradoja o no depende del valor de verdad dep. Si

Van(p) = f, entonces
Von(Va(k(x) — —Tx)) = Cx(Von(=T'7),f) = f (5.62)

es decir, la oracion de Epiménides es falsa y no hay paradoja. Pero siVi(p) = v,

entonces

Vor(Ve(k(x) — —Tx)) = Ca\(Von(—T'1),0) = Vor(—=T'7) (5.63)

Ahora bien, como 7 es "Va(k(z) — —Txz)" y T es un predicado de desentrecomi-
llado:
Vor(—T1) = C-(Cr(Vor(Vz(k(x) — —T'x)))) (5.64)

Finalmente, considerando (5.63) y (5.64), es facil concluir:
Vo(Vz(k(zx) — —Tz)) = (C- o Cr) Vor(Vz(k(z) — —Tx))) (5.65)

lo cual es imposible de cumplir puesto que la funciéon (C-, o Cr) no tiene ningin

punto fijo.

5.3.3. Contextos referencialmente anuladores en oraciones

cuantificadas

. Cudl es la forma natural de extender a las oraciones cuantificadas la idea
de los contextos referencialmente anuladores? Ahora no es un término cerrado
el que tiene como referencia aparente la oracion de la que forma parte (o una
oracion fuertemente equivalente a ella) sino una variable ligada con respecto a

una asignacion de variables particular.

En efecto, segun las reglas de valuacion,

Van(Vro () = Co({Vansfe/ai(0(2)) /e €] M [})

(donde s es una asignacion de variables cualquiera) pero si la oracion Vro(x)
estd en el universo del modelo, VmS[(vM(x))/m](U(x)) es un elemento del conjun-

to {Vansiesa)(0(2))/e €] M |} y, por tanto, en general, Vop(Vao(x)) depende de
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Vo s[(vao(x)) /2] (0(2)). Ahora bien, por composicionalidad,

Vo s[(vzo(2))/2) (0(2)) = Co (Vo s[(vzo(2))/2) (T)) (5.66)

donde

Vons[(vao(2))/ () = s[(Veo(z))/x](x) = (Vro(x)) = Var("Veo(z)™) (5.67)

Es decir, si en una oracion no cuantificada, habia autorreferencia cuando contenia
un término, 7, cuya referencia era la propia oracién; en una oraciéon cuantificada,
Vxo(z), hay autorreferencia cuando la referencia de la variable x con respecto
a una asignacion de variables (s[(Vxzo(z))/z]) es la propia oracion. Consiguien-
temente, si en oraciones no cuantificadas la aparicién de un término en ciertos
contextos suponia que dejase de tener su referencia habitual; la extension de esa
idea a las oraciones cuantificadas es que algunas de dichas oraciones pueden crear
contextos en los que la apariciéon de la variable ligada por el cuantificador deja
de tener su referencia habitual con respecto a cierta asignacion de variables. Por
ejemplo, una oracion de la formaVzo(x) podria crear un contexto en que determi-
nada aparicion de la variable x no esté en el dominio de la asignaciéon de variables
s[(Vao(x)) /a].

La definicion 5.1 (p. 176) no contemplaba la posibilidad de oraciones cuantifi-

cadas. Para hacerlo debemos completar aquella definicion anadiendo lo siguiente:

En un lenguaje con capacidad de cita, diremos que una oracionde la
forma Vxo(x) contiene una referencia semdntica aparente a cualquier
expresion formal del lenguaje (y en particular a la propia oracion),
mediante la variable x, si y solo si en dicha oracion hay una aparicion
ligada de x formando parte de una expresion de la formaDx y D es un
predicado o una funcion de desentrecomillado. Si dicha aparicion de la
variable x no estd en un contexto anulador de su referencia respecto
a la asignacion de variables sle/z|, la oracion Yxo(x) contiene una

referencia semdntica real a la expresion formale.

Lo mismo es aplicable a oraciones de la forma Jzo(x) o a oraciones

de las que Yzo(x) o Jzo(x) constituyen una suboracion.

Dada una asignacion de variables, r, y una variable, x, no escribiremos Vo, ()

sino Vo, (z14) donde A es una especificacion de una aparicion de la variablex en
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una formula. También escribiremos Vi, () para indicar la referencia habitual de

x con respecto a la asignacion de variablesr.

Cambiaremos la definicion Vop,(x) =4er r(x) por ng,r(x[A]) =def r(ztA).
Cuando 7 € dom(Von,), Van,(z/4) —o r(24)— es la referencia habitual de
z con respecto a r: Vi (z). También diremos que Vi () o que r(zl4) es el
valor que la asignacion r asocia habitualmente a la variable x, al cual podremos

referirnos mediante r"(z).

Analicemos a modo de ejemplo la siguiente versiéon cuantificada de la paradoja
del mentiroso. Supongamos que en una hoja hay escrita una dnica oracién: “nin-
guna oracion escrita en esta hoja es verdadera”. Esta oracion puede formalizarse

como
Ve(Hr — —Tx) (5.68)

¢

siempre que Hz se interprete como “x es una oracion escrita en la hoja”. En
general, la oracion Vx(Hz — —Tx) es una version cuantificada de la oracion del
mentiroso si en el lenguaje interpretado se cumple Vo /o) (H2) = v cuando e es

la oracion Vo (Hx — —T'x) y Vop e/ (Hx) = § cuando e es otra oracion.

Segin las reglas de valuacion,
Vor(Va(Hr — —Tx)) = Cy({Vonse/a) (Hr — —Tx)/e €] M |})

Usando los mismos supuestos que en el anélisis anterior sobre la oraciéon de Epi-
meénides,
Cv({Vansfesa)(Hr — —Tx) /e €[ M [}) =
= Cy({9, Vo s[(va(Ha——T2)) /2] (Hx — ~T2)}) =
= Cv({0, Vans[(va(ta——Te)) /o) (7TT) }) =
= Cy({Vans{(va(tra——r2)) /2] (7T 2) }) = (5.69)
= Vo s[(ve(Hz——Ta)) /o) (TT) =
= C-.(Vons|(va(Ho——Tx))/2)(TT)) =
= CL(Tom(T) Vonsi(va(Ha——Ta)) /2) (T))) =
= C-.(Om(T)(s[(Ve(Hz — —Tx))/x](x)))
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Ignorando, todavia, la existencia de contextos referencialmente anuladores podria-

mos continuar del siguiente modo:

C-(Qom(T) (s[(Ve(Hz — —T'x))/z](x))) =

Iom(T)(Ve(Hx — —Tx))) =

Ton(T)Vor("Va(Hx — —Tz7)))) = (5.70)
Vor(T™Vae(Hx — —Tz™))) =

Cr(Vom(Ve(Hx — —Tx)))

oxl
0
C-(
C-(

y llegariamos a la siguiente conclusion:
Vor(Vx(Hx — —Tx)) = Co(Cr(Vom(Ve(Hx — —T'x))) (5.71)

que es, como sabemos, imposible.

Ahora bien, la tercera aparicion de la variablex en la oracion Vo (Hx — —T'x)
va precedida de un predicado de desentrecomillado por lo cual la oracién tiene
una referencia semantica aparente a si misma. Asi pues, esa referencia seméantica
podria no ser real y el desarrollo anterior, que conduce a contradiccion, quedaria
bloqueado.

Si representamos la tercera aparicion de x en la oracion Ve(Hz — —Tx), por

3Vr(Hz——Tz)]
’

medio de z! la referencia semantica aparente de dicha oracién a si

misma deja de ser real en cuanto se cumpla
gBVette="T2)l ¢ dom(s|(Va(Hz — —Tx))/z])

En ese caso, la paradoja desparece y, en consecuencia, podemos determinar el
valor de verdad de Va(Hxz — —Tx). Este valor de verdad es el mismo que el de la

oracion del mentiroso reforzada original. En efecto, es facil comprobar que:

Vo(Ve(Hz — —Tz)) =

= Vons[(va(Hao—Ta))/z) (Hx — —ToBvetHz==Tol) —

= Vowo[(va(Ho—~Ta)) o] (Tl IOl = (5.72)
= C.(Vonsf(va(tro——rzy) o) (Tl He= T2y =
— i) =i
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En realidad, en la segunda linea de (5.72) tendriamos que haber escrito

Hl,[?,Va:(Hac—»—\Ta:)] 3,Vx(Hx—>ﬂTx)])

me,s[(Vx(Hx—th))/x}( - _\T‘/E[

en lugar de

VED?,S[(VI(HmHﬁTx))/ﬁ] (H:U — —|T‘/E[37vx(Hx_)—,T$)})

para especificar las dos apariciones de z. Por sencillez, prescindiremos de los su-
perindices cuando ello no provoque ambigiiedad (como en este caso, dado que H
no es un predicado de desentrecomillado) o cuando queramos hacer un anélisis

ignorando la existencia de contextos referencialmente anuladores.

5.3.4. La paradoja del mentiroso en un lenguaje sin simbo-

los de funcion

Es sabido que en un lenguaje formal podemos suprimir los simbolos de fun-
cion?? sin perder capacidad expresiva. Por ejemplo, la funciéon de diagonalizacion

podria representarse mediante una formula con dos variables libres, A(x, y):

Definicion 5.5 (féormula para funcion diagonalizacion). La formula A(z,y)
representa una funcion de diagonalizacion en un lenguaje interpretado ssi para
toda formula, o(x), con una tnica variable libre, x, y para toda asignacion de

variables, s, se cumple:
Vans(A(To(x) ", y)) = Vans(y = "o ("o(z)™)7) (5.73)

Cabe pensar que, si no perdemos capacidad expresiva, habra un problema de
incompatibilidad entre la existencia de predicados de desentrecomillado y una
formula que represente una funcion de diagonalizacion. Veamos que, en efecto, asi
es v analicemos después si la solucion de los contextos referencialmente anuladores
es aplicable.

Para mostrar la incompatibilidad anterior probemos primero la siguiente pro-
posicion (en el supuesto de que todas las referencias semanticas aparentes mediante

variables ligadas son reales):

22Recordemos que nos referimos a funciones que tienen como argumento una secuencia de
elementos del dominio y como valor un elemento del dominio.
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Proposiciéon 5.1. Si la formula A(x,y) representa una funcion de diagonaliza-
cion y el cuantificador ¥V y la conectiva — se interpretan extensionalmente segin
la ldgica trivaluada fuerte de Kleene, entonces dada una férmula,o(x), con una

unica variable libre, existe una oracion, ¢ tal que
V() = V(o (")) (5.74)

Demostracion. Sea og(x) la formula Vy (A(z,y) — o(y)) v sea ¢ la oracion
c4(Toq(x)™). Entonces ¢ es la oracion Yy (A("oy(z) ", y) — o(y)). Ademas, para

cualquier asignacion de variables, s:

(1) Vons(A(Toa(@) ", y)) = Vans(y = "oa("oa(x) "))
: A(z,y) representa una funcion de diagonalizacion
(2)  Vos(A(Toa(2),y)) = Vons(y ="¢7)
: 1y ¢ eslaoracion o4(To4(x)™)
(3) Vons(Vy (A(Toa(x) " y) = a(y))) = Voans(Vy (y = "¢ — a(y)))
; 2 y composicionalidad
(4) Vons(p) =Vms(Vy (y="¢" — o(y)))
; 3y g es la oracion Yy (A(Tou(z) ", y) — o(y))
(5) Vons(Vy(y="¢" = 0(y))) = Vans(a("¢7))
; aplicacion de la proposicion 4.10 (p. 131)
(6) Vons(p) = Vms(o(T¢) ;4y5
() Vanlp) = V(e ("¢ "))
; 6, dado que ¢ y o("¢ ") no tienen variables libres

En una légica trivaluada fuerte de Kleene, es incompatible la existencia de una
formula, A(x,y), que represente una funcion de diagonalizaciéon con la existencia
de una oracion de la forma p(D7) en la que D sea un predicado de desentrecomi-
llado y para la que (C, o Cp) no tenga ningin punto fijo. Si ambas existiesen, la
aplicacion de la proposicion anterior a la formula p(Dx) nos diria que existe una
oracion, i tal que V() = Van(p(D7 ). Pero Van(p(D™7) = Cy(Cip (Von(2)).
Por tanto tendriamos Von(p) = (C,0Cp)(Vor(¢)) lo cual es imposible si (C,0Cp)
no tiene ninguin punto fijo.

La oracién ¢ de la que estamos hablando es, segin la proposicién anterior,

o4(Toq(x)7), pero puesto que o4(z) es la formula Yy (A(x,y) — o(y)) y estamos
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suponiendo que o(z) es la formula p(Dz), la oracion ¢ sera:
Vy (A("oa(z) ", y) — p(Dy)) (5.75)
o, con todo detalle:

Yy (A("Vy (A(z,y) — p(Dy)) ", y) — p(Dy)) (5.76)

Una vez comprobada la incompatibilidad entre la existencia de predicados de
desentrecomillado y una formula que represente una funcién de diagonalizacion,
ha llegado el momento de comprobar que la soluciéon de los contextos referen-
cialmente anuladores es aplicable a la oracion (5.76). Para hacer mas sencilla la
explicacién tomaremos un caso particular de dicha oracién, aunque sera patente
que no perdemos generalidad. El caso particular consiste en tomar como p(Dx)
la formula =Tz, siendo T el predicado verdadero. En tal caso, la oracion (5.76) se

convierte en la oracion del mentiroso reforzada (a la que llamaremos\):?

Yy (A("Vy (A(z,y) — —Ty) " y) — —Ty) (5.77)

Si llamamos a(y) a la formula A("Vy (A(z,y) — —Ty)7, y), la oracion A se puede

representar de un modo mas compacto mediante:
Yy (a(y) — —Ty) (5.78)

Obsérvese la similitud de esta oracion con la oracion de Epiménides —(5.54) en
p. 185— y con la version cuantificada de la paradoja del mentiroso —(5.68) en

p. 188—. Ademas se tiene:

Vim,s[e/y]<a(y)) = Vﬂﬁ,s[e/y](A(rvy (A(ZL‘, y) - _'Ty)—la y)) (579)
y, segtn la definicion 5.5 (p. 190),

VSﬁ,s[e/y](A(’_vy (A(ﬂf, y) - _'Ty)—l7 y)) =

(5.80)
= Vonsiey) (¥ = "Vy (A(TVy (A(z,y) — —Ty) " y) — -Ty)")

23De hecho, segiin la proposicion 5.1, se cumpliria Vop(A) = Vo (=T \7), es decir, extensio-
nalmente, A diria de si misma que no es verdadera.
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Como hemos llamado A a la oracion (5.77):

Vim,s[e/y} (y = rvy (A(,—vy (A($v y) - _‘Ty)—lv y) - ﬁTy)j) =

(5.81)
= Vasiesy)(y ="A7)
De (5.79), (5.80) v (5.81):
Vanste/s) (1)) = Vonsfesy) (y = "A7) (5.82)

Por consiguiente, cuando e es la oracion A se cumple Vo se/y (a(y)) = v y, cuando
e es otra oracion, se cumple Voy s/ ((y)) = §. Todo ello nos permite hacer el
mismo andlisis para A, es decir, para Vy (a(y) — —Ty) —oracion (5.78)—, que el
que hicimos para la oracion Vo(Hx — —Tx) —oracion (5.68) en p. 188— donde
también se cumplia Voy ge/z)(Hx) = v cuando e era la oracion Va(Hax — —Tx)
y VMS[Q/I](Hx) = f cuando e era otra oracion (este era el requisito para que

Vr(Hx — —Tz) fuese una version cuantificada de la oracion del mentiroso).

El analisis que hicimos nos llevé a la conclusion de que cuando x aparecia
precedida del predicado de desentrecomilladoT en la oracion Va(Hz — —Tx), no
tenia referencia respecto a la asignacion de variables s[(Vz(Hx — —T'z))/z|. Por
similitud, la solucién a la oracién A consistird en que la apariciéon de la variable
y precedida de T en la oracién —aparicion que indicaremos mediante y“*N por
ser la ultima de y en A— no tiene referencia respecto a la asignacion de variables
s[\/y]. Entonces, el valor de verdad de A seré el mismo que el de Vae(Hx — —Tx).

En efecto:

Var(A) = Var(Vy (aly) — —Ty)) =

= Cy({Vansiep) (aly) — —Ty)/e €| M [}) =

= Cy({Vonsfepy) (aly) — —Ty)/e € (| M| —{A})}U
UV sfesy ((y) — —Ty)/e = A})

(5.83)

Cuando e # X, Vonse/y(a(y)) = f v por tanto

me,s[e/y](a(y) - _'Ty[u“’)\b =0

Cuando e = A, Vonse/y1(a(y)) = v, por lo que

Vonsiery) (@(y) — =Ty A) = Vay ey (<Ty™Y)
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De estas consideraciones y (5.83) resulta:

Var(A) = Cy({0} U {Vamspa ) (- Ty} =

= Cy({0, Vonsp gy (- Ty} =

= Cy({MVanspp sy (CTyMA}) =

= Vanspp/a) (CTyMN) = CL (Vam s (Ty1Y))

(5.84)

Finalmente, puesto que la aparicion y“*A de la variable y no tiene referencia

utA) =i con lo que

respecto a la asignacion de variables s[A/y], Vansp /g (Ty!
llegamos a:

Var(A) = C-(Vanspry) (TyM V) = CL(1) = i (5.85)

Como conclusion, constatamos: 1/ en un lenguaje carente de simbolos de fun-
ci6n las oraciones que hacian uso de ellos pueden reescribirse como oraciones
cuantificadas; 2/ el planteamiento de los contextos referencialmente anuladores
que habiamos generalizado para que fuese aplicable a oraciones cuantificadas es,
por supuesto, aplicable sin que importe que el lenguaje tenga o no simbolos de
funcion. Por eso la oracion Vy (a(y) — —T'y) se resuelve sin mayores problemas
que la oracion Va(Hzx — —Tx) —de hecho ambas son distintas formas de expresar

la oracion del mentiroso reforzado—.

5.4. Sistemas infinitos de oraciones

Algunos sistemas infinitos de oraciones muestran que puede haber paradoja
sin necesidad de autorreferencia directa o indirecta. Uno de los més conocidos es
el de Yablo formado por el conjunto de oraciones{Y;/i € N} donde la oracion Y;
es

Vk > i, Y, noesverdadera (5.86)

La paradoja surge porque si existe un € N tal que Y; es verdadera, entonces
Vk > i, Yy noesverdadera

de donde se deduce
Vk > (i + 1), Yy noesverdadera
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que es Y; 1. Asi pues, se deduce Y, esverdadera, lo cual se contradice con
Vk > i, Yynoesverdadera. Por otra parte, si no hay ningtn ¢ € N tal que Y;

es verdadera, entonces es verdadera la oracion
Vk > 1, Y. noesverdadera

es decir, es verdadera la oracion Y7, lo cual contradice la hipotesis. En resumen,
tanto si existe un ¢ € N tal que Y; es verdadero como si no, llegamos a una
contradiccion.

Otro ejemplo de sistema infinito y paradodjico de oraciones es el de Sorensen
obtenido al cambiar el cuantificador universal por el existencial en el sistema
de oraciones de Yablo. También hay sistemas infinitos de oraciones que sin ser
estrictamente paraddjicos permiten distintas evaluaciones, como ocurre con la

oracion del veraz. Por ejemplo:

» {S;/i € N} donde la oracion S; es S;i1esverdadera. Se pueden evaluar

todas las oraciones como verdaderas o todas como falsas.

» {S;/i € N} donde la oracion S; es S;11 noesverdadera. Se pueden evaluar
todas las oraciones de indice par como verdaderas y las de indice impar como

falsas o viceversa.

Para analizar estos sistemas de oraciones deberiamos generalizar nuestro méto-
do de evaluacion de sistemas finitos. Aquél método no es aplicable directamente
porque, en los sistemas infinitos, en la relacion de orden <g definida sobre ®/~g
puede no haber ningtin elemento sin sucesor por el cual empezar la evaluacion.
No obstante, hay una parte del método que puede y debe conservarse: anadir al
conjunto de oraciones las oraciones necesarias para que resulte un conjunto S-
cerrado. Ademés, igual que hicimos en el estudio de sistemas finitos de oraciones,
definimos sobre ® la relacion de equivalencia ~g y sobre el conjunto de clases de
equivalencia ® /~g¢ una relacion irreflexiva y asimétrica <g.

Consideremos el grafo G(<g, ®/~g). Como en los sistemas finitos deberiamos
comenzar evaluando las oraciones de los vértices* del grafo que no tienen suce-
sor (si los hay) y a continuacion evaluaremos las oraciones de aquellos vértices

cuyos sucesores ya han sido evaluados. De esta forma evaluariamos tnicamente

24Recordemos que un vértice de G(<g, ®/~3) es un conjunto de oraciones que constituye una
clase de equivalencia segtn la relacion ~g.
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las oraciones de aquellos vértices del grafo G(<g, ®/~g) de los que no parta nin-
gtn camino infinito. Pero la dificultad es mayor para evaluar las oraciones de los

vértices de los que parten caminos infinitos.

En este trabajo no buscaremos un método general de evaluacion de sistemas
infinitos de oraciones, sino que nos limitaremos a evaluar el sistema de Yablo de
forma coherente con las ideas seguidas en la evaluacién de sistemas finitos de
oraciones. No obstante, la forma de evaluar el sistema de Yablo, puede ensenarnos

aspectos importantes acerca de como evaluar otros sistemas infinitos de oraciones.

El ejemplo de Yablo nos plantea la cuestion de cémo evaluar Y;. Si bien la
evaluacion del conjunto de oraciones {Y5,Y3,...Y,,, ...} no depende de la evalua-
cion de Y7, no es lo mismo evaluar Y; posteriormente a {Y3,Ys,...Y,,, ...} que si-
multaneamente con {Y3,Y3,...Y,,...}. La diferencia es que, como veremos, una
evaluacion conjunta del sistema de Yablo nos lleva a concluir que ninguna de las
oraciones es verdadera ni falsa. En cambio, si primero evaluamos conjuntamente
{Ys,Y3,...Y,, ...} —con lo que ninguna de las oraciones del conjunto es verdadera

ni falsa— y después evaluamos Y7, esta oracion resulta verdadera.

La respuesta a nuestra pregunta es afortunadamente sencilla. Debemos eva-
luar Y] simultaneamente con {Y5,Y3,...Y,, ...}. Elegir la opcion de evaluar Y} pos-
teriormente a {Y3,Y53,...Y,, ...} es descartable porque entonces lo coherente se-
ria también evaluar Y, posteriormente a {Y3,Yy,...Y,, ...}, Y3 posteriormente a
{Y,,Y5,...Y,, ...}, etc. lo cual impediria evaluar una sola de las oraciones de Yablo.
Evaluar {Y3, Y3, ...Y,,, ...} conjuntamente y, posteriormente Y7 no solo es incoheren-
te sino que ademas produciria el resultado de queY; es verdadera mientras que Y5
no lo es. Este resultado no es el esperable si tenemos en cuenta la completa simi-
litud entre el sistema de oraciones {Y7,Ys,...Y,, ...} v el sistema {Y5,Y¥3,...Y,,, ...}
que nos llevaria a afirmar que el valor de verdad deY; debe ser el mismo que el
de Y; e incluso, que el valor de verdad de todas las oraciones de{Y7,Y3,...Y,,, ...}
debe ser el mismo.

Formalicemos el sistema de Yablo en un lenguaje interpretado trivaluado ex-
tensional con capacidad de cita. Para ello nuestro lenguaje tendra: a) un modelo
que incluya los niimeros naturales (N C| 91 |); b) para cada namero natural, i, un
simbolo de constante, ¢;, llamado numeral, que se interpretara como el nimero
natural i; ¢) un simbolo de predicado, N que se interpretara como el predicado
“ser un nimero natural”; d) un simbolo de relacion binaria R~ que se interpretara

como la relacion numeérica “mayor que”; e) un simbolo de funcion monadica, f, que
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se interpretara, habitualmente, como la funcién que asocia al niimeros la oracién

que antes llamabamos Y;, es decir:

Via(fei) = Vo(Nz — (Rox,¢; — =T fx))] (5.87)

El sistema de Yablo estara formado por el siguiente conjunto de oraciones:
{[Vx(Nz — (Rsx,¢; — =T fx))]/i € N} (5.88)
Abreviaremos la formula
(Nx — (Rsx,¢; — =T fr)) (5.89)

mediante ~;(z), por lo que la oracion i-ésima del sistema de Yablo sera Vay;(x).

Estudiemos el sistema de ecuaciones de valores de verdad asociado. Sillamamos
z; a la incognita que representa el valor de verdad de la oracién i-ésima del sistema

de Yablo, tendremos:
2z = Vou(V27i(2)) = Co({Vansiesa (i) /e €] M [}) (5.90)
Si, ademaés, tenemos en cuenta que e €| 9 | equivale a
(ee|M|-N)V(eeNAe<i)V(eeNAe>1i) (5.91)
nos quedara:

2= Co(WVansia (@) /(e €| M |-N) V(e € NAe S i) V(e € NAe > )})
(5.92)
Aplicando una propiedad elemental de la unién de conjuntos:

2 = Cy({Vasfera) (1i()) /(e €[ M[-N) V (e € NA e <)) }U

. (5.93)
U{Vansfe/a) (vi()) /(e € N A e >i)})

Cuando e €| M |=N, Vop /] (Nx) = § y, dada la interpretacion del condicional:

Vansie/a)(1i(2)) = Vansle/a) (Nz — (Rsx,¢; — —Tfx))) =0 (5.94)
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Cuando (e € NAe < i), Vangera)(R>2,¢;) = §y, dada la interpretacion del

condicional:

Vansie/a) (Vi(%)) = Vonslesa) (N — (R, ¢; — =T fx))) = v (5.95)
Asi pues,

{Vansiesa) (vi(2))/((e €] M| =N) v (e € NAe <))} = {v} (5.96)

lo que nos permite pasar de (5.93) a:

zi = Cy({0} U {Varsesa) (i) /(e € NAe >1i)}) (5.97)

Si (e € NAe > i), entonces Vonspe/a](NT) = Vonsle/a](Rs>2,¢;) = vy, dada la

interpretacion del condicional,

Vo sle/2)(Vi(2)) = Vonsiesa) (N2 — (Roz,¢; — 2T fx))) = Vaplea) (0T f2)
(5.98)
De (5.97) y (5.98):

2= Col{o} U Vonsiera (<Tf2) /(e € N A > 1)) (5.99)

Los restantes pasos son sencillos:

2 = Oy({Vansjesa) (7T f2) /(e e NN e >i)}) =

= Cv({C-(Vomspesu)(T'f2)) /(e E NN e > i)}) =

= Cy({C-(Wm(T fe.)) /(e e NAe>i)}) = (5.100)
= Cv({C-(Cr(Van(Vaye(2)))) /(e E NAe > i)}) =

= Oy({(C- 0 Cr)(2))/(e e NAe >i)})

Este resultado significa que, con el supuesto quee € N, nuestro sistema de ecua-

ciones de valores de verdad es

2= Co({(C-0Cr)(2)) /e > 1}) )
22 = Cy({(C- 0 Cr)(2))/e > 2})
(5.101)

zi = Gy({(C- 0 Or)(2e)) fe > i})
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que, como sabemos por el razonamiento con el que hemos puesto de manifiesto la
paradoja de Yablo, es un sistema sin soluciéon. De acuerdo con nuestro plantea-
miento, concluimos que ninguna de las referencias aparentes a otras oraciones del

sistema es real.

Como el modo en que una oraciéon de la formaVe(Nz — (Rsx,¢; — T f1))
hace referencia aparente a otra oracion del sistema es mediante el término fz con
respecto a una asignacion de variables particular?® diremos que, en el contexto
de una oracion de la forma Vo(Nz — (Rsx,¢; — =T fx)), la dltima aparicion
de la variable z no esti en el dominio de ninguna asignacion de variables de la
forma s[n/x], siendo n un nimero natural mayor que i. En consecuencia, si n es

un nimero natural mayor que 7,
Voo (T f Vo= (om0 — (5.102)

Para obtener la auténtica evaluacion deVa(Nz — (Rsx,¢; — =T fz)) es valido el
desarrollo que hemos hecho de z; —siempre que la tltima aparicién de la variable

x se especifique como en (5.102)— hasta llegar a
zi = Cy({C-(Vansfeya) (T falVeNemBozeim=TIo)l)y /(e e NAe > 0)})  (5.103)

—véase (5.100)—. A partir de aqui, basta tener en cuenta (5.102) para obtener

como valor de verdad de Vz(Nz — (Rsx,¢; — =T fx)):

Cy({C-(D)}) = Cu({i}) = (5.104)

Informalmente, esto significa que hemos concluido que ninguna de las oraciones del
sistema de Yablo es verdadera ni falsa. Pero, {podemos expresar el hecho de que
ninguna de las oraciones del sistema de Yablo es verdadera mediante la oracion
formal Vx(Nx — =T fx)?, es decir, jsera verdadera dicha oracion? No, porque
igual que hemos hecho con la oracion Y, debemos evaluarla conjuntamente con
el resto de oraciones: al fin y al cabo esta oracion se puede considerar como una
oracion Y, de un sistema de Yablo ampliado y, por simetria, su valor de verdad
debe ser el mismo que el de Y;. Veamos si es asi al evaluarla conjuntamente con

el resto de oraciones.

25Por ejemplo, la referencia habitual de fz con respecto a la asignacion de variables s[2/z] es
la segunda oracion del sistema de Yablo:Vz(Nz — (Rs (z,c2) — =T fx)).
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Si llamamos wy a la incognita que representa el valor de verdad de la oraciéon
Ve(Nx — =T fx) y w; ala incognita que representa el valor de verdad de la oraciéon

i-ésima del sistema de Yablo, el sistema de ecuaciones de valores de verdad sera:

w, = Cy({(C 0 Or)(w,)) /n € N})

w = Cy({(CL 0 Cr)(wn))/n > 1)

. (5.105)
winy = Co({(C- 0 Cr)(wn)) /> i — 1)

w; = Cy({(C 0 Cr)(w,))/n > i})

/

Este nuevo sistema y (5.101) son practicamente iguales, pues basta con renombrar,

para todo j, w; como z;4; para obtener:

21 = Cy({(C- 0 Cr)(znn1))/n €N}) )
20 = Cy({(C- 0 C7)(241)) /n > 1})

(5.106)
zi = Cy({(C- 0 C7)(2p41)) /n > i — 1})

/

Si llamamos e a n + 1, nos queda exactamente el sistema (5.101). No hay pues
méas motivo para separar la evaluacion de la oracionVa(Nx — =T fx) del resto de
oraciones de Yablo que para separar la evaluacion deY; de las demas. Pero hemos
visto que esto no es posible, porque por el mismo motivo tendriamos que separar
la evaluacion de Y5, Ys, ... vy no habria sistema de oraciones por el que comenzar

la evaluacion.

La auténtica evaluacion de Vo (Nz — =T fz) serd pues:

Cy({C-(Vamago (TF2 =T € NY) = Gy({CL()) =1 (5.107)

Sin embargo, uno de los requisitos exigibles a la soluciéon de una paradoja en un
lenguaje formal es que se pueda expresar dentro de ese lenguaje formal lo que en el
metalenguaje afirmamos sobre el valor de verdad de las oraciones problematicas.
Surge entonces la cuestion: siVa(Nz — =T fx) no la evaluamos como verdadera,
i.como podemos afirmar en el lenguaje formal que ninguna de las oraciones de

Yablo es verdadera?
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Observemos que para afirmar que la oracion de Yablo Y; no es verdadera

disponemos de:

—T™Vax(Nz — (Rsz,¢; — =T fz))" (5.108)

Aparentemente esto nos llevaria a:

Vy(Ny — -T"Vo(Nz — (Rsx,y — T fx))") (5.109)

como una forma de decir que ninguna oraciéon de Yablo es verdadera. Pero la dltima
aparicion de y forma parte de un término de cita por lo que no puede tomarse
como una apariciéon de la variable y ligada por el cuantificador. Afortunadamente,

el problema puede solventarse facilmente.

Una forma de hacerlo es introducir en el lenguaje un operador monadico T
cuya funcion de interpretacion C; sea idéntica a Cp. Entonces podriamos usar la
oraciom

Vy(Ny — (=17 Vz(Nz — (Rsx,y — =T fx))))) (5.110)
para afirmar que ninguna oracién de Yablo es verdadera. Obsérvese que al desa-

parecer el término de cita, desaparece el problema.

Finalizaremos comprobando que las oraciones (5.108) y (5.110) son verdaderas.

Empecemos por la primera:

Vor(-T™Va(Nz — (Rsx,¢; — —Tfx))") =
= (C5 0 Cr)(Vam[Ve(Nz — (R (z,¢;) — =T fx))]) = (5.111)
=(C.oCr)(i)=0v

donde hemos tenido en cuenta que el valor de la i-ésima oracién de Yablo esi.
En cuanto a (5.110):

Vo(Vy(Ny — (=17 (Vo(Nz — (Rox,y — —T'f1)))))) =
= Cv({Vouspnyy) (- T V&(Nz — (Rsz,y — —T'fx))))/n € N}) = (5.112)
= Cul{(C= 0 Cr) Vanapuy (F5(Nz — (Rory — ~Tf2)/n € N)})
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donde

Vonsins)(Ve(Na — (Rsz,y — —Tfx)))) =

= Vm(Vz(Nx — (R=z,¢, — T fz)))) =

= Cy({Vonspe/a) (T falveWNem(Bozen=TIO)) fo € NN e > n}) = (5.113)
= CY({C-. (Vo sfe/a) (T falVeWNem(Boren=TI0l)) o € N A e > n}) =

= G({C-(D)}) = Gu({i}) =i

Aqui hemos tenido en cuenta (5.102) para pasar de la pentltima linea a la tltima.
Finalmente, de (5.112) y (5.113) obtenemos:

Vor(Vy(Ny — (=7 (Vo(Nz — (Rsz,y — —T'fx)))))) =
= Cy({(C- o Cr)(1)}) = Cy({v}) =0

Hemos confirmado que tanto (5.108) como (5.110) son verdaderas y por con-

(5.114)

siguiente, una vez mas, hemos confirmado que nuestro lenguaje tiene capacidad

suficiente para expresar cudl es el valor de verdad de las oraciones paraddjicas.

5.5. Generalizacién a otras Paradojas

5.5.1. Introduccién

., Podemos encontrar una explicacién comun a las paradojas estudiadas hasta
ahora y a otras con las que se observan importantes similitudes como la parado-
ja heterologica o las paradojas senaladas por Whitehead y Russell en Principia
Mathematica?

El convencimiento de que esa explicacion comun existe porque hay una cau-
sa comun es muy claro en Russell (la causa seria la violacion del principio del
circulo vicioso) y, méas recientemente, en Priest (1994) quien muestra un esquema
(Qualified Russell’s Schema) al que se ajustan tanto las paradojas logicas como
las conjuntistas y defiende que las paradojas que comparten un mismo esque-
ma deben compartir también una misma solucion. Goldstein (2000, p. 64) senala
otros autores, ademés de Priest, cuyo trabajo indica que al menos algunas de las
paradojas semanticas y conjuntistas tienen un origen comn.

En sentido contrario, se tiene la distincion de Ramsey (1925) en “contradiccio-
nes” logicas y epistemologicas —que actualmente suelen denominarse paradojas

conjuntistas y semdanticas— o la réplica de Grattan-Guinness a Priest (1994):
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Grattan-Guinness (1998) argumenta que al menos una paradoja escapa al esque-
ma propuesto por Priest y, lo que es mas importante, que el hecho de que varias
paradojas se ajusten a un mismo esquema no tiene por qué conllevar que todas
ellas tengan una explicaciéon comun.

Podemos matizar el argumento de Grattan-Guinness diciendo que las parado-
jas que comparten un mismo esquema tendran una explicacion comun si la causa
de la paradoja es ese esquema. Priest (1994) deja claro que su esquema conduce a
contradiccion pero este hecho es facil de aceptar y no es en si mismo paraddjico.
Lo paradéjico es mas bien que haya oraciones y definiciones aparentemente ino-
cuas que se ajustan a ese esquema y, desde luego, no es evidente que esto ocurra
por el mismo motivo en todos los casos.

Aunque creo que los planteamientos de Russell y Priest no son plenamente
satisfactorios, no es objetivo de este trabajo discutirlos en profundidad. En los
proximos apartados me limitaré a proponer unos criterios unificadores maés rela-

cionados con las propuestas que hemos hecho acerca de la paradoja del mentiroso.

5.5.2. Malas definiciones

La paradoja heterologica y las paradojas senaladas por Whitehead y Russell en
Principia Mathematica®® (con excepcion de la del mentiroso) pueden entenderse
como paradojas basadas en definiciones: definicién del predicado heterologico, del
conjunto de todos los conjuntos que no son miembros de si mismos, del menor
ordinal indefinible, el menor entero que no se puede nombrar, en inglés, con menos
de diecinueve silabas, etc. En un sentido general admiten un diagnostico comtn:
se basan en definiciones incorrectas, aunque la prueba de que son incorrectas seré
seguramente distinta para distintas paradojas.

Como es sabido, la definicién de un objeto ; mediante una descripcion definida

tiene la forma:
[ =gef LT ©(x) (5.115)

donde ¢(x) es una funcién proposicional con argumentox. Para que una definicion

de la forma anterior sea correcta es necesario y suficiente que se cumpla:

Jz ¢(z) (5.116)

26En este trabajo hay una sencilla descripcion de las mismas a partir de la pagina 13.
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VvV [p(y) A p(2)] =y = 2} (5.117)

Si la definicion (5.115) es correcta, seran verdaderas las siguientes proposiciones:

p= 1z o(z)] (5.118)
(1) (5.119)
Vylp(y) =y = ul (5.120)

En cambio, si la definicion no es correcta, la descripcion definida” iz o(z)” y, por

% ,,"

tanto, el nombre ” 4", son términos sin referencia.

A modo de ejemplo, consideremos ahora, en una logica clasica, las paradojas de

Russell y Weyl (esta ultima también llamada de Grelling o paradoja heterologica).

En el primer caso se trata de definir un conjunto. La forma general de definir

un conjunto, C, es

C =ger {z/9(2)} (5.121)

0, mediante una descripcion definida (que hace uso de la relacion de pertenencia,
€):
C =ges y(Vz (z € y < (2))) (5.122)

Si la definicion es correcta, la aplicacion de (5.119) nos dice que:
Ve (x € C — Y(z)) (5.123)

Si los conjuntos estan en el &mbito del cuantificador, por instanciaciéon universal
deducimos:

CeC e (C) (5.124)

Esta condicion es falsa cuando ¢(z) es = ¢ x, porque entonces ¢(C) serd C ¢ C.
En tal caso la definicion (5.122) no serd, pues, correcta. Precisamente, este es el

caso de la paradoja de Russell donde se pretende definir un conjunto, R, mediante

R=4ftyVe (r €y = x ¢ 7)) (5.125)
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Asi, la simple aplicaciéon de criterios bien conocidos sobre la correccion de las defi-
niciones nos deja claro que ni la definicion (5.125) ni, por tanto, la descripcion “el

conjunto de todos los conjuntos que no son miembros de si mismos”, son correctas.

En el caso de la paradoja heterologica se trata de definir un predicado. La

forma general de definir un predicado monadico, P, es
Vo [Pr ey P()] (5.126)
0, mediante una descripcion definida:
P =4 t1B(Vx Bx < (x)) (5.127)
Si la definicion anterior es correcta, la aplicacion de (5.119) nos dice que:
Vo (Px < ¢(z)) (5.128)

Si los nombres de predicado estan en el ambito del cuantificador, y" P es el

nombre del predicado P, podemos deducir:

PrP7 s (TP (5.129)

Para definir el predicado heterologico, H: 1/ admitiremos cuantificacion sobre
predicados; 2/ admitiremos términos de la forma™P7, siendo P un predicado;
3/ definiremos Vop(P) =4e5 Jom(P), para cualquier predicado P; 4/ haremos uso
de una funcion de denotacién, 9, que se caracteriza porque dado un término, 7,
con 7 € dom(Voy), se verifica Vop(0"7") = V(7). Con estas herramientas, la
definicion del predicado H, usando la forma (5.126) es:

Va (Hr ay (3Q0() = Q A-Q(x))) (5.130)

Si la definicién anterior fuese correcta, la aplicacion de (5.129) a la definicion

anterior nos permitiria asertar:

HTH & (3QG(TH) = Q A-~Q(THT))) (5.131)
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y, puesto que ¢ es la funcion denotacion:
H'H" < (3Q(H =Q A-Q("H"))) (5.132)

Finalmente, dada la equivalencia entre 3Q(H = Q A —-Q("H™))) y ~H"H™, ob-

tendriamos la contradiccion:
H H"«— -H"H" (5.133)

Nuestra conclusion, es pues, que la definicion (5.130) no es correcta.

Aunque la formalizacién de la paradoja heterologica ha sido algo mas com-
pleja que la de la paradoja de Russell, de nuevo la simple aplicacion de criterios
bien conocidos sobre la correccion de las definiciones nos ha dejado claro que la

definicion del predicado heterologico es incorrecta.

5.5.3. Planteamientos unificadores

El andlisis anterior sugiere un planteamiento unificador de aquellas paradojas
basadas en una definicion: clarificarla (idealmente usando un lenguaje formal) y
comprobar que no cumple los requisitos exigibles a toda definicion para que sea

correcta.

Sin embargo, la paradoja del mentiroso tiene su origen en una oraciéon sintac-
ticamente correcta. A diferencia de lo que ocurre con las paradojas de Russell, de
Weyl o de Berry, no hay una definicion propia de la paradoja del mentiroso: lo ca-
racteristico de la paradoja del mentiroso es una oraciéon —o, en algunas versiones,

un sistema de oraciones—.

Parece razonable pensar que asi como una definicion sintacticamente correcta
puede ser semanticamente incorrecta (es el caso de la definicion del conjunto de la
paradoja de Russell o la del predicado heterologico), una oracion sintacticamente
correcta puede ser semanticamente incorrecta (seria el caso de la oracion del men-
tiroso). Y, asi como el definiens de una definicion semanticamente incorrecta de
la forma p =4e¢ 1o p(x) es un término sin referencia (y, por consiguiente, también
el definiendum), la situacion analoga para una oracion semanticamente incorrec-
ta seria que dicha oracion careciera de valor veritativo. Pero como sabemos, este

planteamiento por si solo no resuelve la paradoja del mentiroso reforzada.
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Consiguientemente, es mas dificil la resolucion de las paradojas basadas en una
oracion (como la del mentiroso) que la de, al menos, algunas paradojas basadas en
una definicion (como las de Russell y Weyl). Porque mientras éstas se resuelven
cuando se comprueba que el término definido no tiene referencia, las primeras
no quedan resueltas por el solo hecho de afirmar que la oracién no tiene valor de
verdad. Es més, este supuesto no es siquiera posible si, consideramos con un tercer
valor de verdad a toda oracién que no sea verdadera ni falsa.

Ahora bien, hemos resuelto la paradoja del mentiroso basandonos en que la
oracion correspondiente contiene un nombre que no tiene referencia en su aparicion
en dicha oraciéon. Por tanto, es sencillo ver una primera unificacién en la solucion
a la paradoja del mentiroso y la solucién a las paradojas basadas en definiciones:
en todos los casos la solucion se basa en que (una aparicién de) un nombre que
aparentemente tiene referencia, realmente no la tiene.

Es importante constatar que, en el uso de lenguajes formales para estudiar la
paradoja del mentiroso, también hay una definicién que no es correcta: se trata
de la definicion de la funcion de valuacion Voy (tal como la hemos definido antes
de introducir la nocion de los contextos referencialmente anuladores). Obsérvese,
por ejemplo, que si bien la definicién 4.6 (p. 72) es correcta para un lenguaje in-
terpretado de primer orden clasico, no lo es en cuanto enriquecemos su capacidad
expresiva con términos de cita, un predicado de verdad y una funcién de diagonali-
zacion. La prueba de ello es que hay oraciones para las que no queda determinado
su valor de verdad —en un lenguaje en que toda oracion debe tenerlo— como es
el caso de la oracion del mentiroso reforzada, A, o de la oracion del veraz, 8. Como

sabemos, para el valor de verdad de la primera, establece una condicién imposible:
Vor(A) = (C- o C7)(Von(N)) (5.134)

y, para el de la segunda, solo establece una condicién, que se cumple tanto si la

oraciéon es verdadera como si es falsa:
Vor(0) = Cr(Van(6)) (5.135)

Asi pues ni Vop(A\) ni Von(0) estan bien definidas y, por ende, tampoco lo esta V.
Algo similar podemos decir para las definiciones de Vo, establecidas inicialmente
para los otros tipos de lenguajes formales analizados. Ademés la formalizacion

refleja lo que ocurre en lenguaje natural frente a oraciones como las del mentiroso
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reforzada y del veraz: no parece haber forma coherente de establecer su valor

veritativo.

Podria pensarse que si una paradoja como la de Russell queda resuelta al cons-
tatar que se basa en una definicioén incorrecta, la del mentiroso quedaria resuelta,
en el lenguaje formal, al constatar que la funcion de valuacion,Voy, no se define co-
rrectamente. Pero esto no basta, pues no podemos considerar resuelta la paradoja
del mentiroso reforzada mientras no sepamos determinar el valor de verdad (o, en
su caso, su falta de valor de verdad) de la correspondiente oracion. Necesitamos

tener una funciéon de valuacién de las oraciones correctamente definida.

De todos modos, el planteamiento del problema de la paradoja del mentiro-
so (y similares), como un problema de determinacion del valor de verdad de la
oracién asociada, es extensible a las otras paradojas autorreferenciales como la
paradoja heterologica y las de Principia Mathematica. Porque en cada una de
estas paradojas, basadas en una definiciéon, se deriva una contradiccion que puede
verse como la afirmacion de que una misma oracion tiene que ser verdadera y falsa
a la vez. Por ejemplo, si llamamos R al conjunto de todos los conjuntos que no se
contienen a si mismos, no parece haber un modo coherente de decidir si la oracién

R € R es verdadera o es falsa, ya que obtenemos la conclusion
Re R— ~(ReR) (5.136)

la cual, asumiendo una logica clasica, equivale a decir que R € R es verdadero
si y solo si R € R no lo es. En el caso de la paradoja heterolégica, la oracion
problematica es H™H " (formalizacion de “heterologico es heterologico”) y no es
dificil adivinar cudles serian las oraciones problematicas para las paradojas de

Richard, Burali-Forti, Berry, etc.

El problema comiin es pues establecer un procedimiento que permita asignar
coherentemente un valor de verdad a cada oracion paraddjica y cumpla los requisi-
tos para una solucion satisfactoria. En principio, la diferencia estriba en encontrar
la causa de cada paradoja. En el caso de la paradoja del mentiroso y problemas
afines (como el de la oracion del veraz y, en general, el de los sistemas de oraciones
con referencias seménticas aparentes entre ellas), hemos tenido que dedicar una
parte importante de este trabajo a dicho objetivo. En las paradojas basadas en
una definicion (como la de Russell o la heterologica ) el principal sospechoso de

su causa es claro: la propia definicion. Cuando esté justificado que la definiciéon es
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incorrecta, el término definido carecera de referencia y la paradoja desaparecera.
Por ejemplo, aceptando que el supuesto conjunto R de la paradoja de Russell no
estd bien definido, el término “R” carecera de referencia y la oracion R € R no sera
verdadera ni falsa. La paradoja no surgird, porque el definiens de una definiciéon
incorrecta no puede usarse como equivalente al definiendum (en el caso que nos
ocupa, no podemos suponer que, dado un conjunto A, A € R equivale a A ¢ A).

Hasta el momento hemos encontrado dos importantes aspectos comunes a la
paradoja del mentiroso, a la heterolégica y a las otras paradojas de Principia Mat-
hematica: 1/ se trata de asignar justificadamente un valor de verdad a cada oracion
paradojica y 2/ esto se consigue justificando que un nombre que aparentemente
tiene referencia realmente no la tiene.

Considero que un enfoque similar al utilizado para estudiar la paradoja del
mentiroso serd clarificador en el estudio de las paradojas de Principia Mathematica
y otras. El uso de lenguajes formales disipa las ambigiiedades —como las que
introduce el concepto “definible” en las paradojas de Berry y Richard— y, tal vez,
permita ver mas aspectos comunes a la solucion de todas estas paradojas. Aunque
la buisqueda de tal soluciéon queda fuera del Ambito del presente trabajo, no puedo
dejar de resenar un aspecto comuin a todas estas paradojas que ha sido clave
en el diagnostico y solucion de la del mentiroso: en todas ellas interviene algin
predicado o relacion de desentrecomillado combinado con la autorreferencia.

Que en la paradoja heterologica y en las paradojas de Principia Mathematica
hay autorreferencia es sobradamente conocido. Nos centraremos en mostrar que

también interviene un predicado o relacién de desentrecomillado.

= Paradoja heterologica. ;Como podemos definir el predicado heterologico,
H, en un lenguaje interpretado (mediante un modelo 9t) del tipo de los
utilizados en este trabajo? Como se trata de un predicado sobre predicados
mondadicos necesitamos términos que citen predicados monadicos. Si P es
un predicado monadico el término que lo cita serd” P . La definicion de H

consistira en que, dado cualquier predicado monédico P, y un término v tal
que ME= (v="P7):

ng(HV) =def ng(_'PrP—') (5137)

En particular:
Vor(H™P7) =gey Var(—~P"P7) (5.138)
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donde queda patente que ha habido desentrecomillado de P en el sentido
de que el valor de verdad de H" P se puede expresar en funcion del valor
de verdad de una oracién en la que P aparece sin entrecomillar (aunque en

este caso también aparece entrecomillado).

» Paradoja de la relacion T.27 Es muy similar a la anterior. Por definicion de

T debe cumplirse:
Vor(TTR,"ST) =gef Vor(~R"R™,"S7) (5.139)

donde se observa que la relacion 7' produce un desentrecomillado de su

primer argumento.

= Paradoja de Russell. Si suponemos que a cada conjunto corresponde una
funcién proposicional que lo define, podremos formalizar los conjuntos me-
diante términos de la forma " p(z)7, siendo ¢(z) una férmula con una tnica
variable libre. Es decir, "¢(z) ™ es un término cuya interpretacion es un con-
junto. Si la formula () representa la funcion proposicional ®(z), entonces

el término "p(z) 7 representa el conjunto {z/®(z)}. Mas formalmente:

VED?(,_QO("E)—') = {Z/Vﬂﬁ,s[z/x](go(x)) = U} (5'140)

La siguiente cuestion es: dado un simbolo de relacion diddica, P, ;qué re-
quisito debe cumplirse para que P represente la relacion de pertenencia? Si
a es un término cuya referencia es un objeto A, v es un término tal que
M E= (v ="e(x)"), vy la formula ¢(x) representa la funcién proposicional
®d(2), entonces

Pa,v (5.141)

representa la proposicion A € {z/®(z)}, que a su vez, equivale a ®(A). En
definitiva, el requisito para que P represente la relaciéon de pertenencia, es
simplemente:

Vor(Pa,v) = Vor(p(a)) (5.142)

2TRecordemos que consiste en lo siguiente: sea T la relacion entre dos relaciones R y S que
se da cuando R no tiene la relaciéon R con S. jTiene T la relacion T con 17 Cualquier posible
&
respuesta conduce a una contradiccion.
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En particular,
Van(Pa,"¢(z)") = Von(p(a)) (5.143)

donde se pone de manifiesto que la relacion P realiza una funcién de desen-

trecomillado de su segundo argumento.

= Paradojas de definibilidad. Se incluyen aqui las demés paradojas de Prin-
cipia Mathematica, es decir, las paradojas del menor ordinal indefinible, la
de Berry, la de Richard y la de Burali-Forti. En las tres primeras interviene
explicitamente la nocion de definibilidad, pero la de Burali-Forti también
puede encuadrarse en este grupo. Recordemos que esta paradoja surge al
considerar “el ordinal de la serie de todos los ordinales”, luego debemos pre-
guntarnos si la funcién proposicional “r es la serie de todos los ordinales”
define o no un ordinal.
Para las paradojas de definibilidad formalizaremos una relacién diddica que
indique si un objeto es definido por una funcién proposicional. Por tanto, ad-
mitiremos términos de cita de la forma"™¢(x)". Notese que ahora el término
"(x)7 no representa un conjunto, sino simplemente la formula p(z). Para
que el simbolo de relaciéon diddica B represente la relacion de definibilidad,

debe cumplirse para cualesquiera términos cerrados u, v:

b st A
ng(B,u, l/) =def (5144)
f en otro caso

siendo A: “existe una formula con una tnica variable libre, p(z), tal que

Van(v) = () y se cumple Van(o(u)) = 0y Vau(Vy(p(y) — y = p)) = 0"
En el caso particular de que v sea un término de la forma "p(x)7, se tiene:

v si Van(e(p) =0 = Va(Vy(p(y) — y = p))
f en otro caso

Vor(Bi, "p(2)7) =aey {
(5.145)

En una logica bivaluada, la expresion anterior puede reducirse a:

Vor(Bp, "o(2)7) =aer V(o) AVy(e(y) — y = p)) (5.146)

donde es evidente que el predicado B produce un desentrecomillado de su

segundo argumento. En una logica trivaluada, la expresion (5.145) se puede
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reducir, con la ayuda del predicado de verdad (') a:

Van(Bp, "p(2) ) =aes V(T (1) AVy(p(y) =y = 1)) (5.147)
y por tanto, a:

Von(Bp, "p(2) ) =aey Cr(Van(p(p) AVy(e(y) =y =n))  (5.148)

donde nuevamente puede observarse que B produce un desentrecomillado

de su segundo argumento.
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Conclusiones y futuros desarrollos

6.1. EIl problema

El estudio de las principales propuestas de solucion de la paradoja del men-
tiroso y afines ha sido un primer paso para comprender el problema con mas
profundidad e identificar los errores mas destacados en que incurren. Ello nos ha
servido para establecer (apartado 3) una lista de requisitos que deberia cumplir
una solucién satisfactoria, asi como para corroborar la conviccion, generalmente
aceptada, de que ninguna de esas propuestas resuelve satisfactoriamente la para-
doja. En mi opinién, el hecho de que la lista de requisitos sea bastante reducida
y, sin embargo, sirva para invalidar las propuestas de solucion, de naturaleza muy
diferente, que hemos analizado, la hace especialmente interesante.

Desde un punto de vista bastante general, una paradoja es —como senalamos
en el apartado 4.1.1—, un razonamiento en el que, a partir de supuestos aparente-
mente verdaderos, y principios aparentemente correctos, se deduce una conclusion
aparentemente inaceptable. Las auténticas paradojas se caracterizan porque no es
sencillo encontrar cuél (o cuéles) de las apariencias es engafosa. En este sentido,
la paradoja del mentiroso es una auténtica paradoja pues no hay acuerdo en de-
terminar cudl es la causa de la misma, cual es la apariencia enganosa. Mientras las
propuestas inconsistentes sostienen que la oraciéon del mentiroso es verdadera y
falsa a la vez y que esto —en contra de las apariencias— es aceptable, otras, como
la de Skyrms (1970), afirman que la conclusion (la oracion del mentiroso reforzada
es verdadera y no verdadera a la vez) es inaceptable pero que el razonamiento que
lleva a ella es —en contra de las apariencias— falaz. Por el contrario, la mayoria

de propuestas no cuestionan que la conclusiéon sea realmente inaceptable ni que
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haya errores deductivos en el razonamiento que lleva a ella; lo que cuestionan es
algunos de los supuestos semanticos habitualmente aceptados que son sustituidos
por otros nuevos (por ejemplo, el principio del circulo vicioso, en el caso de Rus-
sell, la distincion lenguaje/metalenguaje de Tarski, o la vaguedad del predicado
verdadero de McGee).

Los intentos, como el de Skyrms, de solucionar una paradoja cambiando las
reglas de deduccioén, siguen a mi juicio, un camino poco recomendable. Las reglas
de deduccion estdn muy bien establecidas y su cambio, ademas de ser dificil de
justificar, provocara seguramente mas problemas que beneficios. Tanto es asi que
algunos autores caracterizan una paradoja como un argumento valido que, a partir
de proposiciones aparentemente verdaderas, llega a una conclusion inaceptable
(la validez del argumento y la inaceptabilidad de la conclusion no se cuestionan).
En esta linea se manifiesta Rescher (2001) para quien en la genuina paradoja la
derivacion es valida, lo cual la diferencia de la falacia, donde esa validez es solo

aparente:

With fallacies we have apparent rather than real derivation, but the

reasoning of a genuine paradoz must be cogent.!

Tras haber estudiado las propuestas inconsistentes y llegar a la conclusion de
que no resuelven satisfactoriamente la paradoja del mentiroso, creemos sensato
—como la mayoria de los 16gicos— considerar inaceptable que de un argumento
valido con premisas verdaderas se obtenga una conclusion contradictoria.

Con estas consideraciones podemos llegar a una nueva e interesante definicion

de paradoja:

un conjunto inconsistente de proposiciones cada una de las cuales es

aparentemente verdadera

Este es, con algunos matices, el planteamiento de Rescher (2001); un planteamien-
to que sera muy util para comprender diversas conclusiones del presente trabajo.

La primera observaciéon importante es que para resolver una paradoja se nece-
sita negar una o varias de las proposiciones que forman el conjunto inconsistente
de modo que se restablezca la consistencia. Rescher (2001) analiza con este plan-

teamiento més de ciento treinta paradojas y muestra que la légica por si sola no

'Rescher (2001, p. 6, nota al pie 8).
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sirve para decidir qué proposiciones rechazar y cudles mantener. Es preciso consi-
derar criterios extra-légicos que den prioridad a unas proposiciones sobre otras, a
las més plausibles sobre las menos plausibles. Sin embargo, no siempre es sencillo
establecer esas prioridades ni justificar por qué rechazamos ciertas proposiciones.
Nuestra lista de requisitos nos ha servido de ayuda para resolver este problema.

Una vez que se plantea la resolucion de una paradoja como un problema de
priorizaciéon entre proposiciones mas y menos plausibles dentro de un conjunto
inconsistente de proposiciones, es claro que, si son razonables distintos criterios
de priorizacion, la paradoja admitird més de una solucidén razonable. A pesar de
ello, la conclusion de nuestro estudio es que ninguna de las propuestas de solucion
de la paradoja del mentiroso analizadas es aceptable.

Frente a un problema de la naturaleza de la paradoja del mentiroso, cuya
solucion se muestra esquiva, se hace imprescindible caracterizarlo lo mejor posible
antes de intentar abordarlo. Hemos partido de la excelente caracterizacion de

Martin (1984, pp. 1 y 2), como un conjunto inconsistente de las dos siguientes

proposiciones:

(S) Hay una oracion que dice de si misma unicamente que no es verdadera

(T) Una oracion es verdadera ssi las cosas son como la oracion dice que
son

Este planteamiento nos conduce a la necesidad de negar (S) o negar (T), justifi-
cadamente, para resolver la paradoja. Bien es verdad que, como el mismo Martin
(1984, p. 3) senala, hay un diagnostico consistente en afirmar que el argumento
de la incompatibilidad entre (S) y (T) es equivocado, pero creo que se trata de
un diagnostico demasiado artificioso, demasiado forzado y, por ende, poco satis-
factorio. Sin embargo, la propia existencia de este diagnostico es indicativa de
la dificultad de justificar que (S) o (T) no sean verdaderas. Ante esta dificultad
hemos creido necesario clarificar atin mejor el problema y situarlo en el contexto
de otros problemas similares. Para ello hemos considerado que el mejor camino es
el uso de lenguajes formales interpretados, teniendo siempre muy presente que no
se trata de “resolver la paradoja dentro del lenguaje formal” pues esto ya lo han
hecho otros a costa de reducir la capacidad expresiva de dicho lenguaje yezpulsar
la paradoja al metalenguaje.

Hemos comenzado usando lenguajes interpretados de primer orden clasicos a

los que hemos anadido capacidad de cita y predicados de desentrecomillado —de
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los que el predicado verdadero es un caso particular— dado que la oracién del
mentiroso reforzada se cita a si misma (al menos aparentemente) y usa el predi-
cado verdadero. De este modo podemos reflejar en el lenguaje el supuesto(T) de
Martin. Por otra parte, hemos mostrado que, mediante el uso de una funciéon de
diagonalizacion u otros métodos, podemos conseguir que, un lenguaje interpreta-
do de primer orden con capacidad de cita sea fuertemente autorreferencial, lo que
permite reflejar en el lenguaje formal el supuesto (S) de Martin. Y la principal
conclusién, al intentar formalizar la paradoja del mentiroso, es que si anadimos
capacidad de cita a un lenguaje interpretado de primer orden clésico, el lenguaje
resultante no puede tener un predicado de verdad y, al mismo tiempo, ser fuerte-

mente autorreferencial.

Al tener en cuenta que una paradoja se caracteriza por un conjunto inconsis-
tente de proposiciones (cada una de ellas aparentemente verdadera) es claro que,
en un sistema formal consistente, serd imposible que todas esas proposiciones sean
verdaderas. Por eso, no es sorprendente que en él sea imposible tener a la vez un
predicado de verdad que funcione segtn (T) y una oracion que diga de si misma
que no es verdadera. Mas bien al contrario, el hecho de que asi ocurra indica que

la formalizacién es adecuada.

La intuicién mayoritaria en cuanto al estatus veritativo de la oracién del men-
tiroso es que no es verdadera ni falsa. Una solucién que tuviese esta conclusion no
tendria cabida en un lenguaje formal donde cualquier oracién deba ser verdadera
o ser falsa. Resulta pues pertinente, en el estudio de la paradoja mediante lengua-
jes formales, utilizar lenguajes donde las oraciones puedan no ser verdaderas ni
falsas. Hemos encontrado (apartado 4.1.3.1) que la mejor opcion es usar lenguajes
trivaluados en los que aparece un tercer valor de verdad, que llamamos impropio
o indefinido.

Una primera conclusion, al intentar reflejar en el lenguaje formal trivaluado
las propiedades del lenguaje natural que conducen a la paradoja del mentiroso
reforzada, es que si dotamos al lenguaje de suficiente capacidad expresiva para
poder decir en él, de una oracion indefinida, que no es verdadera, el lenguaje no
permite la existencia de una oracién que diga de si misma que no es verdadera.

Lo interesante es que podemos encuadrar esta conclusion dentro de un diagnos-
tico més general consistente en que, si dotamos de suficiente capacidad expresiva
al lenguaje formal, no pueden coexistir el predicado de verdad y la autorreferen-

cialidad fuerte, porque podriamos formar una oracion —Ila paradoja del mentiroso
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reforzada es solo un ejemplo— cuyo valor de verdad tendria que cumplir una con-
dicion imposible. Significativamente, este diagnostico del problema es vélido con
independencia de numerosas cuestiones semanticas, como si las oraciones tienen
dos, tres o mas valores de verdad; si el predicado de verdad es vago o si la genera-
lizacién a una logica multivaluada de la caracterizacion tarskiana de ese predicado

se debe realizar de una u otra forma.

Otro aspecto investigado mediante lenguajes formales adecuados es si el consi-
derar que son los contenidos enunciativos de las oraciones y no éstas los auténticos
portadores de verdad/falsedad, puede abrir un camino en la resolucion de la pa-
radoja del mentiroso. Porque una solucién aparente consiste en afirmar que la
oracion del mentiroso reforzada carece de contenido enunciativo. Ahora bien, uno
de los requisitos para que una solucién sea satisfactoria es que no dé lugar a
nuevas paradojas. Requisito que no se cumple en este caso, pues la oracion “esta
oracion carece de contenido enunciativo o tiene un contenido enunciativo falso”
constituye una version de la paradoja mas reforzada que no se resuelve afirman-
do que la oracién carece de contenido enunciativo —entonces afirmar la oracion
seria afirmar algo verdadero, lo que supondria que la oraciéon tiene un contenido
verdadero— ni tampoco afirmando que tiene un contenido enunciativo —si ese
contenido se supone verdadero la oracion resulta tener un contenido enunciativo

falso y viceversa—.

A los lenguajes formales interpretados que hemos usado para investigar la pa-
radoja del mentiroso bajo la perspectiva de que los portadores de verdad son los
contenidos enunciativos, los hemos denominado lenguajes interpretados enuncia-
tivos parciales. Se trata de lenguajes, originales de este trabajo, que permiten la
existencia de oraciones con y sin contenido enunciativo y donde la interpretacion
de una oracién es, si lo tiene, su contenido enunciativo, en vez de su valor de ver-
dad como ocurre en los lenguajes formales extensionales. Ademés hay una funcion
de extensionalizacion que, entre otras cosas, asocia a cada contenido enunciativo

su valor de verdad.

Al pretender formalizar la oracion paradéjica “esta oracion carece de contenido
enunciativo o tiene un contenido enunciativo falso”, en un lenguaje interpretado
enunciativo parcial, la principal conclusiéon obtenida es que hay una incompatibili-
dad entre la autorreferencialidad fuerte y la existencia de predicados de desentre-
comillado. Se trata de una conclusion casi idéntica a la que habiamos obtenido en

el estudio de la paradoja con los anteriores tipos de lenguajes formales. La tnica
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diferencia es que en vez de hablar de predicado de verdad, hablamos de predicados
de desentrecomillado. Puesto que el predicado de verdad es un caso particular de
los predicados de desentrecomillado, la conclusion obtenida corrobora y generaliza
las conclusiones que obtuvimos en aquellos lenguajes en que la interpretacion de
una oracion era su valor de verdad. El considerar los contenidos enunciativos como
portadores de verdad no altera, pues, en lo esencial el diagnostico de la paradoja

del mentiroso.

El proceso de caracterizacion de la paradoja del mentiroso culmina con impor-
tantes generalizaciones. La primera consiste en el uso de lenguajes interpretados
enunciativos trivaluados, de los que los lenguajes formales utilizados con anteriori-
dad son un caso particular. La segunda muestra que hay un problema de términos
paraddjicos similar al de las oraciones paradoéjicas como la del mentiroso: el papel
del predicado de desentrecomillado lo hace una funcion de desentrecomillado (de
la que la funcion denotacion seria un ejemplo) y la incompatibilidad apareceria
entre la existencia de funciones de desentrecomillado y la autorreferencialidad de
términos. La tercera generalizacion viene de la mano de la funcion de tarskifica-
cion que permite una forma diferente de autorreferencia, lo que nos lleva a definir
la nociéon de lenguaje autorreferencial, una nocién mas general que la de lenguaje

fuertemente autorreferencial.

Con estas generalizaciones, obtenemos la conclusion de que, en un lenguaje
interpretado enunciativo trivaluado, la simple autorreferencialidad es incompati-
ble con la existencia de predicados de desentrecomillado. Esto supone un mayor
refinamiento en la caracterizaciéon del problema. Pero al mismo tiempo, el pro-
blema va mas alla de la oracion del mentiroso en sus distintas versiones. Por una
parte, como ya hemos dicho, hay también términos paradojicos (en cuyo estudio
no profundiza este trabajo) y, por otra, en el caso de las oraciones, el problema
en que se enmarca la paradoja del mentiroso es el siguiente: si en un lenguaje
autorreferencial, hubiese un predicado de desentrecomillado, D; a partir de una
formula de la forma p(Dx), se podria construir una oracion, ¥, que deberia cum-
plir Vor(¢,) = (C, 0 Cp)(Vor(1,)). En el caso de la oraciéon del mentiroso, y otras,
la funcién (C, o Cp) no tiene ningtin punto fijo, por lo que la igualdad anterior
es imposible. Pero en otros casos, como la oracion del veraz, la funciéon(C, o Cp)
tiene varios puntos fijos y ello supone también un problema a la hora de determi-
nar Von(v,). Hay casos en los que la funcion (C, o Cp) tiene un tnico punto fijo

—por ejemplo, cuando v, es la formalizacion de la oracion “esta oracioén carece de
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contenido enunciativo (completo)”™—; pero incluso en ellos no hay acuerdo sobre
el auténtico valor de verdad de la oracién. En este sentido hemos distinguido dos
planteamientos que hemos dado en llamar G y MK: en el primero aquellas oracio-
nes a las que se puede asignar un tnico valor de verdad coherentemente, tienen
ese valor de verdad; en el segundo, se exige que la oracién tenga un contenido
enunciativo completo para que pueda ser verdadera o falsa. Con el planteamiento
G, la oracion “esta oracion carece de contenido enunciativo (completo)” es falsa.
La opcién MK requiere establecer un criterio para determinar, si dada una ora-
cion, tiene o no un contenido enunciativo. Para Mackie la oracion “esta oracion

" no tiene contenido por lo que no es

carece de contenido enunciativo (completo)’
verdadera ni falsa. Pero esta solucién ha de enfrentarse a diversos problemas. Uno
de ellos aparece en el ejemplo que nos ocupa: si la oracion carece de contenido,
afirmar la oracion es afirmar una verdad, lo cual contradice que la oraciéon carezca

de contenido.

En resumen, el proceso de caracterizacion de la paradoja del mentiroso (y
afines) que hemos seguido nos ha ido aclarando qué aspectos sonresponsables de

la misma y cuéles no.

La paradoja no se debe: 1/ a que tomemos un niimero insuficiente o excesivo
de valores de verdad; 2/ a que se considere que los portadores de verdad son las
oraciones o que se considere que son sus contenidos enunciativos; 3/ a que el predi-
cado de verdad sea vago y no lo tengamos en cuenta; 4/ a la forma de generalizar

a una logica multivaluada la condiciéon de adecuacién material de Tarski.

Todo indica que el problema que plantea la paradoja es el de la incompatibili-
dad entre cierta capacidad referencial del lenguaje (la capacidad de autorreferencia
en el caso de la version habitual de la paradoja del mentiroso) y la existencia de

predicados de desentrecomillado.

El haber distinguido los aspectos responsables de la paradoja de los que no lo
son, nos permite que la busqueda de una solucion a la misma esté bien orientada.
Y, si nuestras conclusiones son acertadas, debemos investigar qué es lo que falla
en nuestros conceptos habituales sobre referencia o sobre predicados de desentre-

comillado, para que se produzca la paradoja del mentiroso y similares.
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6.2. La propuesta basica

Desde luego, descartamos soluciones como las de Russell o Tarski, donde la
referencia se restringe mucho mas de lo necesario, o visiones del concepto de verdad
como las de Gupta y Belnap, Barwise y Etchemendy, McGee, Priest, etc. que, por
distintos motivos —analizados en el apartado 2.3—, no servian para resolver el

problema de la paradoja.

Nuestra investigacion acerca de una minima modificaciéon del funcionamien-
to de los predicados de desentrecomillado de modo que se resuelva el problema
planteado por la paradoja nos ha llevado a la conclusién de que inevitablemente
traeria consigo una restriccion inaceptable a la capacidad expresiva del lenguaje
formal. Como en la propuesta de Kripke, la paradoja desapareceria en el lenguaje

formal y reapareceria en el metalenguaje.

En cuanto a la autorreferencia hemos llegado a dos conclusiones importan-
tes: 1/ el uso de nuestros lenguajes formales permite distinguir la autorreferencia
inocua de la peligrosa; 2/ en el caso de la referencia peligrosa esta justificada su
restriccion. El siguiente ejemplo nos muestra un caso particular de esta justifica-
cion (una explicacion mas general y detallada se tiene en los apartados 5.1.3 y
5.1.4): si A es el nombre de una oracion verdadera, “A no es verdadera” serd una
oracion falsa, y si A es el nombre de una oracion no verdadera, “A no es verdadera”
serd una oracion verdadera, luego A no podra ser el nombre de la oraciéon “A no

es verdadera”.

Si, en el razonamiento anterior cambiamos A por “esta oracion”, llegamos a la
conclusion de que la expresion “esta oracion”, en su aparicion dentro de la oracion
“esta oracion no es verdadera” no puede tener como referencia dicha oracion. Ahora
bien, como tampoco tiene sentido que tenga como referencia otra oraciéon distinta,
debemos concluir que la expresion “esta oracion” —en su apariciéon dentro de la
oracion “esta oracion no es verdadera”™— carece de referencia. En cambio, en casos
de autorreferencia inocua como la que ocurre en la oraciéon “esta oracion tiene
cinco palabras” la expresion “esta oracion” se refiere a la oracion que la contiene,

la cual en este caso resulta ser verdadera.

El estudio de la autorreferencia y la justificaciéon de cierta restriccion a las
referencias posibles de un nombre (o de una expresion referencial), cristaliza, en

el apartado 5.1.5, en una de las principales tesis de este trabajo:
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Una oracién puede constituir un contexto anulador de la referencia
aparente o habitual de un nombre que forma parte de ella. Estos con-

textos son de naturaleza semantica.

Por tanto, esta propuesta, aunque tiene una dimension contextual, no es del ti-
po de las de Barwise y Etchemendy (1987) o Simmons (1993) que consideran
que la explicacion de la paradoja del mentiroso radica en que el significado del
predicado “verdadero” es sensible al contexto de emision. Ademas, la contextua-
lidad que introducimos produce una pérdida de composicionalidad minima en la
interpretacion de las oraciones en el lenguaje formal trivaluado: basta tener en
cuenta la proposicion 4.8 (p. 124) para saber que el valor de verdad de la oracion
Rty,1s,...,t, cuando alguno de los términos ¢4, ¢, ..., t,, carece de referencia, es i
(cualquiera que sea la interpretacion del simbolo de relacion R). Trasladado al
lenguaje natural, diremos que, una vez justificado que la apariciéon de la expresion
“esta oracion” dentro de la oracién “esta oracion no es verdadera” carece de refe-
rencia, dicha oracién no es verdadera ni falsa. Queda asi resuelta la paradoja. La
réplica de que al afirmar la oracion se afirma una verdad no es correcta porque
el sujeto de la oracion esta en un contexto que anula su referencia: afirmar “esta
oraciéon no es verdadera” es similar a afirmar “la oraciéon de la pagina 1000 de este
trabajo no es verdadera” pues en ambos casos el sujeto es una expresion referen-
cial sin referencia (en un caso por motivos semanticos y en el otro por motivos
empiricos). Tampoco perdemos capacidad expresiva —ni en lenguaje natural ni
en lenguaje formal— en el sentido de que no podamos afirmar que la oracion “esta
oracion no es verdadera” tiene o no tiene un determinado valor de verdad. Por

ejemplo, en lenguaje natural, podemos construir la siguiente oraciéon verdadera
la oracién “esta oraciéon no es verdadera” no es verdadera

En lenguaje formal, si formalizamos la oracién “esta oracion no es verdadera” me-
diante —7'7, la oracion mediante la que podemos expresar que—7'7 no es verdadera
sera:

T =T71"

Tanto en el caso informal como en el formal, hemos hecho uso de una propiedad

importante que garantiza que no perdamos capacidad expresiva:

los términos de cita nunca estan en un contexto referencialmente anu-

lador
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En el lenguaje formal, tampoco esta en un contexto referencialmente anulador

la aparicion de ningin término que no vaya inmediatamente precedido de un

predicado (o una funcion) de desentrecomillado.

Las conclusiones descritas hasta el momento constituyen una propuesta de so-

lucién a la paradoja del mentiroso que, en mi opinién, teniendo en cuenta la lista

de requisitos del apartado 3 (p. 62), se puede considerar satisfactoria. Comprobe-

mos que la propuesta verifica estos requisitos:

1.

Determinar qué principio o principios normalmente aceptados deben ser re-
wsados para que las paradojas objeto de estudio desaparezcan. Los nuevos
principios deben tener una justificacion independiente de las paradojas o, al
menos, no deben resultar demasiado artificiosos ni acarrear nuevas conse-
cuencias inadmisibles.

Revisamos el principio de que la referencia de un nombre pueda ser arbitra-
ria, el cual queda modificado por la introduccion del principio de los contex-
tos referencialmente anuladores: nombres que normalmente tienen referen-
cia, dejan de tenerla en determinadas apariciones dentro de ciertas oraciones.
Gran parte del trabajo esta dedicado a la justificacion de este principio. De
un modo simplificado esta justificacion se resume en: a) una caracterizacion
de la paradoja que permite aislar las verdaderas raices de la misma (auto-
rreferencia y desentrecomillado) y descartar causas que son solo aparentes;
b) un analisis que muestra que la modificacion de los predicados de desen-
trecomillado (de los que el predicado verdadero es un ejemplo) no conduce
a una solucion satisfactoria; c) si no introducimos modificaciones al predica-
do wverdadero, la oracion “A no es verdadera” serd una oracion falsa cuando
A sea el nombre de una oraciéon verdadera y serd una oracién verdadera
cuando A sea el nombre de una oraciéon falsa: por tanto, queda justificado
que A no puede ser el nombre de la oracién “A no es verdadera”. Creo que
esta justificacion no es nada artificiosa. Tampoco veo como el principio de
que hay contextos que impiden que un nombre tenga su referencia habitual
pueda acarrear consecuencias inadmisibles.

En cambio, se puede alegar que la justificacion del principio de los contextos
referencialmente anuladores no es independiente de las paradojas, pero como
ya se senald en el apartado 3, no se trata de una condicién imprescindible
para una solucion satisfactoria. A veces, precisamente lo interesante de una

paradoja es que nos ensena que algunos principios que crefamos verdaderos
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no lo son realmente y la tnica causa de ello podria ser la propia paradoja.
Entonces, la soluciéon a la misma solo puede tener una justificacién depen-
diente de la paradoja. En el caso del principio de que la referencia de un
nombre pueda ser arbitraria, lo aceptamos porque habitualmente los nom-
bres se refieren a objetos extralingiiisticos o a objetos lingiiisticos de modo
no problemético. Pero la paradoja del mentiroso (y afines) constituye una si-
tuacion excepcional en el uso del lenguaje que, segin nuestras conclusiones,

muestra la necesidad de limitar aquel principio.

2. Solucionar claramente la paradoja del mentiroso reforzada sin limitar la
capacidad expresiva del lenguaje.
Como hemos visto, la paradoja del mentiroso reforzada queda resuelta en
cuanto aceptamos que la expresion referencial que aparece en la oracion esta
en un contexto anulador de su referencia. Siguiendo el ejemplo informal,
si la expresion “esta oraciéon” en su aparicion en la oracidén “esta oracion
no es verdadera” carece de referencia, la oracion no es verdadera ni falsa.
También hemos comprobado que no queda limitada la capacidad expresiva

del lenguaje (el uso de términos de cita lo garantiza).

3. Los principios revisados no deben ser demasiado restrictivos, es decir, no
deben evitar situaciones que no eran problemdticas.
Asfi es, puesto que no se anula la referencia de ningtin nombre en las oraciones

no probleméticas.

4. Debe haber un criterio claro para determinar, suponiendo conocidos los he-
chos empiricos, si las oraciones autorreferenciales como las del mentiroso,
del mentiroso reforzada, etc. son verdaderas, falsas o ni verdaderas ni falsas.
El valor de verdad de las oraciones queda determinado sin necesidad de in-
troducir criterios nuevos. Solo merece senalarse que, en el lenguaje formal,
el valor de verdad de la oracién Rtq,1s,...,t, cuando alguno de los términos
t1,ta, ..., t,, carece de referencia, esi (cualquiera que sea la interpretacion del

simbolo de relacion R).

5. Debe evitar introducir conceptos poco acertados, como el concepto de verdad
débil, o conceptos que permitan generar nuevas paradojas.
No parece verosimil que la existencia de contextos referencialmente anu-

ladores permita generar nuevas paradojas. Al menos, no vemos céomo. En
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cualquier caso, una cualidad de esta propuesta es que produce una altera-
ci6bn minima de principios seméanticos cominmente aceptados: no se intro-
duce ninguna novedad en cuanto al predicado de verdad y, en cuanto a la
referencia de los nombres, simplemente se resalta que, por sencillas razones

semanticas, no siempre se puede elegir arbitrariamente.

Otra virtud de la propuesta, que se recomendaba, es que contiene una formulacion
precisa mediante lenguajes formales y, en todo caso, las conclusiones en lenguaje
formal son trasladables al lenguaje natural. Finalmente la solucion sera mejor
cuanto mayor variedad de paradojas resuelva. Por esta razon, en el apartado 5.1.6 y
siguientes, hemos generalizado el planteamiento de los contextos referencialmente
anuladores a otras oraciones y sistemas de oraciones emparentados con la paradoja

del mentiroso.

6.3. Generalizacién de la propuesta

Hemos visto que, segtn las reglas de evaluacion, si los nombres conservasen
su referencia habitual en una oracién autorreferencial de la forma p(D7), como
la del mentiroso o la del veraz, el valor de verdad, x, de dicha oracion habria de
cumplir una condicién de la formaxz = (C, o Cp)(z). En el caso de la oracion del
mentiroso su funcion (C, o Cp) no tiene punto fijo, pero en el caso de la oraciéon
del veraz tiene varios puntos fijos y también hay casos en que la funcion(C,o0Cp)
tiene un tnico punto fijo. Al intentar generalizar la solucién dada a la oraciéon del
mentiroso a los casos en que la funcion (C, o Cp) tiene uno o mas puntos fijos
encontramos que, en principio, hay varias formas razonables de hacerlo. Tras una
generalizacion razonable de los planteamientos G y MK vemos que, aunque ambos
dan como resultado una misma evaluacién de la oraciéon del mentiroso, pueden
diverger en la evaluacion de oraciones donde (C, o Cp) tiene uno o méas puntos
fijos. Estamos ante un problema de generalizar la evaluacion de oraciones a casos
que admiten varias soluciones sin caer en contradicciéon. Y, como en la ampliacién
de conceptos matematicos lo sensato es recurrir a criterios como la sencillez, la
conservacion del mayor nimero de propiedades posible, etc. para elegir una de
las alternativas, pero puede haber varias soluciones aceptables. Por ejemplo, tan
aceptable es suponer que el resto de la division entera de -8 entre 3 es -2 (y el

cociente seria -2) que suponer que es 1 (y el cociente seria -3). Tenemos pues varias
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formas de definir la divisién para enteros de modo compatible con la division de
ntmeros naturales. Analogamente, tenemos varias formas de establecer criterios
de evaluacion de oraciones problematicas de modo compatible con la evaluacion
de las oraciones no probleméaticas. Por ejemplo, la oracién “esta oracién carece

2

de contenido enunciativo (completo)” es falsa segin el planteamiento G y no es

verdadera ni falsa segin el planteamiento MK.

En nuestro caso, a falta de un estudio mas profundo de la opcién MK, hay
claros indicios de que la opcion G (planteamiento puramente extensional) es mas
sencilla y menos problematica. Por eso es la que utilizamos en el resto del trabajo.

Muchas paradojas, e incluso diversas versiones de la paradoja del mentiroso,
ocurren al intentar evaluar, no una sola oracién, sino un conjunto de oraciones.
En el apartado 5.2 generalizamos el planteamiento de los contextos referencial-
mente anuladores —con el que hemos encontrado una solucién para la evaluacion
de la oracion del mentiroso y un criterio razonable para evaluar otras oraciones
como la del veraz— a sistemas finitos de oraciones no cuantificadas. El resultado
es un método que permite evaluar coherentemente todas las oraciones de estos
sistemas, gracias al uso de ecuaciones de valores de verdad (una por cada oracion)

y conceptos como el de referencia seméantica aparente.

También hemos podido extender el planteamiento de los contextos referencial-
mente anuladores a oraciones cuantificadas y resolver paradojas basadas en ellas
como la de Epiménides.

Mas dificil es encontrar un método general para evaluar sistemas infinitos de
oraciones, pero hemos mostrado como resolver uno de los més conocidos (el que
constituye la paradoja de Yablo) lo que nos ensena aspectos importantes sobre la

evaluacion de tales sistemas.

El trabajo termina analizando la cuestion de si existe una explicacién comun
a las paradojas como las del mentiroso y afines en que el problema es asignar
coherentemente un valor de verdad a una oraciéon o conjunto de oraciones y otras
paradojas emparentadas como la paradoja heterologica o las clasicas paradojas de
Principia Mathematica. Hemos comprobado que: a) también estas paradojas se
pueden plantear mediante oraciones a las que aparentemente no se puede asignar
ningtn valor de verdad sin caer en contradiccion; b) tanto en unas como en otras,
la solucion surge al justificar que un nombre que aparentemente tiene referencia
realmente no la tiene; ¢) la combinacion de autorreferencia y predicados de de-

sentrecomillado, que explica la paradoja del mentiroso, también se produce en
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la paradoja heterologica y en las paradojas de Principia Mathematica. Todo ello
sugiere que podria haber una solucién unificada. En cualquier caso, un enfoque
similar al utilizado para estudiar la paradoja del mentiroso seria clarificador en el
estudio de las paradojas de Principia Mathematica y similares.

Finalmente, dentro de cierta perspectiva unificadora, considero interesante re-
saltar que asi como en la definicion de un conjunto (u otras definiciones) no es
aceptable cualquier propiedad, este trabajo pone de manifiesto que tampoco un
nombre puede tener siempre cualquier referencia. Hace tiempo que se asimild lo
primero (era necesario para formalizar la teorfa de conjuntos). Creo que la para-

doja del mentiroso y afines nos ensena la necesidad de asimilar lo segundo.

6.4. Comparacién con otras propuestas

Considero clarificador realizar un breve andlisis de como la propuesta de los
contextos referencialmente anuladores supera los principales problemas de otras
propuestas estudiadas en el apartado 2 con las que se pueden encontrar impor-

tantes aspectos en comun.

= Propuestas de Russell y Tarski. Aspecto destacado en comtin con nuestra
propuesta: restringen la autorreferencia.
Sin embargo, mientras que, como vimos, las propuestas de Russell y Tarski
son demasiado restrictivas, nuestra propuesta distingue la autorreferencia
inocua de la peligrosa y solo restringe la autorreferencia cuando es preciso
para evaluar coherentemente las oraciones. Las propuestas de Russell y Tars-
ki admiten importantes criticas por su condicion de jerarquicas (jerarquia
de los predicados verdadero y falso, jerarquia de lenguajes, etc.). Nuestra

propuesta no es jerarquica.

= Propuesta de Kripke. Aspectos en comiin: hay oraciones que no son verdade-
ras ni falsas, el predicado verdadero no esta jerarquizado, la logica trivaluada
fuerte de Kleene tiene un papel relevante, una misma oracién puede ser pa-
radojica o no en funcion de los hechos.
Los principales fallos de la propuesta de Kripke son la limitacion de la ca-
pacidad expresiva del lenguaje objeto que exige usar el metalenguaje para
hacer asertos relevantes sobre las oraciones paraddéjicas y el hecho de que

las paradojas reaparecen en el metalenguaje. Ninguno de estos problemas
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aparece en nuestra propuesta.

En cuanto a la capacidad expresiva de nuestros lenguajes formales hemos
justificado que no queda limitada en los aspectos relevantes a las parado-
jas objeto de estudio. Tomemos dos ejemplos relevantes de oraciones que
no pueden expresarse en los lenguajes interpretados de Kripke. Una es la
oracion verdadera “la oracion del mentiroso no es verdadera”. Si llamamosA
a la oraciéon del mentiroso en lenguaje objeto, la oracion formal que podria
corresponderle es =T" A7 (o ~T("A™) si nos queremos ajustar méas a la no-
tacion usada por Kripke). Pero con el planteamiento de Kripke, la oracion
=TT A" no es fundamentada y por tanto no es verdadera ni falsa, luego no
puede interpretarse como una oracion verdadera del lenguaje natural. En
cambio, con nuestro planteamiento, la oracion =77\ es verdadera, ya que

su evaluacion es:
Var(=TT A7) = C(Cr(Van(A))) = C-(Cr(i)) = C-(f) = v (6.1)

Ahora no hay problema en considerar que—7" X" es una buena formalizacién
de “la oracion del mentiroso no es verdadera”. El otro ejemplo relevante es la
oracion del mentiroso reforzada (“esta oracion no es verdadera”) que, como
vimos en el apartado 2.2, no es expresable en lenguaje objeto de Kripke. En
cambio, si es expresable en nuestros lenguajes formales una vez establecida
la existencia de contextos referencialmente anuladores. Por ejemplo, usan-
do la funcién de diagonalizacion, d, la oracién del mentiroso reforzado es
—T'd"—Tdx ", donde la referencia habitual del término d" —T'dx ' es la ora-
cion —1'd" =T'dz ", pero, en el contexto de dicha oracién el término carece de

referencia, es decir:

Vi (d"~Tdx") = ~Td ~Tdax"

6.2
d™ =T dx 0TI =Td ] g dom (Voy) (6.2)

Esto nos permite evaluar sin problemas la oraciéon. Por una parte, las reglas
de evaluacion establecen que Vop(P7) = i cuando P es un predicado y 7
un término que (en su aparicion en la oracion Pr) carece de referencia. En

nuestro caso resulta Von(Td™—T'dz™) =iy, finalmente,

Vor(=Td™=Tdx") = C-(Van(Td™~Tdz")) = C_(i) =i (6.3)
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Tampoco tenemos problemas en expresar en lenguaje formal que la oracion
del mentiroso reforzada no es verdadera. No se puede hacer con la propia
oracion del mentiroso reforzada (que no es verdadera ni falsa) pero si, usando

un término que la cita, como ocurre en:
1T =Td =Tdx (6.4)

Esta oracion que afirma que la del mentiroso reforzada no es verdadera, es
una oracion verdadera, en consonancia con la afirmacién en lenguaje natural.

En efecto:
V(=T -Td"=Tdzx ") = Co(Cr(Vom(=Td"=T'dz™))) (6.5)
y, teniendo en cuenta (6.3) y (6.5),
Vo(—T™=Td"-Tdxz7") = C.(Cr(i)) = C_(f) = v (6.6)

En la propuesta de Kripke las paradojas reaparecen en el metalenguaje.
En la nuestra no. De hecho, la solucion de los contextos referencialmente
anuladores es aplicable a las oraciones paradéjicas expresadas en lenguaje
natural. Por ejemplo, en el caso paradigmatico de la oraciéon “esta oracion
no es verdadera”, la expresion “esta oracion” pierde su referencia en el con-
texto de dicha oraciéon. Estamos pues ante una oraciéon cuyo sujeto carece
de referencia y que, por ello, no es verdadera ni falsa (no tiene contenido

enunciativo completo).

Propuesta de van Fraassen. Como en la propuesta de Kripke, en la de van
Fraassen hay oraciones que no son verdaderas ni falsas y la oracion del men-
tiroso reforzada no es formalizable. Van Fraassen establece una jerarquia de
tipos-valor y acaba reconociendo que la no veracidad de algunas oraciones
no se puede expresar en el lenguaje formal. Por consiguiente, como en la
propuesta de Kripke, hay una limitacion de la capacidad expresiva del len-
guaje formal que permite regenerar la paradoja del mentiroso reforzado en
el metalenguaje. Y, como acabamos de ver, estos inconvenientes no aparecen

en nuestra propuesta.
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= Propuesta de Martin. Como en las dos anteriores hay oraciones que no son
verdaderas ni falsas, entre las que se encuentra la del mentiroso. Como en
la propuesta de Kripke, la oracion verdadera “la oraciéon del mentiroso no es
verdadera” no es formalizable, y, como reconoce el propio Martin, la negacion
exclusiva no puede representarse en el lenguaje formal. Son muestras de una
limitacion de la capacidad expresiva del lenguaje formal que impide que
la solucién formal de Martin a las paradojas sea trasladable al lenguaje
natural. Para mostrar que nuestra propuesta no tiene estos inconvenientes,
nuevamente podemos remitirnos a los comentarios hechos en relaciéon a la
de Kripke.

= Propuesta de Gupta y Belnap y propuesta de Skyrms. Aunque el plantea-
miento inicial sea diferente, ambas propuestas tienen problemas similares a

los senalados para las de Martin, van Fraassen y Kripke.

= Propuestas basadas en ecuaciones. En su version mas general, nuestra pro-
puesta es, en buena medida, una propuesta basada en ecuaciones y puede
considerarse una mejora de las propuestas de Hansson y Lan Wen (anali-
zadas en el apartado 2.3.6). La mejora consiste, esencialmente, en que las
ecuaciones de valores de verdad —o, en un planteamiento intensional, de
contenidos enunciativos— asociadas a las oraciones son solo una herramien-
ta para determinar qué apariciones de nombres pierden su referencia habi-
tual. Una vez determinado, se pueden evaluar las oraciones sin problema.
En cambio, en las propuestas de Hansson y Lan Wen no se contempla la
posibilidad de que las expresiones referenciales puedan perder su referencia
en el contexto de ciertas oraciones y no consiguen resolver satisfactoriamente

la paradoja del mentiroso reforzada.

No compararemos nuestra propuesta con otras, como la de McGee o lasincon-
sistentes, con cuyo planteamiento no comparte aspectos relevantes. Tampoco lo
hace con las propuestas basadas en un concepto de verdad sensible al contexto
de emision de la oracion. Los contextos de emision de las oraciones poco o nada
tienen que ver con los contextos referencialmente anuladores de nuestra propues-
ta. Ademés ella no establece un nuevo concepto de verdad, simplemente refina el

funcionamiento de la referencia de las expresiones denotativas.
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6.5. Futuros desarrollos

El problema que plantean las paradojas puede verse como el de establecer
coherentemente el valor de verdad (o su falta de valor de verdad) de algunas
oraciones enunciativas. Surge tanto en lenguaje natural como en lenguajes forma-
lizados con suficiente capacidad expresiva. Con los conceptos semanticos usuales
no hay modo coherente de asignar un valor de verdad a oraciones como la del
mentiroso reforzada. La propuesta basada en los contextos referencialmente anu-
ladores resuelve la paradoja del mentiroso y similares introduciendo una minima
y justificada alteracion en el funcionamiento de la referencia de los nombres. Sin
embargo, el problema va mas alla de la evaluaciéon de oraciones paradojicas, por-
que hay oraciones, no estrictamente paradojicas, como la del veraz, para las que

las reglas de evaluacion usuales no definen su valor de verdad.

Tenemos pues un problema de generalizar la evaluacion de oraciones a casos
que admiten varias soluciones sin caer en contradicciéon. Y, como en la ampliacion
de conceptos mateméticos, lo sensato es recurrir a criterios como la sencillez, la
conservacion del mayor niimero de propiedades posible, etc. para elegir una de las
alternativas, pero puede haber varias soluciones aceptables. A este respecto me-
rece senalarse la existencia de diversas axiomatizaciones de la teoria de conjuntos
(Zermelo-Fraenkel con y sin axioma de eleccion, von Neumann-Bernays-Godel,
Kripke-Platek, etc.): todas ellas evitan paradojas como la de Russell pero no hay

una considerada indiscutiblemente la mejor.

En este trabajo hemos considerado razonables dos enfoques, G y MK, en re-
lacion al valor de verdad de las oraciones enunciativas. El enfoque G, de caracter
extensional (ver apartado 5.1.6) es el que hemos desarrollado por considerarlo
menos probleméatico. Con él hemos podido establecer un método de evaluacion de
sistemas finitos de oraciones no cuantificadas. También nos ha servido para eva-
luar oraciones cuantificadas paraddjicas y lo hemos podido generalizar para eva-
luar algunos sistemas infinitos de oraciones como el de la paradoja de Yablo. Sin
embargo, no hemos establecido un método con la suficiente generalidad como para
evaluar cualquier sistema de oraciones (finito o infinito de oraciones cuantificadas
o no). Desde luego, seria interesante investigar la posibilidad de conseguirlo. La
dificultad esta en encontrar criterios adecuados para que la generalizacion del mé-

todo de evaluacion tenga buenas propiedades. Asi que, como en la axiomatizacion
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de la teoria de conjuntos, muy posiblemente se encontrarian varias alternativas

razonables.

El enfoque MK, de caricter intensional, también merece ser estudiado pues,
a pesar de sus dificultades, se basa en un anélisis mas fino de las oraciones al
tener en cuenta su eventual contenido enunciativo y no solo su valor de verdad.
Debido a ello, este enfoque resuelve la evaluacion de la oracion del veraz de un
modo més natural: dado que no puede reducirse a una oracién sin predicados
de desentrecomillado (véase apartado 5.1.6.2), dicha oracion carece de contenido
enunciativo y por tanto no es verdadera ni falsa. En cambio, con el planteamiento
extensional, para concluir que la oracion del veraz no es verdadera ni falsa, hay

que anadir la aplicaciéon de un principio de simetria.

Incluso, como ya hemos senalado, la opcion G podria considerarse un caso
particular de la MK: aquel en que se considere que toda oracién a la que se
puede asignar coherentemente un tnico valor de verdad clasico p o f) tiene un
contenido enunciativo. Por consiguiente, merece investigarse si otras variantes del

planteamiento MK pueden estar mejor justificadas que la opcion G.

Aunque hemos encontrado importantes similitudes en la solucién de la parado-
ja del mentiroso y otras paradojas como las de Principia Mathematica queda por
ver si el estudio de todas esas paradojas mediante el uso de lenguajes formales nos
llevaria a una solucién comiin o por el contrario cada paradoja esconde problemas
diferentes. Como hemos senalado més arriba, la cuestion no esta zanjada a pesar
de las ideas de Russell y de que Priest (1994) ha encontrado una estructura co-
mun a las més conocidas paradojas de autorreferencia. Estas paradojas también
comparten el hecho de que en su formalizacion aparece la combinacion de auto-
rreferencia y desentrecomillado. Por tanto, considero interesante estudiar si una
variante o una generalizacién de nuestra propuesta de soluciéon de la paradoja del
mentiroso y afines podria servir para establecer una solucion unificada al conjunto
mas amplio de paradojas formado por las de Principia Mathematica y similares.

Varias paradojas, y en particular la del mentiroso, han jugado un papel impor-
tante en la demostracion de algunos de los mas conocidos teoremas sobre lenguajes
y sistemas formales. Tal es el caso del teorema de Tarski sobre la indefinibilidad
de la verdad en el lenguaje formal de la aritmética o el primer teorema de incom-
pletitud de Godel. Ambos se pueden obtener de un modo bastante directo a partir
del teorema de punto fijo segin el cual, en un sistema formal (sobre un lenguaje

de predicados de primer orden) con suficiente riqueza expresiva dada una formula
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Y(x) con una unica variable libre, siempre hay una oraciono tal que:
3 (0 o $(To7) (6.7

(Aqui ® es el conjunto de axiomas del sistema formal y "o es un término cuya
referencia es la oracion o). Si hubiera una formula, 7'(z), que representara el
predicado de verdad en @, deberia verificar el esquema T de Tarski, es decir, para

toda oracion (:
O (o= T(Te") (6.8)

Mas, un caso particular de (6.7) seria el que corresponde a la formula—T'(x), es

decir, existird una oracion —llamémosla \— tal que:
OF (AN -T("A)) (6.9)
y un caso particular de (6.8) serfa:
OF (A= T(TA) (6.10)
Por tltimo, de (6.9) y (6.10) se deduce:
O (-T("AT) < T("AT) (6.11)

lo cual solo es posible si ® es inconsistente.

El proceso que acabamos de ver se puede resumir asi: si en un sistema formal
en que se cumple el teorema de punto fijo hubiese una férmula que representase
el predicado verdadero, existiria una oracion formal, A, equivalente a =T ("A7),
es decir, una oracion del mentiroso reforzada. Y el poder formalizar esta oracion
paraddjica en un sistema formal en el cual se verifique el esquema de Tarski va

ligado a su inconsistencia.

El primer teorema de incompletitud de Gddel se obtiene —a partir del teorema
de punto fijo— de forma similar al de Tarski, cambiando el predicadoverdadero
por el predicado demostrable. En vez de formalizar una oracion,\, que “dice” de si
misma que no es verdadera, formalizamos una oracion, y, que “dice” de si misma

que no es demostrable, es decir, si llamamos B al predicado demostrable,

OF (v -B(M™) (6.12)
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Pero ahora la conclusiéon no es que el sistema sea inconsistente, sino que, si es
consistente, la oracién v ha de ser verdadera y, por tanto, indemostrable dentro
del sistema.

El teorema de Lob se basa en una demostracion formal analoga a la que pro-
duce informalmente la paradoja de Lob: véase Boolos y Jeffrey (1989, pp. 186-7).
También Boolos demuestra una version del teorema de incompletitud de Godet
explotando la paradoja de Berry, en lugar de la paradoja del mentiroso. E incluso
el propio Godel (1965, p. 9, nota al pie 14), senala que toda antinomia epistemo-
logica puede usarse para una prueba similar de la indecidibilidad.

A diferencia de lo que ocurre en la logica de predicados clésica, nuestra pro-
puesta para superar la paradoja del mentiroso y afines, consiste en una légica de
predicados trivaluada y con contextos anuladores de la referencia de ciertos térmi-
nos. Y, gracias a ello, se consigue que el lenguaje no pierda riqueza expresiva y, al
mismo tiempo pueda contener el predicado verdadero (y predicados de desentre-
comillado, en general). Asi pues, en nuestros lenguajes interpretados trivaluados
con capacidad de cita y contextos referencialmente anuladores no se cumple el co-
rrespondiente teorema de Tarski. Esto es solo un ejemplo de un amplio campo de
estudio que abarcaria tanto las propiedades seménticas de este tipo de lenguajes
interpretados como la posibilidad de establecer sistemas deductivos para ellos y,
en su caso, estudiar sus propiedades. Y en este campo de estudio la formalizacion

de las paradojas podra seguir cumpliendo un papel relevante.

%No hay algoritmo cuya salida contenga todas las sentencias verdaderas de la aritmética y
ninguna falsa”.
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Apéndice A

Correspondencias, funciones y
relaciones binarias: nomenclatura

utilizada

Este apéndice no pretende revisar todos los conceptos bésicos conjuntistas,
los cuales, generalmente, se suponen conocidos. Su objetivo es destacar algunas
propiedades por su interés para el presente trabajo y, sobretodo, determinar la
nomenclatura a usar en aquellos casos en que, por ser comunes varias, resulta

necesario para evitar interpretaciones erréneas o ambiguas.

A.1. Correspondencias

Una correspondencia, f, estd definida por una terna de conjuntos no vacios
(A, B,G), donde G es un subconjunto del producto cartesiano A x B.

A es el conjunto inicial, B es el conjunto final y G es el grafo de la correspon-
dencia: A =ni(f); B = fin(f)y G = graf(f).

Decir que una correspondencia, f, estd definida entre los conjuntos A y B
significa que A es el conjunto inicial y B es el conjunto final de la correspondencia.

Esto a veces se expresa mediante:
f:A—B

Cuando (a,b) € G se dice que la correspondencia asocia al elemento a, del

conjunto inicial, el elemento b, del conjunto final.
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El dominio de la correspondencia es el subconjunto de A formado por los

elementos a los que la correspondencia asocia al menos un elemento de B:!

dom(f) ={x/ 3y (v,y) € G}

El rango de la correspondencia es el subconjunto de B formado por los elementos

a los que la correspondencia asocia al menos un elemento de A:

ran(f) ={z/ 3y (y,) € G}

A.2. Funciones

Una funcion es una correspondencia que asocia a cada elemento de su dominio

uno y solo un elemento del conjunto final.

Si f es una funcion y a € dom(f), el elemento asociado a a por f se designa
mediante f(a).

Una funcion es total cuando su dominio coincide con su conjunto inicial. En

caso contrario, la funcién es parcial.

Sean: f, una funciéon definida entre A y B; g, una funcion definida entre B y

C; G, el siguiente conjunto:

G ={(z,y) € Ax C/x € dom(f) A f(x) € dom(g) Ny = g(f(2))}

Si G no es vacio, se llama funcidn compuesta de fy g a la funciéon (go f) definida

entre A y C cuyo grafo es G.2 Asf pues,

dom((go f)) = {x/z € dom(f) A f(x) € dom(g)}

y, cuando x € dom((g o f)),

(go f)(x) = g(f(x))

INo debe confundirse el dominio de una correspondencia con el dominio o universo de un
modelo. Para este tltimo, véase por ejemplo, la definicién 4.4 en la p. 72.

2Puesto que el grafo de una correspondencia no puede ser el conjunto vacio, cuandoG resulta
vacio la funcién compuesta de f y g no esta definida.
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Cuando ¢ es una funcién total la funcién compuesta (g o f) estara definida y

su dominio sera:

dom((go f)) = dom(f)

Si ademas f es una funcion total, (g o f) sera una funcion total.

Se dice que a es un punto fijo de la funcion h, cuando se cumple h(a) = a. Es
claro que a € dom(h) y que a € ran(h).

Si f es una funcion definida por la terna (A, B,G), y A C A llamamos res-
triccion de f al conjunto inicial A" a la funcion definida por la terna (A’, B, G;)

con

Gi={(x,y)) v € A N(x,y) € G}

Anéalogamente, si B' C B, la restriccion de f al conjunto final B' es la funcién
definida por la terna (A, B, Gy) con

Gy ={(z,9)/ (z,y) € GAy € B}

Finalmente, la restriccion de f al conjunto inicial A" y al conjunto final B’ es la

funcion definida por la terna (A’, B',G;f) con
Gig ={(z,y)/ x € AN (z,y) €GNy € B'}

Obsérvese que G; =GN (A' X B), Gy =GN(Ax B')y Gy =GN (A x B).

Proposiciéon A.1. Dado un conjunto A, sean [ y g dos funciones definidas entre
A y A. Supongamos que las funciones compuestas(go f) y (fog) estin definidas.
Llamemos B al conjunto de puntos fijos de (go f) y C al conjunto de puntos fijos

de (f o g). Entonces el nimero de elementos de B es el mismo que el de C.

Demostracion. Primero comprobemos que si B no es vacio, C' tampoco lo seré.
En efecto, tomemos b € By tendremos g(f(b)) = b —por ser b un punto fijo de
(g o f)—, pero entonces f(g(f(b))) = f(b), lo que indica que f(b) es un punto
fijo de (f o g), es decir, f(b) € C. Es obvio que, de modo perfectamente simétrico
se puede probar que si C' no es vacio, B tampoco lo sera. Asi pues, o By C son
ambos vacios o ninguno de ellos lo es. En el primer caso el nimero de elementos de
By C es el mismo (cero). En el segundo caso, vamos a probar que hay una funcion
biyectiva entre B y C' lo que es suficiente para afirmar que ambos conjuntos tienen

el mismo numero de elementos.
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Puesto que las funciones (g o f) v (f o g) estan definidas entre A y A, sus
puntos fijos son elementos de A. Asi pues B C Ay C C A, lo que hace posible
definir la funciéon h como la restriccion de f al conjunto inicial B y al conjunto
final C'. Entonces:

h es suprayectiva porque, dado cualquierc € C, se tiene g(c) € By h(g(c)) = c.
En efecto:

1°/ f(g(c)) = ¢ —por ser ¢ un punto fijo de (f o g)—, luego g(f(g(c))) = g(c),
lo que indica que g(c) es un punto fijo de (g o f), es decir, g(c) € B.

2°/ Como f(g(c)) =cy ce C,resulta f(g(c)) € C, lo que, junto a g(c) € B
y a la definicion de h, nos permite afirmar que h(g(c)) = f(g(c)) vy, por ende,
h(g(c)) = c.

h es inyectiva, es decir, dados b,b’ € B, h(b) = h(b') = b = /. En efecto,
h(b) = h(V') = f(b) = f(V) = g(f(b)) = g(f(V')) = b=V

Como conclusion, h es biyectiva. [ |

Por simetria, es obvio que la restriccion de g al al conjunto inicial C' y al
conjunto final B serd una funcion biyectiva. Ademaés, no es dificil ver que esa

funcion es la inversa de h.

A.3. Relaciones binarias

Una relacion binaria, R, definida sobre un conjunto no vacio, A, es un par
(A, G) donde G es un subconjunto del producto cartesiano A x A. El conjunto G
es el grafo de la relacion binaria.

Para indicar que (a,b) € G cuando G es el grafo de una relacion binaria R, es
costumbre escribir aRb.

Dados dos conjuntos Ay C, si C C Ay R es una relacién binaria definida

sobre A, diremos que C' es un conjunto R-cerrado si y solo si
V(z,y) e Ax A ((z€C)A(zRy)) — (y € C)

Destacamos algunas propiedades que puede cumplir (o no) unarelacion bina-

ria, R, definida sobre un conjunto no vacio, A:

» Reflexiva: Vz € A zRzx

s Irreflexiva: Ve € A —(xRx)
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Simétrica: V(z,y) € Ax A (zRy) — (yRx)

Asimétrica: V(z,y) € Ax A (zRy) — —(yRx)

Antisimétrica: V(z,y) € Ax A (xRy) A (yRx) -z =1y

Transitiva: V(z,y,2) € AXx Ax A (zRy) A (yRz) — (zRz2)

Una relaciéon binaria es de equivalencia si cumple las propiedades reflexiva, simé-
trica y transitiva. Si ~ es una relacién de equivalencia definida sobre el conjunto

A,y a € A, la clase de equivalencia de a es el conjunto
la]. = {x € AJaRz}

Es sabido y facil de comprobar que cuando (a,b) € A x A: 1/ si a ~ b entonces
[a]~ = [b]~; 2/ si =(a ~ b) entonces [a]. N [b]. = 0. Por tanto una relacion de
equivalencia, ~, definida sobre un conjunto A establece una particion del conjunto
A en clases de equivalencia. El conjunto cuyos elementos son las clases de equi-
valencia se denomina conjunto cociente de A respecto a la relacién ~ y se denota
mediante A/ ~.

Una relacion binaria es de orden estricto o iwrreflexivo si cumple las propiedades
irreflexiva, y transitiva. Se deduce facilmente que una relacion de este tipo siempre
cumple la propiedad asimétrica.

Una relaciéon binaria es de orden reflexivo si cumple las propiedades reflexiva,
antisimétrica y transitiva.

Cuando simplemente se dice que una relaciéon binaria es de orden se entiende
que es de orden reflexivo.

Se puede comprobar que dada una relacion de orden irreflexivo, <, definida

sobre un conjunto A, la relaciéon < definida sobre A mediante:
V(iz,y) €Ax A (x=2y) = ((z=<y)Va=y)

es una relacion de orden reflexivo.
En sentido inverso, dada una relaciéon de orden reflexivo, <, definida sobre un

conjunto A, podemos definir la relacién < sobre A mediante:

V(iz,y) e AxA (z=<y)« ((z2y)A-(z=y))
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y comprobar que < es una relaciéon de orden estricto.
Por consiguiente, tiene sentido decir que tanto una relacion de orden reflexi-
vo como una de orden irreflexivo definidas sobre un conjunto A establecen una

ordenacion del conjunto.
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Apéndice B

Ejemplo de aplicaciéon del
procedimiento de evaluacion de
sistemas finitos de oraciones no

cuantificadas

Supongamos que deseamos conocer el valor veritativo de lo escrito en cada una
de las paginas 1 a 6 de un cuaderno. Lo escrito en cada pagina es tinicamente:

Pagina 1: “Lo escrito en la pagina 2 es verdadero y lo escrito en la pagina 1 es
falso”.

Pagina 2: “Lo escrito en la pagina 1 no es verdadero”.

Pagina 3: “No es verdadero ‘lo escrito en la pagina 1 es falso™’.

Pagina 4: “El rio Amazonas es caudaloso” y lo escrito en la pagina 8 es falso”

Pagina 5: “Lo escrito en la pagina 6 es verdadero y lo escrito en la pagina 1 es
verdadero”.

Pagina 6: “O es verdadero lo escrito en la pagina 4 o es falso lo escrito en la
pagina 5 o es falso lo escrito en la pagina 7.

Podemos formalizar este sistema de oraciones representando el término resul-
tante de sustituir ¢ por un niimero de pagina en “lo escrito en la pagina:” mediante
el término formal resultante de sustituir: por un ntimero de pagina en 7;, repre-
sentando los predicados verdadero, falso y caudaloso mediante los simbolos T, F’
y L, respectivamente y representando El rio Amazonas mediante el simbolo de

constante a. Llamando ; a la oracion escrita en la pagina ¢, la referencia habi-
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tual de cada término 7; sera la oracion ¢; (1 < i < 6) y el sistema de oraciones

formalizado sera:

(1) (T2 A F1)

(2) —T'n

(¢3) —T"Fr (B.1)
(1) (La N F13)

(5) (Tr6 N'T'71)

(ps) (T4 V Fr5)V F17)

Supongamos que usamos un modelo, M, en el que: 1/ la interpretacion de las
conectivas logicas es la de la 16gica trivaluada fuerte de Kleene; 2/ la interpretacion
de los simbolos de predicado de desentrecomilladoT" y F' viene dada por Cr y
Cr, respectivamente, siendo Cr(f) = Cr(i) = f, Cr(v) = v, Cr(v) = Cr(i) = f,
Cr(f) = v; 3/ Tom(a) es el rio Amazonas e Jon(L) es una funciéon que asocia al rio

Amazonas el valor de verdad v.

Procedamos a aplicar a (B.1) el método de evaluacion para sistemas finitos de

oraciones no cuantificadas.

1. Anadir las oraciones necesarias para formar un conjunto de oracionessS-
cerrado, .
Si hay una oracién enunciativa escrita en la pagina 7 o en la pagina 8, las
oraciones de (B.1) no forman un conjunto S-cerrado porque @Ser 0 Y4Sps
v ni 7 ni @g forman parte del conjunto de oraciones de (B.1). Supongamos
que en la pagina 8 no hay escrito nada y en la pagina 7 hay escrito lo
siguiente: “lo escrito en la pagina 6 es falso”. Entonces, para conseguir un
conjunto de oraciones S-cerrado, tenemos que anadir al sistema de oraciones

la formalizacion de lo escrito en la pagina 7, es decir, la oracion

(p7) Frg (B-Z)
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resultando el sistema de oraciones

(1) (Tme A F'1y) )
(2) Ty
(p3) =1 Fr
(1) (La A F13) (B.3)
(5) (Tt NT'7y)
(ps) ((TTyV F15)V F17)
(¢7) Frg )
y, por supuesto,
D = {1, 02,93, 01,95, 6, P71} (B.4)

Ademés, 73 no tiene referencia habitual y la referencia habitual de7; es la

oraciom 7.

2. FEstablecer el orden en que se recorrerdn los elementos de ®/~g con el si-
guiente criterio: empezar por los vértices (clases de equivalencia establecidas
por la relacion ~g en el conjunto de oraciones ®) que no tienen sucesor en
el grafo G(<g,®/~g) y continuar en sentido inverso al que establece la re-
lacion <g.

Para obtener ® /~g, primero elaboramos el grafo G(S, ®). Teniendo en cuen-

ta la definicion 5.2 (p. 176) y el conjunto de oraciones ®, se obtiene:

G(S, @) = {(¢1,01), (91, 92), (v2, 1), (03, 1), (@5, 1),

(B.5)
(5, 96), (w6, 04), (e, ©5), (Y6, 97), (07, 06) }

Es facil comprobar que las clases de equivalencia establecidas por la relacion
~g (dos oraciones estan relacionadas cuando son iguales o cuando en el grafo

G(S,®) hay un camino de una a otra y viceversa) son {¢1, 2}, {¢s}, {pa}
y {5, @6, @7}, es decir,

®/~s= {{w1, 02}, {ws}, {pa}, {¥s, w6, 7} } (B.6)

En este conjunto establecemos la relacion <g (dos clases de equivalencia
estan relacionadas cuando no son iguales y hay un arco en G(S, ®) entre

un elemento de la primera clase de equivalencia y otro de la segunda). Asi
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podemos ver que {3} <g {1, 2}, porque existe en G(S, @) el arco (g3, ¢1)
entre un elemento de {¢3} y un elemento de {1, p2}. Anadlogamente, es
sencillo comprobar que el resto de pares relacionados es: {5, s, o7} <5

{8017@2} y {80579067807} =g {804} En resumen, el grafo G(_<S7q)/NS) es el
conjunto:

{{es}, {e1, 021), {@s, e, 07}, {01, 02}), {05, 06, 07}, {ea})}  (B.T)

por lo que debemos recorrer {1, 2} antes que {3} y antes que {ps, we, @7}
y también {@4} antes que {ps5, ps, @7}

3. Recorrer las clases de equivalencia de ®/~g en el orden establecido para
evaluar sus oraciones. Con cada clase de equivalencia, [u]~, hay que hacer

lo siguiente:

a) Hallar el sistema de ecuaciones de valores de verdad asociado:

1) Al valor de verdad de cada oracion, ©;, ¢; € [u]~,, se asignard
una incognita, x; y una ecuacion de valores de verdad de la forma

2) Sea A; = {/Y € [u]g ANpiSY}. Para obtener el sequndo miembro
de la ecuacion de valores de verdad:

a'  Téngase en cuenta que la aparicion de un término enp; pierde

su referencia cuando se da en una oracion (igual ap; 0 a una
parte propia de @;) que ya ha sido evaluada (una oracion del
sistema o una parte propia de una oracion ya evaluada) con el

resultado de que la aparicion del término perdia su referencia.

b Supdngase que ningin otro término de p; pierde su referencia
y apliquese a la oracion la composicionalidad y la definicion de
los predicados de desentrecomillado hasta que su valor de ver-
dad quede expresado exclusivamente en funcion de los valores
de verdad de oraciones ya evaluadas y de los valores de verdad

de oraciones de A;.

b) Aplicar el principio de simetria para resolver las referencias semdnticas
aparentes (es decir, decidir si son reales o no): si el sistema de ecuacio-

nes de valores de verdad tiene una unica solucion, todas las referencias
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semdnticas aparentes a oraciones de[ul~, (contenidas en oraciones de
[u]~g) son reales; en caso contrario, de esas referencias, solo son reales

las realizadas mediante términos de cita.

¢) FEwvaluar las oraciones de [u].,.
Realizamos el recorrido de las clases de equivalencia respetando el orden

contrario a <g:

= Paso 3a aplicado a {1, p2}. Teniendo en cuenta la composicionalidad y
que Ty F'son predicados de desentrecomillado, el sistema de ecuaciones

asociado es

(B.8)

z1 = Cp(Cr(z2), Cp(z1)) }
To = C—\(CT(xl))

= Paso 3b aplicado a {y1, p2}. Puesto que el sistema anterior no tiene
solucion las referencias semanticas aparentes de oraciones de {1, o}
contenidas en oraciones de {1, ¢2} que no se realicen mediante térmi-
nos de cita no son reales. Ello equivale a decir que las apariciones de

71 y T2 en las oraciones de {1, o} carecen de referencia.

= Paso 3c aplicado a {¢1, pa}.

Vor(o1) = V(T A F11) = Cn(Von(T'72), Vor( F'11)) } (B9)
Vor(p2) = Von(=T11) = C-.(Vor(T'11)) '

donde, dado que 71 y 7 carecen de referencia en ¢; y en @o—y, por

tanto, en cualquiera de sus partes propias—,
Vou(T1) =1 Vm(Fr) =1 Vou(Tn) =1 (B.10)

Sustituyendo (B.10) en (B.9) obtenemos:

Von(pa) = CL(i) =1

= Paso 3a aplicado a {¢3}. La aparicion del término 71 en @3 se da en la
oracion F'm; que es una parte propia de 3 y que ya ha sido evaluada

(para evaluar ;) con el resultado de que 7, carece de referencia en la
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oracion F'my. Puesto que
Van(ps) = V(=TT F7i ") = C(Cr(Von(F'71))) (B.12)
v Vom(F'1) =1, la ecuacion de valores de verdad asociada a {3} es:
z3 = C.(Cr(i)) (B.13)

Pasos 3b y 3c aplicados a {y3}. Evidentemente, la ecuacion anterior

tiene una tnica solucion que es el valor de verdad de ¢s:
Von(ps) = C-(Cr(i)) = CL(f) = 0 (B.14)

Pasos 3a, 3b y 3c aplicados a {¢4}. En ¢4 no hay ninguna referencia
semantica aparente (recuérdese que 73 es un término sin referencia ha-
bitual), por tanto la ecuacion asociada nos permite calcular el valor de
verdad de la oracién independientemente de los valores veritativos de

otras oraciones:

Van(pa) = 24 = Cx(Von(La), Van(F7s)) (B.15)
donde
Van(La) = Tan(L)(Von(a)) = Tan(L)(Im(a)) = v (B.16)
y
Vor(F1g) =1 (B.17)
por lo cual
Van(pa) = Ca(v,i) =1 (B.18)

Paso 3a aplicado a {¢s, s, p7}. La aparicion del término 7 en @5 se
da en la oracion 7'y que es una parte propia de @5 y que ya ha sido
evaluada (para evaluar ps) con el resultado de que 7y carece de referen-
cia en la oracion T'm. Para hallar el sistema de ecuaciones asociado hay
que suponer que el resto de términos conserva su referencia habitual y
tener en cuenta la composicionalidad y que T’ y F' son predicados de

desentrecomillado, hasta expresar el valor de verdad de cada oracion
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en funcion del valor de verdad de oraciones ya evaluadas y del valor de

verdad de oraciones de {5, vg, p7}. El resultado es:

x5 = CA(Cr(z6), Vor(TT1))

zg = Ov(Cv(Cr(Van(ps)), Cr(25)), Cp (7)) (B.19)
T7 = CF(%)

Como sabemos que Vop(T71) =iy Var(ps) = i, tendremos

x5 = Cp(Cr(z6),1) (B.20)
y
Cv(Cr(Von(a)), Cr(zs)) = (B.21)
= Cv(Cr(i), Cr(zs5)) = Ou(f, Cp(as)) = Cr(xs)
Lo que nos permite dejar el sistema de ecuaciones en:
Ty = C/\(CT(ZBG), 1)
Tg = C\/(CF(ZL’5), CF(I'y)) <B22)
v7 = Cr(x6)
cuya unica solucion es
Ty = i, Tg =0, T7= f (B23)

= Pasos 3b y 3c aplicados a {¢s, vs, p7}. Puesto que el sistema de ecua-
ciones tiene una tnica soluciéon las apariciones de los términos 75, 74
v 77 en las oraciones de {5, g, ¢7} tienen su referencia habitual y el

valor de verdad de las oraciones es, segin (B.23):
Van(ps) =1, Va(ps) =0, Von(er) = (B.24)

Una vez que ha terminado la evaluacion formal del sistema de oraciones, podemos
trasladar al lenguaje natural nuestras conclusiones.

Sabemos que al término formal 7; corresponde la expresion informal “lo escrito
en la pagina 17, al término formal 75, la expresion informal “lo escrito en la pagina
27, etc. También sabemos que F' y T formalizan los predicados verdadero y falso,

respectivamente. Por tanto, a las oraciones formales F'1y, T'ry v 115 corresponden
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las oraciones “lo escrito en la pagina 1 es falso”, “lo escrito en la pagina 1 es
verdadero” y “lo escrito en la pagina 2 es verdadero”, respectivamente. Ahora
bien, una de las conclusiones de la evaluacién formal es que las apariciones de los
términos 71 y T2 en las oraciones F'1y, T'ry y T'm5 carecen de referencia. El reflejo de
esta conclusion en lenguaje natural es, pues, que las expresiones “lo escrito en la
pagina 1”7 y “lo escrito en la pagina 2” carecen de referencia en su apariciéon en las
oraciones “lo escrito en la pagina 1 es falso”, “lo escrito en la pagina 1 es verdadero”
y “lo escrito en la pagina 2 es verdadero”. Por esa razon estas tres oraciones no

son verdaderas ni falsas.

La evaluacion de las oraciones ha sido:

Von(p1)
Von(s)

Vor(p2) = Van(ws) = Van(ps) =i

(B.25)
Van(ps) = 03 Von(pr) = f

Al fijarnos en Von(p1) = i, podria parecer que la oracion “lo escrito en la pagina 1
es verdadero” es falsa, pero no es asi, puesto que, como acabamos de ver, en esta
oracion, la expresion “lo escrito en la pagina 1”7 carece de referencia y la oracion

no es verdadera ni falsa.

Tanto en el lenguaje formal como en el informal, podemos construir oraciones
verdaderas (y también falsas) acerca del valor de verdad de cada una de las siete
oraciones del sistema. Por ejemplo, podemos expresar que s no es verdadera ni

falsa mediante la oracién formal
T =T1"A=F"=T1" (B.26)
dado que los términos de cita no pierden su referencia habitual; pero no mediante
=T N =F1y9 (B.27)

porque el término 7, no tiene referencia en la oracion 1'7,.

La traduccion a lenguaje natural de (B.26) sera: “no es verdadero ‘no es verda-
dero lo escrito en la pagina 17 y no es falso ‘no es verdadero lo escrito en la pagina
1777

Cabe preguntarse si se puede expresar que g, no es verdadera ni falsa mediante

la oraci6on formal
_|TI__|T7'1—| A _‘F7—2 (B28>
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Puesto que esta oracion no es la referencia habitual de ningin término de las
oraciones de (B.3), aunque la anadiésemos al sistema, su evaluacion seré posterior
a la evaluacion de todas esas oraciones y, dado que F'1y no ha sido evaluada como
parte de (B.3), el término 7, no pierde la referencia en la oracion F'ry. Asi pues la

respuesta a la pregunta es afirmativa y la comprobacion de que (B.28) es verdadera

es!:

Vor(=T™ =T A =F13) = Cp(C-(Cr(Van(=T11))), C-(Cr(Van($2)))) =
= CA(C-(C1(1)), C-(Cr (1)) = CA(CL(f), C-(F)) = Ca(v,0) = 0
(B.29)
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