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Una de las caracteristicas que nos define
como humanos es nuestra capacidad de aprendizaje,
asi como el hecho de poder disfrutar de ello






Resumen

Los métodos basados en subespacios son una herramien-
ta muy utilizada en aplicaciones de vision por computador.
Aqui se presentan y validan algunos algoritmos que hemos
propuesto en este campo de investigacién. El primer algorit-
mo esta relacionado con una extensién del método de vecto-
res comunes discriminantes con kernel, que hemos llamado el
método de vectores comunes discriminantes extendidos con
kernel (RKDCV, Rough Discriminative Common Vector with
Kernels). RKDCV reinterpreta el espacio nulo de la matriz
de dispersion intra-clase del conjunto de entrenamiento para
obtener las caracteristicas discriminantes. Este método tam-
bién se puede ver como una versiéon no lineal de los vectores
comunes discriminantes extendidos.

Dentro de los métodos basados en subespacios existen di-
ferentes tipos de entrenamiento. Uno de los méas populares,
pero no por ello uno de los mas eficientes, es el aprendizaje
por lotes. En este tipo de aprendizaje, todas las muestras del
conjunto de entrenamiento tienen que estar disponibles desde
el inicio. De este modo, cuando nuevas muestras se ponen a
disposicién del algoritmo, el sistema tiene que ser reentrenado
de nuevo desde cero. Una alternativa a este tipo de entrena-
miento es el aprendizaje incremental. En los ultimos afos,
y debido a la necesidad de poder actualizar los sistemas de
clasificacién, muchos de los métodos basados en subespacios,
que utilizan el aprendizaje por lotes, han sido modificados



Resumen

para un aprendizaje incremental. Aqui se proponen diferen-
tes algoritmos incrementales del método de vectores comunes
discriminantes.

El método DCV ha sido propuesto originalmente de dos
formas diferentes, pero equivalentes. En este documento se
formula un algoritmo incremental para cada uno de ellos.
Ademsds, se muestra una versién incremental propia para cal-
cular los vectores comunes discriminantes. El primer algorit-
mo se basa en la eigendescomposiciéon y lo hemos abreviado
con las siglas IDCV-EVD del inglés Incremental Discriminati-
ve Common Vectors by Eigendecomposition. El segundo algo-
ritmo emplea subespacios diferencia y la ortogonalizacién de
Gram-Schmidt incremental (IDCV-GSO). El tercer algorit-
mo esta basado en subespacios diferencia y ortogonalizacién
(IDCV-0).

Cuando la dimensién del espacio de las muestras es menor
o igual a la diferencia entre el tamafio del conjunto de entre-
namiento y el nimero de clases, la dimensién del subespacio
discriminante en el método DCV es pequena. Esto ocasiona
que los vectores comunes discriminantes no sean representa-
tivos. En este caso, nosotros utilizamos el método de vectores
comunes discriminantes extendidos (RDCV, Rough Discrimi-
native Common Vector). RDCV relaja las bases del método
DCYV a partir de ampliar el subespacio discriminante. Aquf se
presenta una versién incremental del método RDCV que per-
mite actualizar la base de conocimiento desde un modelo pre-
calculado.

Los algoritmos propuestos se validan empiricamente para
diferentes casos de estudio, a partir de clasificar bases de datos
que presentan caracteristicas complejas.
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Abstract

Subspace-based methods are a widely used tool in com-
puter vision applications. This document introduces and val-
idates several algorithms that we have proposed in this field
of research. The first algorithm is an extension of the dis-
criminative common vector method with kernels, called the
Rough Discriminative Common Vector Method with Kernels
(RKDCV). RKDCYV reinterprets the null space of the within-
class scatter matrix of the training set for calculating the
discriminative features. This method can also be understood
as a nonlinear version of the rough discriminative common
vectors.

Among the subspace-based methods, there are different
types of training. One of the most popular, although not
the most efficient one, is the batch learning. In this type of
learning all the samples of the training set must be available
at the start of training. If new training samples are available
a posterior, the system must be retrained from scratch. An
alternative to this type of training is the incremental learning.
In the last years, due to the need of updating the classification
systems, most of the subspace-based methodologies that were
using batch learning, have been modified for an incremental
learning. Here we propose different incremental algorithms
for discriminative common vector method.

The DCV method was originally proposed of two differ-
ent but equivalent ways. In this document an incremental

II1



Abstract

algorithm for each of them is formulated. In addition, we
show our own incremental version for calculating the discrim-
inative common vectors. The first algorithm, as well as the
method original, is based on the eigendecomposition and we
have denominated it with the acronym IDCV-EVD (Incre-
mental Discriminative Common Vectors by Eigendecomposi-
tion). The second algorithm uses difference subspaces and
Incremental Gram-Schmidt orthogonalization (IDCV-GSO).
The third algorithm is based on difference subspaces and or-
thogonalization (IDCV-O).

When the dimension of the sample space is smaller than
or equal to the difference between the training set size and
the number of classes, the dimension of the discriminant sub-
space for the DCV method is small. This produces discrim-
inative common vectors that are not representative. In this
case, we use the rough discriminative common vector method
(RDCV). RDCV relaxes the bases of DCV method, expanding
the size of the discriminant subspace. We present an incre-
mental version of the RDCV method, which allows updating
the knowledge base from a precalculated model.

The proposed algorithms in this document are validated
empirically for different case studies, by classifying databases
that present complex characteristics.
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Notacion Matematica

Para lograr una comprensién adecuada del trabajo, aqui se
define la mayor parte de la nomenclatura utilizada a lo lar-
go de la tesis. Los vectores se denotan con letras minisculas
romanas tales como x, y todos son considerados vectores co-
lumna de dimension d si no se especifica lo contrario. Las
matrices se indican con letras maytusculas romanas como X y
estdn conformadas por vectores columna.

Los conjuntos de datos se denotan por letras mayusculas
de estilo boldface como X. Las letras mayusculas en estilo
itdlica, como S, indican matrices de dispersién. Las letras
caligraficas mayusculas representan subespacios. A lo largo
de este documento se trata de mantener la tipografia descrita
anteriormente.

En los siguientes capitulos, X € R*M representa un con-

junto de entrenamiento compuesto por M muestras, donde
cada muestra es un vector columna X;- € R?% de dimensién
d. El subindice 7 hace referencia a las muestras dentro de la
clase 7, j = 1,...,c. El numero de clases en el conjunto de
entrenamiento es ¢, y el vector media de la clase j es x;.

X conjunto de entrenamiento inicial, X € R4*M

Y conjunto de entrenamiento incremental, Y €
Rde

Z conjunto de entrenamiento concatenado, Z =

[X Y] c REX(M+N)

XV
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W%
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Capitulo 1

Introduccion

Resumen — En el area del reconocimiento y clasificacion
de patrones existen multiples métodos como formas de
aprender. Este capitulo ofrece una visién general de los
métodos basados en subespacios en el contexto de clasifica-
cién de patrones. En él, también se expondran los objetivos
principales de la tesis y su justificacién. La parte final del
capitulo muestra la estructura que sigue este documento.

Contenido
[L.1I. Introduccion generall . . . .. .. ... .. 1
.................. 6
[L3. Estructuradela Tesisl . ... ... .. .. 8

1.1. Introduccién general

El proceso de reconocer cosas, como un sonido, una ima-
gen, un amigo o un sabor, etc...es algo que hacemos de for-
ma inconsciente. Este proceso es una de las funciones menta-
les més importantes en seres humanos y animales en el que
se adquieren nuevas habilidades, destrezas, conocimientos o
conductas, como resultado del aprendizaje.



1. Introduccién

En los sistemas de visién por computador el aprendizaje
automatico (del inglés machine learning) es de gran utilidad,
debido a su gran potencial para contribuir en el desarrollo
de algoritmos que sirven para mejorar el desempeno de los
sistemas de visién, los cuales tienen un alto nivel de comple-
jidad [98].

El reconocimiento automaético, la descripcién, la clasifica-
ciom, y el agrupamiento de patrones son aspectos importantes
en la ingenieria y ciencias, como biologia, psicologia, medici-
na, marketing, visién por computador e inteligencia artificial,
entre otros. El reconocimiento de patrones es el estudio de
como las maquinas pueden observar el ambiente, aprender a
distinguir patrones de interés de su trasfondo, y producir sa-
lidas o tomar decisiones razonables acerca de las categorias
de los patrones [59].

En el area del reconocimiento de patrones y analisis de
imdagenes, varias técnicas han sido propuestas en los ultimos
anos motivadas por el nimero creciente de aplicaciones en el
mundo real. La tabla muestra algunas aplicaciones.

En el proceso de construir un sistema de reconocimiento se
pueden distinguir dos etapas: entrenamiento (aprendizaje) y
clasificacién (pruebas). Cada etapa se compone de funciones
diferentes, como son la adquisicion de datos, el preprocesa-
miento, la presentaciéon de datos, el aprendizaje, la toma de
decisiones. La figura [I.1] muestra un modelo estdndar para el
reconocimiento estadistico de patrones.

Las funciones del médulo de preprocesamiento son seg-
mentar el patron de interés del trasfondo, quitar ruido, nor-
malizar el patrén, entre otras operaciones que contribuyan
a dar una representacion compacta del patrén. En el entre-
namiento, la funcién del médulo de extraccién/selecciéon de
caracteristicas consiste en encontrar las caracteristicas apro-
piadas para representar el patrén de entrada. El camino de
informacién retroactiva permite optimizar el preprocesamien-
to y las estrategias de extraccién/seleccién de caracteristicas.




1. Introduccién

Tabla 1.1: Ejemplos de aplicaciones del reconocimiento de patro-

nes.
Dominio del Aplicacién Patrén de Clases de patrén
problema entrada
Bioinformatica a'nélisis de secuen- DNA/se?uencias conocer el tipo de ge-
cias de proteinas nes/patrones
puntos en un | obtener grupos com-
Minerfa de datos | Puscar  patrones espacio multidi- | pactos y bien separa-
significativos mensional dos
Clasificacién de texto del docu- . -
documentos buscar en Internet mento categoria semdnticas
Analisis de | caracteres al- caracteres alfa-
imdgenes de | fanuméricos, imagen del docu- numdéricos, palabras
documentos palabras mento
Automatizacién | inspeccién de cir- | intensidad o ran- | producto defectuoso
Industrial cuitos impresos go de la imagen /no defectuoso
Recuperacién
de bases de | busqueda en inter- R 3 R
datos de multi- | net video clip genero de los videos
media
autorizacion de usua-
Reconocimiento | identificacién  de rostros, iris rios para accesos de
biométrico personas control
exploracion del di-
Reconocimiento | rectorio telefénico
de la voz sin la asistencia del | 7 palabras habladas
operador

Entrenamiento

:

"

I
Patrén de
Y Pre-procesamiento *;’, xtraccién/Se;Igccio’n *4:» Aprendizaje
entrenamiento : de caracteristicas i
L
Clasificacion
\ A
Patrén de
—— | |Pre-procesamiento [T ®,| Medida de las ™ Clasificacion Ll
prueba caracteristicas T
——— |

Figura 1.1: Modelo esténdar para el reconocimiento estadistico de
patrones.
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La funcién del médulo de clasificacién es asignar el patron de
entrada a uno de los patrones de entrenamiento a partir de
las caracteristicas medidas.

Los métodos de clasificacion mas conocidos en reconoci-
miento de patrones estan relacionados con coincidencia de
patrones, clasificacion estadistica, coincidencia sintactica o es-
tructural, y redes neurales. Estos métodos no son necesaria-
mente independientes y algunas veces el mismo método de
reconocimiento de patrones posee interpretaciones diferentes.
Una breve descripcion y algunas caracteristicas de estos méto-
dos se presentan en la tabla

Tabla 1.2: Métodos de clasificacién en reconocimiento de patrones.

Métodos de
clasificacién Representaciéon Funci6n de Criterio tipico
basados en reconocimiento
Coincidencia de | muestras, pixe- correlacién, medi- . .
. . error de clasificacién
patrones les, curvas das de distancia
L. L. funcién  discrimi- . .,
Estadistica caracteristicas error de clasificacién
nante
Coincidencia
sintactica o | primitiva reglas, gramdtica error de aceptacién
estructural
muestras, pixe- ., error cuadratico me-
Redes neuronales funcién neurona .
les, curvas dio

Los métodos estadisticos, basados en subespacios, se han
convertido en una herramienta estandar en la comunidad de
visién por computador para realizar diversos tipos de apren-
dizaje a partir de informacién visual y para tareas de recono-
cimiento/clasificacién.

Esta tesis estd enfocada en algunos métodos estadisticos
también llamados métodos basados en subespacios. En un
subespacio, determinado espacio de representacién, un patrén
se representa con una agrupaciéon de d caracteristicas visto
como un punto en un espacio d-dimensional. La idea principal
de estos métodos es obtener las caracteristicas de un nuevo
subespacio obtenido a partir del anterior, donde los elementos

4
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que pertenecen a cada clase se puedan diferenciar de forma
maés clara que en el espacio original del patrén. La efectividad
del espacio de representacién (conjunto de caracteristicas) se
determina por la separabilidad de los patrones de diferentes
clases [39].

Desde el punto de vista de la visién por computador, el
aprendizaje automatico puede ofrecer métodos efectivos para
adquirir modelos visuales, adaptar parametros de la represen-
tacién, transformar senales a simbolos, construir sistemas de
procesamiento de imagenes entrenables, centrar la atencién
en el objeto fijado, etcétera [98].

En pocas palabras, con el aprendizaje automatico se desa-
rrollan técnicas que permitan a las computadoras aprender.
Se trata de crear programas capaces de generalizar comporta-
mientos a partir de una informacién no estructurada suminis-
trada en forma de ejemplos. Es, por lo tanto, un proceso de
induccién. En muchas ocasiones, el campo de actuacién del
aprendizaje automatico se solapa con el de la estadistica, ya
que las dos disciplinas se basan en el analisis de datos [46].

Existen distintas técnicas que permiten a las computado-
ras aprender. Una de las técnicas mas comunes es el apren-
dizaje por lotes o batch learning, donde el proceso de apren-
dizaje en tales sistemas consiste en procesar repetidas veces
el conjunto de entrenamiento como un todo, hasta obtener
un modelo final que describe con la mayor exactitud posible
al mayor nimero de ejemplos de entrenamiento. Para ello, es
necesario aceptar como validos tres supuestos:

1. todos los ejemplos necesarios para describir el domi-
nio del problema estan disponibles antes del proceso de
aprendizaje,

2. todos los ejemplos de entrenamiento pueden ser carga-
dos en memoria,

3. tras procesar debidamente el conjunto de entrenamien-
to, el aprendizaje puede darse por finalizado.
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A pesar de su enorme campo de aplicacion, las técnicas de
aprendizaje por lotes no son convenientes en un gran nimero
de problemas donde los datos proceden de entornos dindmicos
y/o van siendo adquiridos a lo largo del tiempo. Por ejemplo,
en un sistema de seguridad basado en la clasificaciéon de ros-
tros, cuando nuevas iméagenes se ponen a disposicion del sis-
tema la memoria requerida y el coste computacional son muy
altos si el sistema es reentrenado, cada vez, desde cero a partir
del aprendizaje por lotes. Una alternativa a este problema es
realizar un aprendizaje incremental.

Los métodos de aprendizaje incremental presentan ciertas
caracteristicas que los hacen muy apropiados para trabajar
con grandes cantidades de datos, como son, su capacidad de
incorporar nuevas experiencias a la base de conocimiento, y
su capacidad de evolucionar esta base de conocimiento desde
una estructura sencilla hacia otra méas compleja.

El aprendizaje incremental se ha convertido en los ultimos
anos en un tema importante en vision por computador, ya que
los entornos estdn cambiando continuamente y, practicamen-
te, el supuesto de disponer de un conjunto de entrenamiento
completo no se da por adelantado [67].

Un sistema con aprendizaje incremental normalmente se
caracteriza porque puede aportar nueva informacién al sis-
tema sin tener explicitamente acceso a los viejos datos. Es-
to motiva técnicas para actualizar de forma incremental los
métodos basados en subespacios cuando més datos se ponen
a disposicién del sistema.

1.2. Objetivos

En esta tesis se desarrollan diferentes algoritmos de cla-
sificacion basados en subespacios que presentan distintos en-
foques. Si bien, el método KDCV presenta en algunas apli-
caciones caracteristicas de clasificacion aceptables, en otras
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aplicaciones donde el grado de dificultad es mayor su crite-
rio discriminante no es suficiente. Por esto, el primer objetivo
de esta tesis es desarrollar un método de clasificacién basado
en una extension del método de vectores comunes discrimi-
nantes con kernel (KDCV) que permita un mayor grado de
generalizacion.

El método propuesto toma el nombre de vectores comunes
discriminantes extendidos con kernel y se abrevia con las si-
glas RKDCV, del inglés Rough Discriminative Common Vec-
tor with Kernels. Este método es una generalizacién del méto-
do KDCV, que también puede verse como la versién no lineal
del método de vectores comunes discriminantes extendidos.

En los ultimos anos, los sistemas de clasificacién estin
cambiando continuamente y procesando cada vez mas infor-
macién, lo cual ha dado gran fuerza a los métodos con apren-
dizaje incremental. El segundo objetivo de la tesis se relaciona
con este aspecto, y busca proponer diferentes algoritmos in-
crementales de algunos métodos basados en subespacios.

Desde estudios anteriores se observa que el método de vec-
tores comunes discriminantes (DCV) presenta caracteristicas
muy apropiadas para tareas de clasificacién de datos que pre-
sentan alta dimensién, y motivados por estas caracteristicas
se desarrollan algoritmos incrementales de este método.

Como ultimo objetivo concreto, y debido a algunas limita-
ciones del método DCV respecto al tamafio y a la dimensién
del espacio original de las muestras, se presenta un algoritmo
incremental del método de vectores comunes discriminantes
extendidos.

En sintesis, los objetivos son

= Desarrollar una versién extendida del método de vecto-
res comunes discriminantes con kernel.

= Desarrollar diferentes algoritmos incrementales del méto-
do DCV, que incorporen nuevas muestras o nuevas cla-
ses a la base de conocimiento.
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= Desarrollar un algoritmo incremental del método de vec-
tores comunes discriminantes extendidos.

» Implementar los algoritmos desarrollados.

= Evaluar los algoritmos respecto a tareas de clasificacién
de iméagenes que presentan diferentes caracteristicas.

De este modo, los objetivos principales son implementar,
evaluar y comparar los diferentes algoritmos de clasificacién,
basados en subespacios, que se proponen y se presentan en
este documento.

1.3. Estructura de la Tesis

La estructura de este documento se define por capitulos.
El capitulo [I| presenta una introduccién general sobre la tesis,
asi como los objetivos y la estructura de la misma.

El capitulo [2| describe los principales métodos basados en
subespacios lineales que son relevantes en nuestro caso de
estudio, como son el andlisis de componentes principales, el
andlisis discriminante lineal, el método de vectores comunes
discriminantes, y el método de vectores comunes discriminan-
tes extendidos.

El capitulo[3explica algunos métodos basados en subespa-
cios no lineales como el andlisis de componentes principales
con kernel y el método de vectores comunes discriminantes
con kernel.

El capitulo [4] presenta la primera aportacién relacionada
con una extensién del método de vectores comunes discrimi-
nantes con kernel. Este capitulo muestra la validacion empiri-
ca de la extension propuesta para diferentes casos de estudio.

La primera aportacién en cuanto a algoritmos incremen-
tales se presenta en el capitulo |5l Aqui se expone el concepto
y las bases matematicas del algoritmo incremental de vectores
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comunes discriminantes propuesto a partir de descomposicién
de valores y vectores propios. Este capitulo también muestra
los resultados y el analisis de validar el algoritmo incremental
en cuanto a la tasa de acierto y al tiempo de CPU, cuando
nuevas muestras y clases se incorporan al conjunto de en-
trenamiento. El capitulo [5| ademéas presenta la metodologia
principal de la validacién empirica de los algoritmos incre-
mentales.

El capitulo [6] expone, valida y analiza dos algoritmos in-
crementales del método de vectores comunes discriminantes,
pero ahora a partir de subespacios diferencia y ortogonaliza-
cién. Una versién incremental del método de vectores comunes
discriminantes extendidos se describe y valida en el capitulo[7}

Este documento finaliza con el capitulo |8 que presenta las
principales conclusiones a partir de los resultados obtenidos,
y muestra las lineas de investigacién futuras. Este capitulo
también contiene las publicaciones a las que ha dado lugar el
trabajo realizado en este documento.

Por ultimo estan los apéndices, que incluyen varios con-
ceptos fundamentales, teoremas, la descripcién de las bases
de datos, y algunos resultados numeéricos.
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Capitulo 2

Métodos de
clasificacion basados en

subespacios lineales

Resumen — Los métodos de clasificacion basados en
subespacios lineales emplean proyecciones ortogonales que
transforman el espacio original de las muestras en un
subespacio, normalmente de menor dimensién, donde se
espera que las muestras sean separables linealmente. El
modelo de transformacién estd dado por T = WTX, donde
T es la matriz de datos en el espacio transformado de menor
dimension, X es la matriz de datos en el espacio original y
W7 es la matriz de transformacién. Este capitulo presenta
el estado del arte de los métodos basados en subespacios
lineales, y describe los métodos lineales que son relevantes
en este documento.

Contenido
2.1. bstadodelartel . . ... ... ... . ... 12
[2.2. Analisis de componentes principales| 14
[2.3. Analisis discriminante lineall . . . . . . . . 17
2.4, Vectores comunes discriminantes| . . . . . 20
[2.5. Vectores comunes discriminantes extendi- |
...................... 28
[2.6. Aplicabilidad| . . .. .. ... .. ... .. 32
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2. Métodos de clasificaciéon basados en
subespacios lineales

2.1. Estado del arte

Uno de los métodos lineales no supervisado méas popular
en reconocimiento de patrones, que se emplea para reducir
la dimensién del espacio de entrada, es el Anélisis de com-
ponentes principales (PCA, Principal Components Analysis)
también llamado Transformada de Hotelling [14]. Su origen
suele asociarse a la publicacién de un articulo de K. Pearson
en 1901 [65]. Sin embargo, el nombre de componentes princi-
pales y su primer desarrollo tedrico no aparece hasta 1933, en
un articulo de Hotelling [55]. En 1946 Kari Karhunen [64] y en
1955 Michel Loéve [79], le dieron el nombre de trasformada de
Karhunen-Loéve o trasformada discreta de Karhunen-Loéve.
Muiltiples modificaciones y extensiones de este método se han
propuesto, como son el andlisis de componentes principales
complejo (complex-PCA) [123], el PCA de dos dimensiones
(two-dimensional PCA) [124], entre muchos otros.

Si bien el origen del PCA es no supervisado, en los ulti-
mos aflos se han formulado algunas versiones supervisadas
que son una generalizacién del PCA original. La idea prin-
cipal de estos métodos es buscar un subespacio donde la de-
pendencia entre predictores y las variables de respuesta sea
méxima [8, [9].

Para describir la relacién lineal entre dos conjuntos de va-
riables, Hotelling introduce en el ano 1936 en [56] el andlisis
de correlacién canénica (CCA, Canonical Correlation Analy-
sis). E1 CCA es un método de aprendizaje no supervisado
que busca una transformacion lineal ortogonal que maximiza
la correlacion de las variables.

Entre los métodos lineales supervisados cldsicos en recono-
cimiento de patrones, para la extraccién/seleccién de carac-
teristicas, estd el andlisis discriminante lineal (LDA, Linear
Discriminant Analysis) también conocido como el discrimi-
nante lineal de Fisher (FLD, Fisher’s Linear Discriminant).
El LDA busca maximizar la distancia entre clases mientras
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minimiza la distancia entre las muestras que pertenecen a la
misma clase. Este método se desarrollé en el ano 1936 por el
bidlogo y estadistico britdnico Ronald Aylmer Fisher [35]. Su
campo de aplicacién es amplio y se utiliza en tareas de clasi-
ficacién de rostros [11, (73], gestos [114], musica [3], iris [32],
etcétera.

A lo largo de los anos se han realizado multiples modifi-
caciones del método LDA, como en [89, [74, 106} [61) 117]. A
partir del LDA también se han generado otros métodos co-
mo el andlisis discriminante regularizado (RDA, Regularized
Discriminant Analysis) [38], el criterio de margenes maximo
(MMC, Mazimal Margin Criterion) [48], el anélisis discrimi-
nante exponencial [12§], entre varios.

Otro método lineal de extraccién/seleccién de caracteristi-
cas es el andlisis de componentes independientes (ICA, Inde-
pendent Component Analysis). ICA busca una trasformacién
lineal ortogonal que minimiza la dependencia estadistica en-
tre los patrones. Este método es mas apropiado cuando los
patrones tienen una distribucién no gaussiana. Su origen se
sitia aproximadamente en el afio 1986 y se atribuye a Herault
y Jutten [25].

En el ano 1999 tuvo origen el método lineal supervisado
de vectores comunes (CV, Common Vector). Este método fue
propuesto por Gulmezoglu et al. para problemas de reconoci-
miento de palabras aisladas [44]. CV extrae del conjunto de
entrenamiento las propiedades comunes de cada clase, elimi-
nando las diferencias entre las muestras de una misma clase.
CV se utiliza si la dimension del espacio de muestras es mayor
o igual al nimero de muestras de entrenamiento por clase. En
reconocimiento de patrones también se emplea para el reco-
nocimiento de rostros como en [53, [33].

En el ano 2004 Cevikalp et al. proponen el método de los
vectores comunes discriminantes (DCV, Discriminative Com-
mon Vectors) para el reconocimiento de rostros [22, 21]. DCV
es un método lineal supervisado basado en el criterio discri-
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minante lineal de Fisher modificado [§A.5]. DCV se utiliza
cuando la dimensién del espacio de muestras es mayor a la
diferencia entre el nimero de muestras de entrenamiento to-
tal y el nimero de clases. Ademéas de usarse en tareas de
reconocimiento de rostros, se emplea en tareas de recono-
cimiento de expresiones faciales [113], siluetas [119], etcéte-
ra [47]. En los dltimos afios varias modificaciones del método
de vectores comunes discriminantes se han propuesto, como
en [34] 29, (133, [71, 26].

Tamura et al. proponen en el ano 2007 una extension
del método CV, llamada vectores comunes extendidos (RCV,
Rough Common Vector), para resolver algunos problemas de
los métodos CV y LDA [105]. El método RCV reinterpreta el
espacio nulo de la matriz de dispersién intra-clase para obte-
ner las caracteristicas discriminantes.

Recientemente, técnicas de aprendizaje de subespacios mul-
tilineales se han expuesto. La reduccién de la dimension de
los datos multidimensionales se realiza a partir de representar
los datos como tensores. La investigacién de estos métodos ha
avanzado en pocos anos, desde la exploraciéon heuristica para
investigacién sistemédtica [80] a algoritmos supervisados y no
supervisados [121] [49].

2.2. Analisis de componentes principa-
les

El anélisis de componentes principales (PCA), es un méto-
do estadistico no supervisado usado en tareas de reduccién de
la dimensionalidad, compresion, extraccién de caracteristicas
y visualizacién, que preserva al maximo la variabilidad de las
muestras en el espacio original [55], 62, [15].

Una alta correlaciéon de los vectores de entrada implica
informacién redundante. El método PCA disminuye la re-
dundancia mediante la incorrelacién de dichos vectores. Por
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lo tanto, los vectores de entrada de dimensién elevada y al-
ta correlacién pueden ser eficientemente representados en un
espacio de dimension inferior cuyos vectores no estan correla-
dos [62].

El método PCA pretende analizar la dispersién de las
muestras, detectando las variables que son responsables de di-
cha dispersion y facilita el estudio de las relaciones que existen
entre las muestras.

El PCA puede ser definido como una proyeccién ortogonal
de los datos en un subespacio lineal de menor dimensién don-
de la varianza de los datos proyectados es maxima [55] [15].
El proceso de proyeccién ortogonal se muestra intuitivamente
en la figura 2.1

-...o ) .....¢.....;
« * oo S o© I o.. ..'(
X . 5'.0 pcl
() (b) (c)

Figura 2.1: PCA busca un subespacio de menor dimensién donde
el conjunto de entrenamiento tiene la méxima varianza. (a) conjun-
to de entrenamiento. (b) componentes principales ordenadas por
varianza. (c) proyeccién del conjunto de entrenamiento utilizando
las primeras componentes principales.

Las nuevas variables son combinaciones lineales de las an-
teriores y se construyen segun el orden de importancia en
cuanto a la varianza total de las muestras. Los nuevos vectores
de caracteristicas xlgw se definen mediante la transformacion
lineal:

fo=WL sk k=1, M (2.1)

pca pca

Wpea € R¥*" es una matriz con columnas ortonormales, donde
r <d.
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La matriz de dispersién total, Sy € R4 est4 definida
como

M

St = Z(XZ —x)(x' — x¢)T (2.2)

i=1
donde x; es el vector media de todas las muestras en X.

El PCA busca maximizar la dispersién total de las mues-
tras proyectadas, de manera que

Wpea = argmaz|WT SpW]| (2.3)
[[wil=1
= [Wlaw27"'awr]

El teoremalT], del apéndice [C] muestra que el criterio dado
en es maximo para un valor r dado si los vectores colum-
na que conforman Wy, son los primeros r vectores propios
asociados a los valores propios de St organizados de forma
descendente. Si los datos del conjunto de entrenamiento son
linealmente independientes, se cumple que r = (M — 1).

En el PCA el entrenamiento se da por finalizado una vez
se obtienen las componentes principales. Con respecto a una
nueva muestra centrada x'¢s!, ésta se proyecta al subespacio
transformado de la forma:

test __ T test
Xpea = Wpca X

A partir de las muestras proyectadas, las distancias mini-

mas entre las componentes principales del conjunto de entre-

namiento y de prueba se utilizan normalmente para la clasi-
ficacion.

En reconocimiento de iméagenes, la dimensién de las mues-
tras suele ser grande, lo cual implica que el tamano de la
matriz de dispersién total St es también grande (d x d). En
consecuencia, la descomposicién en valores y vectores propios
es costosa.
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Si la dimensién del espacio original es mayor al nimero de
muestras de entrenamiento, d > M, los vectores propios vin-
culados a los valores propios no nulos de cualquier matriz de
dispersion se pueden calcular a partir de una matriz de menor
tamarfio [86]. Los detalles de este procedimiento se muestran

en el apéndice (pagina |131])).

2.3. Analisis discriminante lineal

El anédlisis discriminante lineal (LDA, linear discriminant
analysis), también conocido como el discriminante lineal de
Fisher (FLD, Fisher’s Linear Discriminant), es un método de
clasificacién supervisado clasico en reconocimiento de patro-
nes, desarrollado en el ano 1936 por el bidlogo y estadistico
britdnico Ronald Aylmer Fisher [35].

El LDA computa una transformacién lineal que minimiza
la dispersién dentro de cada clase del conjunto de entrena-
miento mientras maximiza la dispersion entre las clases. La
figura muestra intuitivamente la idea principal del método
LDA.

(@) (b) (c)

Figura 2.2: El LDA busca minimizar la distancia entre muestras
que pertenecen a la misma clase mientras maximiza la distancia
entre clases. (a) Conjunto de entrenamiento con 3 clases. (b) Pro-
yeccién del conjunto de entrenamiento al subespacio de dimensién
R4 (¢=1) " (c) donde la dispersién dentro de cada clase es minima y
la distancia entres las medias de cada clase, x;, y la media global,
X¢, €8 maxima.
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El objetivo del LDA es encontrar una matriz de proyec-
cion, Wyy,, que maximice:

[WTSpW|
Wite = argmazr ————— (2.4)
wi=1 [WTSwW|
= [wi1, Wo,..., W]

donde, Sp y Sw son las matrices de dispersién inter e intra
clase, respectivamente, dadas por

Sp o= Y (x5 —x)(x; —x)" (2.5)
j=1

Swo= )Y (< —x)(x5 —x;)" (2.6)
j=11i=1

x; es el vector media de la clase j, y x; es el vector media de
todas muestras.

La funcién que se maximiza en la ecuacién se conoce
como el criterio de Fisher. Si Sy es no singular, el criterio de
Fisher es méximo cuando los vectores de la matriz de transfor-
macién Wiy, son los vectores propios de (SVY,1 Sg) [30, 151 139].

Sin embargo, en aplicaciones relacionadas con el proce-
samiento de imédgenes normalmente el tamano del conjunto
de entrenamiento es menor que la dimensién de las muestras,
y como consecuencia la matriz Sy, es singular, es decir, no
tiene inversa. Este problema se conoce como el problema
del tamano de muestras pequeno (small sample size pro-
blem) [39].

En la practica, el PCA [§2.2] se utiliza comtinmente como
un paso de preprocesamiento para llevar a cabo el LDA [I1].
Primero se emplea el PCA para reducir la dimensién del con-
junto de entrenamiento, y de este modo la matriz de dis-
persion intra-clase es no singular en el espacio transformado.
Luego, se aplica el método LDA. Esta estrategia es conocida
como PCA+LDA [104]. En algunos problemas de clasificacién
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en procesamiento de imégenes, un uso adecuado de una técni-
ca de clasificacion lineal como PCA+LDA puede aprovechar
la alta dimensionalidad del espacio de partida, para encontrar
una proyecciéon en la que el problema es linealmente resolu-
ble. Un ejemplo de este hecho se produce en la clasificacion
de género a partir de la apariencia [10].

En este caso concreto, Wiy, se define como

W |WT pcaSBWPCULW’
W = argmaz
o = I TWTWT Sy Wpea W]

(2.7)

En los ultimos anos, muchos métodos se han propuesto
para solucionar el problema de la dimensién en el LDA. Al-
gunos de ellos son el LDA basado en el espacio nulo [23],
PCA+NULL [57], regularizado (RLDA) [63],38], directo (DL-
DA) [127], basado en QR/GSVD (LDA/QR-GSVD) [92], dual-
space LDA [112], ortogonal (OLDA) [60], etc. Varios de estos
métodos se describen en [60) 61, 128]. Entre los métodos a
destacar por su importancia para el presente trabajo esta el
LDA basado en el espacio nulo.

En el contexto de este documento, el espacio nulo de cual-
quier matriz de dispersion S se define como

N(S) = span{vi| Sv; =0, v eR? i=1,....,n} (2.8)

donde n = (d —r) es la dimensién del espacio nulo, y r es el
rango de la matriz de dispersién. v; son los vectores propios
asociados a los valores propios nulos de S [23].

Chen et al. proponen maximizar la distancia entre cla-
ses en el espacio nulo de la matriz de dispersién intra-clase,
N (Sw), para solucionar el problema de la dimensién en LDA.
De forma breve, la solucién propuesta por Chen et al. [23]
proyecta un conjunto de entrenamiento reducido al espacio
generado por los vectores propios asociados a los valores pro-
pios nulos de Sy. Una vez que las muestras se transforman, el
PCA se emplea para maximizar la dispersién entre las clases,
y obtener asi los vectores de proyeccién.
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Huang et al. [57] proponen un método para mejorar la
eficiencia del LDA basado en el espacio nulo. Este método
primero reduce la dimensién del conjunto de entrenamiento
a partir del PCA, y después remueve el espacio nulo de la
matriz de dispersiéon total de las muestras transformadas. Esta
aproximacion se conoce como PCA-+NULL.

2.4. Vectores comunes discriminantes

El método de vectores comunes discriminantes (DCV,
Discriminative Common Vectors) fue propuesto por Cevikalp
et al. en [22] para problemas de reconocimiento de rostros,
donde la dimensién de los datos de entrada es mayor a la di-
ferencia entre el nimero de muestras de entrenamiento total
y el nimero de clases. Este método es equivalente al méto-
do LDA basado en el espacio nulo [23], con la excepcién que
el método DCV explota el espacio original del conjunto de
entrenamiento.

DCV busca una transformacion lineal que maximiza la
separacion entre clases y minimiza las diferencias dentro de
cada clase a partir del criterio de Fisher basado en el espacio
nulo [20] 111, 13}, [61] [§A.5],

Wiew = argmaz |[WTSpW| (2.9)
[WT Sy W|=0
= argmazx |[WLSpW|
[WT Sy W|=0

Este criterio cuantifica la discriminacién entre diferentes cla-
ses de un conjunto de datos. Las propiedades comunes de cada
clase se extraen eliminando las diferencias entre las muestras
de una misma clase.

En sintesis, el método DCV busca proyectar las muestras
de entrenamiento en un subespacio donde todas las muestras
de una misma clase tengan una tunica proyeccién (un vector
comun por clase [44], 22]). Y ademds, que estas proyecciones
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tengan la maxima dispersién entre ellas en un subespacio de
menor dimensién, consiguiendo un vector comun discriminan-
te para cada clase. La figura muestra de forma intuitiva
el concepto del método DCV.

(a) (b) (c)

Figura 2.3: Método DCV. (a) Conjunto de entrenamiento. (b) El
conjunto de entrenamiento se proyecta en un subespacio donde to-
das la muestras de una misma clase se colapsan, y se obtiene un
tnico vector comun para cada clase. Luego, (c¢) se busca un subes-
pacio donde los vectores comunes tengan la maxima dispersién,
obteniendo los vectores comunes discriminantes x7,_, .

La clasificacién se realiza a partir de una medida de dis-
tancia, normalmente la euclidea, entre los vectores comunes
discriminantes y el conjunto de test proyectado en el subes-
pacio discriminante. La figura muestra intuitivamente la
clasificacién.

El método DCV ha sido propuesto por los autores de dos
formas distintas y equivalentes para obtener la matriz de pro-
yeccién final. La primera de ellas se basa en la descomposicion
en valores y vectores propios de las matrices de dispersion,
DCV-EVD. La segunda aproximaciéon implica menos coste
computacional, y se apoya en métodos basados en subespacios
y en la ortogonalizacién de Gram-Schmidt, DCV-GSO. Las
secciones y sintetizan la idea principal del método
DCYV a partir de eigendescomposicién y a partir de ortogona-
lizacién, respectivamente.
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o og dév 2

P SO @
® 0 .."(1 X3 o 9@

dev dcv90 &

muestras de test
muestras de test proyectadas

Figura 2.4: Clasificacién de las muestras de test. Las muestras de
test se proyectan en el subespacio donde estan definidos los vectores
comunes discriminantes, y luego una medida de distancia entre los
datos de test proyectados y los vectores comunes discriminantes se
emplea.

2.4.1. DCYV a partir de eigendescomposicion

El primer paso del método DCV es eliminar la variabilidad
dentro de cada clase del conjunto de entrenamiento, obtenien-
do un tnico vector comin por clase. Esto se puede conseguir
proyectando el conjunto de entrenamiento X € R>*M  en el
espacio generado por los vectores propios asociados a los va-
lores propios nulos de su matriz de dispersion intra-clase.

Sea Sy la matriz de dispersion intra-clase del conjunto de
entrenamiento

c my

Sw =Y (xh—x;)(x —x;)7 (2.10)

j=1i=1

Sean U € R y U € R¥™ matrices formadas por los vectores
propios, u;, asociados a los valores propios no nulos y nulos
de Sy, donde r es el rango de Sy y n = (d —r).

U= [u1 ur], U= [u(r+1) ud]

Los vectores que conforman U y U generan los subespacios
rango y nulo de la matriz de dispersién intra-clase, R(Sw) y
N (Sw), respectivamente.
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Formalmente,
R(Sw) = span{ug|Swup #0, i=1,...,r} (2.11)
N(Sw) = span{ug|Swux =0, i=r+1,...,d} (2.12)

donde R(Sw) y N(Sw) son subespacios complementarios
ortogonales.

Las figuras a—b) exponen intuitivamente el conjunto
de entrenamiento y su proyeccién en los subespacios rango y
nulo de la matriz de dispersién intra-clase.

\,\15H )

1 2
3 =% :o LY {chv Xdcr
3 oo~
. ..00 maxima
[ 4 e
N (Sw)
» o
R(Sw) v'
() (b) ()

Figura 2.5: Método DCV. (a) Conjunto de entrenamiento pro-
yectado en el espacio rango, R(Sw ), y nulo, N (Sw ). (b) Vectores
comunes. (c¢) Vectores comunes discriminantes.

SiUT esel operador de proyeccién ortogonal al subespa-
cio N(Sw), el vector comun de la j-ésima clase del conjunto
de entrenamiento se define como [22] 20]:

b, =00 % (2.13)

donde xgv es independiente del indice i. Para mas detalles ver
el teorema [2] del apéndice [C]

Sin embargo, encontrar el conjunto de vectores propios,
U, asociados a los valores propios nulos de Sy es una ta-
rea computacionalmente costosa, ya que la dimensién de este
espacio puede ser muy grande, y calcular proyecciones reque-
riria multiplicar matrices bastante grandes. En la practica,
es mucho mas conveniente el uso de U que el de U por que
normalmente, en reconocimiento de imégenes, r < n.
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Dado que R(Sw) y N (Sw) son subespacios complemen-
tarios, su suma directa es todo RY = R(Sw) @ N(Sw). Por
lo tanto, cada muestra xé» € R? admite una tnica descompo-
sicién de la forma:

xt =UUTx + UT % (2.14)

donde UUT y TU’ son operadores de proyeccién ortogonales
en R(Sw) y N(Sw), respectivamente.

De este modo, el vector comtn de la j-ésima clase del
conjunto de entrenamiento se puede escribir como el residuo
de X; respecto a su proyeccién en UUT .

Xl =00 xi =xi — UUTx (2.15)
cv J J J :

donde un tinico vector comin se obtiene para todas las mues-
tras de una misma clase ya que x7, es independiente del indice
i, y en consecuencia la matriz de dispersion intra-clase es cero
en el subespacio definido por los x7%,.

El método DCV maximiza la dispersién de los vectores

comunes, a partir del criterio de la ecuacién (2.16]) [§A.5] [22].

Wiew =  argmax \WTSBW| = argmazx ]WTSTW]
[WT Sy W|=0 [WT Sy W|=0
= argmaz|WT S, W| (2.16)
[wi=1
- [W17W27"'7W7‘]

Sev €s la matriz de dispersion de los vectores comunes,

C
Sev = Z(ng - Xcv)(X%v - Xcv)T (217)
j=1
donde x,, es el vector media de todos los Xho.

De este modo, los vectores propios asociados a los valores
propios no nulos de S, conforman la matriz de proyeccion
final Wy, que maximiza el criterio de la ecuacién (2.16)). Si
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todos los vectores comunes son linealmente independientes el
rango de S, es (¢ — 1), y por tanto el nimero de vectores
propios que forman Wy, es como méaximo r = (¢ — 1). Es
decir, W € Réx(c—1),

Asi el vector comun discriminante, le > de la clase j se ob-
tiene a partir de proyectar cualquier muestra, X;-, en el subes-

pacio discriminante!. Como ya se ha dicho, le . €8 indepen-
diente del indice i de la muestra (ver teorema [2) [22].

X =W xt (2.18)
De la misma manera se puede proyectar cualquier muestra de
test.

Normalmente cuando se trabaja con imégenes la dimen-
sién de las muestras es grande. Esto implica que el tamano de
las matrices de dispersion, involucradas en el computo de los
vectores comunes discriminantes, es muy grande, y en conse-
cuencia el coste computacional de realizar la eigendescompo-
sicién es elevado. Si la dimension del espacio original es mayor
al nimero de muestras de entrenamiento, d > M, los vectores
propios vinculados a los valores propios no nulos de cualquier
matriz de dispersion se pueden calcular a partir de una matriz
de menor tamano [§A.4] [86].

Después de varias mejoras [22] 20], el coste computacio-
nal asociado a este procedimiento para obtener los vectores
comunes discriminantes, estd dominado por O(£(M?3) +dM?)
operaciones, vinculadas a la descomposicién en valores y vec-
tores propios de la matriz de dispersion intra-clase. ¢ es el
numero de iteraciones requeridas para que el algoritmo de
eigendescomposicién converja.

La figura [2.6) muestra cémo calcular los vectores comunes
discriminantes de un conjunto de entrenamiento X. En este

tA lo largo del documento x%, es el vector comun definido en el
espacio original de las muestras y x7_, es el vector comun discriminante
en el espacio reducido
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proceso se distinguen dos fases. La primera calcula los vecto-
res comunes. La segunda fase determina los vectores comunes
discriminantes.

X IR«L,\I
I < Se calcula I
| la matriz de [ se realiza | TO % |
e realiza )
. e 2
[ A GRS > 1a EVD de Sw > I
intra-clase, 1
| Sw, de X |
lespacio original espacio pulol
I de Su
N U S S W W ENDI
| |
Se computan los u |

| -~ "
| J W}.,x; vectores propios de S 3: gilc:lziéi Tg;;{z |

Xdev correspondientes a los S z ) 1 ’
| valores propios no es”avcioe n.J{oendee\‘ ‘
‘ espacio nutos - -
| |

discriminante

Figura 2.6: Proceso para obtener los DCV. X es el conjunto de

entrenamiento. UU" es el operador de proyeccién a N (Sw). x7,
son los vectores comunes. Wy, es la matriz de proyeccion formada
por los vectores propios asociados a los valores propios no nulos de
la matriz de dispersién total, Sg,, de los vectores comunes. x/,_ es
el vector comun discriminante de la clase j.

2.4.2. DCV a partir de ortogonalizacién

Una forma alternativa de calcular los vectores comunes
discriminantes, que implica menos coste computacional, es
a partir de subespacios diferencia y la ortogonalizacion de
Gram-Schmidt (GSO).

El espacio original de un conjunto de datos X € R¥*M con
c clases y m,; muestras en la clase j, también puede dividirse
en dos subespacios complementarios, nombrados en [44] co-
mo subespacios diferencia e indiferencia. Sea B el subespacio
diferencia de X,

_ 2 1 .3 1 ne 1
B = span{x] — x7, X] — X, ... , X0 — X}
con le como vectores sustraendoy j=1,...,c.
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Desde el teorema [6] el subespacio diferencia B y el subes-
pacio rango de la matriz de dispersién intra-clase R(Sy ), son
el mismo subespacio. Luego, los operadores de proyeccién or-
togonal son los mismos para el subespacio diferencia B y para
el subespacio rango R(Sy) [44] [45].

Una base ortonormal, © € R4*", del subespacio diferen-
cia B se puede conseguir a partir de la GSO. Basicamente, el
método de ortonormalizaciéon de Gram-Schmidt consiste en
lo siguiente: Dado un subespacio del que se conoce una ba-
se ortonormal y un vector que no estd en el subespacio, se
proyecta éste sobre el ortogonal de aquél a fin de conseguir
una base ortonormal para un subespacio de dimensién una
unidad mayor. Procediendo recursivamente desde un vector
dado se puede conseguir una base ortonormal de todo el es-
pacio. El algoritmo [I| muestra de forma general la ortogona-
lizacién de Gram-Schmidt para obtener una base ortonormal
Q= lq, q2,-.-,qr] € R¥*" del subespacio generado por los
vectores A = [a1, ag,...,apy] € R>*M, En este algoritmo
lax > 0.

Algoritmo 1 Ortogonalizacion de Gram-Schmidt.

Entrada: A € R&>*M,
Salida: Q € R¥*".
1. Normalizar el primer vector columna de A de modo que
Q= H%H yil=1
2. Desde i < 2 hasta M
l
a) v=a;— > _(q ai) q
b) si ||v|| > O entonces

l=1+1.
a =v/|v].
3. Una base ortonormal del subespacio generado por los
vectores en A es Q = [q1, ¢2,...,q,] € R*" donde

r=I.

Una vez se obtiene 0, el operador de proyeccién ortogonal
a B es ©0T. De esta manera, cualquier muestra de la clase j
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se puede proyectar en B para obtener los vectores comunes,
mediante la correspondiente sustitucion

x), = Xé» - @@Txé» (2.19)

Los vectores comunes de la ecuaciéon son idénticos
a los x7, obtenidos a partir de eigendescomposicién, ya que
By R(Sw) son el mismo subespacio. Por lo tanto, la matriz
de proyeccién a B proyecta al subespacio R(Sw) (teorema [6),
aunque las bases U y © son en general diferentes. El teore-
ma, |5 del apéndice [C| muestra que, los xly 10 dependen de la
seleccién del vector sustraendo.

Para obtener la matriz de proyeccién final W, sélo se
necesita una base ortonormal del subespacio rango de Sg,.
Asi que, Wy, se calcula de forma eficiente a partir de una
base ortonormal del subespacio diferencia, B, de los vectores
comunes Xy,

Bew = span{(x2, —xL), ..., (x5, —x)} (2.20)

CcvU Ccv

yva que B, v el subespacio rango de S, son el mismo subes-
pacio [22]. Si los vectores comunes son linealmente indepen-
dientes Wy, € RE¥(c=1)

El coste computacional de obtener los vectores comunes
discriminantes mediante subespacios diferencia y la ortogona-
lizacién de Gram-Schmidt estd dominado por O(dM?) opera-
ciones [22].

La figura presenta como obtener los vectores comunes
discriminantes a partir de subespacios diferencia y ortogona-
lizacion de Gram-Schmidt.

2.5. Vectores comunes discriminantes ex-
tendidos

El método de los vectores comunes extendidos (traduccién
libre de Rough Common Vector, RCV) fue propuesto por Ta-
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' I
|
VA— | Se computa una base T |

| Xi =X B ortonormal del X — 00 x;

i=92 subespacio diferencia, e P 1
| 350098 B, a partir de la GSO 1

j=1 @ L= e - — e
: I
' I

S espacio
espacio . .
original diferencia

|
Se calcula una base
J W x ortonormal del
dev subespacio diferencia
de los X, , a partir
espacio discriminante de la GSO

Figura 2.7: Método DCV a partir de subespacios diferencia y GSO.
X es el conjunto de entrenamiento. B es el subespacio diferencia
de X. ©OT es el operador de proyeccién ortogonal a B. xi, son
los vectores comunes. W, es una base ortonormal del subespacio
diferencia de los xJ,, que contiene los vectores de proyeccién al
subespacio discriminante. x7,, es el vector comin discriminante de
la clase j.

mura et al. en [105], para tareas de reconocimiento de rostros.
Ellos proponen una forma mas flexible y robusta de calcular
los vectores comunes para la clasificacion.

La idea fundamental del método RCV se basa en extender
el subespacio nulo de la matriz de dispersién intra-clase, Sy,
a partir de considerar los vectores propios de Sy asociados a
valores propios pequenios como si fueran nulos. De este modo
el espacio de caracteristicas se divide en dos subespacios. Un
subespacio con los vectores propios asociados a los valores
propios de mayor valor de la matriz de dispersién intra-clase,
Sw, y un subespacio con los vectores propios asociados a los
valores propios de menor valor (incluidos los nulos).

RCV reinterpreta el espacio nulo de la matriz de disper-
sién intra-clase para obtener las caracteristicas discriminan-
tes. Como consecuencia, el método RCV reduce el subespa-
cio rango R(Sw ), mientras amplia el subespacio nulo original
N (Sw) a partir de los vectores asociados a los valores propios
normalizados no nulos, organizados de mayor a menor, que no
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satisfacen la condicién:

k r
I-a)=> N,  k<r D N=L (2.21)
=1 =1

donde « es una constante positiva, 0 < a < 1. El valor de
la constante indica la cantidad de varianza que se anade al
nuevo espacio nulo de Sy. En el caso particular « = 0 se
obtiene el método DCV original.

Sean U y U el conjunto de vectores propios asociados a
los valores propios no nulos y nulos de Sy, respectivamen-
te. El nuevo conjunto de vectores asociados a los respectivos
subespacios complementarios a partir de « es:

Uy = [ug...uy (2.22)

donde los vectores que conforman U, y U, generan el nuevo
subespacio rango reducido R(Sw ) y el nuevo subespacio nulo

extendido NV(Sw).

R(Sw) = spanf{uy,...,ux} (2.24)
N(Sw) = span{ U1y, - - - U, Ugpp1), - - - Ug) (2.25)

U, UL v UQUZ son los operadores de proyecciéon al espacio
rango reducido y al espacio nulo extendido de Sy, respecti-
vamente. De este modo, el vector comun extendido de la clase
j esta dado por:

x) =U,U. x: = X; — Uangé- (2.26)

Una diferencia (muy) importante respecto al método DCV
es que el cdlculo del vector comun extendido no es indepen-
diente de i. Una eleccién razonable que se utiliza en el articulo
original es remplazar el vector x;- por el vector media de la
clase j en X [105].
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Figura 2.8: Método RCV. (a) Subespacios rango y nulo de Sy . (b)
Subespacio rango reducido, R(Sw ), y subespacio nulo extendido,

N (Sw), de Sy. (c) Vectores comunes extendidos, xJ,, calculados
a partir de la media de cada clase.

La figura muestra graficamente la idea de los vecto-
res comunes extendidos para un conjunto de entrenamiento

. . . = =T
proyectado en el espacio nulo extendido, a partir de U,U,,.
Para obtener los vectores comunes discriminantes exten-
didos, Xf, dew> S€ calcula la matriz de proyecpién final, W, 4w, &
partir de maximizar la dispersién de los x7..,. Por lo tanto, se
utiliza el andlisis de componentes principales [§2.2].

La matriz de dispersién de los vectores comunes extendi-
dos se define como

C

j j T
Srev = Z(Xg“cv - chv)<X¥“cv - chv) (227)
j=1
donde x,., es el vector media de los Xheo.

Finalmente, los vectores propios asociados a los valores
propios no nulos de S, son los vectores que forman la ma-
triz de proyeccion final W,4.,. De esta manera, los vectores
comunes discriminantes extendidos se definen como

j T
X ow = WidenX; (2.28)
donde x; es el vector media de la clase j.
El ntimero de operaciones involucradas para obtener los

X es O(U(M?) + dM? + dMr,) del célculo de Sy y de

rdcv
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su EVD. ¢ es el namero de iteraciones requeridas para que
el algoritmo de eigendescomposicién converja y r, es el ran-
go de ﬁ(SW). La segunda parte del método RDCV, a partir
de subespacios diferencia y ortogonalizacién, conlleva O(dc?)
operaciones.

2.6. Aplicabilidad

Los métodos PCA, LDA, DCV y RDCV, vistos en este
capitulo, se basan en proyecciones ortonormales. De forma es-
pecifica, el PCA encuentra un subespacio donde las muestras
de entrenamiento preservan la maxima variabilidad. En proce-
samiento de imédgenes el método PCA se utiliza cominmente
como una técnica de reduccién de la dimensionalidad.

El LDA es un método de clasificacién supervisado que bus-
ca minimizar la distancia entre muestras de una misma clase,
mientras maximiza la distancia entre muestras de diferentes
clases. Como se ha dicho antes, debido al problema del ta-
mano de muestras pequeno, distintos algoritmos del método
LDA han sido propuestos.

En cuanto al método DCV, éste se utiliza en tareas don-
de la dimensionalidad del espacio original de las muestras es
mayor a la diferencia entre el conjunto de entrenamiento y
el nimero de clases. DCV busca un subespacio donde todas
las muestras de una misma clase tienen una tnica proyeccion,
mientras la distancia entre estas proyecciones es méaxima.

Las versiones de DCV, desde EVD y GSO, presentan la
misma tasa de acierto ya que los dos algoritmos son semejan-
tes en cuanto a ésta. La diferencia entre estos algoritmos es el
coste computacional. Mientras la tendencia del coste compu-
tacional de DCV-GSO es cuadratica, en DCV-EVD la ten-
dencia es cubica. Sin embargo, multiples software matemati-
cos (como Matlab y OpenCV, entre otros) han desarrollado
funciones eficientes para calcular la EVD.
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En aquellos casos donde el tamano del conjunto de entre-
namiento es mayor o igual la dimensién del espacio original,
el método DCV no proporciona un subespacio discriminante
adecuado para la clasificacion de las muestras. En estos casos
el método RDCYV se puede utilizar. RDCV relaja las bases del
método DCV-EVD, para obtener un subespacio de proyeccion
lo suficientemente discriminante.
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Capitulo 3

Métodos de
clasificacion basados en
subespacios no lineales

Resumen — Los métodos basados en subespacios no
lineales son una generalizacion de los métodos basados
en subespacios lineales. Este tipo de métodos se utili-
zan cuando las muestras del conjunto de entrenamiento
tienen una distribucién compleja y los métodos lineales
no logran una adecuada separaciéon para la clasificacion.
Este capitulo presenta el concepto fundamental y el es-
tado del arte de los métodos basados en subespacios no
lineales. Ademds describe algunos métodos basados en
subespacios no lineales que se utilizan mas adelante, co-
mo son el andlisis de componentes principales con kernel y
el método de los vectores comunes discriminantes con kernel.
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3. Métodos de clasificacién basados en
subespacios no lineales

3.1. Conceptos fundamentales

La idea fundamental de los métodos basados en subes-
pacios no lineales es proyectar las muestras de entrada en
un espacio de caracteristicas de mayor dimensién, F, don-
de se espera que las muestras se separen de forma lineal
o el problema presente una complejidad mucho menor. La
proyeccién se realiza a partir de un mapping no lineal ¢ =
[0(x1) Pp(x2) d(x3) ... d(x;)] que proyecta las muestras desde
R? a F.

d:R— F

La figura ilustra el concepto de proyectar un conjun-
to de entrenamiento, con distribucién compleja, a un espacio
de mayor dimensiéon donde las muestras se separan de forma
lineal.

espacio original espacio de caracteristicas

Figura 3.1: Los métodos basados en subespacios no lineales pro-
yectan el conjunto de entrenamiento a un espacio de caracteristicas
de mayor dimensién, F, utilizando un mapping no lineal ®. En F
se espera que las muestras se separen de forma lineal.

La proyeccion del conjunto de entrenamiento en F se rea-
liza implicitamente a partir del producto punto entre cada
par de muestras. Sea X € R*M ¢l conjunto de entrenamien-
to y F el espacio de caracteristicas. La funcién que retorna el
producto punto entre las muestras en el espacio F se conoce
como funcién kernel.
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Un kernel es una funcién k definida en R? x R%, que para
todo x;, x; € X

k(xi,x5) = (p(x:), ¢(x5))

donde (-, ) denota el producto punto y ¢( ) es la funcién de
mapeo que proyecta las muestras desde R? a F. La matriz que
contiene los productos punto entre todos los pares de muestras
determina en el espacio de caracteristicas la posicion relativa
entre las muestras [12]. Esta matriz es siempre simétrica y
semidefinida positiva,

Kij == ]{(Xi,Xj)

y se llama matriz kernel.

La solucion de los métodos no lineales son funciones linea-
les en el espacio de caracteristicas, de modo que

fx) = Who(x),

Si nos restringimos al caso en que W se pueden expresar co-

mo una combinacién lineal de las muestras de entrenamiento,
M .

Y ity id(x5), se obtiene que

M
Fx) =) alk(xi,x)
i=1

Por lo tanto, la funcién de mapeo no lineal y las mues-
tras proyectadas en el espacio de caracteristicas no se usan
explicitamente, lo cual hace los métodos no lineales compu-
tacionalmente factibles.

3.2. Estado del arte

En 1963, Vapnik y Lerner desarrollaron las méaquinas de
vectores soporte (SVM, Support Vector Machines) [111]. El
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algoritmo original fue un hiper plano éptimo, considerado co-
mo un método supervisado que pertenecen a la familia de los
clasificadores lineales [I10]. Sin embargo en 1992 Bernhard
Boser, Isabelle Guyon y Vapnik [I6] utilizaron esta técnica
para formular clasificadores no lineales aplicando el kernel
trick (originalmente propuesto por Aizerman et al. [I]) para
maximizar los margenes de los hiperplanos. El algoritmo re-
sultante es formalmente similar, excepto que cada producto
punto se reemplaza por una funcién kernel no lineal.

Con las SVM surgieron generalizaciones/extensiones de
los métodos lineales. Uno de los primeros métodos extendidos
fue el PCA en el ano 1996 por Schélkopf et al. [97], llamado
Anélisis de componentes principales con kernel (KPCA, Ker-
nel Principal Component Analysis). KPCA utiliza una fun-
ciéon de mapeo no lineal para proyectar los datos de entrada
a un espacio de caracteristicas de mayor dimensiéon donde se
aplica PCA [§2.2].

En 1999 Mika et al. [95] propusieron la versién kernel
del FLD, llamada Analisis discriminante de Fisher con Ker-
nel (KFDA, Kernel Fisher Discriminant Analysis). Muchos
algoritmos del método KFDA se propusieron posteriormen-
te [03, 85, [84] (122, 120, (132, [75]

El andlisis de correlacién candnica con kernel (KCCA,
Kernel Canonical Correlation Analysis) tuvo su origen en el
ano 2001 en [2]. KCCA es un método no lineal que determina
las dependencias estadisticas entre dos conjuntos de variables
aleatorias [52].

Francis R. Bach y Michael 1. Jordan presentaron en el
ano 2002 la versién kernel de ICA, denominada como Anali-
sis de componentes independientes con kernel (KICA, Kernel
Independent Component Analysis) [6].

Cevikalp et al. proponen en el afio 2006 el método de los
Vectores comunes discriminantes con kernel (KDCV, Discri-
minative Common Vector method with Kernels) [20], que es
la versién no lineal de DCV.
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Posteriormente, en el ano 2007 Cevikalp et al. publicaron
en [19] la versién kernel de CV, llamada Vectores comunes
con kernel (KCV, The Kernel Common Vector method).

Los métodos anteriores se formulan en términos de los pro-
ductos punto de las muestras proyectadas en el espacio de ca-
racteristicas, donde la funcién kernel se emplea para computar
estos productos punto. El apéndice muestra las funciones
kernel més utilizadas en reconocimiento de patrones.

3.3. Analisis de componentes principa-
les con kernel

El método de anélisis de componentes principales con ker-
nel (Kernel Principal Component Analysis, KPCA) fue pro-
puesto por Schélkopf et al. en [97]. Este método utiliza una
funcién de mapeo no lineal para proyectar los datos de entra-
da a un espacio de caracteristicas de mayor dimensiéon donde
se aplica PCA.

Como se ha dicho antes, el PCA encuentra las direcciones
de proyeccién que maximizan la dispersion total del subes-
pacio [ Lo cual equivale a encontrar los valores propios
mayores que cero y los vectores propios asociados de la matriz
de dispersion total.

El método KPCA proyecta cada vector x presente en el
espacio original de entrada R?, a un espacio de caracteristicas
de mayor dimensién F, a partir de una funcién de mapeo no
lineal ®.

d:RY— F (3.1)

Asumiendo por el momento que los datos en el espacio de
caracteristicas estdn centrados, la matriz de dispersién total
se define como

1 M
St = i > o(xj)b(x))T
j=1
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Por lo tanto el problema de valores y vectores propios en el
espacio F esta dado por

1 M

Aw = S%)W = Z<¢(Xj)aw> o(x;)
j=1

como ( , ) denota el producto punto, todas las soluciones de w
con A # 0 estén en el espacio generado por ¢(x1) ¢(x2) ... ¢(xar).
Consecuentemente, \w = S¥w es equivalente a

Mo(xp), w) = (p(x), Sow) ¥V k=1,...,M (3.2)

donde existen coeficientes a; que

M
W= a(x) (3.3)
i=1
Combinando las ecuaciones (3.2) y (3.3)) se obtiene

AM Y aifglxe) o(xi)) = 3o <¢(Xk>, > o) {60x), ¢(xz—>>>

(3.4)
para todo k =1,..., M. De este modo el problema de valores y vectores
propios de la ecuacién (3.4) solo involucra los productos punto de las
muestras de entrenamiento en el espacio de caracteristicas, y ¢ no se

computa explicitamente. En su lugar, se calcula la matriz de kernel K €
RM X M .

Kij = (o(xi), ¢(x5)) (35)
Luego, la ecuacién (3.4) se puede expresar como

M

M M
)\MZ OtiKki = Z (671 Z Kk]‘Kji

i=1 i=1  j=1
De esta forma, el problema del KPCA se define por
AMKw = K’w (3.6)

donde w denota el vector columna con entradas as, ..., an. Para encon-
trar la solucién de (3.6)), se resuelve el siguiente problema de valores y
vectores propios para valores propios no nulos.

MAw = Kw (3.7)
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De este modo, el PCA en F es equivalente a resolver el problema
de valores y vectores propios de la ecuacién . Antes de aplicar el
PCA en el espacio de caracteristicas las muestras de entrenamiento son
centradas [96].

La matriz de kernel centrada, K., se computa como el producto punto
de la matriz (X — 13/X) consigo misma

Ke = (X—1uX)(X—-1uX)"
= K-1yK-Kly+1yKly (3.8)

17].

Finalmente, la dimensién del problema se reduce obteniendo los r
primeros vectores propios asociados a los r primeros valores propios no
nulos de K.. Las componentes principales no lineales del conjunto de
entrenamiento se definen como

con 1y = (1/M)arx

kaca = ngcaK(h (39)

donde los vectores columna que conforman Wy, son los vectores propios
asociados a los valores propios A > 0 de K..

Las componentes principales no lineales de test, X**** € R¥*?  ge
definen como
Xiea = Wipea K™
donde,
Kt = K 1, K — K1y 4+ 19Kl (3.10)

con Ki*" = (®(x;), ®(x5°°")) y 13 como una matriz de tamafio (p x M)
con todo sus elementos iguales a (1/M).

3.4. Vectores comunes discriminantes con
kernel

En algunos casos, los vectores comunes discriminantes (DCV [§2.4])
no son separables en el espacio original. En tales casos, el conjunto de
entrenamiento puede ser proyectado a un espacio de mayor dimensién
donde los nuevos vectores comunes discriminantes son distintos unos de
otros.

El método KDCV (Discriminative Common Vector with Kernels
[20]) utiliza una funcién de mapeo no lineal para proyectar las muestras
del espacio de entrada original, R?, a un espacio de caracteristicas, F, de
mayor dimensién donde se aplica el método DCV [, y se espera que
las muestras sean separables linealmente.
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KDCV maximiza el criterio de Fisher basado en el espacio nulo

[§A.5], definido como:

T
Widev = argmax |W" SpW]|
[WT Sy W|=0

T
argmaz |W* SpW|
[WT Sy W|=0

Para un conjunto de entrenamiento X con M muestras, ¢ clases y
m; muestras en la clase j. La transformacién al subespacio F se define
como ® = [¢(x1) ¢(x7) ... (x1"") P(x3) ... P(x)].

Las matrices de dispersién intra-clase Si¥,, inter-clase S y total St
en el espacio transformado, F, son:

SE= Y0 - X)) <

= g_lqu)e)@ - oG)” (3.11)
8 = S mied — xS — )T

- Z:H — ®L)(®H — oL)” (3.12)
SE = Y30 <o) — <)

- E;lfqim)@ —oly)" =Sy + S (3.13)

donde, xj es la i—ésima muestra de la clase j. En el espacio de carac-
teristicas F, el vector media de la clase j y la media de todas las muestras
se representan por x;? y xi, respectivamente.

G = diag[G1, ... ,G.] € R™M*M v H = diag[u,...,p] € RM*e
son matrices con submatrices en su diagonal. Cada G; € R™ %™ es una
matriz con todos sus elementos iguales a (1/m;), y cada p; € R™ es un
vector con todos sus elementos iguales a (1/,/m;).

L es un matriz formada por ¢ vectores columna de tamano (M x 1),
donde cada vector tiene todos sus elementos iguales a \/m; /M. 1y es
una matriz de tamano (M x M) con todos sus elementos iguales a (1/M).

Como se ha dicho antes, el método lineal DCV [, proyecta el
conjunto de entrenamiento en el espacio nulo de la matriz de dispersién
intra-clase N'(Sw) y luego aplica el PCA [§2.2). Otra opcién es, pro-
yectar primero el conjunto de entrenamiento en el espacio rango de la
matriz de dispersién total R(Sr) a partir del PCA, y luego en el espa-
cio transformado encontrar el subespacio nulo [20], como lo muestra el
teorema [T
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Asi como en el caso lineal, el método KDCV puede primero proyectar
el conjunto de entrenamiento en N(Sf,}[}) y luego aplicar PCA. O puede,
primero aplicar PCA para proyectar el conjunto de entrenamiento en
R(S%) ), v luego encontrar una base ortonormal para el nuevo espacio
nulo de la matriz de dispersién intra-clase en el espacio transformado.

Sin embargo, el primer enfoque no es posible ya que necesita explici-
tamente la funcién ®. Por consiguiente, el segundo enfoque es més apro-
piado para calcular los vectores comunes discriminantes no lineales, Por
lo tanto, el conjunto de entrenamiento se proyecta en ’R(S%) ) aplicando

el kernel PCA [97] [§3.3].

Con las muestras transformadas se calcula el espacio nulo de la nueva
matriz de dispersién intra-clase, obteniendo los vectores comunes discri-
minantes no lineales que representan cada clase. Las propiedades ma-
teméticas del método DCV [ se extienden a KDCV, difiriendo en el
mapeo de las muestras.

De forma maés especifica, una vez se calcula la matriz de kernel K €
RM*M gota se centra
Ke=K—-1yK—-Kly + 1]\4K1M,
para después obtener los vectores propios, U, asociados a los valores
propios no nulos, A, de K.. Formalmente, K. = UAU” .

La matriz que proyecta el conjunto de entrenamiento en ’R(S%)) es
(®— <I>1M)UA*1/2. Por tanto, en el espacio reducido las nuevas matrices
de dispersion, total e intra-clase, estan definidas por

st = (@ — ®1a)UAT2)TST(® — @10 )UA™Y?

= AYPUTUAUTUAUTUA Y2 = A (3.14)
Sw® = (@ — ®Ly)UA VTS ( — Bl )UA™ 2

= A VPUTK,KILUATY? (3.15)

donde K,, = K — KG — 1K + 1yKG = (K — 1xK)(I - G).
Los vectores propios, V, asociados a los valores propios nulos de S;vq>,
satisfacen o
VISw V=0,
la matriz de proyeccién final se define como
Wideo = (@ — @13 )UAY/2V (3.16)
donde Wgge, tiene como méximo (¢ — 1) vectores de proyeccién.

. . ; @ i
Si el espacio nulo de (VI'Sg V) es no vacio, éste se remueve y las
direcciones de proyeccién se rotan de tal manera que las nuevas matrices
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de dispersién total e inter-clase son diagonales.
VTS5V = VT "V = VTAV = YAY” (3.17)
En este caso, la matriz de proyeccién final es

Widew = ( — ®1p)UA™/2VY (3.18)

Los vectores comunes discriminantes no lineales del conjunto de en-
trenamiento son por tanto:

Xrdeo = Wiaeo(® — @1ar) = (UAT2VY)TK, (3.19)

La clasificacién de las muestras de test, X!t € R¥¥P, ge realiza a
partir de calcular la distancia minima entre los x,,4., v las muestras de

test proyectadas xi5t .

X = (UAT2VY)T (K — K1y — 1K' + 1y K1y) - (3.20)

donde K***! es la matriz kernel del conjunto de test y 13, es una matriz
de tamafio (M x p) con todos sus elementos iguales a (1/M).
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En algunos casos, los métodos DCV y KDCV no proporcionan una
buena discriminacién, ya sea por la limitacién de que el niimero de mues-
tras de entrenamiento es mayor a la dimensién del espacio original o por-
que el conjunto de entrenamiento presenta una distribucién compleja. En
algunos de estos casos, el subespacio lineal generado por el método RCV
tampoco es suficiente para una adecuada clasificacién.

Por esto, aqui se propone una versién no lineal del método de vectores
comunes discriminantes extendidos que también puede verse como una
generalizacion de los métodos de vectores comunes discriminantes con
kernel propuestos hasta la fecha.

Independientemente de los resultados en clasificacién y del poder de
generalizacién, los métodos anteriores se basan en un aprendizaje por
lotes o de tipo batch. El aprendizaje por lotes consiste en procesar una o
repetidas veces el conjunto de entrenamiento como un todo hasta obtener
un modelo final que representa a dicho conjunto.

A pesar de su enorme campo de aplicacién, las técnicas de aprendi-
zaje por lotes, no pueden ser aplicadas en un gran nimero de problemas
donde los datos proceden de entornos dindmicos y/o van siendo adquiri-
dos a lo largo del tiempo. Tampoco es conveniente su aplicacion cuando
el consumo de recursos es exagerado, ya sea de memoria o de tiempo de
computo, al procesar todas las muestras a la vez.

Por ejemplo, un sistema de seguridad basado en la clasificacién de
rostros, se entrena con imégenes de rostros del personal. Si el aprendizaje
del sistema es por lotes implica que, cuando hay nuevo personal en la
empresa el sistema tiene que ser entrenado de nuevo desde cero (con las
imédgenes del personal actual e imdgenes de los nuevos empleados). Esto
conlleva que la memoria requerida y el coste computacional sean cada
vez mas altos en el entrenamiento.

Una alternativa a este problema es realizar un aprendizaje incre-
mental. El aprendizaje incremental se basa en correcciones progresivas
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aplicadas sobre un modelo previamente aprendido. Estas correcciones se
calculan a partir de pocos datos y, por tanto, con costes temporales y
espaciales reducidos.

Los métodos de aprendizaje incremental presentan caracteristicas
que los hacen muy apropiados para trabajar con grandes cantidades de
datos, como son, su capacidad de incorporar nuevas experiencias a la base
de conocimiento, y su capacidad de evolucionar esta base de conocimiento
desde una estructura sencilla hacia otra mas compleja.

Por esto, se proponen en este trabajo algunas versiones incrementales
del método de los vectores comunes discriminantes y del método de los
vectores comunes discriminantes extendidos. Estas extensiones, permiten
incorporar al conjunto de entrenamiento nuevas muestras a las clases
existentes, asi como nuevas clases al conjunto de entrenamiento.

Las principales contribuciones de la tesis doctoral se presentan en
los capitulos [] [ [6] ¥ [7] que se estructuran como sigue. El capitulo [4]
describe el método de los vectores comunes discriminantes extendidos
con kernel (RKDCV [31]). Los capitulos [5] y [f] explican cémo obtener los
vectores comunes discriminantes de forma incremental (IDCV) a partir
de EVD y ortogonalizaciéon, respectivamente. El capitulo |Z| presenta el
método de vectores comunes discriminantes extendidos a partir de apren-
dizaje incremental (IRDCV). Los capitulos citados, ademds de exponer
los métodos propuestos también presentan la validacién empirica de los
mismos. Por tltimo, el capitulo [8] muestra las conclusiones principales
obtenidas a partir del trabajo realizado, las publicaciones generadas a
raiz de éste, y las lineas de investigacion futuras.

46



Capitulo 4

Vectores comunes
discriminantes
extendidos con kernel

Resumen — Tanto para DCV como para KDCV, las suposiciones
subyacentes para el uso de los vectores comunes garantizan siempre un
error cero sobre el conjunto de entrenamiento. Sin embargo, no hay ga-
rantias sobre la probabilidad de error. Recientemente, se ha planteado
una extensién del método DCV, llamada Rough Discriminative Com-
mon Vector (RDCV), donde se reinterpretan las bases del método DCV
y se relajan, en cierta medida, las suposiciones. Con ello se consiguen
dos cosas. Por un lado, desaparece la limitacién (del método lineal) de
que no puede haber mas muestras que dimensiones en el conjunto de
entrenamiento. Y por otro lado, se consigue una mejor capacidad de
generalizacién del método en un abanico mas amplio de problemas. En
este capitulo, se propone la versién kernel del método RDCV, o dicho
de otra forma, una extensién del método KDCV que conserva la misma
linea en la que se ha propuesto el método lineal RDCV. Se estudia la
capacidad de generalizacién del método respecto a los métodos basados
en vectores comunes, frente a un determinado rango de problemas
(con cierta variabilidad). Ademds se observa el comportamiento de

este método frente a diferentes tamanos del conjunto de entrenamiento.

Contenido

4.1. Desarrollo teérical . . . . . ... ... ... 48
[4.2. Experimentos| . . .. ... ......... 5l

A Discusionl . .. ... ... ......... B8
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4.1. Desarrollo tedrico

El método de vectores comunes discriminantes extendidos con kernel
(Rough Discriminative Common Vector with Kernels, RKDCV) se puede
ver como una versién no lineal del método RDCV [, 0 como una
extensién del método KDCV [§3.4].

Si X € R™M ¢s el conjunto de entrenamiento centrado, la matriz
kernel asociada a X es Ki;; = (¢(x:), ¢(x5)). El apéndice muestra
algunas de las funciones kernel mas representativas.

Una vez la matriz kernel se calcula, ésta se centra en el espacio de
caracteristicas como

Ke = (X—1uX)(X—-1uX)"
= K—-1yK-Kly+1uKly
1a es una matriz de tamano (M X M) con todos sus elementos iguales
a (1/M).
La descomposicién en valores y vectores propios de K., es
K. = UAU"

Las matrices de dispersion total e intra-clase en el espacio reducido
se han definido en las ecuaciones y (3.15), de la seccién como
,STT@ y S;qu’ respectivamente.

Sea VAVT la descomposicién en valores y vectores propios de S;Vq)

. . .. - @
El método RKDCYV reduce el espacio rango original de Sy a los vec-
tores propios asociados a los valores propios normalizados no nulos que
satisfacen la condicién:

k r
1-a)>) 4, i=1,2,... ,k...," > si=1. (4.1)
i=1 i=1

El valor de « indica la cantidad de varianza que se anade al espacio

- @
nulo de Sy , donde 0 < a < 1. Los valores propios no nulos se han
normalizado a partir de dividir cada valor propio por la suma de todos
ellos.

El nuevo conjunto de vectores propios asociados a los valores propios
~ P .
no nulos y nulos de Sw , a partir de «, es:

Va = [Vl7 V2, ..., Vk]
Vo = [V41), Vet2), ---5 Vs Vit1), -5 VM)
Los vectores que conforman V, y V., son un conjunto generador del

. . . . - @ .
espacio rango reducido y el espacio nulo extendido de Sw , respectiva-
p— ~ @ —
mente. De este modo, Vz Sw Va =0.
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La matriz de proyeccién final es por tanto

erdc'u = (q) - ¢1M)UA_1/2VO¢ (42)

. . =T & ¢ = . . .
Si el espacio nulo de (V, Sp Va) es no vacio las direcciones de
proyeccioén son rotadas para eliminar éste espacio nulo, y conseguir asi que
las nuevas matrices de dispersién total y inter-clase sean diagonales.

Vi Ve = Ve S+ "V = VEAV, = YALT (4.3)

La matriz L contiene los vectores propios asociados a los valores
propios no nulos de (VZSTB@VQ). En este caso, la matriz de proyeccién
final es

Wokdeo = (& — ®1a)UA™/?V, L (4.4)

Los vectores comunes discriminantes extendidos no lineales del con-
junto de entrenamiento se definen como

Xrkdev = (UA_l/zva L)TKc (45)

. . T & ® . . s ,
si el espacio nulo de (Va SB Va) es vacio, la matriz L es también vacia.
En este documento, [ | define una matriz vacia.

La figura [£.]] muestra un diagrama en bloques del método RKDCV,
para un conjunto de entrenamiento X € R4*M

X e Rdx\[
Se calcula 1la S .
matriz kernel Se centra el kernel e realiza
| B [ e = K - 130K — K1y + 1K 1y| | ta EVD de k.
c xi — x| =K - - K wK1,
Kij = exp (—T’) ‘ M MM AT K, = UAUT
espacio original ¥
Se computan los vectores En el espacio
Va, asociados a los transformado se
Es vacio valores propios ¢ de Sw, calcula la matriz
NOVE V) S que no satisfacen <1 de dispersion
% -
intra-clase
—l (17")226’ - —1/2(Tfz Ty pA-1/2
pt S’ = ATPUTR,KTUA Y
Los vectores L=[]
propios L ,
asociados a los v

valores propios no |“’vrl:da:(q”‘pl"\l)t:\il’/?va}—‘

o
nulos de ﬂva Sp Vu), (UA TV, 0)TKe
se calculan >

| Wipioo = (B — ®13)UA 2V, L 1

Figura 4.1: Proceso para obtener los vectores comunes discrimi-
nantes extendidos no lineales del conjunto de entrenamiento X.

Los pasos para aplicar el método RKDCV a un conjunto de en-
trenamiento centrado X € R4 se muestran en el algoritmo [2| Los
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parametros de entrada son el conjunto de entrenamiento y la varianza

~ 1. . - P . .z
anadida al espacio nulo de Sy . La matriz de proyeccién final, los vecto-
res comunes discriminantes extendidos no lineales y la matriz kernel de
entrenamiento, son los pardmetros de salida.

Algoritmo 2 Método RKDCYV paso a paso.

Entrada: X € R>M | q.
Salida: W kdco, Xrkdev, K.

1.

Computar la matriz kernel del conjunto de entrenamiento.
Normalmente es un kernel gaussiano [§A.6].

X; — X4 2
:[{74‘7 = exp (_ || 20-2‘7“ )

Centrar el kernel. K. = K — 1K — Kl + 1K1y, 1y =
(I/M) (MxM)-

Descomponer K. en términos de sus vectores y valores pro-
pios no nulos, K, = UAU7.

Calcular la matriz de dispersién intra-clase en el espacio ge-
nerado por los vectores U.

~ & ~ o~
Sw = A"Y2UTK,KLTUA—Y/?

donde K, = (K — 13/K)(I — G). I es la matriz identidad de

tamano (M x M)y G = diag[G, ... ,G.] es una matriz con

submatrices G; € R™7*™ en su diagonal. Cada matriz G,

tiene todos sus elementos iguales a (1/m;).

Realizar la descomposicién en valores y vectores propios de
~ @

Sw = VAVT, B

Obtener los vectores propios V., asociados a los valores pro-

pios A que no satisfacen

k T
Q=)= "6, i=12..k..." > si=1
=1 i=1

Va = [V(k:-i-l)v V(k+2)7 ceey Vi V(T+1), ‘e ,VM}.

Si el espacio nulo de V:S~B Va) es no vacio, L es el conjunto
de vectores propios asociados a los valores propios no nulos,
en caso contrario L = [ ].
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8. Calcular la matriz de proyeccién final como: W, kgep = (& —
<I)1M)UA_1/2vaL.
9. Los vectores comunes discriminantes extendidos no lineales,
son
Xrkdcv = (UA_1/2V04 L)TKC

10. La clasificacién de nuevas muestras, X't € R?*P se realiza

a partir de la distancia minima entre 108 X, kdco ¥ X255, -

Xlfiher = (UATY2V, L) (K KLy — Ly K" + 1K 1),)

donde Ki5* = (o(x;), d(xj°")) v 1oy = (1/M) (arxp)-

4.2. Experimentos

Estos experimentos se realizan con el objetivo de observar la tasa
de acierto del método RKDCV en funcién de la varianza anadida al
subespacio de proyeccion final y al nimero de muestras de entrenamiento.
Ademsds, se compara RKDCV con el método lineal no extendido DCV,
asi como con el método no lineal ni extendido KDCV y con la versién
lineal RCV, para deducir si tiene o no mayor capacidad de generalizacién
al clasificar las bases de datos empleadas. Las pruebas se han disenado
siguiendo el tipo de experimentacién realizada en los trabajos originales
donde se proponen los métodos [22], [105] y [20].

Las bases de datos elegidas para la validacién del método cubren
diversos dominios, y contienen imagenes en niveles de gris. Con el obje-
tivo de estudiar el comportamiento de los métodos en situaciones mas
dificiles, se ha considerado la adicion de diferentes tipos de ruido a al-
gunas de las bases de datos. En concreto, se ha anadido ruido gaussiano
de varianza 0.02, 0.04, 0.06 y 0.08, a las bases de datos AR Face [83] y
ALL. AR y ALL con ruido anadido se les a dado el nombre de AR NG
v ALL NG, respectivamente, y contiene imagenes de rostros de diferen-
tes sujetos. ALL NG resulta de la seleccién aleatoria de 10 muestras sin
oclusiones por clase de las bases de rostros AR Face [83], ORL [94], Ya-
le [40] y Umist [I15], obteniendo 95 clases. Cada clase de ALL NG tiene
50 muestras, de las cuales 10 no tienen ruido ahadido y 40 presentan
ruido gaussiano afiadido (generadas a partir de las 10 imdgenes origina-
les de cada sujeto). Las caracteristicas del ruido anadido son idénticas a
las de AR NG. La seccién [D-1] del apéndice [D] describe con detalle las
caracteristicas de AR NG y ALL NG.

Entre las bases de datos utilizadas para validar el método RKDCV
también se encuentra una base de datos de imagenes de objetos llamada
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Coil-40/30 [, que es un subconjunto de Coil-100 [87]. Ademds, hay
una base de datos de digitos de 0 a 9 escritos a mano llamada Mnist [72]
[, donde el 10 % de las etiquetas de las muestras de entrenamiento
se permutaron, sin favorecer a ninguna clase, para que el problema de
clasificaciéon presente méas complejidad.

En todas las bases de datos, excepto en ALL NG, se cumple el caso
del tamano de muestras pequefio, que en nuestro caso se define como
d > (M — ¢). La tabla muestra las caracteristicas principales de las
cuatro bases de datos utilizadas en la validacién del método RKDCV.

Tabla 4.1: Caracteristicas de las bases de datos usadas en la vali-
dacién del método RKDCV. ¢ es el nimero de clases, tamafio/c es
el nimero de muestras por clase en toda la base de datos. m; es el
namero de muestras por clase del conjunto de entrenamiento.

nombre .tamano ¢ | tamano/c m; tipo
imagen
rostros, expresion,
AR NG 40x40 20 70 [7,9, 14, 23, 35, 47] iluminacién & ruido
gaussiano
Coil-40/30 | 40x40 40 30 [3, 4, 6, 10, 15, 20] objetos, pose
digitos de 0-9, in-
Mnist 32x32 10 100 [10, 30, 20, 33, 50, 67]| tercambio de eti-
quetas
rostros, expresion,
ALL NG | 40x40 95 50 [5, 6, 10, 17, 25, 33] iluminacién, pose &
ruido gaussiano

Los experimentos se realizan para varios tamanos relativos del con-
junto de entrenamiento con respecto al nimero total de muestras dis-
ponibles, para estudiar la dependencia del método en relacién a este
pardmetro. En particular, 1/10, 1/8, 1/5, 1/3, 1/2 y 2/3 del total de
muestras disponibles se usan en el entrenamiento, y los experimentos se
repiten 10, 8, 5, 3, 2 y 3 veces, respectivamente. El niimero de mues-
tras de entrenamiento por clase en las diferentes iteraciones y para las
diferentes bases de datos se muestra en la tabla 4.1l Los resultados de
esta validacion cruzada repetida en cuanto a la tasa de acierto son los
respectivos valores promedio.

En la practica, es interesante conocer el comportamiento de los méto-
dos con un numero reducido de muestras de entrenamiento ya que, ob-
viamente, todos los métodos se aproximan al é6ptimo cuando este tamano
crece. Por lo tanto, en las siguientes subsecciones se muestran con mas de-
talle los resultados para un valor representativo del tamano del conjunto
de entrenamiento.

52



4. Vectores comunes discriminantes extendidos
con kernel

La medida de distancia empleada entre las caracteristicas obtenidas
del conjunto de entrenamiento y las caracteristicas del conjunto de prue-
ba es la distancia euclidea. El valor del pardmetro «, que anade varianza
al subespacio de proyeccién, se incrementa en intervalos de 0.05 desde 0
a 0.5.

El kernel de los métodos basados en subespacios no lineales es de tipo
gaussiano, por que es el normalmente utilizado en tareas de clasificacién

de patrones, como en [19], [20], [05] y [07].

Diferentes valores del pardmetro de proximidad del kernel, o, se han
utilizado. En las bases de datos de rostros el intervalo de valores de o
estd entre 20 y 500, y un buen resultado se obtiene cuando ¢ = 100. En
la base de datos de objetos el intervalo de valores considerado es de 20
a 1400 y un resultado aceptable se ha obtenido con ¢ = 1000. El rango
de valores considerado en la base de datos de digitos es de 10 a 500,
seleccionando o = 20 como apropiado.

4.2.1. Experimentos con pocas muestras

La evaluacion del método RKDCYV en el caso del tamano de muestras
pequeiio, d > (M — c), emplea las bases de datos AR NG, Coil-40/30 y
Mnist. La figura[4.2] muestra en cada fila algunas imégenes de estas bases
de datos.

Figura 4.2: Bases de datos utilizadas en la validaciéon del método
RKDCV, para el caso del tamano de muestras pequeno. Fila 1,
ejemplo de la degradacién de las imagenes con ruido gaussiano de
0, 0.02, 0.04, 0.06 y 0.08, en la base de rostros AR NG. Filas 2
y 3, algunas imdgenes de las base de datos Coil-40/30 y Mnist,
respectivamente.
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Para examinar en detalle el método RKDCV, se muestra en la figu-
raf4-3]la tasa de acierto en funcién de la varianza afiadida al subespacio de
proyeccion final y en funcién del nimero de muestras de entrenamiento.
En estos experimentos, el tamano del conjunto de entrenamiento nunca
supera la dimensién del espacio original. Se observa que, evidentemente
y como era de esperar, a mayor nimero de muestras de entrenamien-
to tanto KDCV (a = 0) como RKDCV (a > 0) mejoran. Pero para el
mismo numero de muestras de entrenamiento el método RKDCV puede
obtener mejores resultados al incrementar la varianza que se anade al
subespacio de proyeccién final, como en el caso de AR NG y Coil-40/30.

H

H

Nimero de Muestras de Entrenamiento

(b) Coil-40/30

Niimero de Musstras de Entrenamicnto

(c) Mnist

Figura 4.3: Tasa de acierto del método RKDCV en funcién del
nimero de muestras de entrenamiento y la varianza anadida al
subespacio de proyeccion.

Para un ndmero representativo de 23, 10 y 50 muestras de entrena-
miento por clase, para las bases de datos AR NG, Coil-40/30 y Mnist, res-
pectivamente, la figura[{.4 muestra la tasa de acierto del método RKDCV
al incrementar la varianza anadida al subespacio de proyeccién respecto a
los métodos DCV, RCV y KDCV. Se observa que el método RKDCV tie-
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ne mayor poder de discriminacién que los métodos DCV, RCV y KDCV.
Estas diferencias son mds evidentes en la base de datos Coil-40/30 ya
que al aumentar la varianza del subespacio de proyeccién se puede ver
claramente la superioridad del método propuesto.

{,{’%‘H‘{*%H‘%

P
D +
H

o

==y
‘ =

S | - @-wocv
- - moov

0 005 01 o0i5 02 025 03 035 04 045 05 055
Varianza afadida

(a) AR NG

T e S

005 0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05 0S5
Varianza afadida

(c) Mnist

Figura 4.4: Tasa de acierto en funcién de la varianza anadida al
subespacio de proyeccion de los métodos RCV, DCV, KDCV y
RKDCV, para un determinado nimero de muestras de entrena-
miento por clase de @ 23 para AR NG donde la tasa de acierto
del método DCV no es visible para poder observar mejor las dife-
rencias presentes entre los métodos RKDCV y KDCV, @ 10 para
Coil-40/30 y 50 para Mnist.

En la base de datos AR NG es de destacar que el método RKDCV
presenta mejores resultados cuando la varianza anadida es de 0.25. Para
valores de varianza mayores o iguales a 0.3 la tasa de acierto del método
RKDCYV es muy parecida a la del método lineal RCV. Para poder obser-
var mejor las diferencias presentes entre los métodos RKDCV y KDCV,
la tasa de acierto del método DCV no es visible en la figura
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Respecto a la base de datos de digitos Mnist, ﬁgura la tasa de
acierto de los métodos lineales DCV y RCV no supera ni iguala a la de
los métodos kernel.

Los resultados de la experimentacién sugieren que incrementar la
varianza del subespacio de proyeccion en el método RKDCV es eficiente
siempre y cuando el niimero de muestras de entrenamiento no sea muy
elevado, ya que el método KDCV (a = 0) presenta un subespacio de pro-
yeccién lo suficientemente discriminante cuando el tamafno del conjunto
de entrenamiento es grande, lo cual no permite conseguir tasas de acierto
mayores.

4.2.2. Experimentos con gran escala
En este caso se utiliza la base de imédgenes de rostros ALL NG, que

presenta cambios de expresién, iluminacién, pose y ruido. La figura [£5]
expone algunas muestras de ALL NG.

Umist

Figura 4.5: Ejemplo de la degradacién de las imdgenes en la base
de datos ALL NG, que a su vez estd formada por AR, ORL, Yale
y Umist.

Con esta base de datos, significativamente més grande que las em-
pleadas en la seccién anterior, se estudia el comportamiento del método
RKDCYV respecto a RCV y KDCV, a medida que el tamafio del conjun-
to de entrenamiento es cada vez mayor. Concretamente, para 17 o mas
muestras por clase en el conjunto de entrenamiento la dimensién del es-
pacio es menor al nimero total de muestras de entrenamiento.

La figura presenta la tasa de acierto en funcién de la varianza
afiadida al subespacio de proyeccién de ALL NG, y en funcién del ta-
maino del conjunto de entrenamiento. Se observa que, a mayor nimero de
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muestras de entrenamiento tanto KDCV (a = 0) como RKDCV (a > 0)
obtienen mejores resultados. La tasa de acierto de RKDCV en relacién
con la de KDCV, presenta cambios més significativos cuando el tamano
del conjunto de entrenamiento es menor a la dimensién del espacio de
las muestras. Para valores menores a 17 muestras por clase el método
RKDCV consigue un 11,68 %, 9,95 % y 6,64 % mds de aciertos. Si bien,
para tamanos del conjunto de entrenamiento mas grandes, también se
obtienen mejoras.

Tasa de acierto

065

Varianza afadida

Niimero de Muestras de Entrenamiento

Figura 4.6: Tasa de acierto en funcién del nimero de muestras de
entrenamiento y de la varianza anadida al subespacio de proyeccién
de ALL NG, para los métodos KDCV (a =0) y RKDCV (a > 0).

Por lo tanto, se pueden obtener tasas de acierto mayores a partir
de incrementar la variabilidad que se afiade al subespacio de proyeccién
manteniendo un nimero de muestras de entrenamiento pequefio. Ob-
viamente, otra opcién que permite tasas de acierto altas es aumentar
las muestras de entrenamiento, pero esto implica utilizar més recursos
computacionales.

La figura E representa el comportamiento de los métodos RDCV,
KDCV y RKDCV en funcién de la varianza anadida al subespacio de
proyeccién, para aproximadamente el 33 % de las muestras totales en
el conjunto de entrenamiento (17 muestras por clase). En este caso el
método DCV no se aplica porque la dimensién del espacio original es
menor al nimero de muestras de entrenamiento total. Desde esta figura,
se observa que el método extendido RKDCV presenta mejores resultados
que RDCV y KDCV. En concreto, cuando o =0.5 la tasa de acierto es
de 0.96 respecto a 0.93 en RCV y 0.94 en KDCV.
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—B—RrRev
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- © = RKDCV

Tasa de acierto
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Figura 4.7: Tasa de acierto en funcién de la varianza afiadida al
subespacio de proyeccion final de ALL NG para los métodos RCV,
KDCV y RKDCV, con 17 muestras de entrenamiento por clase.

4.3. Discusion

A partir de la experimentacion se observa que el método RKDCV
presenta propiedades discriminantes apropiadas para la clasificacién de
las bases de datos utilizadas, independiente de la relacion entre la di-
mensién del espacio original del las muestras y el tamafio del conjunto
de entrenamiento.

Si bien los métodos RCV y KDCV presentan buenas propiedades
discriminantes a mayor nimero de muestras de entrenamiento. El méto-
do RKDCYV presenta las mismas o mejores propiedades discriminantes
utilizando un menor nimero de muestras de entrenamiento. Esto implica
que las matrices involucradas para obtener el subespacio discriminante
manejan menos cantidad de datos, y en consecuencia el esfuerzo compu-
tacional en el método RKDCV es menor.
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Capitulo 5

Vectores comunes
discriminantes
mediante
eigendescomposicion
incremental

Resumen — En muchas de las aplicaciones de clasificacién
donde se utilizan métodos basados en subespacios se necesita
una realimentacién informativa que resulta computacionalmente
costosa si el sistema es reentrenado desde cero, cuando nuevas
muestras de entrenamiento estdn disponibles. En el presente
capitulo se propone una version incremental del método de los
vectores comunes discriminantes mediante la descomposicién en
valores y vectores propios respecto a nuevas muestras y nuevas
clases de entrenamiento, para datos de muy alta dimension.
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5. Vectores comunes discriminantes mediante
eigendescomposicién incremental

5.1. Preliminares

En el aprendizaje por lotes, todas las muestras se usan simultdnea-
mente para computar el subespacio de proyeccién. En el aprendizaje
incremental el subespacio existente se actualiza a partir de nuevas obser-
vaciones, por lo cual no es necesario disponer de todas las muestras de
entrenamiento a la vez, reduciendo los requerimientos de almacenamien-
to y haciendo los grandes problemas computacionalmente factibles. El
coste computacional relacionado con los métodos que emplean un apren-
dizaje incremental es eficiente en sentido relativo, no en sentido absoluto,
ya que el entrenamiento incremental se realiza desde un modelo inicial
precalculado, que conlleva un coste computacional previo.

Varios métodos de clasificacién/representacién basados en subespa-
cios emplean alguna matriz de dispersién (estas matrices son semidefini-
das positivas) para obtener la matriz de proyeccién. Normalmente, estas
matrices se descomponen en términos de valores y vectores propios a
partir de eigendescomposicién o de descomposicién en valores singulares.

Es légico pensar que para realizar un aprendizaje incremental de
estos métodos es necesario un desarrollo incremental de la eigendescom-
posicién (o SVD). En general, éste es un problema clésico del anélisis
numérico y del dlgebra computacional que se trata méas adelante.

5.1.1. Antecedentes y estado del arte

Las primeras propuestas de un desarrollo incremental para métodos
basados en subespacios se presentaron para la descomposicion en valores
singulares [41] I8 [17]. Estas aproximaciones permiten adicionar o quitar
solo una muestra al conjunto de entrenamiento en el modelo previamente
entrenado.

En 1982, Murakami et al. [86] plantearon la primera versién in-
cremental para calcular las componentes principales de un conjunto de
imégenes. La actualizacién en esta version se realiza a partir de la adicién
de una sola muestra, y ademas, supone que la media de las muestras no
cambia, por lo cual no es actualizada en el algoritmo.

Luego, Chandrasekeran et al. proponen un algoritmo incremental que
se basa en la actualizacién de SVD [81], ?]. Aunque la descomposicién en
valores singulares incremental fue abordada también anteriormente en
[1R, [43].

Todos estos métodos asumen que la media de las imagenes de entrada
es siempre cero. Esto no es cierto en general, y esta suposiciéon puede
degradar los resultados de la clasificacién [50].
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Los primeros en incorporar la actualizacién de la media en algorit-
mos incrementales basados en subespacios fueron Hall et. al. en el ano
1998 [50]. Pero no fue hasta el atio 2000, donde los mismos autores propu-
sieron en [51] un algoritmo incremental que actualiza la media y permite
adicionar/quitar més de una muestra en el reentrenamiento.

Liu y Chen presentan en [(8] un algoritmo incremental del andlisis de
componentes principales, aplicado al campo del video, que proporciona
pesos a la informacién del conjunto de entrenamiento. En este contexto,
varios métodos con derivaciones diferentes se han propuesto [126], [116].

Franco et al. sugieren una aproximacién para asociar multiples es-
pacios propios que puede verse como un PCA incremental, ya que adi-
ciona informacién de nuevas muestras de forma sucesiva [37, [126]. En
[100], Skocaj y Leonardis proponen un aprendizaje incremental robusto
de subespacios propios para la deteccion de outliers.

El FLD también ha sido extendido de muchas maneras a una for-
ma incremental, y para diferentes aplicaciones. Por ejemplo, desde redes
neuronales para la extraccién de caracteristicas y la proyeccién de datos
multivariantes [82], a EVD para la clasificacién de cadenas de datos [91].
Mediante subespacios complementarios [I17] para tareas de reconoci-
miento de rostros a sistemas de clasificacién de patrones en linea [90].
También a partir de descomposicién QR [125] y SVD [129], entre otros.

Pang et al. proponen el andlisis discriminante lineal incremental de
dos formas, una secuencial (Sequential ILDA) y otra por trozos (Chunk
ILDA) [91]. En la forma Chunk, el espacio discriminante se actualiza con
multiples datos. Tedricamente, el algoritmo Sequential ILDA es un caso
especial del Chunk ILDA.

Lin et al. exponen en [I03] un modelo incremental discriminante
para el seguimiento de objetos sometidos a grandes cambios de pose e
iluminacién. Kim et al. [70] proponen un método incremental para el
aprendizaje de subespacios ortogonales, donde el algoritmo actualiza las
componentes principales de la correlacién de las clases, y luego calcula las
componentes ortogonales de las componentes principales actualizadas.

Recientemente, Kim et al. presentan un algoritmo incremental del
analisis discriminante lineal aplicado al reconocimiento de objetos. Ellos
aplican el concepto de aproximaciéon del conjunto generador suficiente
(sufficient spanning set), para actualizar la matriz de dispersién inter-
clases, la matriz de dispersién total y la matriz de proyeccién al espacio
discriminante [67, [68].

Xinxiao et al. formulan en [IT8] un algoritmo incremental del andlisis
discriminante de correlacién candnica [66], donde el modelo discriminante
se actualiza de forma incremental para capturar cambios de apariencia
humana, y facilitar la tarea de reconocimiento en entornos dindmicos.
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Kog et al. proponen en [69] un algoritmo més répido para el método
original de vectores comunes. Este algoritmo realiza la clasificacién con
respecto a valores escalares, mientras que el método CV convencional usa
vectores con dimensién igual a la del espacio de caracteristicas.

Algunas aproximaciones incrementales de los métodos anteriores pre-
sentan desventajas en su precision en comparaciéon con los métodos con
aprendizaje por lotes. Este efecto se amplifica debido a que los métodos
incrementales se suelen aplicar repetidamente dando lugar a un aprendi-
zaje continuo [51] [125].

5.1.2. Planteamiento incremental de DCV me-
diante eigendescomposicion

El método DCV original, propuesto por Cevikalp et al. en [21], [22],
procesa el conjunto de entrenamiento como un unico conjunto. De esta
manera, cuando nuevas muestras se incorporan al conjunto de entrena-
miento, el proceso de aprendizaje se inicia desde cero.

Por lo tanto, para calcular los vectores comunes discriminantes de
un conjunto de entrenamiento, primero se obtiene la matriz de dispersién
intra-clase. Luego se descompone la matriz de dispersién en términos de
sus vectores y valores propios, para obtener los vectores comunes. Des-
pués, la matriz de proyecciéon que maximiza la dispersiéon de los vectores
comunes se calcula.

De lo anterior se observa que el método DCV se compone principal-
mente de dos fases, como se muestra en las figuras y La primera
fase consiste en computar el vector comun de cada clase. La segunda
radica en obtener la matriz de proyeccién final a partir de los vectores
comunes.

De la seccién [24] sabemos que la primera fase conlleva un coste
computacional mucho mayor que la segunda fase. Ya que en la primera
parte el tamano de las matrices involucradas depende de la dimensiona-
lidad y del nimero de muestras total de entrenamiento. En cambio, la
segunda fase es independiente del nimero de muestras de entrenamiento,
y s6lo depende del numero de clases. Por lo tanto, la segunda fase es un
problema mucho méas pequeno computacionalmente y el verdadero cuello
de botella estd en la primera fase.

Por consiguiente, se plantea un desarrollo incremental de la primera
fase del método DCV que busca actualizar las matrices de proyeccién
a partir de un modelo precalculado, cada vez que hay nuevas muestras
disponibles para el entrenamiento, y poder asi reducir el coste compu-
tacional.
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La ﬁgura muestra de forma general la estructura del aprendizaje
por lotes e incremental del método DCV. X es el conjunto de entrena-
miento inicial que generan los vectores comunes discriminantes x7_, .

ENTRENAMIENTO INICIAL

X € R*M

muestras de
entrenamiento inicial

D)
matrices de Xw o
q /3 —-— °
proyeccién o
A 3 ege
‘Yﬁv‘:
L]
|
-~ Xd( v
espacio
discriminante

gl

Y e REN
nuevas muestras de
entrenamiento

matrices de
proyeccién

ENTRENAMIENTO INCREMENTAL

Nuevas matrices
de proyecciodn
obtenidas
incrementalmente

La
L)
Y .
- -»
L]
°e |3,
L]
l.o
4= Bd»:.\lﬁ\:
conjunto de
entrenamiento total

3
LA
matrices de
proyeccién |
obtenidas 720
dev
por lotes
o7 1

dev

espacio
discriminante

ENTRENAMIENTO POR LOTES

Figura 5.1: Esquema general del aprendizaje por lotes e incremen-
tal en el método DCV. X es el conjunto de entrenamiento inicial.
Y es el nuevo conjunto para la actualizacién. Z es el conjunto de
entrenamiento total formado por X e Y. z/,, son los vectores co-
munes discriminantes resultantes del aprendizaje por lotes y del
aprendizaje incremental.
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Y € R¥™*¥ es el conjunto de entrenamiento que actualiza de forma incre-
mental la informacién de X. El conjunto de entrenamiento concatenado
se define como Z = [X Y] € R™>*M+N) v gonera 7/, . Los vectores co-
munes discriminantes zfi .v» deberian ser idénticos a los obtenidos a partir
de actualizar la informacién de X con Y. El tamano de los nuevos datos,
N, puede ser variable aunque se supone que M > N. También se tratara
separadamente el caso en el que los nuevos datos Y contengan nuevas
clases o no.

En cuanto a la segunda fase, dado que el subespacio rango y el
subespacio diferencia de los vectores comunes son subespacios equiva-
lentes [22], la matriz de proyeccién final se puede obtener a partir de los
vectores propios asociados a los valores propios no ceros de la matriz de
dispersién de los vectores comunes o, a partir de una base ortonormal de
el subespacio diferencia de los zZ,, tal y como se ha visto en la seccién
Aunque, el proceso de ortogonalizacién sélo necesita O(dc2) operaciones
y la eigendescomposicién emplea O(£(c®) + dc?), la matriz de proyeccién
final, Wc,, se calculara preferentemente a partir de ortogonalizacion.

5.2. DCYV mediante eigendescomposicion
incremental

Esta seccién presenta una version incremental del método DCV ori-
ginal mediante eigendescomposicién, donde las matrices de proyeccién se
pueden actualizar a partir de la informacién resultante del entrenamiento
anterior y de las nuevas muestras disponibles para el entrenamiento. De
este modo, se incorpora nueva informacién a la base de conocimiento a
partir de las nuevas muestras.

5.2.1. Desarrollo tedrico

Para obtener los vectores comunes discriminantes del conjunto de
entrenamiento total, Z, a partir del método DCV-EVD, se tienen que
computar los vectores y valores propios de la matriz de dispersién intra-
clase S7, para conseguir primero los vectores comunes [

Para evitar la EVD explicita de S7, se realiza una descomposiciéon
mas simple. Esta descomposicion estd en términos de las matrices de
dispersién intra-clase de X y de Y. Ademads, se introduce una matriz S
que relaciona las medias de los datos de entrenamiento iniciales, x;, y las
medias de los nuevos datos, y;.
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En particular, la matriz S7 se puede escribir como

Sgo= D (75— 7))z — )T

j=1i=1
= D> D ) — )" D (v 2y — )T
j=1 Li=1 i=1
= SX+Sv+S (5.1)

J— mj ] i . . . g i9q o
donde z; = (<mj+nj> Xj + Gy ) y]>, x; e y; son las medias de la clase
jenZ, X eY, respectivamente. M = Z§:1 m; es el nimero de muestras
en Xy, N =37 n; es el nlimero de muestras en Y. 0; = (m; +n;) es
el nimero de muestras de la clase j en Z.

La matriz S se define como S = JJT, donde J es una matriz de
tamano (d X ¢) cuyas columnas son proporcionales a la diferencia entre
los vectores media de cada clase de X y de Y, y se define a su vez como

myng

J:[Jl...Jc] con Jj: m
J J

(x5 —y3) (5.2)

paratodo j=1,...,c.

Los pasos intermedios para obtener la descomposicién de S7 en
términos de S¥, S¢¥ y 9, se muestran detalladamente en el apéndice[B] La
ecuacion puede verse como una generalizacion de la descomposicién
propuesta por Hall et. al. para el método PCA [50} [51].

La finalidad de descomponer la matriz de dispersién intra-clase de Z,
es obtener la EVD, S¥ = U'A’U’'T, en funcién de los valores y vectores
propios de S¥ = UAUT (modelo precalculado) y de los de S = VAV7T
(informacién incremental). De este modo, los nuevos vectores comunes
se pueden obtener a partir de los vectores y valores propios no nulos de
S7.

Asociados a los tres términos de la ecuacién , se tienen tres
subespacios: dos subespacios correspondientes a los rangos de los datos
de X e Y, y un tercer subespacio asociado a las diferencias de sus vectores
medias. El subespacio de rango asociado a los datos Z, es la suma de los
tres subespacios anteriores. Por lo tanto,

R(SY) = R(S¥) + R(S¥) + span{J} (5.3)

Si la suma de la ecuacién es una suma directa, una base or-
tonormal del subespacio R(SZ) se obtiene de la concatenacién de las
bases ortonormales de los subespacios R(S¥), R(Sy¥) y span{J}, como
lo muestra el teorema [3] del apéndice [C] En el caso mds general, puede
existir algin tipo de dependencia lineal entre el modelo precalculado,
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las nuevas muestras y la relacion entre las medias de las clases, como se
muestra en la figura [5.2]

N(S7)

Figura 5.2: Subespacio rango de la matriz de dispersién S, con-
formado por la suma de los subespacios rango de S¥ y Sy, y del
subespacio generado por las diferencias de los vectores media de
cada clase en X e Y.

Por lo tanto, para obtener una base ortonormal de R(S%) en funcién
de U, se debe encontrar una base ortonormal del subespacio R(Sy) y
span{J} que sea ortogonal a U. Una forma de hacer esto es proyectar V'
v J en el subespacio nulo de S¥, y conseguir asi que la interseccién entre
el subespacio R(S¥) y los nuevos subespacios sea nula. Esto se puede
conseguir con el operador de proyeccién ortogonal U T osu equivalente
(1—-uuT).

De esta forma, el subespacio generado por span{U UT[V J} es or-
togonal a R(S¥), y juntos conforman el subespacio de rango asociado a
S7.

R(SY) = R(S¥) ® span{T U [V J|} (5.4)

En este punto solo resta obtener una base de estos subespacios pro-
yectados, que se puede calcular mediante ortogonalizaciéon. En particular

v = orth (UUT A J]) (5.5)

Finalmente, la base ortonormal de R(S%) se construye a partir de la
base ortonormal del subespacio rango de S¥, aumentada con un conjunto
de vectores ortonormales, v, al espacio nulo de S¥ que se obtienen a partir
de V y J. De manera que [U v] es una base ortonormal de R(S7).

Si el nuevo conjunto de muestras no es linealmente independiente
. — =T
respecto al anterior, los vectores columna que son ceros en (UU" [V J])
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se eliminan después de la ortogonalizacién. Por el contrario, si el nuevo
conjunto de entrenamiento es linealmente independiente respecto al ante-
rior y a si mismo, se cumplird que v € R¥™¥Y . En general [Uv] e RI*7=
donde r, es la dimensién del espacio rango de la matriz de dispersién
intra-clase del conjunto de entrenamiento Z.

Por tanto, y como en el caso del aprendizaje por lotes, la dimension
del espacio rango aumenta a medida que hay nuevas muestras linealmente
independientes para el entrenamiento, mientras la dimension del espacio
nulo disminuye.

La diferencia entre la base U’ (de la EVD de S¥) y la base [U v]
(conseguida de forma incremental) es sélo una rotacién R.

U =[UvR

La matriz de rotacién se puede relacionar con la descomposicién en
vectores y valores propios de la matriz S7, que podemos reescribir como:

Sy =S¥+ 5S¢ +JJ" =[Uv]RART [U )" (5.6)

donde [U v]T es una inversa izquierda de [U v]. Multiplicando ambos
lados de la ecuacién (5.6) por la izquierda por [U U]T, y por la derecha
por [U v], se obtiene

U] (S¥ + 8¢ +JJ7)[Uv] =RA'R” (5.7)

Por lo tanto, la matriz de rotacién R y la matriz diagonal de valores
propios A’, se pueden calcular a partir de la diagonalizacién de la matriz
de la ecuacién , de una manera similar a la propuesta por Hall et.
al. en [50, 1] para el PCA incremental.

En el caso del método DCV no es necesario calcular la rotacién R,

ya que el objetivo es encontrar el operador de proyeccién, WWT, al
espacio nulo de S7, que se obtiene implicitamente a partir del operador
de proyeccién, U’ U'T| al espacio rango de S¥. De la forma

U'U7T = [Uo] RRT [U )T
= [Uw][U v]T
= UUT + " (5.8)
donde
TU =1-U0U7T)=1-UuuT —w) (5.9)

De este modo, sélo es necesario computar v para obtener el opera-
dor de proyeccién al espacio nulo de S7, y no es necesario resolver el
eigenproblema de la ecuacién (5.7).
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Ademas, a partir de v también se pueden calcular directamente los
nuevos vectores comunes como una actualizacién de los anteriores de la
siguiente manera:

A, = UU 7 =01-UU")7
T T i
(I-UU" —wv' )z
= xl, — o'} (5.10)

El desarrollo paso a paso del método IDCV-EVD para incorporar
nuevas muestras a las clases del conjunto de entrenamiento se muestra
en el algoritmo

Algoritmo 3 Método IDCV-EVD que anade informacion a las cla-
ses del conjunto de entrenamiento X.

Entrada: U ¢ R"= Y € RV x;, xI,.
Salida: W(lC’U7 Z‘Zicva [U U], Zj-

1. Se calculan los vectores propios, V, asociados a los valores

propios no nulos de la matriz de dispersién intra-clase Sy/.

2. La matriz J = [J; ... J.] se construye a partir de

m;in;
J. = [ —279 _ (x. —v.
1= Ty W)

@

Se computa v como: v = orth ([I — UUT] [V J]).
4. La media de cada clase en Z es: z; = lsx; +

Tty Vi
5. U'UT = [U v][U v]T = UUT + vv” es el nuevo operador
de proyeccién al espacio rango de S%.
2, = x3, — vo”'xi,
7. Luego, la matriz de proyeccion final se obtiene a partir de
una base ortonormal del subespacio diferencia de los z7,,.

&

Waeo = orth([22, — 7k, ... 25, —25,])

cv cv cv
8. Los DCVs del conjunto de entrenamiento Z son,
chv = WT Z,L

dev?j

s . s o R i o i
En el préxima iteracién: U = [U o], x; = z;, xI, = z7,,.
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Los pardmetros de entrada del algoritmo [3|son la matriz de vectores
propios asociada a los valores propios no nulos de S¥, el nuevo conjunto
de entrenamiento Y, los vectores media de cada clase en X y los vectores
comunes x7,,. Los pardmetros de salida son la matriz de proyeccién final
W, los vectores comunes discriminantes de Z, la nueva matriz [U v] y los
vectores media de cada clase actualizados.

5.2.2. Coste computacional

En el caso del aprendizaje por lotes, el coste computacional del méto-
do DCV-EVD para el conjunto de datos Z € R M+N) " ost4 dominado
por el célculo y la EVD de S%, que implica O(£((M + N)?)4+d(M + N)?)
operaciones.

Al incorporar nuevas muestras al conjunto de entrenamiento, el coste
computacional del algoritmo IDCV-EVD estd dominado por el célculo
de v, que conlleva O((N?) + dNr,) operaciones, resultantes de la des-
composicion en valores y vectores propios de Sy y de la ortogonalizacién
de (UUT [V J]). r¢ es el rango de S¥, y es como méximo igual a (M —c¢)
si todas las muestras en X son linealmente independientes.

En el contexto practico de aplicacion del método, el nimero de
muestras de entrenamiento utilizadas en la actualizacién es significa-
tivamente menor al nimero de muestras empeladas en el modelo ini-
cial. Dicho de otra forma M >> N. Por lo tanto, (M + N)* >> N% y
(M + N)*> >> Nr,.

5.3. Casos particulares del método IDCV-
EVD

El método IDCV-EVD propuesto en la seccién anterior permite in-
corporar nuevas muestras a las clases del conjunto de entrenamiento X.

En aquellos casos donde sélo una muestra por clase, o nuevas clases,
se integran al conjunto de entrenamiento, el planteamiento del método
IDCV-EVD cambia ligeramente. Las secciones y especifican
con detalle el método IDCV-EVD para estos dos casos.

5.3.1. Una nueva muestra por clase

En procesos (en linea) donde las muestras para el entrenamiento
estdn disponibles de una en una, n; = 1 para todo j = 1,...,¢, la
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matriz de dispersién intra-clase del nuevo conjunto de entrenamiento no
se puede calcular, porque se necesitan como minimo dos muestras por
clase para su computo. En consecuencia, la descomposicién de la matriz
de dispersién intra-clase del conjunto de entrenamiento Z difiere de la
presentada en la ecuacién . En este caso, la matriz de dispersién
intra-clase S7 se puede descomponer como

=S — ) — )"

Jj=11i=1
c Mmj c
; ; T T
=D > G =) —2) Y (v; — )i — %)
j=1i=1 Jj=1
S¢S (5.11)
donde z; = = Zl 125 = ((m?jrl) Xj + (mj1+1> yjl) y 0j = m; + 1 son el
vector medla y el nimero de muestras en cada clase de Z, respectivamen-
te. x; es el vector media de la clase j en X. S = JJ¥ con J = [J1 ... J.]

yJ; = /(77:7711) (x; — yj)- El apéndice Bl muestra de forma detallada
cémo obtener la ecuacién (5.11)).

En este caso, el espacio rango de S7 es el resultado de sumar el
subespacio R(S%) y el subespacio generado por J. Por lo tanto, una base
ortonormal de R(S%) puede estar formada por la base ortonormal U (del
entrenamiento anterior) y una base ortonormal v del subespacio generado
por J que sea ortogonal a U.

Como en la seccién anterior, v se puede obtener a partir de calcular
una base ortonormal del subespacio que se obtiene al proyectar J en el
espacio nulo de S¥, garantizando asi que los vectores que conforman v
son ortogonales a U y ortonormales entre si. Es decir,

v= orth(UUT J) = orth(J — UUT J) (5.12)

. ., =T .
Una vez se obtiene v, el operador de proyeccién U’ U’" al espacio nulo
de S% se calcula implicitamente, y con él los nuevos vectores comunes.

TU =1-U0UT)=1-UU" —w")

En este caso, los puntos del algoritmo [3]| se sustituyen por:

1. (no es necesario)

2. Se calcula J = [J;...J.], con J; = 4/(7:17.11)( i —Yi)

3. Se computa v como: v = orth( [I — UUT}

4. La medla de cada clase en Z es: z; = (mj+1) X; +
G Vi
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La segunda fase del algoritmo en la que se calculan los vectores co-
munes discriminantes no sufre cambio alguno con respecto al algoritmo[3]

Aqui se ha considerado una muestra por clase, pero también podria
aplicarse el método cuando una sola muestra que pertenece a una clase
arbitraria se adiciona.

El coste computacional del método IDCV-EVD cuando n; = 1,
estd dominado por el cdlculo de v, donde O(dNr,) operaciones son ne-
cesarias. N = ¢y ry es como maximo (M — ¢).

5.3.2. Nuevas clases en el conjunto de actualiza-
cion

Es posible que en algunas aplicaciones sea conveniente afiadir infor-
macién sobre nuevas clases que no estaban presentes al inicio del en-
trenamiento. En este caso, no se busca actualizar la informacién de las
clases del conjunto de entrenamiento, sino que se busca incorporar nue-
vas clases a la base de conocimiento. Por esto, se propone una versién
incremental del método DCV-EVD que permite adicionar nuevas clases
al conjunto de entrenamiento sin reentrenar el sistema desde cero.

En aquellos casos donde las muestras presentes en Y no pertenecen a
ninguna de las clases en X, la descomposicién de la matriz S se puede
escribir en funcién de las matrices de dispersién intra-clase de X e Y
exclusivamente.

s = 35 - 2)(@ )"

j=1i=1
cz M Cy Mj
= DY )G —x) T DD (v v — )T
j=1i=1 j=1i=1
= SY+ 5y (5.13)
donde, ¢z, ¢y ¥ ¢z = ¢z + ¢y son el nimero de clases que tienen los

conjuntos de entrenamiento X, Y y Z, respectivamente.

Si el nuevo conjunto de entrenamiento es linealmente independiente
respecto a X, el nuevo operador de proyeccién al espacio rango de S7
est4 definido por [U V] [U V]¥. U € R¥™"™ y V € R¥*"™ son las matrices
de vectores propios asociadas a los valores propios no nulos de S¥ y Sy,
respectivamente. r, y r, representan la dimensién del espacio rango de
S¥ y Sy . Pero al igual que en los casos anteriores, no podemos garantizar
que Y sea linealmente independiente respecto a X.

Para eliminar cualquier dependencia lineal del nuevo conjunto de
entrenamiento respecto a X, se proyecta V en el espacio nulo de S¥ de
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la misma manera que en los casos anteriores. De este modo, [V — UUTV]
T

es ortogonal a U, pero los vectores que conforman [V — UU" V] no son

ortonormales entre si y es necesario ortogonalizar. Resultando

v = orth ([V - UUTVD (5.14)

A partir de v, el nuevo operador de proyeccién a R(S%) se define como
U'U"T =[U ] [U )T,

Los nuevos vectores comunes, la matriz de proyeccién final y los
vectores comunes discriminantes se calculan como se ha explicado ante-
riormente. Ahora el nimero de clases presentes en el conjunto de entre-
namiento Z es igual a la suma del nimero de clases presentes en X e Y,
donde ¢, = ¢, + ¢y. Por lo tanto, el tamano de la matriz de proyeccién
final cambia de (c; — 1) (del entrenamiento inicial) a (cz + ¢y — 1) (por
el nuevo conjunto de entrenamiento), es decir W € R¥*(cztey=1) " Jog
vectores comunes discriminantes son linealmente independientes.

El algoritmo[3] de la seccién [5.2-1} adaptado a este caso modifica los
puntos 2}ff] por:

2. (no es necesario)
3. v se define como: v = orth([l — UUT| V).

4. Lamedia de cadaclaseen Z es: z; = x; paraj = 1,..., ¢z,
yz;=yjparaj=cy,+1,...,(cs +¢y).
En el resto del algoritmo el recorrido del indice j es ahora
i=1...,c..

El método DCV-EVD con aprendizaje por lotes realiza O(£((M +
N)*) 4 d(M + N)?) operaciones para obtener el operador de proyeccién
U'U'T, mientras que el algoritmo incremental sélo realiza O(£(N?) +
dryry) operaciones a partir de U y del nuevo conjunto de entrenamiento
Y. r; y ry representan el rango de las matrices de dispersion Sy y Sy,
respectivamente. En nuestro caso M > N, y por tanto, (M—f—N)3 >> N3
enla EVD y (M + N)? >> r,ry para el cémputo de v. El mximo valor
de 7 y 7y se presenta cuando las muestras en X y Y son linealmente
independientes, es decir 1, = (M —¢g) y ry = (N — ¢y).

5.4. Evaluacién empirica

La validacién empirica del método IDCV-EVD consiste en comparar
la tasa de acierto y sobre todo el tiempo de entrenamiento respecto al
método original DCV-EVD, al clasificar diferentes bases de datos.
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La clasificacién se realiza a partir de la distancia euclidea entre el
1-vecino més préximo de las caracteristicas obtenidas del conjunto de
entrenamiento y las caracteristicas del conjunto de prueba, como es ha-
bitual en trabajos anteriores [21] [22].

Todos los experimentos se han realizado 10 veces. Los resultados que
se presentan corresponden al valor medio y a sus desviaciones estandar.
El conjunto de entrenamiento y el conjunto de prueba son seleccionados
aleatoriamente cada vez para eliminar cualquier tipo de dependencia en
la clasificacién.

Los algoritmos incrementales se han implementado en Matlab y se
ejecutan en un equipo con procesador Dual Core AMD Opteron(tm) 270
con 1000,00 MHz de velocidad, 7,8 GB de RAM y Linux 2.6.25.20-0.5-
default x86_64 como sistema operativo.

Las secciones y presentan las bases de datos empleadas
en la validacién empirica del método IDCV-EVD asi como los resultados

obtenidos al incorporar nuevas muestras y nuevas clases al conjunto de
entrenamiento, respectivamente.

El esquema de la ﬁgura muestra un resumen de los experimentos
realizados para validar el método IDCV-EVD con respecto al método
DCV-EVD original. El conjunto de entrenamiento se actualiza a partir
de incorporar més de una muestra por clase, una muestra por clase, y
nuevas clases.

5.4.1. Aprendizaje incremental con nuevas mues-
tras

La experimentacién del método IDCV-EVD para anadir informa-
cién, ha requerido la consideracion de bases de datos con un nimero de
muestras por clase alto y con una variabilidad apreciable, para que el
aprendizaje incremental sobre ellas tenga sentido. Se emplean cuatro ba-
ses de datos de caracteristicas diferentes cuyos detalles se resumen en la
figura

La primera base de datos es de rostros, Cmu-Pie [107], y presenta
cambios de pose e iluminacién. La segunda, Coil-20 [88], es de objetos y
presenta cambios de pose, de 0 a 355 grados con incrementos de 5 grados.
Finalmente, las dos tdltimas bases de datos, Mnist [72] y Usps [58], son
de digitos de 0 a 9 escritos a mano. Para més detalles ver el apéndice

Las muestras de cada base de datos se han dividido en tres grupos
distintos. El primer grupo es para el entrenamiento inicial que dara lugar
a un primer modelo del problema. El segundo es para validar los algorit-
mos (prueba), midiendo la tasa de acierto. El tercero es para el aprendi-
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Tipo de actualizacion, Bases de datos Caracteristicas  Entrenamiento Tipo de Resultados
del conjunto de entrenamiento inicial aprendizaje
Incremental Iﬁ
Cmu-Pie
. TS =15%
ﬁo'.l'zo —> TRo=25% IDCV-EVD Tiempo de
Una muestra nist TRi =60% 9
| Usps CPU (%)
por clase relativo
TS =25% Por lot Tasa de
[Toevescoes J—>| on ] frroaon i heterto
ORL cTRo = 40%

Figura 5.3: Experimentos realizados para validar el método in-
cremental IDCV-EVD respecto al método original DCV-EVD con
aprendizaje por lotes. Los casos de estudio son tres. El primero
anade més de una muestra por clase al conjunto de entrenamiento.
El segundo incorpora una muestra por clase. Aqui, TS, TRo y TR,
son el nimero de muestras por clase usadas en el test, en el apren-
dizaje inicial (para el método DCV-EVD), y en el aprendizaje in-
cremental, respectivamente. El ltimo caso incorpora nuevas clases
al conjunto de entrenamiento, donde TR es el niimero de muestras
por clase usadas para el entrenamiento. cTRo es el nimero de cla-
ses del entrenamiento inicial, y ¢TRi es el niimero de clases que se
anaden de forma incremental. Todos los experimentos se realizaron
10 veces.

zaje incremental. Estos grupos estan conformados aproximadamente por
el 15%, 25% y 60 % de las muestras de cada clase, respectivamente.

Para cada base de datos se realizan cinco aprendizajes incrementa-
les, y cada uno de ellos se realiza 10 veces. Las diferencias entre los cinco
aprendizajes es el tamano del conjunto de entrenamiento incremental.
Por ejemplo, en Cmu-Pie, Coil-20 y Usps el tamano del conjunto de en-
trenamiento incremental para cada uno de los cinco entrenamientos es
de n; =1, 2, 3, 4 y 5 muestras por clase, respectivamente. En Mnist,
n; toma los valores de 1, 4, 7, 10 y 13 muestras por clase. De este mo-
do, multiples tamanos del conjunto de entrenamiento incremental son
empleados, conservando siempre que el tamano del conjunto de entre-
namiento inicial sea mayor al de actualizacién. En cada una de las 10
iteraciones las muestras de entrenamiento (inicial e incremental) y de
prueba se permutan al azar para eliminar dependencias en el orden en
que los datos se ponen a disposicién del algoritmo.

El entrenamiento inicial se realiza con el algoritmo base DCV-EVD,
a partir de m; muestras por clase. Luego, para adicionar mas informacién
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nombre f;amano ¢ | tamafo/c m; n; tipo
imagen
Cmu-Pie | 120x160 | 68 56 8...40] | [1,2,345 | rostros pose &
iluminacién
Coil-20 128x128 | 20 72 11...51 1,2,3,4,5] objetos, pose
Mnist 32x32 10 100 15...71 1,4,7,10,13] | digitos de 0-9
Usps 16x16 10 25 [7...22] 1,2,3,4,5] digitos de 0-9

Figura 5.4: Algunas imégenes y detalles de las bases de datos usa-
das en la validacién de los métodos incrementales, para incorporar
nuevas muestras al conjunto de entrenamiento. ¢ es el niimero de
clases, tamafio/c es el niimero de muestras por clase en toda la ba-
se de datos. m; y n; son el nimero de muestras por clase para el
entrenamiento por lotes e incremental, respectivamente.

al conjunto de entrenamiento, se incorporan n; nuevas muestras por cada
clase. Los valores de m; y n; en los experimentos se muestran en la
figura [5.4]

El método original DCV-EVD con el que se compara el algoritmo
incremental propuesto, siempre se entrena desde cero con las mismas

c c .

(M + N) muestras. M =35 m;, N =33 n;yj=1...,c donde
c es el nimero de clases.

El algoritmo incremental IDCV-EVD se ejecuta por primera vez a
partir de los datos obtenidos del entrenamiento inicial con las primeras
M muestras. Una vez se realiza el primer entrenamiento con el algorit-
mo IDCV-EVD, los siguientes entrenamientos incrementales utilizan los
datos obtenidos del algoritmo incremental inmediatamente anterior. De
esta forma, los valores de m; estdn en el rango del 15% al 75% de las
muestras disponibles en cada base de datos, mientras que el valor de n;
es fijo.
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En ambos casos (IDCV-EVD y DCV-EVD) los vectores comunes
discriminantes se calculan usando la media de cada clase y la matriz de
proyeccion final, ambas actualizadas.

La figura [5.5] muestra las tasas de acierto del algoritmo incremental
cuando se aumenta el niimero de muestras de entrenamiento, al clasificar
las base de datos Cmu-Pie, Coil-20, Mnist y Usps, para diferentes ta-
maiios del conjunto de entrenamiento incremental. Esta figura también
muestra implicitamente las tasas de acierto del método con aprendiza-
je por lotes, ya que ambos presentan exactamente las mismas tasas de
acierto. En Cmu-Pie, Coil-20 y Usps los valores empleados de n; son
[1,2,3,4,5]. En Mnist estos valores estdn mds espaciados para poder
observar mejor el tiempo de CPU relativo del algoritmo incremental res-
pecto al algoritmo por lotes.
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Figura 5.5: Tasa de acierto en funcién del conjunto de entrena-
miento acumulado de los métodos DCV-EVD e IDCV-EVD, para
diferentes valores de n;.

La variabilidad de la tasa de acierto, que se observa en la figura [5.5)
para los diferentes valores de nj, se debe a la aleatoriedad del conjunto
de entrenamiento en cada iteracién y no es en absoluto significativa.
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Para las bases de datos Cmu-Pie y Coil-20 (figuras y [6.5b} res-
pectivamente) la tasa de acierto aumenta a medida que hay nuevas mues-
tras disponibles en el entrenamiento, lo cual era de esperar. En cambio,
en la bases de datos Mnist y Usps, ﬁgurasyrespectivamente, la
tasa de acierto aumenta hasta cierto punto, y después decrece a medida
que hay nuevas muestras en el entrenamiento.

Este comportamiento se debe a un problema intrinseco del método
DCV, ya que la dimensién del espacio original no es significativamente
mayor a la diferencia entre el nimero de muestras de entrenamiento y
el nimero de clases. Ya que, el método DCV se puede aplicar cuando la
dimensién del espacio original es mucho mayor al niimero de muestras de
entrenamiento menos el nimero de clases [ Cuando el tamafio del
conjunto de entrenamiento es cercano a la dimensién del espacio original,
la dimensién del espacio nulo es pequena y por tanto este espacio no es
lo suficientemente discriminante.

En la figura |5.6] se muestra la relacién del nimero de muestras de
entrenamiento total menos el nimero de clases sobre la dimensién del
espacio original, (M — ¢)/d. Esta gréfica estd en funcién del nimero
de muestras de entrenamiento por clase m;, donde M = 25:1 mj. Se
observa que, en las bases de datos Usps y Mnist el tamano de (M —¢) en
cada iteracién estd cada vez mas cerca a la dimension del espacio original
de las muestras. Mientras que esta relaciéon es pequena en las bases de
datos Cmu-Pie y Coil-20.

1

—©— Cmu-Pie|
—%— Caoil-20
0.8 —E— Mnist
—#— Usps

0.9

0.71

5 0.6F

=

P osf

o4l
03
02

0.1r

AR e
Figura 5.6: Relacién de la diferencia entre el tamano del conjun-
to de entrenamiento y el ntimero de clases sobre la dimensién del
espacio original, (M — ¢)/d, en funcién del nimero de muestras de
entrenamiento por clase m;.

La tabla muestra la relacién entre la dimensionalidad y el valor
méximo de la diferencia entre el nimero de muestras y el nimero de
clases de entrenamiento (en nuestra experimentacién), para las bases de
datos Cmu-Pie, Coil-20, Mnist y Usps.

7



5. Vectores comunes discriminantes mediante
eigendescomposicién incremental

Tabla 5.1: Relacién entre la dimensién del espacio original d, y el
tamano méximo del conjunto de entrenamiento menos el nimero
de clases (M —¢), M = 25:1 m;yj=1,...,c, para las bases de
datos Cmu-Pie, Coil-20, Mnist y Usps.

nombre | m; | ¢ d (M —c¢)
Cmu-Pie | 40 | 68 | 19,200 > 2,652
Coil-20 | 51 | 20 | 16,384 > 1,000
Mnist 71110 | 1,024 > 700
Usps 22 110 256 > 210

Desde las tasas de acierto podemos decir que, al incorporar nuevas
muestras de entrenamiento a partir de las matrices generadas en el apren-
dizaje incremental anterior (si existe), las matrices de proyeccién no se
degeneran en cada reentrenamiento con respecto al entrenamiento por
lotes correspondiente.

En relacién al coste computacional, la figura presenta el tiempo
de CPU relativoill con su respectiva desviacion estdndar, del algoritmo
incremental IDCV-EVD respecto al algoritmo con aprendizaje por lotes
DCV-EVD, en cada reentrenamiento. Se observa que el algoritmo incre-
mental es menos costoso que el algoritmo con aprendizaje por lotes. A
mayor nimero de muestras de entrenamiento, méas grande es la diferencia
entre el coste computacional del algoritmo DCV-EVD e IDCV-EVD. El
tiempo de CPU relativo decrece con M para un valor fijo de N. Esta ten-
dencia observada es aproximadamente de O(1/M), lo que se corresponde
con los resultados asintéticos para valores fijos de N y d.

A medida que el nimero de muestras de entrenamiento total es mayor
al nimero de muestras anadidas incrementalmente, las diferencias en el
coste computacional son mas significativas, hasta alcanzar una reduccién
en el coste computacional del 98,6 % 96,9 % 98,8 % y 97,41 %, en las bases
de datos Cmu-Pie, Coil-20, Mnist y Usps, respectivamente.

Esta reduccién en el coste computacional es significativa. Por ejem-
plo, en los casos extremos donde el niimero de muestras de entrenamiento
es minimo y maximo, el coste del algoritmo con aprendizaje por lotes,
en la base de datos Cmu-Pie, es de 11,75 y 201,73 segundos (3,36 min),
respectivamente, mientras que el algoritmo con aprendizaje incremental
emplea tan sélo 1,45 y 2,75 segundos, respectivamente.

1 El tiempo de CPU relativo es el cociente entre el tiempo del algo-
ritmo incremental y el tiempo del algoritmo por lotes.
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Figura 5.7: Tiempo de CPU relativo del método incremental
IDCV-EVD respecto al método original DCV-EVD, al aumentar
el nimero de muestras de entrenamiento para clasificar las bases de
datos.

En la base de datos Usps, figura la desviacién estandar del
tiempo de CPU relativo presenta mayores variaciones debido a que el
tiempo computacional del entrenamiento se ve afectado por la suma de
pequenas operaciones, que no son relevantes cuando el tamano del con-
junto de entrenamiento es considerable.

Cuando M >> N varios hechos interesantes se presentan a partir de
los resultados obtenidos. En primer lugar, para valores de [N no cercanos a
M, el algoritmo incremental reduce drasticamente el coste computacional
respecto al computo necesario para el caso del algoritmo con aprendizaje
por lotes. En segundo lugar, el coste computacional del algoritmo incre-
mental es directamente proporcional al tamano del conjunto incremental.
Cuando N es pequeno, N = 1, el coste asociado al algoritmo incremental
también lo es, y esta disminucién compensa incluso teniendo en cuenta
que se necesita un nimero mayor de actualizaciones.
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Las tablas ylEEI, en el apéndice presentan de forma

numérica los resultados de la validacién del método IDCV-EVD, para las
bases de datos Cmu-Pie, Coil-20, Mnist y Usps, respectivamente.

5.4.2. Nuevas clases

Para validar el método incremental IDCV-EVD, cuando nuevas cla-
ses se incorporan al conjunto de entrenamiento, se han considerado bases
de datos con un numero alto de clases para poder tener una adicién in-
cremental de éstas con suficiente recorrido. Las bases de datos utilizadas
son AR [83] y ORL [94], y contienen imégenes de rostros que presentan
cambios de expresién e iluminaciéon. Algunas caracteristicas de las bases
de datos, y algunos parametros del entrenamiento incremental y por lo-
tes, se muestran en la ﬁgura c es el nimero de clases total, tamano/c
es el nimero de muestras por clase. TR y TS son el nimero de muestras
por clase en el entrenamiento y en el test, respectivamente. El ntimero
de clases en el entrenamiento por lotes es ¢z, y en el entrenamiento in-
cremental es c¢,. También se muestra el tipo de variabilidad presente en
las base de datos.

nombre tamafio c tan/léiﬁo TR | TS Ce cy tipo

imagen

expresion, ilumi-
nacién & anteojos
expresion, ilumi-
nacién & anteojos

AR 222299 | 50 14 10 | 4 | [26,50] | [1,3,6,8]

ORL | 90x108 | 40 10 7 3 | [16,40] | [1, 3,6, 8]

Figura 5.8: Caracteristicas de las bases de datos utilizadas en la
experimentacién de los métodos incrementales para incorporar nue-
vas clases la conjunto de entrenamiento. TR y TS son el nimero
de muestras, por clase, empleadas en el entrenamiento y en el test,
respectivamente. ¢, es el nimero de clases usas por el entrenamien-
to con aprendizaje por lotes. ¢y es el nimero de clases anadidas de
forma incremental en cada iteracién al conjunto de entrenamiento.
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En cada base de datos, aproximadamente el 75 % de las muestras se
usa para entrenar el sistema, y el 25 % restante es de prueba para medir la
tasa de acierto. E1 40 % de las clases disponibles es para el entrenamiento
inicial, y el 60 % restante es para actualizar el conjunto de entrenamiento.

Para poder observar el comportamiento del método incremental res-
pecto a la tasa de clasificacién y al tiempo de CPU, multiples tamanos
del conjunto de actualizacién, en el rango de 1 a 8, se emplean en la
validacién. Aqui se muestran y analizan los resultados obtenidos para
¢y = [1,3,6,8], en ambas bases de datos.

En la figura [5.9] se muestra la tasa de acierto del método DCV-
EVD en funcién del nimero de clases en el conjunto de entrenamiento,
y para diferentes tamanos del conjunto incremental. La tasa de acierto
de algoritmo incremental IDCV-EVD es igual a la del algoritmo con
aprendizaje por lotes, y se pueden hacer las mismas consideraciones que
en los experimentos de la seccién anterior. Los pequefios cambios en la
tasa de acierto respecto a los diferentes valores de ¢, ocurren porque la
distribucién del conjunto de entrenamiento es aleatoria para cada c,.

°
@
°

°
8

°
g

Tasa de acierto
Tasa de acierto

°
©

2 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50 16 18 20 22 24 2 28 30 32 34 36 38 40
nimero de clases (c;) nimero de clases (c,)

(a) AR (b) ORL

Figura 5.9: Tasa de acierto en funcién del ntimero de clases en el
conjunto de entrenamiento para el método DCV, e implicitamente
la del método IDCV, al clasificar las bases de datos.

Al aumentar el nimero de clases en el conjunto de entrenamiento se
observa que la tasa de acierto no sufre diferencias relevantes. Sin embargo,
esto no sucede en algunos métodos incrementales que al anadir nuevas
clases en el conjunto de entrenamiento la tasa de acierto va en descenso
como se muestra en [130} [129].

El tiempo de CPU en segundos del proceso de entrenamiento, en los
métodos DCV-EVD e IDCV-EVD, se presenta en la figura[5.10} En esta
figura se observa que el tiempo de CPU del método con aprendizaje por
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lotes e incremental tiene un comportamiento lineal. El tiempo de CPU
del método incremental es casi constante para un mismo valor de ¢y,
mientras que el tiempo del método con aprendizaje por lotes aumenta en
funcién del ntimero de clases en el conjunto de entrenamiento.
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Figura 5.10: Tiempo de CPU en segundos de la fase de entrena-
miento en los métodos DCV-EVD e IDCV-EVD, al incrementar el
nimero de clases en el conjunto entrenamiento para clasificar las
bases de datos.

El comportamiento lineal del tiempo de CPU en el método IDCV-
EVD se mantiene aunque el nimero de clases incorporadas de forma
incremental sea elevado, y lo tinico que cambia es el valor constante del
tiempo para cada c,. Este valor constante depende en parte del nimero
de muestras en el entrenamiento incremental, y sobre todo de la dimen-
sién del espacio original.

Para finalizar, el tiempo de CPU relativo del método IDCV-EVD
con respecto al método DCV-EVD se muestra en la figura[5.11] donde se
observa claramente que a menor numero de muestras de entrenamiento
en el aprendizaje incremental, mayor es la diferencia entre el tiempo
computacional del algoritmo incremental y el algoritmo por lotes. Para
valores no tan pequeiios de ¢y, el ahorro en el coste computacional sigue
siendo apreciable.

En este caso la tendencia de O(1/M) en el tiempo de CPU relativo
es menos acusada, ya que en ambas bases de datos la dimensién del
espacio original es elevada. Si nuevas clases se incorporaran a la base
de conocimiento, o si la dimensién del espacio original fuera menor, la
tendencia de (1/M) seria més visible, como se ha visto en la seccién [5.4.1]
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Figura 5.11: Tiempo de CPU relativo del método IDCV-EVD
respecto al método original DCV-EVD, al incrementar el nimero
de clases en el conjunto entrenamiento para clasificar las bases de
datos.

5.5. Discusion

A partir de la validacién empirica del método IDCV-EVD se observa
que, tanto en el caso de nuevas muestras para las clases existentes como
en el caso de nuevas clases, el algoritmo incremental no presenta desven-
tajas respecto a la tasa de acierto en cuanto al algoritmo con aprendizaje
por lotes. Por lo tanto, aunque multiples iteraciones se realicen las apro-
ximaciones realizadas en el algoritmo incremental no afectan el poder
discriminante del método original.

También se observa que en cada reentrenamiento el algoritmo in-
cremental necesita menor tiempo computacional que el algoritmo con
aprendizaje por lotes. Ademads, cuanto méas grande es la diferencia entre
el conjunto de entrenamiento precalculado (inicial) y el tamano del con-
junto de entrenamiento incremental, la diferencia entre los costes compu-
tacionales es mucho mayor. Cuando el tamano del conjunto incremental
es pequeilo, N =1 o ¢y = 1, el coste asociado al algoritmo incremental
también lo es, y esta disminucién compensa incluso teniendo en cuenta
que se necesita un nimero mayor de actualizaciones.

Si bien el tamano del conjunto de entrenamiento afecta el coste
computacional de los algoritmos, otro factor importante es la dimen-
sién del espacio de entrada. Si la dimensidén es considerablemente mayor
al tamafio del conjunto de entrenamiento se observa que la tendencia del
tiempo de CPU relativo del algoritmo incremental decrece con M para
un valor fijo de N. Esta tendencia observada coincide con la teéricamente
esperada y es aproximadamente de O(1/M).
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Capitulo 6

Vectores comunes
discriminantes
incrementales mediante
ortogonalizacion

Resumen — Este capitulo presenta dos versiones del método
IDCV que usan subespacios diferencia y ortogonalizacién. La
primera de ellas es una extensién incremental del método original
DCV-GSO. La segunda aproximacién es un método propio que
combina subespacios diferencias y ortogonalizacién.

Contenido
[6.1. IDCV mediante ortogonalizacion de Gram- |
[ Schmidt incrementall . . . .. ... .. .. 85
[6.2. IDCV  mediante subespacios diferencia y|
[ ortogonalizacién]. . . . . .. .. .. .. 94
§ Discusionl . . ... e oo 99

6.1. IDCYV mediante ortogonalizacion de
Gram-Schmidt incremental

Igual que en el capitulo anterior, se estudian tres formas diferentes
de incorporar la informacién al conjunto de entrenamiento, pero ahora a
partir de una versién incremental del método DCV-GSO. El algoritmo del
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método IDCV-GSO extiende el subespacio diferencia de las muestras de
entrenamiento inicial con la nueva informacién del conjunto incremental.

6.1.1. IDCV-GSO para nuevas muestras de en-
trenamiento

El subespacio diferencia del conjunto de datos Z estd dado por

_ 2 1.3 1 2 1.3 1 (metne) 1
Bz = span{z] — 71, 2] —21,..., %3 — Zo, Z5 — Zg, ..., Zs © ¢ — 7},

donde el primer vector de cada clase, z}, se elige como vector sustraen-
do (si bien, la eleccién de éste es arbitraria). De la misma manera, los

subespacios diferencia de X e Y, se definen como

B _ 2 1 .3 1 2 1 .3 1 me 1
x = span{X] — Xy, X] —X1,..., X3 —Xo, X5 — Xp,..., X¢ © —Xe} Y
By — 2 1 .3 1 2 1.3 1 ne 1

y = span{yl — Y1, Y1 = Y1,--+> Y2 — Y2, Y2 — Y25+ Yo' — Ve s
respectivamente.

En el caso incremental donde las muestras presentes en X y en Y
pertenecen a las mismas clases, los vectores diferencia de Y se calculan
respecto a X. Aqui se han seleccionado como vectores sustraendo los
mismos vectores le- empleados en el entrenamiento anterior, donde se
obtuvo el subespacio diferencia de X. Pero el vector sustraendo en la clase
j puede ser cualquier muestra X;', como se muestra en el teorema |8 Por
lo tanto, definimos el subespacio diferencia de Y respecto a los vectores

sustraendo x} como

BYm = Spa‘n{yi 7X}7 Y% 7X}7"'7y% 7X§7 yg 7X%7"'7 y?c 7Xi} (61)

Notese que la cardinalidad del conjunto generador de By, es mayor en
¢ unidades que el de By y por lo tanto su dimensionalidad es también
potencialmente mayor.

De este modo, el subespacio diferencia del conjunto de entrenamiento
total, Z, se puede escribir como la suma del subespacio diferencia de X
y el subespacio diferencia By, .

Bz = Bx + By,, (6.2)

Si las muestras son linealmente independientes la suma de los subespacios
es una suma directa, Bz = Bx @ By, , como se muestra en el teorema
del apéndice [C]

La finalidad de expresar el subespacio Bz en términos de Bx y By,,
es poder encontrar una base ortonormal, ©’, de Bz en funcién de una base
ortonormal © € R¥*"= de Bx (calculada en el entrenamiento anterior,
donde 7, es el rango de Bx) y una base O de By, .

86



6. Vectores comunes discriminantes incrementales
mediante ortogonalizaciéon

A partir de las propiedades de suma de subespacios, una base orto-
normal @ del subespacio diferencia Bz se puede obtener desde la base
ortonormal © ampliada con una base ortonormal de By, (que a su vez
sea ortogonal a ©). La ﬁgura muestra intuitivamente los subespacios
diferencia e indiferencia de un conjunto de entrenamiento Z, donde Z
estd formado por X e Y.

Sybespaeio
idiferghcia

///

Figura 6.1: Subespacio diferencia (Bz) del conjunto de entrena-
miento Z, formado por la suma de los subespacios diferencia de X
y de Y respecto a los mismos vectores sustraendo X}.

La base ortonormal O, de By, , se consigue mediante una ortogonali-
zacion de Gram-Schmidt a partir de la base ortonormal ©. La ortogona-
lizacién de Gram-Schmidt se puede ver como un algoritmo incremental,
ya que el proceso de ortogonalizacién puede incorporar nuevas muestras
al conjunto de entrenamiento a partir de una base ortonormal precalcu-
lada sin empezar desde cero. De este modo se comprueba la dependencia
lineal de las nuevas muestras de entrenamiento respecto a las muestras
iniciales, garantizando que todos los vectores que conforman ©’ = [© O]
son linealmente independientes.

El algoritmo[] muestra de forma general la ortogonalizacién de Gram-
Schmidt incremental, donde Q = [q1, g2, ..., ¢] € R™" es la base orto-
normal precalculada (inicial), B = [b1, ba,...,bn] € R4*N s una matriz
de vectores columna que representa la nueva informacién y, Q' € R4 es
una base ortonormal del subespacio generado por los vectores de Q y B

Desde la ortogonalizaciéon de Gram-Schmidt incremental nuevos vec-
tores son anadidos a © obteniendo una base ortonormal del subespacio
diferencia Bz, y en consecuencia el operador de proyeccién ©'0’7 a es-
te subespamo De este modo, los z%, se obtienen a partir de cualquier
muestra z} de la clase j y de la base incremental ©' = [© O].

zl, =2, —0'0""7 = (1-06" —00")z

o de forma equivalente como 7, = xJ, — OOT Z
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Algoritmo 4 Ortogonalizacion de Gram-Schmidt incremental.

Entrada: Q € R¥*" B e R¥*¥,
Salida: Q' € R¥X!.

1.
2.

3.

Inicializar [ = r.
Desde 7 < 1 hasta N
a) v=">b—3_,(qF bi)
b) si ||v|| > 0 entonces
l=10+1.
q = v/|[v].
La base ortonormal calculada de forma incremental es

Q/ = [qu q2;---59r; 4(r4+1)s A(r42)5- - - ql]
En el siguiente entrenamiento: Q = Q' y r = 1.

Las principales operaciones para conseguir de forma incremental una
base ortonormal del subespacio diferencia de Z, los vectores comunes
discriminantes y la matriz de proyeccién final, para incorporar una o
ma&s de una muestra por clase al conjunto de entrenamiento se muestran
en el algoritmo [5| Los parametros de entrada del algoritmo son la base
ortonormal del subespacio Bx, el nuevo conjunto de entrenamiento, los
vectores sustraendo empleados en la generacién de Bx, y los vectores

comunes Xxu,.

Algoritmo 5 Método IDCV-GSO que incorpora nuevas muestras
al conjunto de entrenamiento X.

Entrada: © € R>™ | Y e RN xt xJ,.
Salida: Wgc,, 27, ©'.

1.

7

Obtener el subespacio diferencia de Y respecto a X

By, = span{yl —xl,y? —xl,... vyl —xd, y3 —xI,..., yee —xl}.
Calcular una base ortonormal O de By, , a partir de GSO in-
cremental desde la base ortonormal © de Bx.

Obtener ©’ como ©' = [© O].

Calcular los nuevos vectores comunes, zi, = xJ, — OOTX§.
Computar el subespacio diferencia de los nuevos vectores co-
munes, Bey = span{z2, — zey ... 2% — Zey )

Obtener una base ortonormal Wy., de B.,. Esta base es la
matriz de proyeccion final.

Los vectores comunes discriminantes son zgw = Wchvzé-.

En el siguiente entrenamiento: © = @', y xZ, = zJ,,.
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El planteamiento del método IDCV-GSO para anadir al conjunto de
entrenamiento una muestra por clase no es diferente al propuesto para
incorporar més de una muestra por clase, ya que el subespacio diferencia
de Y respecto al subespacio diferencia de X puede ser calculado, sin
modificar el algoritmo.

Complejidad del método

La complejidad del método DCV-GSO, para encontrar una base or-
tonormal del subespacio diferencia de Z (y al subespacio rango de S%),
viene dada por O(d(M + N — ¢)?) operaciones.

El coste computacional del algoritmo IDCV-GSO estd dominado por
la GSO incremental, que logra reducir el coste a tan sélo O(dNr;) ope-
raciones, donde 7, es el rango del subespacio Bx. Si el conjunto de en-
trenamiento X es linealmente independiente, entonces r, = (M — ¢).

Validaciéon empirica

La validacién del método IDCV-GSO respecto al método original
DCV-GSO utiliza las bases de datos Cmu-Pie y Coil-20, y la misma
metodologia de la seccién (que valida el método IDCV-EVD). El
método IDCV-GSO también se ha validado con las bases de datos Mnist
y Usps (de la seccién, pero como ya se ha visto estas bases de datos
estan muy cerca del limite entre la dimensionalidad y la diferencia entre
el nimero de muestras en el conjunto de entrenamiento y el nimero de
clases. Por lo tanto, los resultados obtenidos para Mnist y Usps no son
representativos, estos resultados se muestran en las tablas y

La tasa de acierto del algoritmo incremental propuesto, IDCV-GSO,
es igual a la tasa de acierto del método original DCV-GSO, e igual a la
del método DCV-EVD. Por esto, los resultados obtenidos respecto a la
tasa de acierto no se muestran en esta seccién, ya que se analizaron en
la seccién para los métodos basados en EVD.

En cuanto al coste de ejecutar los algoritmos basados en subespacios
diferencia y ortogonalizacién, la figura muestra el tiempo de CPU
en segundos de los métodos DCV-GSO y IDCV-GSO, para diferentes
tamafios del conjunto de entrenamiento inicial e incremental. Se observa
que el coste del algoritmo con aprendizaje por lotes presenta una tenden-
cia cuadratica, mientras que el coste del método incremental IDCV-GSO
presenta un comportamiento lineal.

En los experimentos, el inico valor que cambia es el nimero de mues-
tras incorporadas de forma incremental. Parametros como la dimensiona-
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Figura 6.2: Tiempo de CPU en segundos que emplea el método
DCV-GSO y IDCV-GSO, para diferentes tamanos del conjunto de
entrenamiento al clasificar las bases de datos.

lidad y el nimero muestras de entrenamiento inicial son constantes. Por
lo tanto, podemos decir que el coste del algoritmo incremental estd do-
minado por la dimensién del espacio original, y en menor medida por el
tamano del conjunto de entrenamiento, puesto que las diferencias en el
tiempo de computo para diferentes valores de n; son lineales. Lo cual
confirma el coste teérico de O(dNr,) operaciones, donde N es el tamafio
del conjunto de actualizacion, r, es la dimensién del espacio rango del
conjunto de entrenamiento anterior y d es la dimensién del espacio ori-
ginal que es mucho mayor que N y rg.

La figura [6.3] presenta el tiempo de CPU relativo del método incre-
mental IDCV-GSO respecto al método original DCV-GSO.
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Muestras por clase (m) Muestras por clase (m)
(a) Cmu-Pie (b) Coil-20

Figura 6.3: Tiempo de CPU relativo del método incremental
IDCV-GSO respecto al método original DCV-GSO, al aumentar
el nimero de muestras de entrenamiento.
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Enla ﬁgurase observa que, a mayor nimero de muestras de entre-
namiento mayor es la diferencia entre el coste del algoritmo incremental
respecto al coste del algoritmo con aprendizaje por lotes. El decremento
en el coste computacional es proporcional a la diferencia entre el niimero
de muestras en el conjunto precalculado y el niimero de muestras en el
conjunto incremental.

Los resultados numéricos de validar el método incremental IDCV-
GSO respecto nuevas muestras en el conjunto de entrenamiento se mues-
tran en el apéndice E en las tablas @ y para las bases de datos
Cmu-Pie y Coil, respectivamente.

6.1.2. IDCV-GSO que incorpora nuevas clases al
conjunto de entrenamiento

Cuando el nuevo conjunto de entrenamiento, Y, proporciona infor-
macién respecto a nuevas clases su subespacio diferencia se define respec-
to a si mismo, y no respecto a X como en el caso anterior. El subespacio
diferencia de Y tiene las mismas propiedades matemaéticas del subespacio
diferencia de X. Y dado que, el vector comin de una clase es indepen-
diente de la seleccién del vector sustraendo (ver detalles en el teoremalpl),
entonces cualquier muestra de la clase j en Y puede ser el vector sus-
traendo.

En este caso, el vector sustraendo que se utiliza para calcular el
subespacio diferencia de Y es la primera muestra de cada clase presente
enY.

2 1.3 1 2 1 .3 1 ne, 1
BY:Span{Y1—Y17Y1—Y1,~~7YQ—YzaY2—YQ7~~7yny—ch} (6.3)

¢y es el nimero de clases en Y.

Una vez se tiene el subespacio diferencia de Y respecto a si mismo,
la base ortonormal O’ del subespacio diferencia Bz = Bx + By se obtiene
del mismo modo que en el caso anterior.

Por lo tanto, la base ortonormal O de By se calcula a partir de la
GSO incremental desde la base ortonormal O, obteniendo ©' = [© O].

El algoritmo del método IDCV-GSO que permite incorporar nuevas
clases al conjunto de entrenamiento difiere del algoritmo [5]en el punto[f}
que se remplaza por:
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1. Obtener el subespacio diferencia del conjunto de entrena-
miento Y respecto a si mismo, como

2 1 .3 1 2 1 .3 1 ne 1
By = span{yi—y1, Y1 =Y1,---, Y2—¥2, Y2 —¥2,---, Y —Ve}
donde el vector sustraendo en Z es igual a z} = le- para
jzl,...,cm,yz; :yjl- paraj =cz + 1, ..., (ce +¢y).

En el siguiente entrenamiento le- = z;.

Complejidad del método

Al aumentar las clases presentes en el conjunto de entrenamiento X
a partir del método IDCV-GSO, el nimero de operaciones involucradas
en el algoritmo incremental es de O(d(N — ¢y)rz). Donde r, es como
mucho igual a (M — c¢z), si todas las muestras de X son linealmente
independientes.

Respecto al método DCV-GSO, el nimero de operaciones involu-
cradas para calcular el operador de proyeccién 0’0’7 cuando las clases
presentes en X son diferentes de las que hay en Y, es de O(d(M — ¢z +
N —¢y)?). Es evidente que (M — ¢z + N — ¢y)?> >> (N — ¢y)7a.

Validaciéon empirica

El método IDCV-GSO para incorporar nuevas clases al conjunto de
entrenamiento se valida a partir de la metodologia descrita en la sec-
cién [5.4:2] y a partir de clasificar dos bases de datos de imdgenes de
rostros. Las caracteristicas principales del proceso de entrenamiento y de
las bases de datos se muestran en la figura [5.8

Los métodos basados en GSO son idénticos, en cuanto a la tasa de
acierto, a los métodos basados en EVD. Por esto, en este apartado no se
presentan los resultados de la tasa de acierto en funcién del nimero de
clases, ya que estos resultados son basicamente los mismo de la figura[5.9

en la seccién [5.4.2

El tiempo de CPU en segundos de los métodos DCV-GSO e IDCV-
GSO, en la fase de entrenamiento, cuando la informacién de nuevas clases
se afiade a la base de conocimiento se muestra en la figura[6.4] Se obser-
va que el tiempo de CPU del método original tiene un comportamiento
cuadratico, como en el caso de nuevas muestras. En cuanto al método
incremental, la tendencia del tiempo de CPU es lineal y estd en funcién
del nimero de clases que se incorporan de forma incremental a la base
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de conocimiento, e implicitamente del tamano total del conjunto de ac-
tualizacién. También se observa que para un nimero pequeno de nuevas
clases el tiempo de CPU, necesario en la fase de entrenamiento, es infimo
respecto al de anadir un nimero mas elevado de clases.
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Figura 6.4: Tiempo de CPU en segundos de los métodos DCV-
GSO e IDCV-GSO, en la fase de entrenamiento, al incrementar el
numero de clases.

La figura [6.5] muestra el tiempo de CPU relativo del método IDCV-
GSO respecto al del método DCV-GSO, cuando nuevas clases se incor-
poran al conjunto de entrenamiento, en las bases de datos AR y ORL.
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Figura 6.5: Tiempo de CPU relativo del método IDCV-GSO res-
pecto al método original DCV-GSO, al incrementar el nimero de
clases en el conjunto de entrenamiento.
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Se puede concluir que actualizar la base de conocimiento con nuevas
clases a partir del algoritmo incremental IDCV-GSO, conlleva reducir el
coste computacional de la fase de entrenamiento como minimo un 53 %
v 57 %, para las bases de datos AR y ORL, respectivamente.

A medida que la diferencia entre el tamano del conjunto de entre-
namiento inicial y el de actualizacion es mayor, el algoritmo incremental
tiene un coste computacional significativamente menor con respecto al
del algoritmo con aprendizaje por lotes. El algoritmo incremental llega
a costar tan solo un 8 % respecto al 100 % del algoritmo con aprendizaje
por lotes.

Cuando una clase se incorpora de forma incremental a la base de
conocimiento se observa que, el coste computacional del algoritmo incre-
mental es mucho menor respecto al algoritmo con aprendizaje por lotes
y respecto al algoritmo incremental para un ntmero mas alto de clases.
Aunque més entrenamientos son necesarios cuando ¢, = 1, la reduccién
en el coste computacional es considerable. Por ejemplo, en la base de
datos AR, para valores de ¢y, iguales a 3, 6 y 8 hay como minimo una
reduccién en el coste computacional del 8 %, 19 % y 26 %, respectivamen-
te y del 92 % respecto al método DCV-GSO. En la base de datos ORL
cuando ¢y = 1 hay como minimo una reduccién del 8%, 20%, 32% y
86 % para valores de ¢, iguales a 3, 6, 8, y al método DCV-GSO, respec-
tivamente.

6.2. IDCYV mediante subespacios diferen-
cia y ortogonalizacion

El método IDCV planteado mediante subespacios diferencia y or-
togonalizaciéon, IDCV-O, se puede ver como una simplificacién de los
métodos tratados en las secciones y Aqui el nuevo operador de
proyeccién para calcular los vectores comunes z%,, se compone de la ba-
se ortonormal del subespacio empleado en el entrenamiento anterior, que
podemos llamar U independientemente de que haya sido calculado por un
método u otro (desde R(S¥) o Bx), y de un nuevo conjunto de vectores
(columna) ortonormales que llamamos v.

El nuevo conjunto de vectores que forman v, ademds de ser orto-
normales entre si, tienen que ser ortogonales a la base U calculada en el
entrenamiento previo.

Como en la seccién anterior, el subespacio diferencia del conjunto de
entrenamiento Y (que contiene una o mds de una muestra por clase) se
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define respecto al conjunto de entrenamiento X, como:
By — 1 12 1 1 12 1 ne 1
Yy — 8pan{Yl — X1, Y1 —X15---5,¥Y2 — X2, Y2 — X255, Ye _XC}

En este método los vectores que generan el subespacio By, se pro-
yectan en el subespacio complementario ortogonal que genera U, consi-
guiendo de esta forma que los vectores proyectados sean ortogonales a
U.

714 0,1 1 .2 1 1 1 2 1 n 1
UU [y1 — X1, YT —X15---»¥2 — X2, ¥3 — Xg,- -+, Yo © — Xc]

(I_UUT)[Y% _X%v Y%_X%v"wyé _Xév y%_xévuw y?c _Xi] (64)

El resultado de la ecuacién es un conjunto de vectores orto-
gonales a U, aunque estos vectores no son necesariamente ortogonales
entre ellos. Por este motivo es necesario ortonormalizarlos, y para ello
se aplica algin algoritmo de ortonormalizacién como es la descomposi-
cion QR, la transformacién de Householder, la rotacién de Givens o el
método de ortogonalizacién de Gram-Schmidt, entre otros. Consiguiendo
a la vez que se eliminen dependencias lineales entre el nuevo conjunto de
entrenamiento y el inicial.

De ese modo, v se obtiene como:

v=orth (1= UUT) [y} —xd, 3 = xd,..ovh = xb, v3 = xb,oo viie = x0))
(6.5)
Los nuevos vectores comunes del conjunto de entrenamiento Z = [X Y],
estan dados, como en el capitulo [5] por:

zl, = (1 —[Uv][U 'U]T)Z;- =xI, —vo” Xj

El operador de proyeccién [Uv][Uwv]”, independientemente de cémo
se calcule U, genera al mismo subespacio R(SZ) (o Bz).

Si el conjunto de entrenamiento Y contiene c, clases diferentes de
las que tiene X, el subespacio diferencia de Y se calcula respecto a si
mismo como

Ty

2 3 3
By = Span{yl _yi Y1 _yiv"'v yg _y§7 Y2 —Y§7~~~7 Yey _Yiy}y

y el método propuesto se aplica de la misma forma que se ha explicado
antes. Pero ahora el nimero de clases en el conjunto de entrenamiento
Z=[XY]es(cz+cy),donde j=1,...,¢ca,cc+1,...,¢cc+cy.

El algoritmo [6] resume los pasos para aplicar el método IDCV me-
diante subespacios diferencia y ortogonalizacion.
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Algoritmo 6 Método IDCV mediante subespacios diferencia y or-
togonalizacion.

Entrada: U € ]Rdx”, Y € RdXN7 X;7 XL
Salida: Wcy, 27, [U v].

1. Si'Y tiene las mismas clases de X, calcular el subespacio
diferencia de Y respecto a X.

_ 1 1 .2 1 1 1 2 1 ne 1
By, = span{y; —x1, y1 —X1,---,¥2 — X2, Y2 — Xg,---, Y¢© — X}

2. Si las clases de Y son diferentes a las clases de X, se
calcula el subespacio diferencia de Y respecto a si mismo.

2 1 .3 1 2 1 3 1 Ty 1
By = span{y? —y1. ¥ = ¥1,---, Y3 = Y2, ¥3 =¥3:--+» Ve, ' — Ve, }

3. Se proyectan los vectores que generan By, /By en el subes-
pacio complementario ortogonal que genera U. Luego, se
obtiene una base ortonormal, v, de esta proyeccion a par-
tir de un método de ortogonalizacion.

4. Los nuevos vectores comunes son zl, = xJ, — vv x;

5. Encontrar una base ortonormal, W.,, al subespacio di-
ferencia de los vectores comunes z7,. '

6. Finalmente el DCV de la clase j se calcula como z/,, =
WgCUZ;'

En el siguiente entrenamiento: U = [U v], x} =z} y xJ, =

T

J
Zity

6.2.1. Complejidad del método

El coste computacional asociado al método IDCV-O para actualizar
la informacién de las clases en X es de O(dNr,) operaciones, donde
ry representa el rango del subespacio R(S¥). Cuando el conjunto de
entrenamiento Y contiene informacién de ¢, nuevas clases, el nimero de
operaciones involucradas es de O(d(N — ¢y)rz).

Aunque el método IDCV-O obtiene el operador de proyeccién al
subespacio R(S%) (e implicitamente a A'(S%)) de forma diferente a la de
IDCV-GSO, estos dos métodos presentan el mismo coste computacional,
como se observa en la seccio’nm El niimero de operaciones involucradas
en el calculo de v es semejante al de realizar la GSO incremental en
IDCV-GSO.
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6.2.2. Validacién IDCV-0O

A continuacién se valida empiricamente el método incremental IDCV-
O respecto al método con aprendizaje por lotes IDCV-GSO. Se ha ele-
gido como método de comparaciéon a DCV-GSO porque los dos métodos
estan basados en subespacios diferencia, y la ortogonalizacién en el méto-
do IDCV-O se realiza a partir de la ortogonalizacién de Gram-Schmidt.
En general la ortogonalizaciéon de Gram-Schmidt no es la mejor alterna-
tiva para realizar la ortogonalizacién necesaria en el método IDCV-O, ya
que como es bien sabido este método presenta problemas de estabilidad
numérica [42).

Para validar el método IDCV-O cuando nuevas muestras se incorpo-
ran a la base de conocimiento, se emplean las bases de datos Cmu-Pie y
Coil-20, descritas en la seccién (y con més detalle en el apéndice @
Para el caso de nuevas clases, las bases de datos utilizadas son AR y ORL,
también descritas en el apéndice En ambos casos la experimentacion
es idéntica a la descrita en la secciéon [6.1] para el método IDCV-GSO. La
tasa de acierto del método IDCV-O es igual a la del método IDCV-GSO,
y por tanto a la de DCV-EVD, y por este motivo no se muestra.

La figura[6.6| muestra el tiempo de CPU relativo del método IDCV-O
con respecto al método DCV-GSO, para diferentes tamanos del conjunto
de actualizacién.
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Figura 6.6: Tiempo de CPU relativo del método IDCV-O respecto
al método DCV-GSO, al clasificar las bases de datos: Cmu-Pie y
Coil-20, para diferentes tamanos del conjunto de actualizaciéon como
son n; = [1,2,3,4,5].

Al comparar estos resultados con los de la figura [6.3] se observa que
el coste computacional de IDCV-O es significativamente menor al del
algoritmo DCV-GSO, bésicamente son 1/3 de los de DCV-GSO.
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En la base de datos Cmu-Pie, el coste computacional se reduce como
minimo un 80 %, y un 88 % en la base de datos Coil-20. Ademds el coste
relativo de IDCV-O es asintéticamente decreciente en funciéon del ntme-
ro de muestras de entrenamiento total con una tendencia similar a la
observada anteriormente de O(1/M), y respalda por el resultado tedrico.

Aunque tedricamente el coste asintético de los algoritmos IDCV-
O e IDCV-GSO es el mismo, de forma experimental se observa (figu-
ras y que IDCV-0O emplea menos tiempo computacional respecto
a IDCV-GSO. Esto se puede explicar parcialmente, por el hecho que el
nimero de operaciones involucradas en los algoritmos son una aproxima-
cién del nimero real de operaciones realizadas.

En el apéndice |EL en las tablas [E.13} [E.14] [E.15] y [E.16, se mues-
tran numéricamente los resultados de la validacién empirica del método
IDCV-O respecto al método con aprendizaje por lotes DCV-GSO, para
las bases de datos Cmu-Pie, Coil-20, Mnist y Usps, respectivamente.

En cuanto al tiempo de CPU relativo de IDCV-O respecto a DCV-
GSO cuando el conjunto de entrenamiento se actualiza con nuevas clases,
en la ﬁgura se observa que para valores pequeiios de ¢, (1-3), el coste
del algoritmo incremental es mucho menor que el del algoritmo DCV-
GSO, e incluso después de miiltiples actualizaciones el coste del algoritmo
incremental es casi constante en relaciéon al del aprendizaje por lotes.

~e-9-1 To-o 1
° 16 ¢=3 -.% 16| o3
D 12 =8 D 12 =8 i
o o N
O [$) N
o > .
g 3 -
° 8 3 8 ¢ Hh B
5 o 5 $
L o
& (2 {,
DA < 900200005
200050000
20090000000000666 Yy oy
26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40
ntamero de clases (c,) ntmero de clases (c.)
(a) AR (b) ORL

Figura 6.7: Tiempo de CPU relativo del método IDCV-O respecto
al método DCV-GSO, al incrementar el nimero de clases en el
conjunto entrenamiento.

La reduccién en el coste computacional en IDCV-O es como minimo
del 92 % y del 84 % para las bases de datos AR y ORL, respectivamente.
Este valor es cada vez mayor cuando la diferencia entre el tamano del
conjunto de entrenamiento inicial y el de actualizacién es més grande.
También, se observa que si existiera un niimero mayor de clases para la
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actualizacién, el tiempo de CPU relativo tenderia a un limite constante
relacionado con el tamafio del conjunto de actualizacién.

En la base de datos AR, ﬁgura el coste computacional presenta
un mayor decremento al de la base de datos ORL (sin dejar de ser esta
reduccién importante), porque la relacién entre la dimensién del espacio
original y el tamano del conjunto de entrenamiento es menor en AR que
en ORL, como se muestra en la figura [6.8]

0.04F
-¥- AR
—0— ORL|

/d

(M~-c)

0.01] - 1
g~V

oYV

112133 154 175 196 217 238 259 280 301 322 343 364 385 406 427 448 474 500
Muestras de entrenamiento (M)

Figura 6.8: Relacién de la diferencia entre el tamano del conjun-
to de entrenamiento y el ntimero de clases sobre la dimensién del
espacio original, (M — ¢)/d, en funcién del nimero de muestras de
entrenamiento M.

Al comparar los resultados del algoritmo IDCV-O (ﬁgura con los
de IDCV-GSO (ﬁgura, se observa que el coste de IDCV-O estd me-
nos acusado respecto a la dimensionalidad y al tamafio del conjunto de
entrenamiento que IDCV-GSO, ya que los valores de los pardametros son
los mismo en ambos algoritmos.

Las tablas y muestran de forma numérica los resultados
experimentales del método IDCV-O con respecto a DCV-GSO, cuando
nuevas clases se incorporan al conjunto de entrenamiento.

6.3. Discusion

Los métodos incrementales propuestos respecto al método de DCV
presentan las mismas caracteristicas en cuanto a la tasa de acierto. De
este modo, e igual que el método IDCV-EVD, las aproximaciones rea-
lizadas para obtener las matrices de proyeccién de forma incremental
al subespacio discriminante no afectan la capacidad discriminante del
método.
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Como ya se ha dicho antes, el tiempo de CPU del método original
DCV-GSO tiene un comportamiento cuadratico, que es mas o menos evi-
dente en relacién al nimero de muestras en el conjunto de entrenamiento
y a la dimensién del espacio original.

En cuanto al método incremental IDCV-GSO, la tendencia del tiem-
po de CPU es lineal y estd en funcién del nimero de muestras (clases)
que se incorporan de forma incremental a la base de conocimiento, e
implicitamente del tamano total del conjunto de actualizacién. Ademés,
para un numero pequeno de muestras o clases incorporadas de forma
incremental el tiempo de CPU de la fase de entrenamiento, es signifi-
cativamente menor respecto al método DCV-GSO con aprendizaje por
lotes.

Aunque tedricamente (asintGticamente) el coste computacional de
los métodos IDCV-GSO y IDCV-O a partir de la ortogonalizacién de
Gram-Schmidt es el mismo, desde la validacién empirica se observa que el
método IDCV-0O emplea menos tiempo computacional respecto al méto-
do IDCV-GSO. Esto se explica parcialmente porque el nimero de ope-
raciones involucradas en los algoritmos es una aproximacién del nimero
real de operaciones realizadas.

Ademas se observa en ambos métodos, IDCV-GSO y IDCV-0O, que la
tendencia del tiempo de CPU relativo decrece en funcién del tamaifio del
conjunto de entrenamiento precalculado. Cuando el tamafio del conjunto
de entrenamiento precalculado es mucho mayor al tamano del conjunto
de actualizacién, desde la experimentaciéon se observa que el tiempo de
CPU relativo tiende a un limite constante.
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Capitulo 7

Vectores comunes
discriminantes
extendidos de forma
incremental

Resumen — Como ya se ha dicho, cuando la dimensién del
espacio original de las muestras de entrenamiento es cercana al
ndmero de muestras, el método DCV no proporciona informa-
cién suficiente para una adecuada clasificaciéon. Tamura et al.
propusieron en [I05] el método de vectores comunes extendidos,
que proporciona una soluciéon a las limitaciones del método
DCV. Sin embargo, el aprendizaje del método es por lotes, lo
cual ocasiona que el coste computacional y la memoria requerida
sean cada vez mayores cuando nuevas muestras se incorporan a
la base de conocimiento. Para dar una solucién a este problema,
en este capitulo se propone un aprendizaje incremental del
método RDCV que llamamos IRDCV del inglés Incremental
Discriminative Rough Common Vector.

Contenido
[[.1. Planteamientol. . . . . . .. ... ... .. 102
(.2. Desarrollo teoricol . . . . . . ... ... .. 103
[7.3. Evaluacién empirical . . . ... ... ... 111
(4. Discusionl . . . . . ... ... ... .... 114
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7. Vectores comunes discriminantes extendidos de
forma incremental

7.1. Planteamiento

Como en los capitulos anteriores, sea Z = [X Y] € R(M+N) ¢

conjunto de entrenamiento total (formado por los conjuntos de entrena-
miento inicial X € R*™M y el de actualizacién Y € R*Y) en el espacio
d—dimensional. En este espacio vectorial existen dos subespacios com-
plementarios y ortogonales entre si definidos como el subespacio rango
y nulo de la matriz de dispersion intra-clase de Z, representados en la
figura por R(S%) y N(S%), respectivamente.

Rd

/
7
.

)
N (s3)
/ /

R(SY

Figura 7.1: Espacio d—dimensional, formado por los subespacios
rango R(SY¥) y nulo N (S¥) de la matriz de dispersién intra-clase
S . Estos dos subespacios son complementarios y ortogonales.

Como ya se ha dicho, cuando el nimero de muestras de entrenamien-
to es cercano a la dimensién del espacio, y las muestras son linealmente
independientes, la dimensién del espacio nulo es pequeiia, y este subespa-
cio puede no ser apropiado para la clasificacién. En este caso el método
RDCYV aumenta la dimensién del subespacio N'(S%), y en consecuencia
se reduce la dimensién del espacio rango R(S%) [§2.5]. El subespacio
nulo extendido y el subespacio rango reducido de S7 se representan en
la figura como R(S¥) y N(SY), respectivamente. De este modo el
nuevo subespacio nulo extendido puede proporcionar mayor capacidad
de discriminacién que el subespacio nulo original.

El método incremental que se propone tiene como objetivo obtener
implicitamente el operador de proyeccién al subespacio nulo extendido

N(S5%) a partir del operador de proyeccién al subespacio rango reducido
7~2(S§J ), ya que son subespacios complementarios. Para ello se utiliza el
operador de proyeccién del subespacio 7@(5’;) y la nueva informacién que
proporciona el conjunto de entrenamiento Y, sin la necesidad de entrenar

el sistema a partir del niimero total de muestras de entrenamiento.
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Rd

Figura 7.2: Subespacio nulo extendido y subespacio rango reducido
de S%.

7.2. Desarrollo tedrico

7.2.1. Antecedentes

Obtener los vectores comunes extendidos discriminantes del conjunto
de entrenamiento Z = [X Y] € R”*M+N) “implica calcular la EVD de la
matriz de dispersién intra-clase S¥ = U’A’U’T | para obtener los vectores
propios asociados a los valores propios normalizados no nulos \; que
satisfacen la condicién .

—a)> Z (7.1)

donde « es la constante que establece, segun el valor de los valores pro-
pios X\, cudnto se expande el subespacio nulo de la matriz de dispersién
intra-clase del conjunto de entrenamiento. Los valores propios estan or-
ganizados de forma decreciente, \j > Ay > --- > A\, > -+ > A, y su
suma es iguala ) .2, Aj =1y k <r.. r. es el rango de S%.

Como se ha visto en la seccién [2.5] el conjunto de vectores propios
asociados a los valores propios A\, que satisfacen la condicién descrita
en la ecuacién , forman implicitamente el operador de proyeccién,
T .U, al espacio nulo extendido de S¥%. Los vectores comunes exten-
didos se definen como

ZZCU = WQWQTZZ" = z —ULUL

1 T ’L
paraU, = [0} ... uz], Ua = [Ugs1) - -+ Ur, Uty - ud} y 7§ un vector
arbitrario de Z.

El espacio rango reducido 7%(5”2”) de la matriz de dispersién intra-

clase de Z, se genera a partir de los vectores que conforman U,. Y los
vectores de U’,, generan el espacio nulo extendido N (S%) de S%.
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Luego, la matriz de proyeccién final, Wy 4c,, se calcula a partir de
aplicar un PCA 3\ a los vectores comunes extendi_dos z)y, 0 desde
una base ortonormal del subespacio diferencia de los z..,,.

Zidcv = WTTdCUZ;

El ntimero de operaciones involucradas en el cilculo de los zZ,, es
aproximadamente de O(4((M + N)*) +d(M + N)?> +d(M + N)r.,,) del
célculo de S y de su EVD. r.,, es el rango del subespacio rango reducido
R(SZ). La segunda parte del método RDCV, a partir de subespacios
diferencia y ortogonalizacién, conlleva O(ch) operaciones.

De lo anterior observamos que la segunda fase implica un coste
computacional significativamente menor en cuanto a la primera fase, y
asi como se ha hecho para el método DCV,| en las siguientes secciones se
plantea y valida un algoritmo incremental del método RDCV respecto a
la primera fase.

7.2.2. RDCYV incremental

Se propone un desarrollo incremental del método RDCV. Sea Y €
RN el conjunto de entrenamiento para actualizar la informacién de
X e R¥M_ Se supone en principio que X y Y presentan las mismas
clases.

Como se ha visto en el capitulo [, la descomposicién en va-
lores y vectores propios de la matriz de dispersién intra-clase, Sz, de
Z se puede expresar en funcién de los valores y vectores propios de las
matrices de dispersién intra-clase S¥ y Sy . La descomposicién de S¥
procede del entrenamiento preliminar y es més costosa respecto a la des-
composicién de Sy, ya que N <« M. La matriz S5 se puede escribir en
funcién de S¥, S¥ y de un término S = JJT que relaciona las medias de
los datos de entrenamiento iniciales, x;, y las medias de los nuevos datos,
v, como se muestra en el apéndice E

Sy =S¥ + 8¢ + 31" (7.2)

En esta expresién, J € RY*¢ es una matriz cuyas columnas estdn en
funcién de la diferencia de los vectores media de X y de Y, como en la
ecuacion J relaciona los centros de cada clase de X con los de Y, ya
que estos no estan necesariamente en los subespacios propios de X o de
Y.

Sea U, y Aa un conjunto reducido de vectores y valores propios,
respectivamente, asociados a la matriz de dispersién S¥. La descom-
posicién en valores y vectores propios de Sy estd dada por VAVT. La
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correspondiente aproximacién de la ecuacién ([7.2)) en términos de valores
y vectores propios se escribe como:

UANU" 2 UsAo UL + vAVT 4 337 (7.3)

Con 7~2(S§(") como el espacio rango reducido de X (generado por Uq
en el entrenamiento anterior), y R(Sy) como el espacio rango del nuevo
conjunto de entrenamiento Y. Es posible aproximar el subespacio rango
de la matriz de dispersién S en funcién de los subespacios 7%(5}‘(’),
R(SY) y span{J}, como

R(S%) ~ R(S¥) + R(Sy) + span{J} (7.4)

Desde las propiedades de los subespacios, una base ortonormal del
subespacio rango reducido 7~€(S1Z“) se puede obtener en funcién de una
base ortonormal del subespacio 7@(5}), como es Uy, y una base ortonor-
mal v (ver el teorema3). v debe ser una base ortonormal del subespacio
generado por V y J, y a la vez ser ortogonal a U,, para que la interseccién
de los subespacios sea nula.

De este modo, una base ortonormal U’, de 7@(5}“) se puede obtener en
funcién de Uy, v y en funcién de una matriz de rotacién R,. La matriz
R reorganiza los ejes de proyecciéon y permite reducir el subespacio
resultante.

U, = [Uq v]Ra (7.5)

La descomposicién en valores y vectores propios de la matriz de
dispersién S%, ecuacién (7.3, se reescribe como:

[Us o] R A" RT[Uq v]" = UaAL UL +VAVT 4+ 3J7 (7.6)

La base ortonormal v, que tiene que ser ortogonal a U, y generar
el subespacio definido por [V J], se puede calcular a partir de proyectar
[V J] en el espacio nulo extendido de S¥. V es el conjunto de vectores
propios asociados a los valores propios no nulos de Sy . Luego los vectores
que conforman v se calculan a partir de encontrar una base ortonormal
de este conjunto proyectado,

v = orth (ﬁaﬁf v J}) (7.7)

donde T, UL [V J] = [V J] = Uo UL [V J].

Una vez que se calcula la base v, la matriz de rotacién se puede
obtener multiplicando ambos lados la ecuacion por la izquierda por
[Ua 9], ¥ por la derecha por [Us v]. Y usando el hecho de que [Uq v]7
es una inversa izquierda de [Uq v], se obtiene
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R A RT =[Uq 0)T(S¥ + 5S¢ + 337)[Uq 2]
;sxua u? va n U%SYUQ U%wu 4 U;JJTUQ U;;JJTU
S¥UL S“’ vls¥u,  wTs@v RN B O PSRRVEAN B R

A uTvavTu, uZvavTy uT13Tu, UT1Tw
7.8
{ } [ VAVTUQ WIvavTy| T v%JJTUQ w7337y (7:8)

Con lo cual se deduce que es posible calcular R y A’ a partir de
diagonalizar la parte derecha de la ecuacién ([7.8]), de una manera similar
a la propuesta por Hall et. al. en [50, [51] para el PCA incremental.

La matriz de rotaciéon reducida R., de la ecuacién [7.5] se obtiene
desde los k vectores propios de R asociados a los valores propios A\, que

satisfacen .
RESES (7.9)

donde o es el valor de la variabilidad a afiadir al subespacio nulo cal-
culado de forma incremental. El valor de o depende de la suma de los
valores propios del entrenamiento anterior, A, = Zle Ai, y de la suma
de los valores propios calculados de forma incremental, A’ = ZES{N) s
La variabilidad total del entrenamiento inicial es igual a (1 —a) A, +a Ao,
y la variabilidad suprimida es igual a a/(1 — ) 4.

La variabilidad total en el conjunto de entrenamiento incremental
estd dada por la suma de los valores propios obtenidos en el entrenamien-
to incremental méas una correccién debida a la variabilidad suprimida en
el entrenamiento anterior. De este modo

(1-a) = (1-a)A +a/1-a)d)
(1—-a)A" +aA,
(k+N)

(1—a) Z by —|—aZ)\ (7.10)

La figura [7.3] muestra de forma intuitiva lo que ocurre al limitar la va-
riabilidad de los conjuntos de entrenamiento total, inicial e incremental,
a partir de los valores propios.

Los nuevos vectores U, son una combinacién de los viejos U, au-
mentada con un conjunto de vectores ortonormales v (que estdn en el
espacio nulo extendido de S¥), que se reorganizan a partir de la matriz
de rotacién R,. De forma que los nuevos vectores propios se obtienen
como U, = [Us v] Ra.

De este modo, los nuevos vectores comunes extendidos z.., son

1T 4

J 1 /
Zreo = 25 — Ua Uy 75
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\

Total 7
7
H_/

Inicial % ~_|
—

A\ A

Incremental 7/ >|\% ‘
%f

N

i

(-4 = (1-a) (A’+(1fa>l40)

= (I1-a)A' +a4,

Figura 7.3: Variabilidad de los conjuntos de entrenamiento total,
inicial e incremental, limitada a partir del los valores propios. Don-
de, A representa la suma de los valores propios de todo el conjunto
de entrenamiento. A, = Zle A; es la suma de los valores propios
del entrenamiento anterior. A" = ZEZJ{N) A} es la suma de los nue-
vos valores propios calculados de forma incremental. « es el valor
de la variabilidad que se anade al subespacio nulo original. o’ es el
valor de la variabilidad que se anade al subespacio nulo calculada
de forma incremental.

El algoritmo |Z| muestra los pasos para aplicar el método IRDCV,
donde los argumentos de entrada son la variabilidad o que se anade al
subespacio nulo, los vectores propios U,, la matriz diagonal de valo-
res propios asociados A, y las medias de cada clase del entrenamiento
anterior, y por supuesto el nuevo conjunto de entrenamiento. Como ar-
gumentos de salida estdn la matriz de proyeccién final W, los vectores
comunes discriminantes extendidos zidcv, la nueva matriz diagonal de
valores propios A’ y los vectores asociados U/, asi como los vectores
media actualizados.
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Algoritmo 7 Método IRDCV que actualiza la informacion del con-
junto de entrenamiento X.

Entrada: U, € R¥*™a A, € R™a X0 o, x;, Y.
. j 1 ’
Salida: Wraco, 775, Un, Ao, 2;.

1.

2.

# oo

Se calcula la matriz de dispersion intra-clase de Y, y se realiza
la EVD, S¢ = VAVT,

Se obtiene la matriz que relaciona los vectores media de X e
Y.

J:[ %(xlfyl)... /%(xjfyj)], j=1,...,c.

Se calcula la base ortonormal v = orth ([V v] — UsUZ [V ]).
La matriz de rotacién R y los nuevos valores propios A’, se con-

siguen a partir de solucionar el eigenproblema de la ecuacién

(7.8).
. Se obtiene R, desde los vectores de R asociados a los valores

. / .
propios A;, que satisfacen

k
(L—a) =) N
i=1
donde (1 — o) = (1 — ) Zggjﬂ Nty A / ,
Los nuevos vectores propios U, y valores propios A’,, estdn
dados por

U, = [Us v]Ra
No = diag(N] > My > ... > )

Los nuevos vectores comunes extendidos son: zl., = z; —

J
UL UL 2

Luego, la matriz de proyeccién final se calcula como W4y =
orth(Byrey), donde Byey = span{z2e, — 2ty ... 25ey — Ziey }-
Finalmente, los nuevos RDCV estan dados por

i _wT i
Zrdcev — WTdCUZJ

En un nuevo entrenamiento se repiten los anteriores pasos.
Pero ahora, los valores y vectores propios iniciales estdn dados
por A’y y UL, respectivamente. El vector media y el nimero

™ _ " .
de muestras total en cada clase son <(mj+nj)xj + (mj+nj)}’])

y (mj 4+ n;), respectivamente.

El diagrama de la figura [7.4] resume el desarrollo de la primera fase
del método IRDCV.
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Uqa, A, X5,
Entrenamiento anterior |

Y e ROV Se calcula

la matriz de
@» dispersion |—>
intra-clase,

Sy, de Y

X Se soluciona el
espacio eigenproblema de

I

1

1

! original

] la ecuacioén (7.8),

| Se calcula una base para obtenerA’y R
Se calcula la ortonormal v, a la +

I matriz J como proyeccién deV y J

| Se calcula (1-a')

I

I

1

I

I

1

— en N(sy
Ty g o a partir de a, A, A\
1= |y oy 0579 (0T - k
o= ot (0,07 1V 1) AT,
para todo j=1,...,c. H ¢
7 i N
%= L’QUQTZZ' Se computa Seevalia A" en

Us v] Ry

Se crea
Ra

i
Uo = [ (1-a)23 X

Figura 7.4: Primera fase del método IRDCV, cuando nuevas mues-
tras se incorporan a la base de conocimiento.

En el caso del aprendizaje por lotes el coste computacional del méto-
do RDCV para el conjunto de datos Z, estd dominado por O(¢((M +
N)®) +d(M + N)? + dr., (M + N)) operaciones.

El coste computacional del algoritmo IRDCV depende del célculo
y de la EVD de la ecuacién , lo cual implica O(4(N?3) + £((rsz,, +
ry)®) +dN? +drs, (r._, +ry)) operaciones. rs,, Ty, r-_, representan la
dimensién de los subespacios R(S%), R(SY) y R(SY¥), respectivamente.
La dimensién de los subespacios involucrados en el algoritmo incremental
es menor al niimero de muestras del entrenamiento total, donde N << M
y (Tag +1y) < (M + N).

Una muestra por clase

Cuando el nuevo conjunto de entrenamiento solo dispone de una
muestra por clase, el método IRDCYV sufre pequefias modificaciones. En
este caso, y como se ha mencionado en capitulos anteriores, la matriz de
dispersion intra-clase Sy’ no se puede calcular, y por lo tanto la matriz de
dispersién intra-clase del conjunto de entrenamiento Z se redefine como

(ver apéndice [B)):

Sy =S¥ +JI"
donde J=1[J; ... J ]y J; = ,/#in (x; —yj). Con x; como el vector
J

media de la clase j en X.
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Una aproximacién del subespacio rango de Sz’ en funcién del subes-
pacio R(S¥) y el subespacio generado por J estd dada por

R(SZ) =~ R(SX) + span{J}

Como en el caso anterior, la base ortonormal del subespacio R(S¥)
se puede escribir en funcién de U, (del entrenamiento anterior), de v que
es una base ortonormal de la proyeccion de J en el espacio nulo extendido
de S¥, y en funcién de una matriz de rotacién Re.

U, = [Ua v]Ra
donde v = orth(J — U, UL J).
La matriz de rotacién R, se obtiene a partir de realizar la descom-
posicién en valores y vectores propios de
RART = [U, v]T(S¥+JIT)[U, v]
_ UZ:S%UQ UE:S%v i UgJJTUa UgJJTU
v S¥U, T S%y vTJJTU, 0T JJTw
{Aa 0} n {UgJJTUa UgJJTv}

o o T luTaTu, oTIiTe (7.11)

Los vectores propios asociados a los valores propios \; que satisfacen
la condicién descrita en la ecuacién (7.9)), son los vectores columna que
forman la matriz de rotacién Re.

El coste computacional asociado al método IRDCV cuando la in-
formacién de una nueva muestra por clase se incorpora al conjunto de
entrenamiento es de O({((rz,, +¢)*)+drz, c+dr._, (rz, +c)) operaciones.

Nuevas clases

El método IRDCV también se ha propuesto para incorporar nuevas
clases al conjunto de entrenamiento donde el planteamiento es similar al
descrito anteriormente. Pero ahora, la matriz de dispersién intra-clase de
Z se descompone como S7 = S¥ + Sy. Y el subespacio rango de Z se
define como R(SY) ~ R(SY) + R(5%).

Cuando nuevas clases se incorporan a la base de conocimiento se
asumen las mismas suposiciones generales que en los casos anteriores.
Un planteamiento més exhaustivo del método IRDCYV para nuevas clases
se presenta y valida en el articulo Empirical evaluation of class-updating
incremental discriminative common vector based face recognition citado
como [27].
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7.3. Evaluacién empirica

Como se ha visto en el capitulo |5 el método DCV no presenta bue-
nos resultados sobre las bases de datos Mnist y Usps, porque la diferencia
entre la dimension del espacio original y el nimero de muestras de en-
trenamiento es pequena. La validacién del algoritmo IRDCV se realiza a
partir de medir la tasa de acierto y el tiempo de CPU respecto al método
RDCV original, al clasificar ambas bases de datos.

El valor del parametro que anade variabilidad al espacio nulo de la
matriz de dispersién intra-clase se incrementa en intervalos de 0.05 desde
0.05 a 0.3. Puesto que en este caso se trata de una aproximacién, no se
utilizan valores mayores de 0.3 porque el método pierde su capacidad de
discriminacién al distorsionar excesivamente el espacio nulo.

Los vectores comunes discriminantes extendidos se calculan a partir
de la media de cada clase y de la matriz de proyeccién, ambas actua-
lizadas. La distancia euclidea y el primer vecino méas préximo son las
medidas utilizadas para comparar el conjunto de entrenamiento con el
de prueba.

Aqui se sigue el mismo protocolo de evaluacién que se explicé en
el capitulo y se recuerda solo lo que consideramos mas importan-
te. La figura [75] da a conocer imdgenes de las bases de datos Mnist y
Usps, asi como sus caracteristicas principales y pardmetros relevantes del
proceso de entrenamiento. El apéndice [D| especifica con mas detalle las
caracteristicas de estas bases de datos.

tamaio ~ .
nombre imagen ¢ | tamano/c mj n; el tipo
Mnist 32%32 10 100 (15, 71] | 7 | [0.05:0.05:0.3] | digitos de 0-9
Usps 16%16 10 25 [7,22] | 3 | [0.05:0.05:0.3] | digitos de 0-9

Figura 7.5: Algunas imégenes y caracteristicas de las bases de
datos Mnist y Usps. Ademads de algunos pardmetros relevantes en
la validacién del método IRDCV. ¢ es el nimero de clases, tamafio/c
es el nimero de muestras por clase en toda la base de datos. m; y
n; son el nimero de muestras por clase para el entrenamiento por
lotes e incremental, respectivamente. « es el valor de la variabilidad
anadida al subespacio de proyeccion.
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El conjunto de entrenamiento disponibles para la actualizacién se ha
dividido en varios tamafios obteniendo multiples resultados que se mues-
tran en el apéndice[E4] A nivel practico, aqui se presentan los resultados
para un valor representativo del tamano del conjunto de actualizacién,
como es n; = 7 para Mnist y n; = 3 para Usps.

La tasa de acierto del método RDCV al incorporar en cada entrena-
miento nuevas muestras, y para valores de varianza anadida al subespacio
de proyeccién en el rango de [0-0.3] con incrementos de 0.05, se muestra
en la figura Cuando a = 0, se aplica el método DCV original.

0.94 1

0.92] 0.9

0.9/

-©-a=0 e

-B-a=005 R

07 1-9-a=0.10 G“\
a=0.15 N

-A-q=02
a=0.25]
a=03

0.88]

Tasa de acierto
Tasa de acierto
,

0.86

29 3 43 50 57 10 13 16 19 22
muestras por clase (m‘) muestras por clase (ml)

(a) Mnist (b) Usps

Figura 7.6: Tasa de acierto en funcién del conjunto de entrena-
miento acumulado para los métodos DCV (a = 0) y RDCV (a > 0),
al clasificar las bases de datos Mnist y Usps.

En ambas bases de datos la tasa acierto del método DCV (a = 0)
se deteriora a mayor niimero de muestras de entrenamiento. Esto sucede
porque la diferencia entre la dimensionalidad del espacio original y el
nimero de muestras de entrenamiento es cada vez mas pequena. Estos
detalles ya se discutieron en la seccién [5.4.1

Cuando a = 0.05, se observa que la tasa de acierto en Mnist (figu-
ra|7.6a)) mejora a mayor nimero de muestras de entrenamiento. Respecto
a la base de datos Usps, la tasa de acierto para los diferentes valores de
a > 0 no presenta diferencias apreciables, sin embargo ésta es mayor a
la del método DCV (a = 0).

Las tasas de acierto de RDCV e IRDCV al clasificar las bases de
datos Mnist y Usps, con n; =7y o = 0.5 en Mnist y, n; =3y a =
0.10 en Usps, se muestran en la figura FE n; es el numero de muestras
por clase en el conjunto de actualizacién. En este caso, la tasa de acier-
to del método incremental presenta pequenas variaciones en cuanto al
método RDCV (con aprendizaje por lotes) pero estas pequenas diferen-
cias no son relevantes, y corresponden a aproximaciones numéricas de la
implementacion.
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Figura 7.7: Tasa de acierto en funcién del conjunto de entrena-
miento acumulado para los métodos RDCV e IRDCYV, al clasificar
Mnist y Usps. Con a = 0.05 y a = 0.10 como los valores de variabi-
lidad anadida al subespacio de proyeccién y, n; = 7y n; = 3 como
el tamano del conjunto de actualizacién por clase en Mnist y Usps,
respectivamente.

El tiempo de CPU en segundos de los métodos extendidos, para
n; = [1, 4, 7, 10, 13] en Mnist (a =0.05) y n; = [1, 2, 3, 4, 5] en Usps
(a =0.10), se muestra en la ﬁgura Se observa que el tiempo compu-
tacional del algoritmo incremental es lineal, mientras que el del método
RDCV presenta una tendencia cuadritica (que es mds evidente en Mnist,
figura , Las variaciones que presenta el tiempo computacional en
Usps se deben a que el rango en el que se mueven los tiempos es pequerio.
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3 Ny 8 w4
g 04ll-am=13| g gk 80%(| , n=s
£ -k £ I~
(] [ -]
o2 B P e 1 = 003 (g bgeng—id
S TR 4 S & $
| inmriimimistiaoite L ptesedbiesdtite
8 15 22 29 36 43 50 57 64 71 PN S C N N
muestras por clase (m) muestras por clase (m)
(a) Mnist (b) Usps

Figura 7.8: Tiempo de CPU en segundos, en la fase de entre-
namiento, de los métodos RDCV e IRDCV en las bases de datos
Mnist y Usps, para o = 0.05 y o = 0.10 y, n; = [1, 4, 7, 10, 13] y
n; = [1, 2, 3, 4, 5], respectivamente.
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El hecho de que el algoritmo incremental se comporta casi de forma
constante respecto al método con aprendizaje por lotes, sugiere que para
valores constantes de la dimensionalidad del espacio original y del tamano
del conjunto de actualizacién, el nimero de muestras de entrenamiento
total domina con respecto a los rangos de los subespacios involucrados.

El tiempo de CPU relativo del algoritmo incremental IRDCV respec-
to al método con aprendizaje por lotes se presenta en la figura[7.9] para
ambas bases de datos. Se observa que el coste relativo del algoritmo in-
cremental se reduce segin crece el tamano del conjunto de entrenamiento
precalculado. La tendencia de O(1/M), como era de esperan desde la fi-
gura [7.8b] estd méas atenuada en la base de datos Usps con respecto a
Mnist.

100 100
-e- nJ =1 N
R S w0 =2 o
2 6o 2 60 n=4
@] O - S
[} © -A- IWJ = R
T 40 T 40 0 % !
o o SN o
Q Q T~
; : + t
2 20 2 2 r};‘}{}({, +
1 $
0 ¥ 0
8 15 22 29 36 43 50 57 64 71 7 10 13 1? 19 22
muestras por clase (m) muestras por clase (m)
(a) Mnist (b) Usps

Figura 7.9: Tiempo de CPU relativo del método IRDCV respec-
to al método RDCV, al clasificar las bases de Mnist y Usps, con
a=005ya=0.10,yn; =[1,4,7,10,13] y n; = [1, 2, 3, 4, 5],
respectivamente.

Los resultados ntmericos de esta seccién se muestran en forma de
tablas en el apéndice [E4]

7.4. Discusion

A partir de validar el algoritmo incremental IRDCV se observa que
para valores de o pequenos las aproximaciones realizadas en el desarrollo
tedrico no afectan de forma drastica la tasa de clasificacion.

Respecto a la correccién de la variabilidad afiadida de forma incre-
mental en el algoritmo IRDCYV podemos decir que, ésta permite conservar
el criterio discriminante del algoritmo original.
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Si bien la tasa de acierto no sufre cambios importantes, no sucede lo
mismo en cuanto al tiempo computacional del algoritmo incremental. A
mayor nimero de muestras de entrenamiento en el conjunto precalculado,
mayor es la diferencia del coste computacional del algoritmo incremental
respecto al algoritmo por lotes. La tendencia del tiempo de CPU relativo
es la misma que se ha observado en los capitulos anteriores respecto al
tamano del conjunto de entrenamiento.
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Capitulo 8

Conclusiones

A lo largo de la tesis se han planteado, desarrollado e implementado
diferentes algoritmos de clasificacién basados en subespacios que presen-
tan distintos enfoques. Ademads, estos algoritmos se han evaluado usando
bases de datos que presentan cierta complejidad.

El primer algoritmo de clasificacién propuesto se basa en una ex-
tensiéon del método de vectores comunes discriminantes con kernel, y lo
hemos denominado el método de vectores comunes discriminantes exten-
didos con kernel (RKDCV, Rough discriminative common vector with
Kernels). Este método es una generalizacién del método KDCV original,
que también puede considerarse como la versién no lineal del método de
vectores comunes extendido.

La evaluacién empirica de RKDCV se ha llevado a cabo a partir de
clasificar cuatro base de datos. Dos, de las cuatro bases de datos son
de rostros y presentan cambios de pose, iluminacién, expresiéon y ruido
anadido. Las otras dos bases de datos son, una de objetos (con cambios
de pose) y otra de digitos escritos a mano (con cambio de etiquetas).
Las simulaciones realizadas fueron de dos tipos. Una respecto al niimero
de muestras de entrenamiento. Y otra respecto a la varianza anadida al
subespacio de proyeccion.

A partir de la validacién empirica se ha observado que RKDCV pre-
senta propiedades discriminantes apropiadas para la clasificacién de las
bases de datos utilizadas, respecto a los métodos DCV, RCV y KDCV.
Ademaés que, RKDCV conserva el poder discriminante independiente-
mente de que el tamano del conjunto de entrenamiento sea menor, igual
o mayor que la dimensién de espacio original de las muestras.

Si bien los métodos RCV y KDCV presentan buenas propiedades dis-
criminantes a mayor nimero de muestras de entrenamiento, el método
RKDCYV presenta propiedades discriminantes comparables o incluso me-
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jores respecto a los métodos RCV y KDCV, utilizando un nimero menor
de muestras de entrenamiento. El tener menos muestras en el conjunto de
entrenamiento implica menos esfuerzo computacional, ya que el tamano
del las matrices involucradas para obtener el subespacio discriminante es
pequeno.

En cuanto al trabajo futuro en esta linea, se estudiaran las dimensio-
nes involucradas en el espacio nulo extendido del método RKDCV para
observar el comportamiento en funcién de la dimensién de este espacio.
Ademads, se experimentard con otras medidas de distancia entre las carac-
teristicas discriminantes de entrenamiento y las de prueba, para observar
como este parametro afecta la tasa de clasificacién del método.

En esta tesis también se han propuesto algunos algoritmos incre-
mentales motivados por el gran nimero de aplicaciones que necesitan
sistemas de clasificacién reentrenables. El propésito de los algoritmos in-
crementales es que la capacidad discriminante de los métodos se conserve
o mejore cuando nueva informacién se pone a disposicion del sistema. Los
algoritmos incrementales que se han presentado permiten incorporar a la
base de conocimiento nueva informacién respecto a las clases existentes,
asi como informacién de nuevas clases.

Dado que el método DCV presenta caracteristicas muy apropiadas
para tareas de clasificacién de datos con alta dimensién, tres algoritmos
incrementales diferentes de este método se han propuesto. El primer al-
goritmo emplea una eigendescomposicién incremental (IDCV-EVD). El
segundo subespacios diferencia y la ortogonalizacién de Gram-Schmidt
incremental (IDCV-GSO). El tercer algoritmo se basa en subespacios
diferencia y ortogonalizacién (IDCV-O).

La evaluacién de los algoritmos incrementales se ha realizado res-
pecto al método original DCV, en relaciéon a la tasa de acierto y, por
supuesto, al tiempo de entrenamiento, al anadir nuevas muestras a las
clases existentes en el conjunto de entrenamiento, asi como al anadir
nuevas clases. Para ello se han considerado diferentes bases de datos que
abarcan un rango amplio de caracteristicas como son, bases de datos de
imégenes de rostros con diferentes expresiones, poses e iluminacién, ba-
ses de datos de objetos con poses diferentes, y bases de datos de digitos
escritos a mano.

Desde la validacién empirica de los algoritmos incrementales, para
nuevas muestras y nuevas clases, se observa que la tasa de clasificacién
de los algoritmos incrementales es idéntica a la del método original. De
este modo, los algoritmos incrementales no degeneran las matrices de
proyeccién en cada reentrenamiento.

Respecto al coste computacional, los algoritmos incrementales pre-
sentan un ahorro significativo en relacién al coste computacional de los
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métodos con aprendizaje por lotes. En cada reentrenamiento el algorit-
mo incremental necesita menor tiempo computacional que el algoritmo
con aprendizaje por lotes. Ademds, cuanto més grande es la diferencia
entre el conjunto de entrenamiento precalculado (inicial) y el tamano
del conjunto de entrenamiento incremental, la diferencia entre los costes
computacionales es mucho mayor. Cuando el tamano del conjunto incre-
mental es pequenio, N = 1 o ¢y = 1, el coste computacional asociado
al algoritmo incremental es también pequeno, y esta disminucién com-
pensa incluso teniendo en cuenta que se necesita un nimero mayor de
actualizaciones.

El coste computacional de los algoritmos incrementales, ademés de
estar en funcién del tamafio del conjunto de entrenamiento estd en fun-
cién de la dimensionalidad del espacio original. Si la dimensién es consi-
derablemente mayor al tamafio del conjunto de entrenamiento se observa
que la tendencia del tiempo de CPU relativo del algoritmo incremental
decrece con M para un valor fijo de N. Esta tendencia observada es de
O(1/M).

Desde la validacién empirica de los algoritmos IDCV-GSO y IDCV-
O (a partir de GSO), se ha observado que aunque teéricamente el coste
computacional de los algoritmos es parecido, el método IDCV-O emplea
menos tiempo computacional respecto al método IDCV-GSO. Esto se ex-
plica parcialmente porque el niimero tedrico de operaciones involucradas
en los algoritmos son una aproximacién del niimero real de operaciones.

Por dltimo, se ha presentado un algoritmo incremental del método
de vectores comunes discriminantes extendidos, debido a algunas limita-
ciones del método DCV respecto al tamano y a la dimensionalidad de
espacio original de las muestras.

En el caso del método extendido, la tasa de acierto presenta algunas
pequeiias variaciones respecto al algoritmo con aprendizaje por lotes.
Estas diferencias se deben a que el algoritmo incremental dispone de solo
una parte de la informacién anterior en cada nuevo reentrenamiento. Para
solucionar en parte este problema se ha propuesto una manera de calcular
de forma incremental la varianza anadida al subespacio de proyeccién.
Obteniendo que los pequenios cambios que hay entre la tasa de acierto
del algoritmo incremental y el algoritmo con aprendizaje por lotes no son
relevantes.

En cuanto al coste computacional del algoritmo incremental IRDCV,
la tendencia del ahorro computacional es similar a la que presentan los
métodos incrementales anteriores. A mayor nimero de muestras de en-
trenamiento en el conjunto precalculado, mayor es la diferencia del coste
computacional del algoritmo incremental respecto al algoritmo por lotes.
La tendencia del tiempo de CPU relativo es de O(1/M) en funcién del
tamano del conjunto de entrenamiento.
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De este modo, los objetivos principales de la tesis que son implemen-
tar, evaluar y comparar los diferentes algoritmos de clasificacién, basados
en subespacios, que se proponen y presentan en este documento, se dan
por concluidos.

Como trabajo futuro en la linea de los algoritmos incrementales, se
pretende encontrar una relacién que sea eficiente en términos de tasa de
clasificacién y coste computacional, con respecto a la dimensién del es-
pacio de entrada y el nimero de muestras de entrenamiento, sin llegar a
perder la capacidad discriminante de los métodos originales. En cuanto
al método IDCV-0O, ya que es un método propio, se estudiara el compor-
tamiento del coste computacional respecto a otros métodos de ortogona-
lizacion con mayor estabilidad numérica y menor coste computacional.
Ademads, se revisard el estado del arte de los algoritmos incrementales de
los métodos kernel, y se intentard desarrollar un algoritmo incremental
eficiente del método RKDCV.

A continuacién se presentan algunas publicaciones que se han gene-
rado a partir del trabajo realizado, asi como los proyectos en los que se
a participado.

8.1. Publicaciones

1. K. Diaz-Chito, F.J. Ferri, W. Diaz-Villanueva. An Empirical
Evaluation of Common Vector Based Classification Methods and
Some Extensions. SSSPR. 08. Structural, Syntactic and Statistical
Pattern Recognition. Lect. Not in Comp Sci. Vol 5342, pp. 977-
985, 2008. CORE A.

2. F.J. Ferri and K. Diaz-Chito and W. Diaz-Villanueva. Using
Subspace-based Learning Methods for Medical Drug Design and
Characterization. IEEE Intl. Conf on Systems, Man and Cyber-
netics, SMC 2008. pp.2111-2115, 2008. CORE B.

3. K. Diaz-Chito, F.J. Ferri and W. Diaz-Villanueva. Extraccién de
Caracteristicas Mediante Vectores Comunes Discriminantes Ex-
tendidos con Kernels. Revista Iberoamericana de Inteligencia Ar-
tificial, Vol 13, No. 43, pp.1-15, 2009. Journal.

4. K. Diaz-Chito, F.J. Ferri. Empirical Evaluation of Class-Updating
Incremental Discriminative Common Vector based Face Recogni-
tion. II Workshop de Reconocimiento de Formas y Andlisis de
Imdgenes (AERFAT), CEDI2010. pp.125-132, 2010.

5. K. Diaz-Chito, F.J. Ferri and W. Diaz-Villanueva. Image Re-
cognition through Incremental Discriminative Common Vectors.
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8.2.

Advanced Concepts for Intelligent Vision Systems - 12th Interna-
tional Conference, ACIVS 2010. pp. 304-311, 2010. CORE B.

F.J. Ferri and K. Diaz-Chito and W. Diaz Villanueva. Efficient
Dimensionality Reduction on Undersampled Problems through In-
cremental Discriminative Common Vectors. The 10th IEEE Inter-
national Conference on Data Mining Workshops, ICDM Works-
hops. pp. 1159-1166, 2010. CORE A.

K. Diaz-Chito, F.J. Ferri and W. Diaz-Villanueva. Null Space
based Image Recognition using Incremental Eigendecomposition.
Pattern Recognition and Image Analysis, 5th Iberian Conference,
IbPRIA 2011. pp 313-320, 2011. CORE C.

Proyectos

Esta tesis doctoral Ha sido financiada por el Ministerio de Ciencia
e Innovacién del Gobierno de Espana, asociada al proyecto de investiga-
cién Aplicaciones del reconocimiento de formas a la automatizacion del
control de calidad y otros procesos industriales (ARFAI).

Titulo : Aplicaciones del reconocimiento de formas a la automatizacién
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Titulo : Multimodal interaction in pattern recognition and computer
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rique Vidal Ruiz, UPV)

Inv: W. Diaz-Villanueva, J.V. Albert, V. Cerverén, M. Are-
valillo

Beca: Adridn Pérez-Suay

Asociados: Katerine Diaz-Chito

121



8. Conclusiones

REF: CSD2007-00018
Fecha de inicio del proyecto: 1/10/2007
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IP: Francesc J. Ferri Rabasa
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Conclusion

Throughout the thesis we have proposed, developed and implemented
different algorithms for classification based on subspaces from differ-
ent perspectives. Moreover, these algorithms have been evaluated on
databases with certain complexity.

The first proposed classification algorithm is based on an extension
of discriminative common vector method with kernel, called rough dis-
criminative common vector with Kernels (RKDCV). This method is a
generalization of the original KDCV method, which can also be seen as
the nonlinear version of the rough common vectors method.

The empirical evaluation of RKDCV has been carried out by classi-
fying four different databases. Two of the four databases are composed
of face images and presented changes on the pose, lighting, expression
and amount of added noise. The other two databases are, one of ob-
jects (with pose changes) and other of handwritten digits (with change
of labels). The performed simulations were of two types: regarding the
number of training samples, and about the variability added to the pro-
jection subspace.

From the empirical validation of the RKDCV method, we observed
that RKDCV presents, in comparison with the DCV, RCV and KDCV
methods, discriminant properties suitable for the classification of the
databases used. Besides that, the RKDCV method preserves the dis-
criminative property regardless of the fact that the training set size is
smaller or bigger than the dimension of the original sample space.

Even though both the RCV and KDCV methods show good discrim-
inant properties which increase with the number of training samples, the
RKDCYV method presents comparable or even better discriminant prop-
erties than the RCV and KDCV methods, using fewer training samples.
Having less samples in the training set implies a lower computational
cost, since the size of the matrices involved to obtain the discriminant
subspace is small.

123



Conclusion

As future work in this line, we will study the dimensions involved
in the extended nullspace of the RKDCV method in order to observe its
behavior depending on the size of this space. In addition, we will perform
experiments with other distance measurements between the discriminat
feature of training and test, in order to observe how this parameter affects
the accuracy of the method.

In the thesis we have also proposed several incremental algorithms
motivated by the large number of applications that require retrainable
classification systems. The purpose of incremental algorithms is that the
discriminant properties of methods are maintained or improved when
new information becomes available to the system. Incremental algo-
rithms which have been proposed can incorporate new information to
the knowledge base regarding both existing and new classes.

Since the DCV method has suitable features for classification tasks
of high dimensional data, three different incremental algorithms based
on this methodology have been proposed. The first algorithm uses an in-
cremental eigendecomposition (IDCV-EVD). The second one uses differ-
ence subspace and incremental Gram-Schmidt orthogonalization (IDCV-
GSO). Finally, the third algorithm is based on difference subspace and
orthogonalization (IDCV-O).

The evaluation of the incremental algorithms were done by against
the DCV original method, computing the accuracy and, of course, the
training time by adding new samples to existing classes, and adding new
classes to the training set. Different datasets that cover a wide range of
situations have been considered such as facial image datasets with dif-
ferent expressions, poses and lighting, databases of objects with different
poses, and handwritten digits databases. In the light of the empirical val-
idation of the incremental algorithms, for new samples and new classes,
we can conclude that the accuracy of the incremental algorithms is iden-
tical to the original method. Thus, the incremental algorithms do not
degenerate the projection matrices at each retraining.

Regarding the computational cost, incremental algorithms show sig-
nificant savings of relative computational cost in comparison with batch
learning methods. At each retraining, the incremental algorithm needs
less computational time that the equivalent batch learning algorithm. In
addition, the larger the difference between the size of the precalculated
training set (initial) and the size of the incremental training set, the big-
ger the difference between the computational cost. When the incremental
set size is small, N = 1 or ¢y, = 1, the computational cost associated with
the incremental algorithm is also small, and this decrease compensates
the fact that a large number of updates are needed.

The computational cost of the incremental algorithms is a function
of both the training set size and the original space dimensionality. If
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the dimension is considerably bigger than the training set size, it can
be observed that the relative CPU time of the incremental algorithm
decreases with M for a fixed value of N. This decrement is O(1/M).

From the experimental validation of the algorithms IDCV-GSO and
IDCV-0O, we noted that, although the theoretical complexities of the al-
gorithms are similar, the IDCV-O method uses less computational time
compared to IDCV-GSO method. This is partly explained because the
theoretical number of operations involved in the algorithms is an approx-
imation of the real number of operations performed.

Finally, we have presented an incremental algorithm of the rough
discriminative common vector method, that mitigates some limitations
of the DCV method regarding the size and dimension of original space
of the samples.

The accuracy of the IRDCYV present few small variations with regard
to the batch learning algorithm. These differences are due to the fact
the incremental algorithm has available only a part of the information
at each new retraining. In order to partially solve this problem we have
proposed a new way to calculate the variance added to the projection
subspace. As conclusion, we have observed that small differences between
the accuracies of the incremental algorithm and of the batch learning
algorithm are not relevant.

Regarding the computational cost of IRDCV, the computational sav-
ings trend is similar to the one of the previous incremental methods. The
more the number of train samples in the precalculated set, the bigger the
difference between the computational cost of the incremental algorithm
and the batch algorithm. The trend of relative CPU time is O(1/M) as
a function of the training set size.

Therefore, the main objectives of the thesis, which were to imple-
ment, evaluate and compare the different classification algorithms based
on subspace proposed in this thesis, are considered as completely fulfilled.

As future work on the incremental algorithms line of research, we aim
to find an efficient relationship in terms of accuracy and computational
cost, according to the input space dimension and the number of train-
ing samples, and without losing the discriminative properties of original
methods. About the IDCV-O method, we plan to study its behavior in
terms of computational cost in comparison with other orthogonalization
strategies that have shown, in principle, a better numerical stability and
lower computational cost. In addition, we review the state of the art of
the incremental algorithms of the kernel methods, and we try to develop
an efficient incremental algorithm of the RKDCV method.
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Apéndice A

Conceptos

Este capitulo define varios conceptos de estadistica, algebra lineal y
representacién de datos.

A.1. Conceptos Fundamentales

Distancia euclidea

Una parte fundamental relacionada con la presentacién de datos es
elegir una medida de distancia adecuada entre dos puntos. En un espacio
d-dimensional cada punto a1 queda definido por un vector d-dimensional,
la distancia euclidea entre dos puntos p1 y p2 en un espacio R¢ es:

> (o1 = p2,)?

=1

dﬁuclidca =

que puede considerarse como la extension del teorema de Pitdgoras
a un espacio d-dimensional.

Espacio de caracteristicas

En reconocimiento de patrones, un espacio de caracteristicas es un
espacio donde cada muestra p se representa como un punto en un es-
pacio d-dimensional. Esta dimension estd determinada por el nimero de
caracteristicas que describen la muestra. Objetos similares se encontraran
cercanos en el espacio de caracteristicas, donde es posible realizar algin
tipo de clasificacién o agrupamiento de los mismos.
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Subespacio diferencia

Dado un conjunto de datos linealmente independientes X € RXM
con c clases y m; muestras en la clase j, el espacio de caracteristicas
puede dividirse en c¢ subespacios diferencia e indiferencia.

El subespacio diferencia de cada clase B; es generado por (m; — 1)
vectores diferencia dados por xj — le- i =2,....m5, 7 = 1,2,....c
La primera muestra de cada clase es tomada como vector sustraendo y
su eleccién es arbitraria. La suma de los c¢ subespacios diferencia, B,

conforman el subespacio diferencia, Bx C R =9 "asociado a X [44].

Método de los k-vecinos mas proximos

El método de los k-vecinos mas préximos (K-NN) [36] es un clasifica-
dor supervisado que emplea alguna medida de distancia (normalmente es
la distancia euclidea) entre la muestra de test y k& muestras del conjunto
de entrenamiento, en un espacio de caracteristicas.

El método estima el valor de la probabilidad a posteriori de que un
elemento x pertenezca a la clase j. El elemento = se asigna a la clase j si
ésta es la clase més frecuente entre las k muestras de entrenamiento mas
cercanas.

Validacion cruzada con k—bloques

La validacién cruzada con k—bloques (k—jfold cross validation) es
uno, entre varios, de los métodos més populares que se utiliza para validar
un modelo generado a partir de un conjunto de datos o muestra. En este
método, el conjunto de datos original se divide en k submuestras (folds)
de (aproximadamente) igual tamano. La submuestra i, se utiliza para
validar los datos (conjunto de prueba), y las restantes (k—1) submuestras,
son empleadas en el entrenamiento [I01]. El proceso de validacién se
repite k veces (folds) con cada una de las k submuestras, usando una
para validar los datos. Los k resultados se promedian para obtener un
Unico resultado.
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A.2. Propiedades de los valores y vecto-
res propios

En diversos campos de la ingenieria y las matematicas surge el pro-
blema de calcular los valores escalares A, y los vectores v # 0, que satis-
facen

Av = v, (A1)
para la matriz cuadrada A.

Algunos de estos campos de aplicacién son:
= Ecuaciones diferenciales

= Estabilidad de sistemas lineales

= Diagonalizaciéon de matrices, ...

El problema planteado por la ecuacién tiene solucién si se
reescribe como:
(A=XHv=0
De este modo, el problema se transforma en el ya conocido sistema lineal
homogéneo Bv = 0, el cual tiene solucién tnica v = 0 cuando |B]| # 0,
que es el caso que no nos interesa.

El niimero \ se dice valor propio de A si y sdlo si
A=A =0
que es la ecuacion caracteristica de la matriz A.

Si A\ es un valor propio de A, y si v es el vector no nulo tal que
Av = M, entonces v se dice vector propio de A correspondiente al valor
propio A.

El conjunto de vectores propios v que satisfacen la ecuacién (A.1))
forman un subespacio de A llamado espacio propio correspondiente a
los valores propios A [102].

Algunas propiedades de los valores y vectores propios son:

1. n vectores propios distintos correspondientes a n valores propios
distintos de multiplicidad uno, constituyen una base del espacio
vectorial para la matriz A.

2. Si Ar son los valores propios de A, Ap son los valores propios
de A™. Ademds, A y A" tienen los mismos vectores propios. En
particular, si A # 0 es valor propio de A, entonces 1/X es valor
propio de A1,

3. El producto de los n valores propios de una matriz es igual a su

determinante.
n
Al =]]x
i=1
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4. La suma de los n valores propios de una matriz es igual a su traza.

t’l‘(A) = i Az

5. Dos matrices semejantes tienen la misma ecuacién caracteristica
y consecuentemente los mismos valores propios con igual multipli-
cidad.

6. Una matriz triangular tiene como valores propios los elementos de
la diagonal principal.
7. Una matriz simétrica de coeficientes reales posee valores propios

reales, y los vectores propios asociados a valores propios distintos
son ortogonales.

A.3. Subespacios

Operaciones entre subespacios

Sean 81 y 82 dos subespacios vectoriales de 8, se definen las siguientes
operaciones:

Uniodén: 8§ U8 = [I S S/.’L’ c8 1 Vzx €< 82]
en la gran mayoria de los casos la unién de dos subespacios no es
un subespacio de §, porque no se cumple con la ley de composiciéon
interna. Si pertenece de forma segura la unién a § en los casos en
que 87 este contenido en 82 o viceversa.

Interseccién: 81 N82 = [z €8/X € 81 Az € 8]
la interseccién de un nimero cualquiera de subespacios vectoriales
de un espacio vectorial 8 es, a su vez, un subespacio vectorial de
8.

Suma: 81 +8:=[z € 8/x = (z1+x2) Ax1 € 81 A2 € 8]
la suma de dos subespacios es un subespacio de 8.

Suma directa: si la interseccién entre 81 y 82 es el subespacio trivial
(es decir, el vector nulo), entonces a la suma se la llama suma
directa. Es decir que si 81 N 82 = {0} = 81 @ S2.

Subespacios ortogonales

Dos subespacios vectoriales 81 y 82 de un espacio vectorial § se dicen
ortogonales cuando todos los vectores de uno de ellos son ortogonales a
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todos los vectores del otro:
z -y = 0 para cualesquiera x € 81, y € 82

Subespacio complementario ortogonal

Dado un espacio vectorial § y un subconjunto 81 C §, se llama
subespacio ortogonal de 8; a:
8+ = {z € 8|z - v =0 para todo v € 81},

Se cumple que:

1. 8i es un espacio vectorial.
2. 8 C8 = 8 C8".

3. Si 8; es un subespacio vectorial, 81 y 8 son complementarios.

A.4. Eigendescomposicion desde una ma-
triz mas pequena

En el drea del reconocimiento de imédgenes la dimensionalidad de las
imédgenes es mucho mayor que el nimero de muestras disponibles para el
entrenamiento. Este hecho conlleva que las matrices de dispersién estén
definidas en un espacio de dimensién muy grande R%*?, lo cual impli-
ca que su eigendescomposicién (EVD) sea computacionalmente costosa.
Una solucién a este problema se muestra en [86].

Sea S = AAT € R**? alguna matriz de dispersién calculada a partir
del conjunto de entrenamiento X € R*M con M muestras de dimensién
d,d>MyA e R*M En los casos que nos interesan siempre se
podra descomponer S como (AAT), puesto que la matriz S es semi-
definida positiva.

La solucién propuesta por Murakami y Kumar en [86] considera los
vectores propios de una matriz de menor tamafio, como es (ATA) €
RM*M Un vector vy € R™ no nulo, es un vector propio de (ATA)
asociado al valor propio Ax # 0 € R si:

ATAvk = /\kvk (A2)
Multiplicando ambos lados de la ecuacién (A.2) por A, se obtiene
AAT Avy = N Awy

de donde, se deduce que (Avy) es el vector propio uy de (AAT) asociado
a )\k’~
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De este modo, los vectores propios ux de (AAT) se obtienen a partir
de los vectores propios vy de (ATA). Es decir,

uk:Avk, kZl,Q,...,M, (A3)

donde los valores propios de (AT A) son los mismos para (AAT).

El coste computacional mediante este procedimiento es de O (£(M>)+
dM?). Mientras que el coste computacional del método directo es de
O(£(d?)). £ es el ntimero de iteraciones requeridas para que el algoritmo
de eigendescomposicién converja.

A.5. Criterio de Fisher

Una de las medidas mas utilizadas en reconocimiento de patrones
para cuantificar la discriminacién entre diferentes clases de un conjunto
de datos es el criterio de Fisher, definido como:

[WT SpW|
W = argmaz —————- (A.4)
fwi=1 [WTSwW|
Sp € R4xd y Sw € R4*? son las matrices de dispersién inter e intra
clase del conjunto de entrenamiento, respectivamente. W es la matriz de
transformacién que maximiza (A.4)).

El criterio de Fisher es maximo cuando los vectores de la matriz de
transformacién, W, son los vectores propios de (S‘;,1 Se) |30, 15l 39, 12].

En tareas de reconocimiento de patrones, este criterio no puede apli-
carse directamente en casos donde la dimensién del espacio de muestras
es mayor al nimero de muestras en el conjunto de entrenamiento. Este
problema se conoce como el problema del tamano de muestras pequeno,
small sample size problem [39].

Muchos métodos se han propuesto para resolver este problema, al-
gunos de ellos estan en [108] 54, [77, [76] 24) 11| 131 23] 60l [61]. Liu et
al. [T, [76] modifican el criterio de fisher convencional por:

(WTSpW|
JW) = —r——+ A5
(W) [WTSrW| (A-5)
nombrado como el criterio de Fisher modificado. Este criterio modificado
emplea como divisor la matriz de dispersién total, St = S + Sw, en
lugar de Sw [T, [76].

Chen et al. [23] formulan una solucién donde (A.5) es maximo, a la
vez que Sw es minimizada mientras Sp es maximizada. Ellos primero
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proyectan el conjunto de entrenamiento en el espacio nulo N (Sw ). Lue-
go, los vectores propios correspondientes a los valores propios no nulos
de la matriz de dispersién intra-clase, en el espacio transformado, son
seleccionados como los vectores de proyeccién que conforman W.

De lo anterior, el criterio en (A.5) puede ser reescrito como:
W = argmaz |[W'SpW] (A.6)
[WT Sy W|=0

argmaz |[W' S W|
[WT Sy W|=0

El criterio dado en (A.6)), es conocido como el criterio de Fisher
basado en el espacio nulo [23], [13] [61].

A.6. Funciones kernel

Una funcién real definida sobre el producto cartesiano del espacio
de entrada R, que a cada pareja de elementos del espacio de entrada le
hace corresponder el producto escalar en F de sus respectivas imégenes
por la funcién ¢, se llama funcién kernel.

k(xi,%5) = ((x:), 9(x5))

Son kernels todas aquellas funciones k(x;, x;) que verifican el teorema
de Mercer [99], es decir, para las cuales

[ Kuxalge)asds > 0
Xi,X;j
para toda funcién g(-) de cuadrado integrable.

Entre las funciones kernel més comunes estéan:

Lineal k(xi,x5) = (Xi, X5)
Polinomial  k(x;,x;) = (x4,%;)"

T
Gaussiano  k(x;,x;) = exp (—%)
Sigmoide k(xi,x;) = tanh(7(x:,%x;) + 0)

donde 1, o, ,7 y ¢ son especificadas a priori por el usuario.
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Apéndice B

Descomposicion de la
matriz de dispersion
intra-clase

Sean X € R*M ¢ Y € R¥™¥ conjuntos de entrenamiento con las
mismas clases. Donde M = }7_, m;, N = 377_ nj, x; es la media de
la clase j en X e, y; es la media de la clase j en Y.

Las matrices de dispersién intra-clase de X e Y estdn dadas por

Sx DD —x) (5 — %)

j=1i=1

c Ny

2.2 —vi)"

j=11i=1

sy

Si Z es el conjunto de entrenamiento compuesto por X e Y. La matriz
de dispersién intra-clase de Z = [X Y], se define como

c (mj“’”j)

SE=3 3 @-un)E-2)" (B.1)

donde z; = ((m;njjnﬁ)q + <m;ﬁ:nj)yj) es la media de la clase j en Z.
La ecuacién (B.1)) se puede descomponer como:

SZ-ZZ = 25)( i‘*ZJ JFZZ = 25)( *ZJ)T

Jj=11i=1 Jj=11i=1

@ @
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B. Descomposicién de la matriz de
dispersion intra-clase

Donde @ y @), se simplifican como

. c M .
@. Z Z(x —2)GE =T = Y S — kg — ) (5 =k xg — )T
j=1i= j=1li=1
= ZZ xg = x5) (5 = x;) T
e AN O

+ (xj - Xj)(X]‘ - Zj)T + (X]‘ - z]-)(x; — Xj)T

+ 05— 2)) (x5 = 2) 7]

= S¥+0+ _ming —y)7T
¥ Z S )2( —vi) (x5 = yi)
e M L e M v .
@. (v; —2j)(v; —2j) = >3 —vit+yi — ) vty —75)
j=1i=1 j=1i=1

i Mj

[(yj - Yj>(Y; - Yj)T
T—

>

+ =y =2+ v — 2 =y )T

+(vj —2)(yj —2)7)
N e

2
m> nJ T
= SY+0+ _ —x;)(y; —x4)
Y Z (mj +ny )2( J J J
De este modo, S7 se redefine
S¥ = S¥4s¥
—~ ~~
< m.; n2 c m2n.;
+5° —0 -y — )T+ S (v —x) (v —x)T

j=1 (mj + ;)2 =1 (my +ny)?

ming

= SY+S¢y+ Z (x5 —yj)(x5 — }'j)T (B.2)

;=1 (mg +my)

Con S =J0J=[01J2...0) vy J; = 1/%( — y;) para todo
1=1,...,c

S7 =SXx+Sv +S
Por tanto, S7 se define en términos de las matrices de dispersién

intra-clase S¥ y Sy, ademds de un término S que relaciona las medias
del conjunto de entrenamiento anterior y el de actualizacion.

Si Y € RN contiene una muestra nueva de cada clase j, la matriz
de dispersién intra-clase de Z = [X Y] se puede escribir como:

SZ-ZZ = 2)( *ZJ +Z = 25)( '*Zj)T

Jj=11i=1

(6 @
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dispersion intra-clase

Simplificando
[ ) T CE i T
@'ZZ(X}*Zj)(X;*Z]’) = (X;*XJ‘ +Xjfzj)(x;~7x]' + x5 —25)
j=1i=1 j=1li=1
c My

= [<X17X]>(X 7’(])
4 .

<
Il
A
o
Il
A

+
2

= x5 = 2T 4 (x5 — 1) (5 = x)T

[

+ (x5 —z)(xj —2z) 7
—_—————

=S¥ +0+ > (x5 — ) (x5 —z;)T
j=1
El vector media de cada clase en Z se define por:

my 1
(m; + 1) (mJ + 1)

Z; =

donde (x; —z;) y (y] —z;), son

Xj—2z5 = Xj*( T+ ! yl')
(mj +1) (m; +1)77
= ﬁ(xj_}";)
in = - (Gt )
= )

De este modo, S7 se reescribe como

c ™My ) -
57 = 20 DG =X = %)
j=1li=1
m 2
+ I g =y =y T+ v —x)v; = x)7T
le(m,+1)2 3 vl =) le(m,+1)2 YT T
= SY+ -y —yDT (B.3)
JX:I(""JJFD / ! /
= s“’+JJ

donde J =[J; ... J.] para todo Jj:1/(m]+1)( —yj)-

Si las clases de Y € R¥*¥ difieren de las de X. El ndmero de clases
total en Z estd dado por ¢, = ¢z + ¢y. Y el nimero de muestras total es

— Ca . “y .
0=2 ;=1My +Z]’:1 nj.
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dispersion intra-clase

En este caso la matriz Sz se define como

§3 = S5 (@ —2)( —2)"

=1 i=1
cg ™My Cy My

= > G -x)E )T DD vy —v)T
Jj=11i=1 Jj=11i=1

= SY+5

En sintesis, la matriz de dispersion intra-clase del conjunto de entre-
namiento Z = [X Y] se ha descompuesto de tres formas diferentes segin
las caracteristicas de Y.

1. X e Y tienen las mismas clases

mjn
m; +ny)

T

S = SX+SY+Y. ( (5 —¥i) (x5 = v5)
=1

= Sy =S¢+Sy+J7

donde J = [J; J2...JC]ij:,/(nj;’fij)(xj—yj)Vj:L...,c.

2. Y tiene una muestra por clase

w w - m;
Sz Sx + Z m (x5 =y —y)"
j=1

S¥ 4+ 337

donde J = [J1 ... JC]ij:1/%(Xjfy})Vj:1,...,c.

3. X e Y tienen clases diferentes

Sz =S¥+ 5y
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Apéndice C

Teoremas

En este apéndice se presentan algunos teoremas empleados a lo largo
del documento.

El teorema [[| muestra que los vectores propios asociados a los valores
propios méas grandes de la matriz de dispersion total, son los vectores de
proyecciéon Optimos para calcular las componentes principales del con-
junto de entrenamiento.

El teorema [2| muestra que, la proyeccién de cualquier muestra del
conjunto de entrenamiento de la clase j en el espacio nulo de su matriz
de dispersién intra-clase genera un dnico vector.

El teorema demuestra que, si 81 + 382 es un subespacio suma directa
de 8 entonces, una base de la suma directa es la unién de las bases de 81
y 82.

El teorema [ afirma que, la interseccién de subespacios definidos
por matrices de dispersiéon semidefinidas positivas es igual al subespacio
definido por la suma de las matrices de dispersién.

El teorema [5| prueba que, los vectores comunes calculados a partir
de subespacios diferencia son independientes de la seleccion del vector
sustraendo.

El teorema [f] muestra que, el subespacio nulo de la matriz de dis-
persion intra-clase y el subespacio indiferencia son el mismo subespacio.
A si mismo, el subespacio rango de la matriz de dispersién intra-clase es
idéntico al subespacio diferencia del mismo conjunto de entrenamiento.

El teoremam muestra que las matrices de proyeccién a los subespacios
N(Sr) y R(Sw) conmutan.

Finalmente, el teorema muestra que el subespacio diferencia de Y
respecto a X se puede calcular a partir de cualquier muestra de X que
pertenezca a la misma clase en Y.
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Teorema 1 Ei conjunto de vectores que mazimizan el criterio:

Wpea = argmaz|W' SpW| (C.1)
lwl=1
son los wvectores propios asociados a los valores propios no nulos de la

matriz de dispersion total, St, del conjunto de entrenamiento ([4)], pdg.
109).

Prueba. Para un vector w, el problema consiste en maximizar
(wTSrw), donde w'w = 1. El método habitual para maximizar una
funcién sujeta a restricciones es el método de los multiplicadores de La-
grange. Derivando el Lagrangiano correspondiente a la ecuacién
respecto a w

L(w,\) =w' Srw — A(w’ w —1)

e igualando la derivada a 0, tenemos

m = 25w —2\w =0
ow
(St —AX)w = 0 (C.2)

donde (C.2)) es un sistema lineal de ecuaciones.

Para que el sistema tenga una solucién distinta de 0 la matriz (St —
AI) tiene que ser singular. Esto implica que el determinante debe ser
igual a cero:
|St—AI| =0

De las propiedades de los valores y vectores propios (apéndice|A.2)), \ es
un valor propio de Sr.

Desde la ecuacién (|C.2))
Srw = AMw

tal que, w? Srw = wT Mw = AwT w.

Usando el hecho que wlw =1
wl Srw = A (C.3)

se obtiene que la dispersiéon es méaxima cuando w es el vector propio
asociado al valor propio més grande de St.

Finalmente Wpyeq = [W1 wa .. .WT] S Rde’ son los vectores propios
asociados a los valores propios no nulos (organizados en orden decrecien-
te) de St ([4], pag. 109).

Teorema 2 Sea la matriz U € Rdxn, una matriz compuesta por n
vectores ortonormales que generan el espacio nulo de la matriz de dis-
persién intra-clase, Sy, de un conjunto de entrenamiento X € RI*M,
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M = Z;:I m; es el numero de muestras de entrenamiento y c es el
nimero de clases.

La proyeccion de cualquier muestra, x;, de la clase j en el espacio
nulo de Sw, genera un unico vector x.,,

) 7 .
i i - )
Xew = UU x;, 1=1,...,my

Prueba. Por definicién, un vector ux € R? esté en el espacio nulo
de Sw si:
&yuk::O
paratodok =r+1,...,d. Con r como el rango de S,y n = d—r como
la dimensién del espacio nulo de Sy .

Sea x; el vector media de la clase j, D; € R™*™ es una matriz
. —1 . .
con todos sus elementos iguales a m; ~, y X; € RY*™i es la matriz con

todas las muestras xé de la clase j.
La matriz de dispersién intra-clase de X se define como

c My c
Sw=>_ > 05 —x)0x5 —x)" =D (Xj = X;D;)(X; — X;D;)"
j=1i=1 j=1

Multiplicando ambos lados de Swuy, = 0 por ul, se obtiene
> uik X;(I; = Dy)(I; — Dy) X ue = Y [[(1; — D)X ug|* = 0
j=1 j=1

donde I; € R™i*™i es la matriz identidad, y || - || denota la norma
euclidea.
Entonces (I; — D;)X] u, =0,

XTur = D;XJug
X;-Tuk = XjTuk (C4)

i

7 en el espacio nulo de Sw proporciona el vector

La proyeccién de x
comun x7,

d
ng - Z <X;'7uk>uk
k=r+1
De la ecuacién (C.4)
_ d
Xl = > (g, u)uk
k=r+1

Por tanto el vector comtn x7, es independiente del subindice 7 [44].
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Teorema 3 Sea S1,...,8, una coleccion finita de subespacios de un
espacio 8 con bases Bi,. .., By, respectivamente. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. §=816...08,.
2. |J!_, Bi es una base de 8 y 8;(8; = {0} para cada i # j.

Prueba : Puesto que 8; (32,4, 8;) = {0}, entonces §;NS; =
{0} para cada i # j, y en consecuencia, B; N B; = 0 para cada i # j.
Puesto que 8 = 81+ ...+ 8, y B; es una base para 8;, entonces es claro
que Uj; B; es un sistema de generadores para §.

Sea p1,...,pr un subconjunto finito de U;_, B; y as, .. ., ai escalares
tales que ai1p1 + ... + arpr = 0, entonces adicionando sumandos nulos
mediante coeficientes nulos se puede escribir esta ecuacion, sin pérdida
de generalidad, en grupos de sumandos de tal forma que los primeros
sumandos sean de 81, los siguientes sean de 82, etc, y los tltimos sean de
8y. Pero de acuerdo con la hipétesis|l} el vector nulo solo es representable
mediante sumandos nulos, por lo tanto, cada grupo de sumandos es nulo
y, puesto que en cada grupo aparecen combinaciones lineales de vectores
linealmente independientes, entonces todos los coeficientes a; son nulos.

: Puesto que Uj_, B; es una base de §, entonces
8 =span{Ni=1B;} =81+ ...+ 8»

Si ahora {0} = s1 + ...+ sn, con s; € 8;, entonces se puede representar
cada s; como combinacién lineal de los vectores de B; de tal forma que se
obtiene una combinacién lineal de vectores de U; B;; teniendo en cuenta
que B; N B; = 0 para cada i # j, entonces en esta ultima representacién
no hay sumandos repetidos, lo cual, combinado con la hipdtesis de que
Uj=,B; es una base para 8 se obtiene que todos los sumandos en tal
representacién son nulos, es decir, cada s; es nulo. Esto completa la
prueba de 1] [7].

Teorema 4 Sean Si,...,S. matrices de dispersién semidefinidas po-
sitivas. Luego,

N(Si+...+5) = O N(S)

Prueba. Un vector ux, € R? estd en el espacio nulo de (S1 +. ..+ 5S.)
si
(.5‘1+...+Sc)uk =0
Donde uf (81 +...4 Se)ur = uf Srug +. .. +uf Seur = 0,y up € N(S1+
...+ 8.) siy solo si uf Sjur = 0, para todo 5 = 1,...,c. O de forma
equivalente, uy € vrcﬁl./\/'(Sj) [22].
j=
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Teorema 5 El vector comin xk,, es independiente de la seleccion del
vector sustraendo en B.

2 1
B = span{x] —xi ... X
le- puede ser cualquier elemento que pertenece a la clase j.

Prueba. Sea b; € B, donde b; = x§~ — x;, y {01,02,...,0(0—c)} es
una base de B. b} se expresa en la base como

by = (b},00)01 + (b, 02005 + -+ (%, Oar— o)) 0 —e)
io= (G x5, 000+ (X — X5, 0—0) )0 —e)

I
"
|

De este modo

xby = X5 —[(x5,00)01 + -+ (x5, 00— 0ai—0)]
= x5 = 105,001+ + {5, 00r-0)0u 0] (C:5)
Es claro que x§- puede ser cualquier elemento de la clase j, donde ¢ =

1,...,m;. A si mismo, x?, es independiente de la seleccién del vector
sustraendo [45].

Teorema 6 Sean R(Sw) y N(Sw) el espacio rango y nulo de la
matriz de dispersion Sw, respectivamente.

c Mmy

Sw = > (x5 —x5)(x5 —x;)"

j=1i=1
Bt es el complemento ortonormal del subespacio diferencia B. Luego,
N(Sw) = B*
R(Sw) = B

Prueba. La matriz de dispersién intra-clase Sy se puede escribir
como:

1 .2 m 1 .2 me1T T
Sw =[a; a7 -+ ac ]la; a7 -+ alc]” = AA
donde A = [a} a --- aT], y a; = X; —x; para todo i = 1,...,my,
j=1,...,c. x; representa el vector media de la clase j.

Sea uy un vector propio asociado a un valor propio nulo de Sw,
Swur, =0, o  AATw =0, Ve=r+1,...,d

Multiplicando la ecuacién anterior por u, se obtiene que uf AATu, = 0.
Con ||ATug|| igual a 0.
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Por lo tanto:
a;-Tuk = 0
(X;- —x)'u = 0
donde (x} —x;) € B.Y entonces u;_LB, lo cual es equivalente a u; € B*.

El conjunto de vectores propios, ug, asociados a los valores propios
nulos de Sw son una base del espacio nulo N'(Sw), luego

N(Sw) c B* (C.6)
A si N(Sw) es un subconjunto de B*.

Si 6 € BJ‘, consecuentemente 05 L B. De esta forma

<X§- —le-,ﬁk > = 0
<X§- —x5,0k> = 0
para todo k= (M —¢c)+1,...,d.
Entonces
c Mmj
Sw Ok DD IS = xi) (5 —x5)" 0]
j=1i=1
c My ) )
= > DI —x5) < x5 — x5, 0k >]
j=1i=1
= 0
tal que 0, € N(Sw), y
B ¢ N(Sw) (C.7)

B! es un subconjunto de N (Sw ).

Desde las ecuaciones (C.6) y (C.7)), se concluye que
N(Sw) =B"* (C.8)

La matriz Sw se puede escribir como:
(&
Sw =5
j=1

m4 i i . . .z
donde cada S; = 3.7 (x) — x;)(x% — x;)”, es una matriz de dispersién
semidefinida positiva.

Desde el teorema [4 y dado que R(Sw) y N (Sw) son subespacios
complementarios

R(Sw) = R(Si+...+5)

NS+ ... +8)*t = (
NS+ ..+ VSt
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De la ecuacién
N(S)+ oo +N(Se) =B + ... +Bo
donde B = (BH)*
RSG1+ ... +8)=B1+ ... + B

Finalmente

N(Sw) = B*
R(Sw) = B

Para mas detalles ver [44] [45].

Teorema 7 Sean P™ y P® matrices de proyeccion a los subespacios
N(St) y R(Sw), respectivamente. Luego, P® 4y P® conmutan

POP®E _ p@pl)

Prueba. Dado que St = Sg + Sw. El espacio nulo de St se puede
definir como

N(Sr) = N(SB+ Sw)

y en particular, N'(S7) C N(Sw).

Desde lo anterior y con el hecho que N (Sw)LR(Sw), se muestra
que

N(Sr)LR(Sw)

Si PM y P son las matrices de proyeccién a los subespacios N(S7)
y R(Sw), respectivamente. Luego, (I—PM)I-P@) =0y 1-P@)(1-
Py = 0.

I-PMI1-P?) = 1-P)a1-PM)=0
I—PD _p® _pWp®@ _ _p®@ _pl) _p@pH)

lo cual implica PWP® = pApW [47].

Teorema 8 El vector sustraendo de la clase j para calcular el subes-
pacio diferencia de Y respecto a X puede ser cualquier elemento de la
clase j en X. Donde el conjunto de datos X e Y representan las mimas
clases.

By — 1 i 2 i 1 i 2 i ne i
Yx—Span{}’1_X1,Y1—X1»---7YQ—X2,YQ—XQ,---7YC _Xc}
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Prueba. Sea By, el subespacio diferencia de Y respecto a X, defi-
nido como
B _ 1 12 1 1 12 1 ne 1
Yz - Span{}’1—X17Y1—X17~~~7Y2—X27Y2—X27~~~,yc _Xc} o,
_ 1 2 1 2 ne
- Spa’n{yl — X1, Y1 = X1y-.-5¥Y2 — X2, Y2 — X2, Ye _XC}

Una base ortonormal v de By, , que sea ortogonal a la base U de Bx, se
obtiene a partir de una base ortonormal de la proyeccién de By, en el
subespacio indiferencia de X.

v = orth (UUT Byi) = orth ((I —uu”) Bym)

Donde,
(v; —xj) —UUT(y; —xj) =vy; —UU"y; —xi,
i T, i i i j
(v; —x5) —=UU'(vj —x;) =y;—UUTy; —x,
coni=1,...,n;yj=1,...,c.

Ya que la proyeccién de los vectores diferencia de Y es independiente
de la seleccién del vector sustraendo en Bx, podemos definir el subespacio
diferencia By, a partir de usar como vector sustraendo de la clase j
cualquier muestra de la misma clase en X [2§].
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Apéndice D

Bases de datos

Aqui se describen las bases de datos empleadas en la validacién
empirica de los métodos propuestos. Todas la bases de datos son de
imégenes y estan publicamente disponibles. Las bases de datos se divi-
den en tres grupos principales que son de rostros [, de objetos [§D.2]
y de digitos escritos a mano [ Todas las iméagenes estan normaliza-
das a niveles de gris en el rango de [0 1]. Ademds, las bases de datos de
rostros se han alineado respecto al centro de los ojos y de la boca.

D.1. Bases de datos de rostros

Cmu-Pie

Cmu-Pie es un subconjunto de la base de datos de rostros CMU-
PIE (Pose, Illumination, and Expression [I07]). Este base de datos tiene
imagenes de 68 personas, y de cada persona hay 56 imédgenes con ex-
presién neutra. De las 56 imagenes por persona, 13 presentan cambios
de pose desde la derecha a la izquierda. Las 43 iméagenes restantes son
imégenes frontales que tienen condiciones de luz diferentes. Las image-
nes de tamafo original 486x640 han sido escaladas a una resolucién de
120x160. La figura [D.1] muestra las imdgenes normalizadas y centradas
de un sujeto en Cmu-Pie.
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D. Bases de datos

Figura D.1: Muestras de una clase de la base de datos Cmu-Pie.

ORL

La base de datos ORL es un conjunto de imagenes tomadas entre
1992 y 1994 en los Laboratorios AT&T de la Universidad de Cambridge,
UK. [94]. En esta base de datos hay imégenes de 40 personas diferentes,
de cada persona hay 10 imagenes que presentan cambios de expresién
facial (ojos abiertos/cerrados, sonriente/serio), pose y algunos detalles
faciales (con gafas/sin gafas). Todas las imdgenes se tomaron con un
fondo homogéneo, en posicién frontal y algunas con ciertas variaciones en
el dngulo de la cara. El tamafo de cada imagen es de 92x 112 pixeles. En
la siguiente figura se muestra una imagen de cada uno de los individuos
de la base de datos ORL.

Figura D.2: Una imagen de cada uno de los individuos de la base
de datos ORL.

AR

La base de datos de rostros AR Face [83] fue creado por Aleix
Martinez y Roberto Benavente en el Centro de Visiéon por Computador
(CVC) de la UAB. Esta contiene més de 4.000 imégenes que correspon-
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den a los rostros de 126 personas. Los rostros estdn en posicién frontal
y presentan diferentes expresiones faciales, condiciones de iluminacién y
oclusiones (gafas de sol y bufanda). Las imagenes fueron tomas en dos
sesiones, separadas por dos semanas (14 dias) de tiempo. Las mismas
imégenes se tomaron en las dos sesiones. En nuestra experimentacién
usamos 700 imagenes de 50 individuos, donde cada individuo tiene 14
imdgenes. Concretamente, estas 14 imédgenes corresponden a las image-
nes (a)—(g) y (n)—(t) de la base de datos original. La resolucién de cada
imagen es de 222x299. La figura[D.3] muestra una imagen de algunos de
los 50 individuos.

Figura D.3: Algunas imégenes de la base de datos AR.

AR NG

AR NG es una base de datos de imégenes de rostros en niveles de gris
que se originé al seleccionar 20 clases de la base de datos AR Face [83]. De
cada clase se escogieron 14 muestras sin oclusiones que se normalizaron
y se les anadié ruido gaussiano con valores de varianza de 0, 0.02, 0.04,
0.06 y 0.08. Las imagenes con ruido gaussiano se generan a partir de las
14 im&genes originales de cada sujeto, obteniendo 70 muestras por cada
una de las 20 clases (individuos). Por lo tanto, 14 imdgenes son originales
y 56 (14 x 4) imégenes tienen ruido gaussiano. Las imégenes de tamano
inicial 768x576 fueron reducidas a un tamafio de 40x40. La figura [D-4]
ensena la degradacién de las muestras en AR NG.

ALL NG

La base ALL NG resulta de la eleccién aleatoria de 10 muestras
sin oclusiones por clase de las bases de rostros AR Face [83], ORL [94],
Yale [40] y Umist [IT5], obteniendo 95 clases. Cada clase de ALL NG tiene
50 muestras, de las cuales 10 no presentan ruido anadido y 40 presentan
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Figura D.4: Ejemplo de la degradacién de las imdgenes en la base
de rostros AR NG, para algunos sujetos. El ruido anadido es de
tipo gaussiano con valores de varianza de 0, 0.02, 0.04, 0.06 y 0.08,
respectivamente.

ruido gaussiano anadido (generadas a partir de las 10 imdgenes originales
normalizadas de cada sujeto). Las caracteristicas del ruido anadido son
idénticas a las de AR NG. La resolucién de las imagenes es de 40x40 y
presentan cambios de expresién, iluminacién, pose y ruido.

D.2. Bases de datos de objetos

Las bases de datos de objetos utilizadas en nuestra experimentacién
se generan a partir de Coil-100 [87]. La base de datos Coil-100 (Columbia
Object Image Library) contiene imdgenes de 100 objetos de apariencia
y geometria diferentes. Las imagenes de los objetos fueron tomadas a
intervalos de 5 grados desde 0 a 355, por lo cual hay 72 poses por objeto.
Todas las imagenes tienen un tamano de 128x128.

Coil-40/30

Coil-40/30 es una base de datos de objetos en niveles de gris que
procede de Coil-100 [87], y estd constituida por 40 clases seleccionadas
al azar entre las 100 clases de la base de datos original. Por cada clase
hay 30 iméagenes seleccionadas aleatoriamente entre las 72 originales. Las
imégenes de tamafio inicial 128x128 son reducidas a un tamaiio de 40x40.
La ﬁgura muestra un objeto por clase de la base de datos Coil-40/30.
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Figura D.5: Clases de la base de datos Coil-40/30.

Coil-20

La base Coil-20 posee imdgenes en niveles de gris de 20 objetos. Las
imégenes de los objetos fueron tomadas a intervalos de 5 grados desde 0
a 355, por lo cual hay 72 poses por objeto. Los objetos en Coil-20 son los
que presentan una geometria mas compleja dentro de la base de datos
Coil-100 [88]. La figura [D.6] muestra un objeto por clase de Coil-20.

Figura D.6: Clases de la base de datos Coil-20
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D.3. Base de datos de digitos escritos a
mano
Mnist

Mnist [72] es una base de datos de digitos de 0 a 9 escritos a mano,
que es un subconjunto de la base de datos Nist32 (disponible en prtools
[109]). Las imagenes originales son binarias y se han convertido a niveles
de gris a partir de la transformacién de distancia continua descrita en
[5]. En cada una de las 10 clases de Mnist hay 100 muestras que han sido
seleccionadas al azar desde las imdgenes de Nist32. Cada imagen es de
tamafio 32x32. Algunas de las imédgenes de la base de datos se muestran

en la figura [D:7}

Figura D.7: Imagenes de la base de datos Mnist.

Usps

Usps es un subconjunto de la base de datos descrita en [58]. Usps
esta formada por imdagenes de digitos de 0 a 9 escritos a mano, con una
resolucién de 16x16 pixeles. En cada clase de Usps hay 25 imagenes del
digito. Las imégenes se han modificado con transformacién de distancia
continua descrita en [5]. La ﬁgura presenta muestras de Usps.

Figura D.8: Imégenes de la base de datos Usps.

152



Apéndice E

Resultados numéricos

Se presentan los resultados numéricos de la validacién de los algorit-
mos IDCV-EVD/GSO/0 y IRDCV, respecto a nuevas muestras y nuevas
clases, segun sea el caso.

En las siguientes tablas, y a menos que se diga lo contrario, (1—e) es
la tasa de acierto del algoritmo con aprendizaje por lotes, y es idéntica
a la del algoritmo incremental. CPU(seg.) es el tiempo que emplea el
método con aprendizaje por lotes en el entrenamiento. (CPU %) es el
coste del método incremental respecto al algoritmo por lotes. EI modelo
inicial se obtiene a partir del algoritmo base original.

En las tablas que muestran los resultados de los algoritmos incre-
mentales respecto a nuevas muestras de entrenamiento, m; y n; son el
ntmero de muestras de entrenamiento en el aprendizaje por lotes e incre-
mental, respectivamente. Cuando las tablas muestran los resultados de
los algoritmos incrementales respecto a nuevas clases de entrenamiento,
¢z y ¢y son el nimero de clases en el entrenamiento por lotes e incremen-
tal, respectivamente.

E.1. Validacion IDCV-EVD

Las tablas y muestran los resultados de la valida-
cién del método IDCV-EVD respecto a DCV-EVD, en el caso de nuevas
muestras de entrenamiento, para las bases de datos Cmu-Pie, Coil-20,
Mnist y Usps, respectivamente. Las tablas y muestran los resul-
tados de la validacién del método IDCV-EVD cuando nuevas clases se
incorporan a la base de conocimiento de AR y ORL, respectivamente.
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Tabla E.1: Aprendizaje incremental en la base de datos Cmu-Pie,
para muestras.

Cmu-Pie, IDCV-EVD
m n; =1 n; =2, CPU n; =3, CPU n]:4,CPU n; =5 CPU
J[ (T =e) [ CPU(seg.) | CPU% | seg. % seg. % seg. % seg. %
8 0.72 9.87 9.53 9.11 9.36 9.50
9 0.74 11.75 12.33
10 0.75 14.74 9.58 14.07 39.62
11 0.76 16.30 9.04 15.54 47.59
12 0.76 19.23 7.92 18.64 29.35 17.93 54.36
13 0.77 21.18 7.27 20.17 64.13
14 0.77 23.92 6.79 23.78 22.95 23.23 33.77
15 0.78 27.40 5.95
16 0.78 29.67 5.62 28.79 19.48 28.81 35.62
17 0.78 31.64 5.31 31.95 25.56
18 0.78 35.30 4.83 35.82 16.29 35.70 35.81
19 0.79 39.25 4.48
20 0.79 43.21 4.22 44.50 13.50 43.31 19.09 43.31 24.36
21 0.79 49.13 3.92
22 0.79 54.03 3.60 51.71 11.90
23 0.79 58.96 3.37 57.59 14.69 57.89 24.44
24 0.79 62.90 3.11 61.97 9.88 63.27 17.69
25 0.79 68.11 3.01
26 0.80 75.78 2.81 75.17 8.55 72.51 12.38
27 0.79 81.06 2.64
28 0.80 89.95 2.42 87.97 7.53 86.74 13.11 86.69 16.85
29 0.80 96.16 2.33 94.80 9.79
30 0.80 104.52 2.16 102.69 6.56
31 0.80 112.73 2.06
32 0.80 121.57 1.97 117.79 5.88 117.94 7.96 116.95 10.15
33 0.80 126.66 1.94 125.88 12.49
34 0.80 136.02 1.85 135.00 5.21
35 0.80 146.20 1.66 143.39 6.73
36 0.80 161.15 1.53 156.80 4.52 155.33 8.18
37 0.80 167.05 1.55
38 0.80 179.27 1.48 182.49 4.19 175.25 5.69 180.78 8.81
39 0.80 192.39 1.43
40 0.80 201.73 1.36 208.25 3.65 207.14 6.32
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Tabla E.2: Aprendizaje incremental de la base de datos Coil-20,
para muestras.

Coil-20, IDCV-EVD
- n; =1 n; =2, 0PU | n; =3, CPU | n; =4, 0OPU | n; =5, CPU
I @ —e) [ CPU(scg) | CPU% | scg. % seg. % s 5 seg. %
1| 091 T.94 T8I 176 2.07 1.89
12 0.92 2.14 10.01
13 0.92 2.37 9.77 2.16 31.93
14| 092 2.40 9.52 2.45 | 44.53
15| 0.93 2.8 1020 | 276 | 24.04 2.84 | 63.00
16 | 0.93 3.01 9.79 2.83 | 78.09
17 0.93 9.11 3.31 21.32 3.32 34.96
18 0.93 8.77
19| 0.94 8.17 3.69 | 19.52 3.85 | 47.43
20 | 0.94 8.24 4.01 | 30.26
21 | 0.94 7.51 4.28 | 16.82 4.20 | 57.04
22 | 0.95 7.33
23 0.95 7.30 4.99 14.36 4.88 25.38 5.19 36.09
24| 0.95 7.16
25 | 0.95 6.69 5.54 | 13.17
26 | 0.95 6.37 5.93 | 21.48 6.08 | 44.48
27 | 0.95 6.00 6.70 | 11.00 6.62 | 28.56
28 0.96 6.11
29 | 0.96 6.08 6.99 | 1168 | 6.95 | 18.15
30 | 0.96 5.71
31| 0.96 5.36 7.99 | 9.742 8.42 | 23.58 | 8.16 | 30.98
32 | 0.96 5.38 8.27 | 16.06
33 0.96 5.29 8.92 8.94
34| 0.96 5.16
35 | 0.96 4.99 10.25 | 8.05 | 9.86 | 13.75 | 9.73 | 20.37
36 | 0.96 10.36 4.75 10.44 | 25.27
37 | 0.96 10.73 4.73 10.87 | 7.70
38 | 0.97 11.38 4.44 11.28 | 12.05
39 | 0.97 1171 4.39 1175 | 7.3 1245 | 15.94
40 | 097 12.56 4.05
41 0.97 13.19 4.19 12.98 6.84 13.29 10.68 12.79 21.48
42 0.97 13.87 3.94
43| 097 14.47 3.83 13.96 | 5.98 13.69 | 15.14
44 | 097 15.36 3.71 14.66 | 10.12
45 | 097 15.78 3.62 15.38 | 5.44
46 | 0.98 16.63 3.55 16.17 | 17.00
47 0.98 17.34 3.55 17.03 5.40 17.08 8.54 16.96 12.58
48 | 0.98 17.74 3.46
49 | 0.98 18.90 3.35 18.68 | 4.86
50 | 0.98 19.62 3.16 19.13 | 7.61
51 0.98 20.43 3.11 20.04 4.65 19.74 10.79 20.52 14.96
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Tabla E.3: Aprendizaje incremental de la base de datos Mnist,
para muestras.

Mnist, IDCV-EVD
- n; =1 n, =4, CPU | n; =7, CPU [ n; =10, CPU | n; = 13, CPU
i (T=e) [ CPUGeg) | CPU% | seg. % | g T e % Sog. %
15 0.88 0.10 0.10 0.09 0 0.11 0.11
16 0.88 0.10 15.84
17 0.88 0.11 13.97
18 0.89 0.12 12.50
19 0.89 0.12 17.06 0.14 35.29
20 0.90 0.14 13.80
21 0.89 0.15 11.01
22 0.89 0.17 16.52 0.16 45.47
23 0.89 0.19 12.73 0.19 23.84
24 0.90 0.20 9.95
25 0.90 0.22 12.82 0.23 64.11
26 0.90 0.24 8.66
27 0.90 0.27 8.49 0.28 17.78
28 0.90 0.29 9.16 0.31 72.74
29 0.90 0.31 5.92 0.29 27.95
30 0.90 0.35 5.16
31 0.90 0.35 6.71 0.35 14.15
32 0.90 0.37 5.04
33 0.90 0.42 5.48
34 0.90 0.46 4.55
35 0.90 0.50 6.09 0.50 11.26 0.47 31.23
36 0.90 0.48 17.36
37 0.90
38 0.90
39 0.90 0.66 8.70
40 0.90
41 0.91 0.75 30.37
42 0.91
43 0.90 0.87 6.81 0.78 11.23
44 0.91
45 0.90 0.92 17.59
46 0.91
47 0.91 1.04 6.47
48 0.91
49 0.90
50 0.90 1.22 7.61
51 0.90 1.31 4.56
52 0.90
53 0.90
54 0.90 1.50 15.60
55 0.90 1.61 4.47 1.62 11.32
56 0.90
57 0.90 1.75 5.39
58 0.90 .
59 0.90 1. 1.88 3.89
60 0.88 1.
61 0.88 1.
62 0.88 1.
63 0.87 1. 2.29 3.95
64 0.87 1.49 2.44 4.13
65 0.87 1.41 2.39 8.46
66 0.87 1.30
67 0.86 1.26 2.80 3.01 2.56 9.53
68 0.85 1.28
69 0.85 1.20
70 0.85 1.50
71 0.85 1.24 3.20 2.38 3.09 3.14
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Tabla E.4: Aprendizaje incremental de la base de datos Usps, para

muestras.
Usps, IDCV-EVD
. n; =1 n; =2, CPU | n; =3, CPU | n; =4, CPU
I[(T—e) [ CPU(seg) | CPU% | seg. % seg. % seg. %
7 0.77 0.03 0.02 0.02 0.02
8 0.82 0.03 12.67
9 0.80 0.03 12.60 0.02 53.33
10 0.82 0.03 6.49 0.03 61.78
11 0.83 0.04 9.59 0.03 47.72 0.03 75.36
12 0.82 0.04 7.54 0.04 68.83
13 0.80 0.04 6.66 0.04 34.97 0.05 42.11
14 0.81 0.05 4.80
15 0.78 0.06 4.72 0.05 29.08 0.05 46.71
16 0.78 0.07 5.44 0.06 32.89
17 0.77 0.07 5.20 0.07 22.41 0.08 39.99
18 0.75 0.08 4.59
19 0.73 0.09 2.59 0.08 17.28 0.10 21.52 0.09 27.73
20 0.70 0.10 3.10
21 0.65 0.11 3.43 0.09 14.49
22 0.60 0.13 3.09 0.12 19.04 0.13 27.46

Tabla E.5: Aprendizaje
nuevas clases.

incremental de la base de datos AR, con

AR, IDCV-EVD
=3 oy = oy =

o ~PU 9 CPU U CPU S— CPU S—

(1-e) CPU% | (1=e) | (o | OPU% | (1=e) | (o) | CPU% | (1—¢) | (o | CPU%
26 | 0.98 0.98 817 0.97 8.58 0.97 776
27 | 0.98
28 | 0.98
29 | 0.98 0.98 9.97 16.90
30 | 098
31| 098
32 | 098 0.98 11.27 | 15.90 0.97 1155 | 36.35
33| 098
34 | 0.97 0.98 12.23 | 49.67
35 | 0.98 0.97 13.22 | 13.69
36 | 0.98
37 | 0.98
38 | 0.98 0.97 15.28 | 1191 0.97 15.62 | 29.04
39 | 098
40 | 098
41| 098 0.97 17.11 1111
42 | 098 0.98 1744 | 35.62
43 | 098
44 0.98 0.97 19.46 10.23 0.98 20.52 22.34
45 | 0.97
46 | 0.97
47 | 0.97 0.97 21.62 9.40
a8 | 097
49 | 0.97
50 | 0.97 0.97 24.27 8.61 0.97 26.78 | 17.29 0.97 23.05 | 28.08
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Tabla E.6: Aprendizaje incremental de la base de datos ORL, con
nuevas clases.

ORL, IDCV-EVD
= = o=
ca cPu% | - | PV T crun | 1—e | SFU [ crun | a-e | PV [ crun
(seg.) (seg.) (seg.)
16 0985 | 0.40 099 | 0.40 099 | 039
17 12.15
18 12.61
19 11.27 0.98 0.55 24.23
20 11.51
21 11.01
22 9.16 0.98 0.65 20.05 0.98 0.68 43.89
23 9.82
24 9.93 0.98 0.80 56.41
25 8.8 0.98 | 0.80 19.28
26 7.61
27 7.30
28 8.41 0.98 0.96 15.03 0.97 0.95 31.14
29 6.76
30 8.12
31 7.00 0.98 1.07 14.41
32 6.47 0.98 1.12 40.60
33 6.31
34 0.98 1.27 12.47 0.97 1.29 24.84
35
36 5.46
37 5.51 0.98 1.46 10.31
38 5.31
39 4.67
40 5.18 0.98 1.66 9.98 0.97 1.70 20.47 0.98 1.63 31.01
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E.2. Validacion IDCV-GSO

Las tablas @ y muestran los resultados de la valida-
cién del método IDCV-GSO respecto DCV-GSO, para nuevas muestras

de entrenamiento en las bases de datos Cmu-Pie, Coil-20, Mnist y Usps,
respectivamente. Las tablasymuestran los resultados de la va-
lidacién respecto a nuevas clases de entrenamiento, en las bases de datos
AR y ORL, respectivamente. La tasa de acierto del los métodos basados
en GSO es idéntica a la tasa de acierto de los método basados en EVD.

Tabla E.7: Aprendizaje incremental en la base de datos Cmu-Pie,
para muestras, a partir de IDCV-GSO.

Cmu-Pie, IDCV-GSO
" n, =2, CPU n; =3, CPU n, =4, CPU n; =5, CPU
'»7 seg. o seg. % seg. o seg. %
8 38.01 37.47 36.01 38.64
9
10 60.31 36.68
11 74.78 52.61
12 90.94 30.55 88.91 58.45
13 113.16 65.83
14 123.19 27.88 128.43 38.29
15
16 160.88 24.56 168.40 45.99
17 194.05 30.93
18 218.22 20.85 211.45 50.14
19
20 274.20 18.03 278.44 27.27 273.36 35.43
21 .6
22 .9 341.55 17.32
23 . 366.01 23.38 377.14 38.31
24 B 426.93 15.43 389.07 31.62
25 .
26 o 489.73 13.89 473.87 20.87
27 .
28 . 533.57 14.06 534.47 27.13 555.68 33.18
29 . 594.86 19.24
30 . 616.42 12.77
31 .
32 . 700.70 11.66 718.93 17.62 694.26 24.60
33 . 785.20 28.46
34 5.7 793.26 11.22
35 5.6 842.24 16.38
36 5.5 895.86 10.27 881.70 22.20
37 5.22
38 5.11 970.63 10.44 1017.69 14.70 1053.09 24.87
39 4.87
40 1107.53 4.79 1061.63 9.70 1084.93 19.47
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Tabla E.8: Aprendizaje incremental en la base de datos Coil-20,
para muestras, a partir de IDCV-GSO.

Coil-20, IDCV-GSO
- n =1 n; =2, CPU n; =3, 0PU n, =4, CPU n; =5, CPU
i ["CPU(seg) | CPU% seg. % seg. % seg. % seg. %
11 4.86 4.98 5.27 5.03 5.00
12 5.99 17.06
13 7.07 16.40 7.05 30.52
14 9.30 13.02 9.94 34.02
15 11.34 11.71 10.94 24.40 11.16 43.98
16 12.67 11.30 12.02 50.95
17 14.52 10.53 14.62 19.84 14.67 28.84
18 16.16 10.33
19 18.19 9.67 17.58 19.19 17.89 34.17
20 20.63 9.13 19.83 25.53
21 22.11 8.72 22.16 16.66 21.37 36.96
22 23.81 8.71
23 27.22 8.11 26.78 15.25 27.42 21.08 26.38 28.13
24 28.01 7.93
25 31.13 7.62 31.08 14.10
26 33.37 7.42 34.38 19.19 33.27 31.37
27 37.28 6.89 36.82 12.88 37.75 23.24
28 40.65 6.54
29 43.23 6.41 42.48 12.48 44.71 17.30
30 46.05 6.28
31 47.60 6.15 47.87 11.36 49.12 21.48 49.38 27.27
32 52.67 5.85 51.29 17.03
33 56.19 5.63 57.36 10.89
34 59.36 5.46
35 62.53 5.33 63.57 9.81 63.72 14.53 63.56 19.21
36 65.79 5.25 66.06 22.57
37 71.29 5.05 72.63 9.18
38 72.43 5.03 77.23 13.39
39 78.00 4.90 77.24 8.97 79.22 16.41
40 81.98 4.74
41 86.28 4.64 86.55 8.49 87.88 12.61 84.82 20.61
42 89.97 4.41
43 95.55 4.30 95.35 7.88 93.72 15.98
44 102.80 4.14 104.57 11.66
45 104.08 4.17 102.79 7.74
46 111.93 4.01 107.45 18.08
47 116.12 4.01 115.75 7.44 118.90 10.80 113.12 14.59
48 119.38 3.94
49 123.80 3.89 123.94 7.23
50 128.63 3.79 132.30 10.23
51 137.30 3.62 139.58 6.66 130.92 13.28 136.08 16.19
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Tabla E.9: Aprendizaje incremental en la base de datos Mnist,
para muestras, a partir de IDCV-GSO.

Mnist, IDCV-GSO
- n; =1 n; =4, CPU | n; =7, CPU [ n; =10, CPU | n; = 13, CPU
i [CPU(se CPU% | seg. % Seg. 3 Seg. % S %
15 0.15 0.16 0.15 0.16 0.16
16 0.17 17.82
17 0.19 14.88
18 0.22 14.65
19 0.25 13.66 0.25 42.50
20 0.28 12.74
21 0.31 11.68
22 0.34 11.11 0.35 59.08
23 0.37 11.66 0.38 34.42
24 0.41 11.41
25 0.45 9.42 0.49 63.45
26 0.49 9.25
27 0.53 9.15 0.52 29.87
28 0.57 8.68 0.58 74.42
29 0.62 8.17 0.63 44.86
30 0.67 7.74
31 0.73 7.39 0.70 25.80
32 0.75 7.54
33 0.80 6.94
34 0.86 6.73
35 0.94 6.27 0.89 22.97 0.92 52.12
36 0.97 6.45 0.99 36.94
37 1.05
38 1.07
39 1.17 1.13 20.28
40 1.26
41 1.30 1.31 55.68
42 1.33
43 1.44 1.41 18.19 1.42 30.69
44 1.49
45 1.54 1.55 40.44
46 1.60
47 1.70 1.70 16.71
48 1.78
49 1.81
50 1.98 1.90 26.95
51 2.05 2.03 15.26
52 2.09
53 2.20
54 2.36 2.27 43.00
55 2.37 2.36 14.25 2.42 32.87
56 2.49
57 2.65 2.52 23.92
58 2.65
59 2.77 2.74 13.00
60 2.88
61 2.97
62 3.05
63 3.13 3.08 12.33
64 3.21 3.18 21.83
65 3.40 3.43 28.78
66 3.42
67 3.45 3.60 11.37 3.54 36.13
68 3.52
69 3.72
70 3.77
71 3.95 3.97 11.04 3.96 19.19
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Tabla E.10: Aprendizaje incremental en la base de datos Usps,
para muestras, a partir de IDCV-GSO.

Usps, IDCV-GSO
. n; =1 n, =2, CPU | n; =3, CPU | n; =4, CPU_| n; =5, OPU
i [ CPU(ses.) | CPU% | ses. % seg. % seg. % seg. %
7 0.01 0.01 0.01 0.02 0.01
8 0.02 33.46
9 0.02 29.00 | 0.02 | 42.86
10 0.03 30.04 0.03 | 62.10
11 0.03 23.82 0.04 37.32 0.04 65.80
12 0.04 18.77 0.05 | 72.08
13 0.05 18.39 | 0.05 | 29.33 | 0.05 | 48.76
14 0.06 16.95
15 0.07 13.10 | 0.07 | 26.67 0.07 | 49.92
16 0.08 13.95 0.08 36.58
17 0.09 13.22 | 0.09 | 23.48 0.09 | 54.22
18 0.10 11.63
19 0.11 11.48 0.11 22.43 0.11 38.76 0.11 40.49
20 0.13 10.61
21 0.14 1021 | 0.14 | 20.74
22 0.15 10.69 0.15 | 26.37 0.16 | 38.91

Tabla E.11: Aprendizaje incremental de la base de datos AR, para
nuevas clases, a partir de IDCV-GSO.

AR, IDCV-GSO
B g =1 =3 cy =6 cy =8
* | "CPU (seg.) | CPU% | CPU (seg.) | CPU% | CPU (seg) | CPU% | CPU (seg) | CPU%
26 55.41 55.64 57.16 55.85
27 59.28 7.98
28 8.14
29 717 69.56 20.13
30 6.85
31 6.81
32 6.93 81.99 17.89 86.38 35.57
33 6.51
34 6.37 90.75 42.35
35 6.29 100.81 17.55
36 6.05
37 6.21
38 5.65 117.02 15.45 121.32 29.55
39 5.52
40 5.42
41 5.49 134.05 15.08
42 5.15 144.93 34.38
43 4.96
44 5.08 157.42 13.94 160.03 25.95
45 4.95
16 4.72
a7 4.62 170.31 13.46
48 4.52
19 4.67
50 4.35 197.78 12.28 206.41 23.04 198.26 30.04
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Tabla E.12: Aprendizaje incremental de la base de datos ORL,

para nuevas clases, a partir de IDCV-GSO.

ORL, IDCV-GSO

=1 cy =3 =6 cy =8
©* | CPU (seg.) | CPU% | CPU (seg.) | CPU% | CPU (seg.) | CPU% | CPU (seg.) | CPU%
6 0.69 0.69 0.69 0.74
17 0.78 13.78
18 0.87 12.79
19 0.96 11.43 0.99 28.27
20 1.04 12.03
21 1.15 11.33
22 1.25 11.14 1.31 24.49 1.25 49.67
23 1.35 10.37
24 1.50 9.51 1.52 53.49
25 1.65 8.87 1.63 21.79
26 1.75 8.48
27 1.92 8.52
28 1.97 8.25 1.97 20.26 2.02 36.76
29 2.12 8.09
30 2.26 8.13
31 2.46 7.37 2.47 18.53
32 2.67 7.06 2.72 43.22
33 2.79 6.63
34 2.84 7.03 2.90 17.20 2.84 32.77
35 3.12 6.35
36 3.29 6.73
37 3.54 6.28 3.49 15.65
38 3.63 6.05
39 3.78 6.06
40 3.97 5.88 4.04 14.34 4.02 26.55 3.95 38.37
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E.3. Validacion IDCV-0O

Las tablas [E.13] [E.14] [E.15] y [E.16] muestran los resultados de vali-
dar el método IDCV-O respecto a DCV-GSO, para nuevas muestras de
entrenamiento en las bases de datos Cmu-Pie, Coil-20, Mnist y Usps, res-
pectivamente. Los resultados respecto a nuevas clases estdn en las tablas
[ET7 y [EI8] para las bases de datos AR y ORL, respectivamente.

Tabla E.13: Aprendizaje incremental en la base de datos Cmu-Pie,
cuando muestras se incorporan a la base de conocimiento a partir de
IDCV-0O. En este caso el algoritmo base de IDCV-0O es DCV-GSO.

Cmu-Pie, IDCV-O
. ;=1 n; =2, CPU n; = 3, OPU n; =4, CPU n; =5, CPU
i[ CPUGeg) | CPU% scg. % seg. % seg. % sog. %
8 38.16 38.00 37.47 36.00 38.63
9 48.32 2.41
10 60.00 2.01 60.31 6.20
11 73.77 1.69 74.77 10.43
12 87.94 1.46 90.94 4.22 88.91 15.10
13 106.23 1.27 113.16 18.54
14 126.44 1.07 123.18 3.20 128.43 6.28
15 142.53 0.99
16 168.49 0.85 160.87 2.56 168.40 8.25
17 185.40 0.79 194.05 4.26
18 205.83 0.73 218.21 1.92 211.45 10.18
19 240.74 0.65
20 264.87 0.60 274.19 1.58 278.43 3.08 273.35 5.10
21 291.15 0.57
22 322.17 0.52 341.55 1.42
23 356.14 0.48 366.01 2.46 377.13 6.07
24 391.97 0.45 426.93 1.11 389.06 3.78
25 417.75 0.43
26 453.77 0.41 489.73 0.99 473.86 1.94
27 494.03 0.38
28 0.35 533.57 0.92 534.46 2.84 555.68 4.12
29 0.34 594.85 1.58
30 0.32 616.42 0.82
31 0.30
32 0.29 700.69 0.74 718.93 1.33 694.25 2.21
33 0.28 785.20 3.06
34 0.27 793.25 0.67
35 0.26 842.24 1.22
36 0.25 895.86 0.60 881.70 1.84
37 0.25
38 0.23 970.63 0.58 1017.69 0.99 1053.09 2.35
39 1049.23 0.23
40 1107.52 0.22 1061.62 0.53 1084.93 1.55
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Tabla E.14: Aprendizaje incremental en la base de datos Coil-20,
cuando muestras se incorporan a la base de conocimiento a partir de

IDCV-O. En este caso el algoritmo base de IDCV-0 es DCV-GSO.

Coil-20, IDCV-O
- n =1 n; =2, CPU n; =4, CPU n; =5, OPU
i [ CPU(seg) | OPU% [ ses. % Seg. % seg. %
11 4.86 4.98 5.03 5.00
12 5.99 2.68
13 7.07 2.42 7.05 5.06
14 9.30 1.86 9.94 7.36
15 11.34 2.00 10.94 3.37 11.16 9.94
16 12.67 1.89 12.02 12.78
17 14.52 1.72 14.62 3.06 14.67 5.11
18 16.16 1.50
19 18.19 1.42 17.58 2.61 17.89 6.60
20 20.63 1.27 19.83 3.84
21 22.11 1.22 22.16 2.15 21.37 8.37
22 23.81 1.26
23 27.22 1.10 26.78 1.88 27.42 3.01 26.38 4.50
24 28.01 1.13
25 31.13 1.06 31.08 1.72
26 33.37 0.99 34.38 2.50 33.27 5.32
27 37.28 0.88 36.82 1.46 37.75 3.36
28 40.65 0.91
29 43.23 0.87 42.48 1.40 44.71 2.03
30 46.05 0.79
31 47.60 0.79 47.87 1.22 49.12 2.75 49.38 3.85
32 52.67 0.73 51.29 1.89
33 56.19 0.70 57.36 1.09
34 59.36 0.72
35 62.53 0.70 63.57 1.00 63.72 1.52 63.56 2.21
36 65.79 0.68 66.06 2.91
37 71.29 0.62 72.63 0.93
38 72.43 0.62 77.23 1.34
39 78.00 0.58 77.24 0.87 79.22 1.79
40 81.98 0.56
41 86.28 0.57 86.55 0.82 87.88 1.25 84.82 2.40
42 89.97 0.55
43 95.55 0.52 95.35 0.76 93.72 1.57
44 102.80 0.49 104.57 1.05
45 104.08 0.50 102.79 0.72
46 111.93 0.47 107.45 1.90
47 116.12 0.48 115.75 0.66 118.90 0.96 113.12 1.38
48 119.38 0.47
49 123.80 0.47 123.94 0.66
50 128.63 0.44 132.30 0.87
51 137.30 0.42 139.58 0.59 130.92 1.30 136.08 1.62
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Tabla E.15: Aprendizaje incremental en la base de datos Mnist,
cuando muestras se incorporan a la base de conocimiento a partir de
IDCV-0O. En este caso el algoritmo base de IDCV-0O es DCV-GSO.

Mnist, IDCV-O
m n; = 1 n; =4, CPU n; = 7, CPU n; = 10, CPU n; = 13, CPU
J [CPU(seg.) | CPU% | seg. % Seg. % Seg. % Seg. 3
15 0.15 0.16 0.15 0.16 0.16
16 0.17 5.31
17 0.19 4.10
18 0.22 4.36
19 0.25 4.96 0.25 11.95
20 0.28 3.99
21 0.31 3.45
22 0.34 2.85 0.35 15.32
23 0.37 4.62 0.38 7.42
24 0.41 3.77
25 0.45 3.46 0.49 22.33
26 0.49 2.59
27 0.53 2.38 0.52 5.92
28 0.57 3.27 0.58 28.68
29 0.62 1.85 0.63 9.02
30 0.67 2.22
31 0.73 2.36 0.70 3.55
32 0.75 1.88
33 0.80 1.84
34 0.86 1.49
35 0.94 1.75 0.89 3.21 0.92 11.01
36 0.97 1.43 0.99 5.86
37 1.05 1.44
38 1.07 1.10
39 1.17 1.57 1.13 2.61
40 1.26 1.18
41 1.30 1.12 1.31 13.24
42 1.33 1.45
43 1.44 1.37 1.41 2.23 1.42 4.19
44 1.49 0.86
45 1.54 1.18 1.55 7.24
46 1.60 0.98
47 1.70 1.06 1.70 2.05
48 1.78 1.09
49 1.81 0.80
50 1.98 1.13 1.90 3.26
51 2.05 0.78 2.03 1.58
52 2.09 0.90
53 2.20 0.79
54 2.36 0.89 2.27 7.88
55 2.37 0.91 2.36 1.55 2.42 5.31
56 2.49 0.78
57 2.65 1.11 2.52 2.58
58 2.65 0.87
59 2.77 0.72 2.74 1.46
60 2.88 0.79
61 2.97 0.66
62 3.05 0.60
63 3.13 0.74 3.08 1.25
64 3.21 0.57 3.18 2.14
65 3.40 0.49 3.43 3.83
66 3.42 0.58
67 3.45 0.55 3.60 1.17 3.54 5.31
68 3.52 0.58
69 3.72 0.52
70 3.77 0.54
71 3.95 0.46 3.97 1.02 3.96 1.79
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Tabla E.16: Aprendizaje incremental en la base de datos Usps,
cuando muestras se incorporan a la base de conocimiento a partir
de IDCV-0O. En este caso el algoritmo base de IDCV-O es DCV-

GSO.

Usps, IDCV-0

. ;=1 n; =2, CPU | n; =3, CPU | n; =4, CPU | n; =5, CPU
J [ CPU(seg.) | CPU% | ses. % seg. % seg. % seg. 3

7 0.01 0.01 0.01 0.02 0.01

8 0.02 17.91

9 0.02 5.92 0.02 | 11.26

10 0.03 4.83 0.03 | 24.49

11 0.03 3.78 0.04 | 9.25 0.04 | 21.79

12 0.04 3.40 0.05 29.69

13 0.05 4.31 005 | 481 | 005 | 11.93

14 0.06 3.47

15 0.07 6.71 0.07 | 4.05 0.07 | 11.84

16 0.08 4.69 0.08 | 6.42

17 0.09 3.47 0.09 3.82 0.09 13.34

18 0.10 3.45

19 0.11 3.39 011 | 242 | 011 | 637 | 0.11 | 8.66

20 0.13 2.61

21 0.14 3.67 0.14 2.63

22 0.15 1.30 0.15 4.08 0.16 9.49

Tabla E.17: Aprendizaje incremental de la base de datos AR, cuan-
do nuevas clases se incorporan a la base de conocimiento a partir de
IDCV-0O. En este caso el algoritmo base de IDCV-0 es DCV-GSO.

AR, IDCV-O
B cy =1 cy =3 cy =6 cy =8
* [ CPU (seg.) | CPU% | CPU (seg.) | CPU% | CPU (seg.) | CPU% | CPU (seg.) | CPU%
26 55.41 55.64 57.16 55.85
27 59.28 0.82
28 62.16 0.82
29 69.28 0.72 69.56 2.00
30 74.44 0.82
31 78.39 0.73
32 83.24 0.74 81.99 1.92 86.38 4.85
33 87.86 0.67
34 91.67 0.69 90.75 7.08
35 97.85 0.63 100.81 1.60
36 104.07 0.61
37 107.78 0.64
38 116.18 0.59 117.02 1.41 121.32 3.48
39 123.67 0.54
40 128.83 0.51
41 133.81 0.50 134.05 1.24
42 142.89 0.46 144.93 4.52
43 147.91 0.51
44 155.94 0.48 157.42 1.08 160.03 2.81
45 161.59 0.49
46 172.05 0.47
47 181.44 0.43 170.31 1.07
48 185.39 0.43
49 195.09 0.44
50 205.79 0.40 197.78 0.94 206.41 2.20 198.26 3.48
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Tabla E.18: Aprendizaje incremental de la base de datos ORL,
cuando nuevas clases se incorporan a la base de conocimiento a
partir de IDCV-O. En este caso el algoritmo base de IDCV-O es
DCV-GSO.

ORL, IDCV-O

oy =1 cy =3 cy, =6 cy =8
©* | OPU (seg.) | CPU% | CPU (seg) | CPU% | CPU (seg) | CPU% | CPU (seg.) | CPU%
6 0.69 0.69 0.69 0.74
17 0.78 4.11
18 0.87 3.87
19 0.96 417 0.99 7.23
20 1.04 3.42
21 1.15 3.40
22 1.25 2.77 1.31 6.52 1.25 13.05
23 1.35 3.07
24 1.50 2.65 1.52 16.80
25 1.65 2.48 1.63 1.86
26 1.75 2.43
27 1.92 2.15
28 1.97 2.02 1.97 4.56 2.02 8.33
29 2.12 2.03
30 2.26 2.07
31 2.46 1.98 2.47 3.70
32 2.67 1.76 2.72 9.80
33 2.79 1.58
34 2.84 1.63 2.90 3.31 2.84 6.88
35 3.12 1.55
36 3.29 1.45
37 3.54 1.33 3.49 2.92
38 3.63 1.37
39 3.78 1.23
40 3.97 1.28 4.04 2.62 4.02 5.97 3.95 7.57
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E.4. Validacion IRDCV

Las tablas y presentan los resultados de validar el método
IRDCYV, cuando nuevas muestras se incorporan a la base de conocimiento
de Mnist y Usps, respectivamente. En Mnist o =0.05. En Usps a =0.10.
mj y n; son el nimero de muestras por clase en el entrenamiento por
lotes e incremental, respectivamente. (1 — e) es la tasa de acierto. CPU
(seg.) y std(CPU) es el tiempo de entrenamiento y la desviacién estdndar
en segundos del método RDCV. CPU % y std(CPU %) es el tiempo de
CPU relativo y la desviacion estandar del algoritmo incremental respecto
al algoritmo original. El primer modelo precalculado se obtiene a partir
del método original RDCV.
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Tabla E.19: Aprendizaje incremental en la base de datos Mnist.
Con n; =1.

Mnist, IRDCV

RDCV IRDCV

™i(T—e) [ std(1—e) | CPU (seg.) | std(CPU) | (I —¢) | std(I —e) | CPU% [ std(CPU%)
15 0.88 0.02 0.09 0.01

16 0.89 0.02 0.09 0.01 0.89 0.02 34.04 22.04
17 0.89 0.02 0.10 0.01 0.89 0.02 28.86 8.76
18 0.90 0.02 0.12 0.03 0.90 0.02 22.96 9.96
19 0.90 0.02 0.12 0.01 0.90 0.02 34.72 12.37
20 0.90 0.02 0.12 0.01 0.90 0.02 25.67 5.26
21 0.91 0.02 0.14 0.03 0.90 0.02 19.68 7.43
22 0.91 0.02 0.15 0.01 0.90 0.01 36.83 26.28
23 0.90 0.02 0.17 0.04 0.91 0.01 20.91 13.52
24 0.90 0.02 0.17 0.02 0.90 0.02 20.17 9.78
25 0.90 0.02 0.19 0.02 0.91 0.02 17.09 8.88
26 0.91 0.02 0.20 0.01 0.91 0.02 17.66 4.09
27 0.91 0.01 0.23 0.05 0.91 0.02 13.73 4.53
28 0.91 0.01 0.23 0.02 0.91 0.02 16.19 8.90
29 0.91 0.01 0.25 0.03 0.91 0.02 15.33 8.22
30 0.92 0.01 0.27 0.02 0.91 0.01 19.54 11.57
31 0.92 0.01 0.30 0.03 0.91 0.01 14.83 4.34
32 0.91 0.02 0.30 0.01 0.91 0.01 14.73 5.85
33 0.91 0.01 0.34 0.04 0.91 0.01 12.11 2.97
34 0.91 0.02 0.37 0.03 0.91 0.02 13.70 7.36
35 0.91 0.02 0.38 0.03 0.91 0.01 10.86 3.07
36 0.91 0.02 0.39 0.01 0.91 0.02 11.34 3.66
37 0.91 0.02 0.42 0.02 0.91 0.01 9.57 1.74
38 0.91 0.01 0.49 0.03 0.92 0.01 8.25 1.44
39 0.91 0.01 0.53 0.03 0.92 0.01 10.50 4.82
40 0.91 0.01 0.59 0.04 0.92 0.01 7.59 1.36
41 0.92 0.02 0.63 0.04 0.92 0.01 7.00 1.49
42 0.92 0.01 0.66 0.04 0.02 7.02 1.76
43 0.92 0.02 0.71 0.04 0.01 6.76 1.28
44 0.92 0.01 0.74 0.04 0.01 6.76 1.94
45 0.92 0.01 0.80 0.06 0.01 5.71 0.80
46 0.92 0.01 0.82 0.05 0.01 1.02
a7 0.92 0.01 0.86 0.04 0.01 1.97
48 0.92 0.01 0.93 0.04 0.01 2.34
49 0.92 0.01 0.99 0.06 0.01 0.88
50 0.92 0.01 1.02 0.06 0.01 1.16
51 0.91 0.01 1.12 0.09 0.01 3.16
52 0.92 0.02 1.32 0.05 0.01 0.70
53 0.92 0.01 1.32 0.09 0.01 1.38
54 0.92 0.01 1.39 0.12 0.01 1.53
55 0.92 0.01 1.45 0.10 0.01 1.30
56 0.92 0.01 1.52 0.12 0.01 0.95
57 0.92 0.01 1.60 0.10 0.01 0.82
58 0.92 0.01 1.70 0.11 0.01 0.83
59 0.92 0.01 1.77 0.11 0.01 0.99
60 0.92 0.01 1.85 0.17 0.02 1.40
61 0.93 0.01 1.90 0.17 0.01 0.93
62 0.93 0.01 1.99 0.15 0.01 0.68
63 0.92 0.01 2.03 0.14 0.02 0.85
64 0.93 0.01 2.09 0.15 0.01 0.49
65 0.93 0.01 2.18 0.15 0.01 1.05
66 0.93 0.01 2.42 0.14 0.01 0.84
67 0.93 0.01 2.41 0.15 0.01 0.54
68 0.93 0.01 2.59 0.20 0.01 2.83 0.90
69 0.93 0.01 2.69 0.16 0.01 3.66 1.68
70 0.93 0.01 2.77 0.18 0.01 2.41 0.65
71 0.93 0.01 2.87 0.19 0.01 2.30 0.34
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Tabla E.20: Aprendizaje incremental en la base de datos Mnist.

Con n; = 4.

Mnist, IRDCV

RDCV IRDCV
™i[(T=e) [ std(1—e) [ CPU (seg) [ std(CPU) | (1—e) [ std(I —e) | CPU% [ std(CPU%)
15 0.89 0.02 0.11 0.04
19 0.91 0.02 0.12 0.02 0.91 0.02 60.46 19.39
23 0.91 0.01 0.16 0.01 0.91 0.02 50.17 10.12
27 0.92 0.01 0.23 0.05 0.92 0.01 34.05
31 0.92 0.02 0.28 0.01 0.92 0.01 35.39
35 0.91 0.02 0.38 0.04 0.92 0.01 23.95
39 0.91 0.01 0.52 0.04 0.92 0.01 18.19
43 0.92 0.02 0.68 0.05 0.92 0.02 15.90
47 0.92 0.01 0.89 0.07 0.92 0.01 12.90
51 0.92 0.02 1.13 0.07 0.92 0.01 14.07
55 0.92 0.02 1.35 0.09 0.93 0.02 11.25
59 0.93 0.01 1.67 0.12 0.93 0.01 9.25
63 0.92 0.02 1.97 0.10 0.92 0.01 8.22
67 0.93 0.01 2.36 0.13 0.92 0.01 7.02
71 0.92 0.01 2.80 0.23 0.92 0.01 6.38

Tabla E.21: Aprendizaje incremental en la base de datos Mnist.

Con n; =7.

Mnist, IRDCV
m RDCV IRDCV
i [T —e) [ sd(d —¢) [ CPU (seg) | SW(CPU) | (I —e) | sWd(i —¢) | CPU% [ Std(CPU%)

15 0.89 0.08 0.01

22 0.91 0.01 0.15 0.01 0.91 0.01 7.15
29 0.91 0.01 0.25 0.01 0.91 0.01 3.44
36 0.91 0.01 0.39 0.01 0.92 0.01 1.96
43 0.92 0.01 0.70 0.03 0.92 0.01 1.59
50 0.92 0.00 1.08 0.06 0.93 0.01 1.30
57 0.93 0.00 1.54 0.09 0.93 0.01 0.83
64 0.93 0.01 2.13 0.16 0.93 0.01 0.75
71 0.93 0.01 2.84 0.18 0.93 0.01 0.60

Tabla E.22: Aprendizaje incremental en la base de datos Mnist.

Con n; = 10.

Mnist, IRDCV
m RDCV IRDCV
[T =e) [ std(1 —e) | CPU (seg.) | std(CPU) | (1 —¢) [ std(I —e) | CPU% | std(CPU%)

15 0.90 0.02 0.10 0.02

25 0.92 0.02 0.21 0.02 0.92 0.02 115.51 19.77
35 0.92 0.02 0.42 0.02 0.92 0.02 67.41 9.43

45 0.92 0.02 0.85 0.04 0.93 0.01 33.62 3.71

55 0.93 0.01 1.48 0.11 0.93 0.02 21.85 2.76

65 0.93 0.01 2.28 0.17 0.93 0.01 13.87 1.93

Tabla E.23: Aprendizaje incremental en la base de datos Mnist.
Con n; = 13.

Mnist, IRDCV

RDCV IRDCV
"i(T=e) [ std(1—e) | CPU (seg.) | std(CPU) | (1 —e) | std(I—e) | CPU% [ std(CPU%)
15 0.89 0.02 0.10 0.02
28 0.92 0.01 0.26 0.03 0.92 0.02 133.46 19.27
41 0.92 0.02 0.64 0.03 0.93 0.02 55.77 4.03
54 0.93 0.02 1.34 0.07 0.93 0.02 28.48 3.20
67 0.93 0.02 2.33 0.13 0.93 0.01 17.18 1.59
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Tabla E.24: Aprendizaje incremental en la base de
Con n; =1.

datos Usps.

Usps, IRDCV
. RDCV IRDCV

" [ (T—e) [ sid(I =) | CPU (seg) | SWd(CPU) | (I —¢) | sWd(I—¢) [ CPU% [ std(CPU%)
7 0.67 0.08 0.02 0.01

8 0.70 0.08 0.03 0.01 0.69 0.08 26.49
9 0.67 0.09 0.03 0.01 0.70 0.09 27.37
10 0.71 0.09 0.03 0.01 0.70 0.10 18.04
11 0.68 0.10 0.03 0.00 0.70 0.10 13.41
12 0.70 0.08 0.05 0.02 0.71 0.10 9.21
13 0.70 0.09 0.04 0.01 0.70 0.10 13.15
14 0.72 0.10 0.05 0.01 0.72 0.11 12.15
15 0.72 0.06 0.05 0.01 0.73 0.08 9.78
16 0.72 0.07 0.06 0.01 0.74 0.07 6.25
17 0.71 0.06 0.07 0.01 0.72 0.08 5.65
18 0.73 0.08 0.08 0.01 0.71 0.08 7.08
19 0.71 0.06 0.09 0.02 0.72 0.08 9.80
20 0.70 0.07 0.10 0.01 0.72 0.08 7.49
21 0.71 0.04 0.10 0.01 0.71 0.07 6.87
22 0.70 0.06 0.12 0.01 0.71 0.07 3.36

Tabla E.25: Aprendizaje incremental en la base de
Con n; = 2.

datos Usps.

Usps, IRDCV
RDCV IRDCV

Mi[(T—e) [ std(I—e) | CPU (seg) | std(CPU) | (1 —e) [ std(I—e) | CPU% | std(CPU%)
7 0.67 0.07 0.02 0.01

9 0.68 0.08 0.03 0.01 0.69 0.06 77.02 44.07
11 0.69 0.05 0.03 0.01 0.69 0.03 76.03 28.24
13 0.70 0.08 0.04 0.01 0.70 0.05 59.29 8.50
15 0.72 0.07 0.05 0.01 0.70 0.07 48.83 7.51
17 0.72 0.11 0.06 0.01 0.72 0.08 44.36 9.90
19 0.71 0.09 0.08 0.01 0.72 0.08 36.25 7.65
21 0.72 0.12 0.09 0.01 0.71 0.09 33.46 4.80

Tabla E.26: Aprendizaje incremental en la base de
Con n; = 3.

datos Usps.

Usps, IRDCV
m RDCV IRDCV
J[(1—e) [ stdd —e) | CPU (seg) [ std(CPU) | (1 —¢) | sldd —e) | CPU% [ std(CPU%)

7 0.81 0.01 0.02 0.01

10 0.83 0.01 0.03 0.01 0.84 0.01 67.44 16.97
13 0.85 0.01 0.04 0.01 0.85 0.01 67.52 17.04
16 0.87 0.01 0.06 0.01 0.87 0.01 50.21 11.84
19 0.88 0.02 0.08 0.01 0.87 0.01 36.21 7.87

22 0.90 0.01 0.10 0.01 0.89 0.01 29.37 7.87

Tabla E.27: Aprendizaje incremental en la base de
Con n; = 4.

datos Usps.

Usps, IRDCV

DCV IRDCV

R
™i[(T—=e) [ std(1—e) | CPU (seg.) | std(CPU) | (I—e) | std(I—¢) | CPU%

Std(CPU%)

7 0.69 0.08 0.02 0.01

11 0.73 0.08 0.03 0.01 0.71 0.08 97.09
15 0.73 0.08 0.05 0.01 0.72 0.06 88.23
19 0.70 0.06 0.08 0.01 0.68 0.04 66.77

38.85
22.20
19.95
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Tabla E.28: Aprendizaje incremental en la base de datos Usps.
Con n; = 5.

Usps, IRDCV
m RDCV IRDCV
J[(T—e) [ sWdd —e) | CPU (seg) [ std(CPU) | (1 —¢) | sldI —e) | CPU% [ std(CPU%)
7 0.68 0.07 0.02 0.01
12 0.70 0.06 0.03 0.01 0.72 0.08 143.96 36.02
17 0.72 0.08 0.07 0.01 0.71 0.08 95.69 22.08
22 0.70 0.04 0.12 0.02 0.71 0.07 56.25 14.16
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