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Computacional.
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aśı como el hecho de poder disfrutar de ello





Resumen

Los métodos basados en subespacios son una herramien-
ta muy utilizada en aplicaciones de visión por computador.
Aqúı se presentan y validan algunos algoritmos que hemos
propuesto en este campo de investigación. El primer algorit-
mo está relacionado con una extensión del método de vecto-
res comunes discriminantes con kernel, que hemos llamado el
método de vectores comunes discriminantes extendidos con
kernel (RKDCV, Rough Discriminative Common Vector with
Kernels). RKDCV reinterpreta el espacio nulo de la matriz
de dispersión intra-clase del conjunto de entrenamiento para
obtener las caracteŕısticas discriminantes. Este método tam-
bién se puede ver como una versión no lineal de los vectores
comunes discriminantes extendidos.

Dentro de los métodos basados en subespacios existen di-
ferentes tipos de entrenamiento. Uno de los más populares,
pero no por ello uno de los más eficientes, es el aprendizaje
por lotes. En este tipo de aprendizaje, todas las muestras del
conjunto de entrenamiento tienen que estar disponibles desde
el inicio. De este modo, cuando nuevas muestras se ponen a
disposición del algoritmo, el sistema tiene que ser reentrenado
de nuevo desde cero. Una alternativa a este tipo de entrena-
miento es el aprendizaje incremental. En los últimos años,
y debido a la necesidad de poder actualizar los sistemas de
clasificación, muchos de los métodos basados en subespacios,
que utilizan el aprendizaje por lotes, han sido modificados
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Resumen

para un aprendizaje incremental. Aqúı se proponen diferen-
tes algoritmos incrementales del método de vectores comunes
discriminantes.

El método DCV ha sido propuesto originalmente de dos
formas diferentes, pero equivalentes. En este documento se
formula un algoritmo incremental para cada uno de ellos.
Además, se muestra una versión incremental propia para cal-
cular los vectores comunes discriminantes. El primer algorit-
mo se basa en la eigendescomposición y lo hemos abreviado
con las siglas IDCV-EVD del inglés Incremental Discriminati-
ve Common Vectors by Eigendecomposition. El segundo algo-
ritmo emplea subespacios diferencia y la ortogonalización de
Gram-Schmidt incremental (IDCV-GSO). El tercer algorit-
mo esta basado en subespacios diferencia y ortogonalización
(IDCV-O).

Cuando la dimensión del espacio de las muestras es menor
o igual a la diferencia entre el tamaño del conjunto de entre-
namiento y el número de clases, la dimensión del subespacio
discriminante en el método DCV es pequeña. Esto ocasiona
que los vectores comunes discriminantes no sean representa-
tivos. En este caso, nosotros utilizamos el método de vectores
comunes discriminantes extendidos (RDCV, Rough Discrimi-
native Common Vector). RDCV relaja las bases del método
DCV a partir de ampliar el subespacio discriminante. Aqúı se
presenta una versión incremental del método RDCV que per-
mite actualizar la base de conocimiento desde un modelo pre-
calculado.

Los algoritmos propuestos se validan emṕıricamente para
diferentes casos de estudio, a partir de clasificar bases de datos
que presentan caracteŕısticas complejas.

II



Abstract

Subspace-based methods are a widely used tool in com-
puter vision applications. This document introduces and val-
idates several algorithms that we have proposed in this field
of research. The first algorithm is an extension of the dis-
criminative common vector method with kernels, called the
Rough Discriminative Common Vector Method with Kernels
(RKDCV). RKDCV reinterprets the null space of the within-
class scatter matrix of the training set for calculating the
discriminative features. This method can also be understood
as a nonlinear version of the rough discriminative common
vectors.

Among the subspace-based methods, there are different
types of training. One of the most popular, although not
the most efficient one, is the batch learning. In this type of
learning all the samples of the training set must be available
at the start of training. If new training samples are available
a posterior, the system must be retrained from scratch. An
alternative to this type of training is the incremental learning.
In the last years, due to the need of updating the classification
systems, most of the subspace-based methodologies that were
using batch learning, have been modified for an incremental
learning. Here we propose different incremental algorithms
for discriminative common vector method.

The DCV method was originally proposed of two differ-
ent but equivalent ways. In this document an incremental
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Abstract

algorithm for each of them is formulated. In addition, we
show our own incremental version for calculating the discrim-
inative common vectors. The first algorithm, as well as the
method original, is based on the eigendecomposition and we
have denominated it with the acronym IDCV-EVD (Incre-
mental Discriminative Common Vectors by Eigendecomposi-
tion). The second algorithm uses difference subspaces and
Incremental Gram-Schmidt orthogonalization (IDCV-GSO).
The third algorithm is based on difference subspaces and or-
thogonalization (IDCV-O).

When the dimension of the sample space is smaller than
or equal to the difference between the training set size and
the number of classes, the dimension of the discriminant sub-
space for the DCV method is small. This produces discrim-
inative common vectors that are not representative. In this
case, we use the rough discriminative common vector method
(RDCV). RDCV relaxes the bases of DCV method, expanding
the size of the discriminant subspace. We present an incre-
mental version of the RDCV method, which allows updating
the knowledge base from a precalculated model.

The proposed algorithms in this document are validated
empirically for different case studies, by classifying databases
that present complex characteristics.
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1. Introducción 1

1.1. Introducción general . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2. Objetivos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.3. Estructura de la Tesis . . . . . . . . . . . . . . 8

2. Métodos de clasificación basados en
subespacios lineales 11

2.1. Estado del arte . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.2. Análisis de componentes principales . . . . . . 14

2.3. Análisis discriminante lineal . . . . . . . . . . . 17

2.4. Vectores comunes discriminantes . . . . . . . . 20

2.4.1. DCV a partir de eigendescomposición . 22

2.4.2. DCV a partir de ortogonalización . . . . 26

2.5. Vectores comunes discriminantes extendidos . . 28

2.6. Aplicabilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

VII



ÍNDICE GENERAL

3. Métodos de clasificación basados en
subespacios no lineales 35

3.1. Conceptos fundamentales . . . . . . . . . . . . 36

3.2. Estado del arte . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.3. Análisis de componentes principales con kernel 39

3.4. Vectores comunes discriminantes con kernel . . 41

Contribuciones 45

4. Vectores comunes discriminantes extendidos
con kernel 47
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Notación Matemática

Para lograr una comprensión adecuada del trabajo, aqúı se
define la mayor parte de la nomenclatura utilizada a lo lar-
go de la tesis. Los vectores se denotan con letras minúsculas
romanas tales como x, y todos son considerados vectores co-
lumna de dimensión d si no se especifica lo contrario. Las
matrices se indican con letras mayúsculas romanas como X y
están conformadas por vectores columna.

Los conjuntos de datos se denotan por letras mayúsculas
de estilo boldface como X. Las letras mayúsculas en estilo
itálica, como S , indican matrices de dispersión. Las letras
caligráficas mayúsculas representan subespacios. A lo largo
de este documento se trata de mantener la tipograf́ıa descrita
anteriormente.

En los siguientes caṕıtulos, X ∈ Rd×M representa un con-
junto de entrenamiento compuesto por M muestras, donde
cada muestra es un vector columna xij ∈ Rd de dimensión
d. El sub́ındice i hace referencia a las muestras dentro de la
clase j, j = 1, . . . , c. El numero de clases en el conjunto de
entrenamiento es c, y el vector media de la clase j es xj .

X conjunto de entrenamiento inicial, X ∈ Rd×M
Y conjunto de entrenamiento incremental, Y ∈

Rd×N
Z conjunto de entrenamiento concatenado, Z =

[X Y] ∈ Rd×(M+N)

XV



Notación Matemática

W matriz de proyección final
d dimensión
c, j = 1, . . . , c número de clases en el conjunto de entrena-

miento
mj número de muestras de la clase j en X
nj número de muestras de la clase j en Y
M =

∑c
j=1mj número total de muestras en X

N =
∑c
j=1 nj número total de muestras en Y

xij , yij , zij vectores que representan la i-ésima muestra de
la clase j

xj , yj , zj vectores media de la clase j en X, Y y Z,
respectivamente

xjcv, zjcv vector común de la clase j en X y Z, respec-
tivamente

xcv, zcv vector media de los vectores comunes xjcv y
zjcv, respectivamente

Scv matriz de dispersión de los vectores comunes

xjdcv, zjdcv vector común discriminante de la clase j en X
y Z, respectivamente

xjrcv, zjrcv vector común extendido la clase j en X y Z,
respectivamente

xrcv, zrcv vector media de los vectores comunes extendi-
dos xjrcv y zjrcv, respectivamente

Srcv matriz de dispersión de los vectores comunes
extendidos

xjrdcv, zjrdcv vector común discriminante extendido de la
clase j en X y Z, respectivamente

R(·) espacio rango de (·)
N (·) espacio nulo de (·)
R̃(·) espacio rango extendido de (·)
Ñ (·) espacio nulo de reducido de (·)
r dimensión del espacio rango
n = (d− r) dimensión del espacio nulo
B espacio diferencia
B⊥ complemento ortogonal de B (espacio indife-

rencia)
Bcv subespacio diferencia de los vectores comunes
Brcv subespacio diferencia de los vectores comunes

extendidos
Φ mapping
φ función de mapeo
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K matriz kernel
Kc matriz kernel centrada
Ktest matriz kernel del conjunto de test
Ktest
c matriz kernel del conjunto de test centrada

< , > producto escalar
| | determinante
‖ ‖ norma
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XVII





Caṕıtulo 1

Introducción

Resumen — En el área del reconocimiento y clasificación
de patrones existen múltiples métodos como formas de
aprender. Este caṕıtulo ofrece una visión general de los
métodos basados en subespacios en el contexto de clasifica-
ción de patrones. En él, también se expondrán los objetivos
principales de la tesis y su justificación. La parte final del
caṕıtulo muestra la estructura que sigue este documento.

Contenido

1.1. Introducción general . . . . . . . . . . . . 1

1.2. Objetivos . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.3. Estructura de la Tesis . . . . . . . . . . . 8

1.1. Introducción general

El proceso de reconocer cosas, como un sonido, una ima-
gen, un amigo o un sabor, etc. . . es algo que hacemos de for-
ma inconsciente. Este proceso es una de las funciones menta-
les más importantes en seres humanos y animales en el que
se adquieren nuevas habilidades, destrezas, conocimientos o
conductas, como resultado del aprendizaje.
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1. Introducción

En los sistemas de visión por computador el aprendizaje
automático (del inglés machine learning) es de gran utilidad,
debido a su gran potencial para contribuir en el desarrollo
de algoritmos que sirven para mejorar el desempeño de los
sistemas de visión, los cuales tienen un alto nivel de comple-
jidad [98].

El reconocimiento automático, la descripción, la clasifica-
ción, y el agrupamiento de patrones son aspectos importantes
en la ingenieŕıa y ciencias, como bioloǵıa, psicoloǵıa, medici-
na, marketing, visión por computador e inteligencia artificial,
entre otros. El reconocimiento de patrones es el estudio de
cómo las máquinas pueden observar el ambiente, aprender a
distinguir patrones de interés de su trasfondo, y producir sa-
lidas o tomar decisiones razonables acerca de las categoŕıas
de los patrones [59].

En el área del reconocimiento de patrones y análisis de
imágenes, varias técnicas han sido propuestas en los últimos
años motivadas por el número creciente de aplicaciones en el
mundo real. La tabla 1.1 muestra algunas aplicaciones.

En el proceso de construir un sistema de reconocimiento se
pueden distinguir dos etapas: entrenamiento (aprendizaje) y
clasificación (pruebas). Cada etapa se compone de funciones
diferentes, como son la adquisición de datos, el preprocesa-
miento, la presentación de datos, el aprendizaje, la toma de
decisiones. La figura 1.1 muestra un modelo estándar para el
reconocimiento estad́ıstico de patrones.

Las funciones del módulo de preprocesamiento son seg-
mentar el patrón de interés del trasfondo, quitar ruido, nor-
malizar el patrón, entre otras operaciones que contribuyan
a dar una representación compacta del patrón. En el entre-
namiento, la función del módulo de extracción/selección de
caracteŕısticas consiste en encontrar las caracteŕısticas apro-
piadas para representar el patrón de entrada. El camino de
información retroactiva permite optimizar el preprocesamien-
to y las estrategias de extracción/selección de caracteŕısticas.

2



1. Introducción

Tabla 1.1: Ejemplos de aplicaciones del reconocimiento de patro-
nes.

Dominio del
problema

Aplicación
Patrón de
entrada

Clases de patrón

Bioinformática
análisis de secuen-
cias

DNA/secuencias
de protéınas

conocer el tipo de ge-
nes/patrones

Mineŕıa de datos buscar patrones
significativos

puntos en un
espacio multidi-
mensional

obtener grupos com-
pactos y bien separa-
dos

Clasificación de
documentos

buscar en Internet
texto del docu-
mento

categoŕıa semánticas

Análisis de
imágenes de
documentos

caracteres al-
fanuméricos,
palabras

imagen del docu-
mento

caracteres alfa-
numéricos, palabras

Automatización
Industrial

inspección de cir-
cuitos impresos

intensidad o ran-
go de la imagen

producto defectuoso
/no defectuoso

Recuperación
de bases de
datos de multi-
media

búsqueda en inter-
net

v́ıdeo clip genero de los v́ıdeos

Reconocimiento
biométrico

identificación de
personas

rostros, iris
autorización de usua-
rios para accesos de
control

Reconocimiento
de la voz

exploración del di-
rectorio telefónico
sin la asistencia del
operador

voz palabras habladas

Patrón  de

 entrenamiento
Extracción/Selección 

de características
Pre-procesamiento Aprendizaje

Entrenamiento

Medida de las 
características

Pre-procesamiento Clasificación

Clasificación

Patrón  de

 prueba

Figura 1.1: Modelo estándar para el reconocimiento estad́ıstico de
patrones.
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1. Introducción

La función del módulo de clasificación es asignar el patrón de
entrada a uno de los patrones de entrenamiento a partir de
las caracteŕısticas medidas.

Los métodos de clasificación más conocidos en reconoci-
miento de patrones están relacionados con coincidencia de
patrones, clasificación estad́ıstica, coincidencia sintáctica o es-
tructural, y redes neurales. Estos métodos no son necesaria-
mente independientes y algunas veces el mismo método de
reconocimiento de patrones posee interpretaciones diferentes.
Una breve descripción y algunas caracteŕısticas de estos méto-
dos se presentan en la tabla 1.2.

Tabla 1.2: Métodos de clasificación en reconocimiento de patrones.

Métodos de
clasificación
basados en

Representación Función de
reconocimiento

Criterio t́ıpico

Coincidencia de
patrones

muestras, ṕıxe-
les, curvas

correlación, medi-
das de distancia

error de clasificación

Estad́ıstica caracteŕısticas
función discrimi-
nante

error de clasificación

Coincidencia
sintáctica o
estructural

primitiva reglas, gramática error de aceptación

Redes neuronales
muestras, ṕıxe-
les, curvas

función neurona
error cuadrático me-
dio

Los métodos estad́ısticos, basados en subespacios, se han
convertido en una herramienta estándar en la comunidad de
visión por computador para realizar diversos tipos de apren-
dizaje a partir de información visual y para tareas de recono-
cimiento/clasificación.

Esta tesis está enfocada en algunos métodos estad́ısticos
también llamados métodos basados en subespacios. En un
subespacio, determinado espacio de representación, un patrón
se representa con una agrupación de d caracteŕısticas visto
como un punto en un espacio d-dimensional. La idea principal
de estos métodos es obtener las caracteŕısticas de un nuevo
subespacio obtenido a partir del anterior, donde los elementos
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que pertenecen a cada clase se puedan diferenciar de forma
más clara que en el espacio original del patrón. La efectividad
del espacio de representación (conjunto de caracteŕısticas) se
determina por la separabilidad de los patrones de diferentes
clases [39].

Desde el punto de vista de la visión por computador, el
aprendizaje automático puede ofrecer métodos efectivos para
adquirir modelos visuales, adaptar parámetros de la represen-
tación, transformar señales a śımbolos, construir sistemas de
procesamiento de imágenes entrenables, centrar la atención
en el objeto fijado, etcétera [98].

En pocas palabras, con el aprendizaje automático se desa-
rrollan técnicas que permitan a las computadoras aprender.
Se trata de crear programas capaces de generalizar comporta-
mientos a partir de una información no estructurada suminis-
trada en forma de ejemplos. Es, por lo tanto, un proceso de
inducción. En muchas ocasiones, el campo de actuación del
aprendizaje automático se solapa con el de la estad́ıstica, ya
que las dos disciplinas se basan en el análisis de datos [46].

Existen distintas técnicas que permiten a las computado-
ras aprender. Una de las técnicas más comunes es el apren-
dizaje por lotes o batch learning, donde el proceso de apren-
dizaje en tales sistemas consiste en procesar repetidas veces
el conjunto de entrenamiento como un todo, hasta obtener
un modelo final que describe con la mayor exactitud posible
al mayor número de ejemplos de entrenamiento. Para ello, es
necesario aceptar como válidos tres supuestos:

1. todos los ejemplos necesarios para describir el domi-
nio del problema están disponibles antes del proceso de
aprendizaje,

2. todos los ejemplos de entrenamiento pueden ser carga-
dos en memoria,

3. tras procesar debidamente el conjunto de entrenamien-
to, el aprendizaje puede darse por finalizado.
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A pesar de su enorme campo de aplicación, las técnicas de
aprendizaje por lotes no son convenientes en un gran número
de problemas donde los datos proceden de entornos dinámicos
y/o van siendo adquiridos a lo largo del tiempo. Por ejemplo,
en un sistema de seguridad basado en la clasificación de ros-
tros, cuando nuevas imágenes se ponen a disposición del sis-
tema la memoria requerida y el coste computacional son muy
altos si el sistema es reentrenado, cada vez, desde cero a partir
del aprendizaje por lotes. Una alternativa a este problema es
realizar un aprendizaje incremental.

Los métodos de aprendizaje incremental presentan ciertas
caracteŕısticas que los hacen muy apropiados para trabajar
con grandes cantidades de datos, como son, su capacidad de
incorporar nuevas experiencias a la base de conocimiento, y
su capacidad de evolucionar esta base de conocimiento desde
una estructura sencilla hacia otra más compleja.

El aprendizaje incremental se ha convertido en los últimos
años en un tema importante en visión por computador, ya que
los entornos están cambiando continuamente y, prácticamen-
te, el supuesto de disponer de un conjunto de entrenamiento
completo no se da por adelantado [67].

Un sistema con aprendizaje incremental normalmente se
caracteriza porque puede aportar nueva información al sis-
tema sin tener expĺıcitamente acceso a los viejos datos. Es-
to motiva técnicas para actualizar de forma incremental los
métodos basados en subespacios cuando más datos se ponen
a disposición del sistema.

1.2. Objetivos

En esta tesis se desarrollan diferentes algoritmos de cla-
sificación basados en subespacios que presentan distintos en-
foques. Si bien, el método KDCV presenta en algunas apli-
caciones caracteŕısticas de clasificación aceptables, en otras
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aplicaciones donde el grado de dificultad es mayor su crite-
rio discriminante no es suficiente. Por esto, el primer objetivo
de esta tesis es desarrollar un método de clasificación basado
en una extensión del método de vectores comunes discrimi-
nantes con kernel (KDCV) que permita un mayor grado de
generalización.

El método propuesto toma el nombre de vectores comunes
discriminantes extendidos con kernel y se abrevia con las si-
glas RKDCV, del inglés Rough Discriminative Common Vec-
tor with Kernels. Este método es una generalización del méto-
do KDCV, que también puede verse como la versión no lineal
del método de vectores comunes discriminantes extendidos.

En los últimos años, los sistemas de clasificación están
cambiando continuamente y procesando cada vez más infor-
mación, lo cual ha dado gran fuerza a los métodos con apren-
dizaje incremental. El segundo objetivo de la tesis se relaciona
con este aspecto, y busca proponer diferentes algoritmos in-
crementales de algunos métodos basados en subespacios.

Desde estudios anteriores se observa que el método de vec-
tores comunes discriminantes (DCV) presenta caracteŕısticas
muy apropiadas para tareas de clasificación de datos que pre-
sentan alta dimensión, y motivados por estas caracteŕısticas
se desarrollan algoritmos incrementales de este método.

Como último objetivo concreto, y debido a algunas limita-
ciones del método DCV respecto al tamaño y a la dimensión
del espacio original de las muestras, se presenta un algoritmo
incremental del método de vectores comunes discriminantes
extendidos.

En śıntesis, los objetivos son

Desarrollar una versión extendida del método de vecto-
res comunes discriminantes con kernel.

Desarrollar diferentes algoritmos incrementales del méto-
do DCV, que incorporen nuevas muestras o nuevas cla-
ses a la base de conocimiento.
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Desarrollar un algoritmo incremental del método de vec-
tores comunes discriminantes extendidos.

Implementar los algoritmos desarrollados.

Evaluar los algoritmos respecto a tareas de clasificación
de imágenes que presentan diferentes caracteŕısticas.

De este modo, los objetivos principales son implementar,
evaluar y comparar los diferentes algoritmos de clasificación,
basados en subespacios, que se proponen y se presentan en
este documento.

1.3. Estructura de la Tesis

La estructura de este documento se define por caṕıtulos.
El caṕıtulo 1 presenta una introducción general sobre la tesis,
aśı como los objetivos y la estructura de la misma.

El caṕıtulo 2 describe los principales métodos basados en
subespacios lineales que son relevantes en nuestro caso de
estudio, como son el análisis de componentes principales, el
análisis discriminante lineal, el método de vectores comunes
discriminantes, y el método de vectores comunes discriminan-
tes extendidos.

El caṕıtulo 3 explica algunos métodos basados en subespa-
cios no lineales como el análisis de componentes principales
con kernel y el método de vectores comunes discriminantes
con kernel.

El caṕıtulo 4 presenta la primera aportación relacionada
con una extensión del método de vectores comunes discrimi-
nantes con kernel. Este caṕıtulo muestra la validación emṕıri-
ca de la extensión propuesta para diferentes casos de estudio.

La primera aportación en cuanto a algoritmos incremen-
tales se presenta en el caṕıtulo 5. Aqúı se expone el concepto
y las bases matemáticas del algoritmo incremental de vectores
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comunes discriminantes propuesto a partir de descomposición
de valores y vectores propios. Este caṕıtulo también muestra
los resultados y el análisis de validar el algoritmo incremental
en cuanto a la tasa de acierto y al tiempo de CPU, cuando
nuevas muestras y clases se incorporan al conjunto de en-
trenamiento. El caṕıtulo 5 además presenta la metodoloǵıa
principal de la validación emṕırica de los algoritmos incre-
mentales.

El caṕıtulo 6 expone, valida y analiza dos algoritmos in-
crementales del método de vectores comunes discriminantes,
pero ahora a partir de subespacios diferencia y ortogonaliza-
ción. Una versión incremental del método de vectores comunes
discriminantes extendidos se describe y valida en el caṕıtulo 7.

Este documento finaliza con el caṕıtulo 8 que presenta las
principales conclusiones a partir de los resultados obtenidos,
y muestra las lineas de investigación futuras. Este caṕıtulo
también contiene las publicaciones a las que ha dado lugar el
trabajo realizado en este documento.

Por último están los apéndices, que incluyen varios con-
ceptos fundamentales, teoremas, la descripción de las bases
de datos, y algunos resultados numéricos.
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Caṕıtulo 2

Métodos de
clasificación basados en
subespacios lineales

Resumen — Los métodos de clasificación basados en
subespacios lineales emplean proyecciones ortogonales que
transforman el espacio original de las muestras en un
subespacio, normalmente de menor dimensión, donde se
espera que las muestras sean separables linealmente. El
modelo de transformación está dado por T = WTX, donde
T es la matriz de datos en el espacio transformado de menor
dimensión, X es la matriz de datos en el espacio original y
WT es la matriz de transformación. Este caṕıtulo presenta
el estado del arte de los métodos basados en subespacios
lineales, y describe los métodos lineales que son relevantes
en este documento.
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2.1. Estado del arte

Uno de los métodos lineales no supervisado más popular
en reconocimiento de patrones, que se emplea para reducir
la dimensión del espacio de entrada, es el Análisis de com-
ponentes principales (PCA, Principal Components Analysis)
también llamado Transformada de Hotelling [14]. Su origen
suele asociarse a la publicación de un art́ıculo de K. Pearson
en 1901 [65]. Sin embargo, el nombre de componentes princi-
pales y su primer desarrollo teórico no aparece hasta 1933, en
un art́ıculo de Hotelling [55]. En 1946 Kari Karhunen [64] y en
1955 Michel Loéve [79], le dieron el nombre de trasformada de
Karhunen-Loéve o trasformada discreta de Karhunen-Loéve.
Múltiples modificaciones y extensiones de este método se han
propuesto, como son el análisis de componentes principales
complejo (complex-PCA) [123], el PCA de dos dimensiones
(two-dimensional PCA) [124], entre muchos otros.

Si bien el origen del PCA es no supervisado, en los últi-
mos años se han formulado algunas versiones supervisadas
que son una generalización del PCA original. La idea prin-
cipal de estos métodos es buscar un subespacio donde la de-
pendencia entre predictores y las variables de respuesta sea
máxima [8, 9].

Para describir la relación lineal entre dos conjuntos de va-
riables, Hotelling introduce en el año 1936 en [56] el análisis
de correlación canónica (CCA, Canonical Correlation Analy-
sis). El CCA es un método de aprendizaje no supervisado
que busca una transformación lineal ortogonal que maximiza
la correlación de las variables.

Entre los métodos lineales supervisados clásicos en recono-
cimiento de patrones, para la extracción/selección de carac-
teŕısticas, está el análisis discriminante lineal (LDA, Linear
Discriminant Analysis) también conocido como el discrimi-
nante lineal de Fisher (FLD, Fisher’s Linear Discriminant).
El LDA busca maximizar la distancia entre clases mientras
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minimiza la distancia entre las muestras que pertenecen a la
misma clase. Este método se desarrolló en el año 1936 por el
biólogo y estad́ıstico británico Ronald Aylmer Fisher [35]. Su
campo de aplicación es amplio y se utiliza en tareas de clasi-
ficación de rostros [11, 73], gestos [114], música [3], iris [32],
etcétera.

A lo largo de los años se han realizado múltiples modifi-
caciones del método LDA, como en [89, 74, 106, 61, 117]. A
partir del LDA también se han generado otros métodos co-
mo el análisis discriminante regularizado (RDA, Regularized
Discriminant Analysis) [38], el criterio de márgenes máximo
(MMC, Maximal Margin Criterion) [48], el análisis discrimi-
nante exponencial [128], entre varios.

Otro método lineal de extracción/selección de caracteŕısti-
cas es el análisis de componentes independientes (ICA, Inde-
pendent Component Analysis). ICA busca una trasformación
lineal ortogonal que minimiza la dependencia estad́ıstica en-
tre los patrones. Este método es más apropiado cuando los
patrones tienen una distribución no gaussiana. Su origen se
sitúa aproximadamente en el año 1986 y se atribuye a Herault
y Jutten [25].

En el año 1999 tuvo origen el método lineal supervisado
de vectores comunes (CV, Common Vector). Este método fue
propuesto por Gulmezoglu et al. para problemas de reconoci-
miento de palabras aisladas [44]. CV extrae del conjunto de
entrenamiento las propiedades comunes de cada clase, elimi-
nando las diferencias entre las muestras de una misma clase.
CV se utiliza si la dimensión del espacio de muestras es mayor
o igual al número de muestras de entrenamiento por clase. En
reconocimiento de patrones también se emplea para el reco-
nocimiento de rostros como en [53, 33].

En el año 2004 Cevikalp et al. proponen el método de los
vectores comunes discriminantes (DCV, Discriminative Com-
mon Vectors) para el reconocimiento de rostros [22, 21]. DCV
es un método lineal supervisado basado en el criterio discri-
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minante lineal de Fisher modificado [§A.5]. DCV se utiliza
cuando la dimensión del espacio de muestras es mayor a la
diferencia entre el número de muestras de entrenamiento to-
tal y el número de clases. Además de usarse en tareas de
reconocimiento de rostros, se emplea en tareas de recono-
cimiento de expresiones faciales [113], siluetas [119], etcéte-
ra [47]. En los últimos años varias modificaciones del método
de vectores comunes discriminantes se han propuesto, como
en [34, 29, 133, 71, 26].

Tamura et al. proponen en el año 2007 una extensión
del método CV, llamada vectores comunes extendidos (RCV,
Rough Common Vector), para resolver algunos problemas de
los métodos CV y LDA [105]. El método RCV reinterpreta el
espacio nulo de la matriz de dispersión intra-clase para obte-
ner las caracteŕısticas discriminantes.

Recientemente, técnicas de aprendizaje de subespacios mul-
tilineales se han expuesto. La reducción de la dimensión de
los datos multidimensionales se realiza a partir de representar
los datos como tensores. La investigación de estos métodos ha
avanzado en pocos años, desde la exploración heuŕıstica para
investigación sistemática [80] a algoritmos supervisados y no
supervisados [121, 49].

2.2. Análisis de componentes principa-
les

El análisis de componentes principales (PCA), es un méto-
do estad́ıstico no supervisado usado en tareas de reducción de
la dimensionalidad, compresión, extracción de caracteŕısticas
y visualización, que preserva al máximo la variabilidad de las
muestras en el espacio original [55, 62, 15].

Una alta correlación de los vectores de entrada implica
información redundante. El método PCA disminuye la re-
dundancia mediante la incorrelación de dichos vectores. Por
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lo tanto, los vectores de entrada de dimensión elevada y al-
ta correlación pueden ser eficientemente representados en un
espacio de dimensión inferior cuyos vectores no están correla-
dos [62].

El método PCA pretende analizar la dispersión de las
muestras, detectando las variables que son responsables de di-
cha dispersión y facilita el estudio de las relaciones que existen
entre las muestras.

El PCA puede ser definido como una proyección ortogonal
de los datos en un subespacio lineal de menor dimensión don-
de la varianza de los datos proyectados es máxima [55, 15].
El proceso de proyección ortogonal se muestra intuitivamente
en la figura 2.1.

(a) (b) (c)

pc1

pc2

pc3

pc1

pc
2

Figura 2.1: PCA busca un subespacio de menor dimensión donde
el conjunto de entrenamiento tiene la máxima varianza. (a) conjun-
to de entrenamiento. (b) componentes principales ordenadas por
varianza. (c) proyección del conjunto de entrenamiento utilizando
las primeras componentes principales.

Las nuevas variables son combinaciones lineales de las an-
teriores y se construyen según el orden de importancia en
cuanto a la varianza total de las muestras. Los nuevos vectores
de caracteŕısticas xkpca se definen mediante la transformación
lineal:

xkpca = WT
pcax

k k = 1, . . . ,M (2.1)

Wpca ∈ Rd×r es una matriz con columnas ortonormales, donde
r ≤ d.

15



2. Métodos de clasificación basados en
subespacios lineales

La matriz de dispersión total, ST ∈ Rd×d, está definida
como

ST =
M∑
i=1

(xi − xt)(x
i − xt)

T (2.2)

donde xt es el vector media de todas las muestras en X.

El PCA busca maximizar la dispersión total de las mues-
tras proyectadas, de manera que

Wpca = argmax
‖w‖=1

|WTSTW| (2.3)

= [w1, w2, . . . , wr]

El teorema 1, del apéndice C, muestra que el criterio dado
en (2.3) es máximo para un valor r dado si los vectores colum-
na que conforman Wpca son los primeros r vectores propios
asociados a los valores propios de ST organizados de forma
descendente. Si los datos del conjunto de entrenamiento son
linealmente independientes, se cumple que r = (M − 1).

En el PCA el entrenamiento se da por finalizado una vez
se obtienen las componentes principales. Con respecto a una
nueva muestra centrada xtest, ésta se proyecta al subespacio
transformado de la forma:

xtestpca = WT
pca xtest

A partir de las muestras proyectadas, las distancias mı́ni-
mas entre las componentes principales del conjunto de entre-
namiento y de prueba se utilizan normalmente para la clasi-
ficación.

En reconocimiento de imágenes, la dimensión de las mues-
tras suele ser grande, lo cual implica que el tamaño de la
matriz de dispersión total ST es también grande (d × d). En
consecuencia, la descomposición en valores y vectores propios
es costosa.
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Si la dimensión del espacio original es mayor al número de
muestras de entrenamiento, d > M , los vectores propios vin-
culados a los valores propios no nulos de cualquier matriz de
dispersión se pueden calcular a partir de una matriz de menor
tamaño [86]. Los detalles de este procedimiento se muestran
en el apéndice A.4 (página 131).

2.3. Análisis discriminante lineal

El análisis discriminante lineal (LDA, linear discriminant
analysis), también conocido como el discriminante lineal de
Fisher (FLD, Fisher’s Linear Discriminant), es un método de
clasificación supervisado clásico en reconocimiento de patro-
nes, desarrollado en el año 1936 por el biólogo y estad́ıstico
británico Ronald Aylmer Fisher [35].

El LDA computa una transformación lineal que minimiza
la dispersión dentro de cada clase del conjunto de entrena-
miento mientras maximiza la dispersión entre las clases. La
figura 2.2 muestra intuitivamente la idea principal del método
LDA.

x3

(a) (b) (c)

xt

x1

x2

Figura 2.2: El LDA busca minimizar la distancia entre muestras
que pertenecen a la misma clase mientras maximiza la distancia
entre clases. (a) Conjunto de entrenamiento con 3 clases. (b) Pro-
yección del conjunto de entrenamiento al subespacio de dimensión
Rd×(c−1), (c) donde la dispersión dentro de cada clase es mı́nima y
la distancia entres las medias de cada clase, xj , y la media global,
xt, es máxima.
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El objetivo del LDA es encontrar una matriz de proyec-
ción, Wlda, que maximice:

Wlda = argmax
‖w‖=1

|WTSBW|
|WTSWW|

(2.4)

= [w1, w2, . . . , wr]

donde, SB y SW son las matrices de dispersión ı́nter e intra
clase, respectivamente, dadas por

SB =

c∑
j=1

(xj − xt)(xj − xt)
T (2.5)

SW =
c∑
j=1

mj∑
i=1

(xij − xj)(x
i
j − xj)

T (2.6)

xj es el vector media de la clase j, y xt es el vector media de
todas muestras.

La función que se maximiza en la ecuación (2.4) se conoce
como el criterio de Fisher. Si SW es no singular, el criterio de
Fisher es máximo cuando los vectores de la matriz de transfor-
mación Wlda son los vectores propios de (S−1

W SB) [30, 15, 39].

Sin embargo, en aplicaciones relacionadas con el proce-
samiento de imágenes normalmente el tamaño del conjunto
de entrenamiento es menor que la dimensión de las muestras,
y como consecuencia la matriz SW es singular, es decir, no
tiene inversa. Este problema se conoce como el problema
del tamaño de muestras pequeño (small sample size pro-
blem) [39].

En la práctica, el PCA [§2.2] se utiliza comúnmente como
un paso de preprocesamiento para llevar a cabo el LDA [11].
Primero se emplea el PCA para reducir la dimensión del con-
junto de entrenamiento, y de este modo la matriz de dis-
persión intra-clase es no singular en el espacio transformado.
Luego, se aplica el método LDA. Esta estrategia es conocida
como PCA+LDA [104]. En algunos problemas de clasificación
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en procesamiento de imágenes, un uso adecuado de una técni-
ca de clasificación lineal como PCA+LDA puede aprovechar
la alta dimensionalidad del espacio de partida, para encontrar
una proyección en la que el problema es linealmente resolu-
ble. Un ejemplo de este hecho se produce en la clasificación
de género a partir de la apariencia [10].

En este caso concreto, Wlda se define como

Wlda = argmax
‖w‖=1

|WTWT
pcaSBWpcaW|

|WTWT
pcaSWWpcaW|

(2.7)

En los últimos años, muchos métodos se han propuesto
para solucionar el problema de la dimensión en el LDA. Al-
gunos de ellos son el LDA basado en el espacio nulo [23],
PCA+NULL [57], regularizado (RLDA) [63, 38], directo (DL-
DA) [127], basado en QR/GSVD (LDA/QR-GSVD) [92], dual-
space LDA [112], ortogonal (OLDA) [60], etc. Varios de estos
métodos se describen en [60, 61, 128]. Entre los métodos a
destacar por su importancia para el presente trabajo está el
LDA basado en el espacio nulo.

En el contexto de este documento, el espacio nulo de cual-
quier matriz de dispersión S se define como

N (S ) = span{vi |Svi = 0, vi ∈ Rd, i = 1, . . . , n} (2.8)

donde n = (d− r) es la dimensión del espacio nulo, y r es el
rango de la matriz de dispersión. vi son los vectores propios
asociados a los valores propios nulos de S [23].

Chen et al. proponen maximizar la distancia entre cla-
ses en el espacio nulo de la matriz de dispersión intra-clase,
N (SW ), para solucionar el problema de la dimensión en LDA.
De forma breve, la solución propuesta por Chen et al. [23]
proyecta un conjunto de entrenamiento reducido al espacio
generado por los vectores propios asociados a los valores pro-
pios nulos de SW . Una vez que las muestras se transforman, el
PCA se emplea para maximizar la dispersión entre las clases,
y obtener aśı los vectores de proyección.
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Huang et al. [57] proponen un método para mejorar la
eficiencia del LDA basado en el espacio nulo. Este método
primero reduce la dimensión del conjunto de entrenamiento
a partir del PCA, y después remueve el espacio nulo de la
matriz de dispersión total de las muestras transformadas. Esta
aproximación se conoce como PCA+NULL.

2.4. Vectores comunes discriminantes

El método de vectores comunes discriminantes (DCV,
Discriminative Common Vectors) fue propuesto por Cevikalp
et al. en [22] para problemas de reconocimiento de rostros,
donde la dimensión de los datos de entrada es mayor a la di-
ferencia entre el número de muestras de entrenamiento total
y el número de clases. Este método es equivalente al méto-
do LDA basado en el espacio nulo [23], con la excepción que
el método DCV explota el espacio original del conjunto de
entrenamiento.

DCV busca una transformación lineal que maximiza la
separación entre clases y minimiza las diferencias dentro de
cada clase a partir del criterio de Fisher basado en el espacio
nulo [20, 11, 13, 61] [§A.5],

Wdcv = argmax
|WT SWW|=0

|WTSBW| (2.9)

= argmax
|WT SWW|=0

|WTSTW|

Este criterio cuantifica la discriminación entre diferentes cla-
ses de un conjunto de datos. Las propiedades comunes de cada
clase se extraen eliminando las diferencias entre las muestras
de una misma clase.

En śıntesis, el método DCV busca proyectar las muestras
de entrenamiento en un subespacio donde todas las muestras
de una misma clase tengan una única proyección (un vector
común por clase [44, 22]). Y además, que estas proyecciones
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tengan la máxima dispersión entre ellas en un subespacio de
menor dimensión, consiguiendo un vector común discriminan-
te para cada clase. La figura 2.3 muestra de forma intuitiva
el concepto del método DCV.

(a) (b) (c)

X dcv
1

X dcv
2

X dcv
3

Figura 2.3: Método DCV. (a) Conjunto de entrenamiento. (b) El
conjunto de entrenamiento se proyecta en un subespacio donde to-
das la muestras de una misma clase se colapsan, y se obtiene un
único vector común para cada clase. Luego, (c) se busca un subes-
pacio donde los vectores comunes tengan la máxima dispersión,
obteniendo los vectores comunes discriminantes xjdcv.

La clasificación se realiza a partir de una medida de dis-
tancia, normalmente la eucĺıdea, entre los vectores comunes
discriminantes y el conjunto de test proyectado en el subes-
pacio discriminante. La figura 2.4 muestra intuitivamente la
clasificación.

El método DCV ha sido propuesto por los autores de dos
formas distintas y equivalentes para obtener la matriz de pro-
yección final. La primera de ellas se basa en la descomposición
en valores y vectores propios de las matrices de dispersión,
DCV-EVD. La segunda aproximación implica menos coste
computacional, y se apoya en métodos basados en subespacios
y en la ortogonalización de Gram-Schmidt, DCV-GSO. Las
secciones 2.4.1 y 2.4.2 sintetizan la idea principal del método
DCV a partir de eigendescomposición y a partir de ortogona-
lización, respectivamente.
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muestras de test
muestras de test 

proyectadas

X dcv
2

X dcv
1 X dcv

3

Figura 2.4: Clasificación de las muestras de test. Las muestras de
test se proyectan en el subespacio donde están definidos los vectores
comunes discriminantes, y luego una medida de distancia entre los
datos de test proyectados y los vectores comunes discriminantes se
emplea.

2.4.1. DCV a partir de eigendescomposición

El primer paso del método DCV es eliminar la variabilidad
dentro de cada clase del conjunto de entrenamiento, obtenien-
do un único vector común por clase. Esto se puede conseguir
proyectando el conjunto de entrenamiento X ∈ Rd×M , en el
espacio generado por los vectores propios asociados a los va-
lores propios nulos de su matriz de dispersión intra-clase.

Sea SW la matriz de dispersión intra-clase del conjunto de
entrenamiento

SW =
c∑
j=1

mj∑
i=1

(xij − xj)(x
i
j − xj)

T (2.10)

Sean U ∈ Rd×r y U ∈ Rd×n matrices formadas por los vectores
propios, ui, asociados a los valores propios no nulos y nulos
de SW , donde r es el rango de SW y n = (d− r).

U = [u1 . . . ur], U = [u(r+1) . . . ud]

Los vectores que conforman U y U generan los subespacios
rango y nulo de la matriz de dispersión intra-clase, R(SW ) y
N (SW ), respectivamente.
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Formalmente,

R(SW ) = span{uk|SWuk 6= 0, i = 1, . . . , r} (2.11)

N (SW ) = span{uk|SWuk = 0, i = r + 1, . . . , d} (2.12)

donde R(SW ) y N (SW ) son subespacios complementarios
ortogonales.

Las figuras 2.5(a-b) exponen intuitivamente el conjunto
de entrenamiento y su proyección en los subespacios rango y
nulo de la matriz de dispersión intra-clase.

(a) (b) (c)

X dcv
1 X dcv

2

máxima

Figura 2.5: Método DCV. (a) Conjunto de entrenamiento pro-
yectado en el espacio rango, R(SW ), y nulo, N (SW ). (b) Vectores
comunes. (c) Vectores comunes discriminantes.

Si U U
T

es el operador de proyección ortogonal al subespa-
cio N (SW ), el vector común de la j-ésima clase del conjunto
de entrenamiento se define como [22, 20]:

xjcv = U U
T

xij (2.13)

donde xjcv es independiente del ı́ndice i. Para más detalles ver
el teorema 2, del apéndice C.

Sin embargo, encontrar el conjunto de vectores propios,
U, asociados a los valores propios nulos de SW es una ta-
rea computacionalmente costosa, ya que la dimensión de este
espacio puede ser muy grande, y calcular proyecciones reque-
riŕıa multiplicar matrices bastante grandes. En la práctica,
es mucho más conveniente el uso de U que el de U por que
normalmente, en reconocimiento de imágenes, r � n.
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Dado que R(SW ) y N (SW ) son subespacios complemen-
tarios, su suma directa es todo Rd = R(SW ) ⊕ N (SW ). Por
lo tanto, cada muestra xij ∈ Rd admite una única descompo-
sición de la forma:

xij = UUTxij + U U
T

xij (2.14)

donde UUT y U U
T

son operadores de proyección ortogonales
en R(SW ) y N (SW ), respectivamente.

De este modo, el vector común de la j-ésima clase del
conjunto de entrenamiento se puede escribir como el residuo
de xij respecto a su proyección en UUT .

xjcv = U U
T

xij = xij −UUTxij (2.15)

donde un único vector común se obtiene para todas las mues-
tras de una misma clase ya que xjcv es independiente del ı́ndice
i, y en consecuencia la matriz de dispersión intra-clase es cero
en el subespacio definido por los xjcv.

El método DCV maximiza la dispersión de los vectores
comunes, a partir del criterio de la ecuación (2.16) [§A.5] [22].

Wdcv = argmax
|WT SWW|=0

|WTSBW| = argmax
|WT SWW|=0

|WTSTW|

= argmax
‖w‖=1

|WTScvW| (2.16)

= [w1, w2, . . . , wr]

Scv es la matriz de dispersión de los vectores comunes,

Scv =
c∑
j=1

(xjcv − xcv)(x
j
cv − xcv)

T (2.17)

donde xcv es el vector media de todos los xjcv.

De este modo, los vectores propios asociados a los valores
propios no nulos de Scv conforman la matriz de proyección
final Wdcv que maximiza el criterio de la ecuación (2.16). Si
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todos los vectores comunes son linealmente independientes el
rango de Scv es (c − 1), y por tanto el número de vectores
propios que forman Wdcv es como máximo r = (c − 1). Es
decir, W ∈ Rd×(c−1).

Aśı el vector comun discriminante, xjdcv, de la clase j se ob-
tiene a partir de proyectar cualquier muestra, xij , en el subes-

pacio discriminante†. Como ya se ha dicho, xjdcv es indepen-
diente del ı́ndice i de la muestra (ver teorema 2) [22].

xjdcv = WT
dcvx

i
j (2.18)

De la misma manera se puede proyectar cualquier muestra de
test.

Normalmente cuando se trabaja con imágenes la dimen-
sión de las muestras es grande. Ésto implica que el tamaño de
las matrices de dispersión, involucradas en el cómputo de los
vectores comunes discriminantes, es muy grande, y en conse-
cuencia el coste computacional de realizar la eigendescompo-
sición es elevado. Si la dimensión del espacio original es mayor
al número de muestras de entrenamiento, d > M , los vectores
propios vinculados a los valores propios no nulos de cualquier
matriz de dispersión se pueden calcular a partir de una matriz
de menor tamaño [§A.4] [86].

Después de varias mejoras [22, 20], el coste computacio-
nal asociado a este procedimiento para obtener los vectores
comunes discriminantes, está dominado por O(`(M3) +dM2)
operaciones, vinculadas a la descomposición en valores y vec-
tores propios de la matriz de dispersión intra-clase. ` es el
número de iteraciones requeridas para que el algoritmo de
eigendescomposición converja.

La figura 2.6 muestra cómo calcular los vectores comunes
discriminantes de un conjunto de entrenamiento X. En este

†A lo largo del documento xjcv es el vector comun definido en el
espacio original de las muestras y xjdcv es el vector comun discriminante
en el espacio reducido

25



2. Métodos de clasificación basados en
subespacios lineales

proceso se distinguen dos fases. La primera calcula los vecto-
res comunes. La segunda fase determina los vectores comunes
discriminantes.

Se computan los   
vectores propios de     
correspondientes a los 

valores propios no 
nulos 

espacio 
discriminante

espacio nulo 
de 

espacio original

Fase 1

Fase 2

Se calcula 
la matriz de 
dispersión 
intra-clase, 

, de

Se realiza 
la EVD de   

Se calcula la matriz 
de dispersión total, 

  , de    en el 
espacio nulo de   

Figura 2.6: Proceso para obtener los DCV. X es el conjunto de

entrenamiento. U U
T

es el operador de proyección a N (SW ). xjcv
son los vectores comunes. Wdcv es la matriz de proyección formada
por los vectores propios asociados a los valores propios no nulos de
la matriz de dispersión total, Scv, de los vectores comunes. xjdcv es
el vector común discriminante de la clase j.

2.4.2. DCV a partir de ortogonalización

Una forma alternativa de calcular los vectores comunes
discriminantes, que implica menos coste computacional, es
a partir de subespacios diferencia y la ortogonalización de
Gram-Schmidt (GSO).

El espacio original de un conjunto de datos X ∈ Rd×M con
c clases y mj muestras en la clase j, también puede dividirse
en dos subespacios complementarios, nombrados en [44] co-
mo subespacios diferencia e indiferencia. Sea B el subespacio
diferencia de X,

B = span{x2
1 − x1

1, x3
1 − x1

1, . . . , x
nc
c − x1

c}

con x1
j como vectores sustraendo y j = 1, . . . , c.
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Desde el teorema 6, el subespacio diferencia B y el subes-
pacio rango de la matriz de dispersión intra-clase R(SW ), son
el mismo subespacio. Luego, los operadores de proyección or-
togonal son los mismos para el subespacio diferencia B y para
el subespacio rango R(SW ) [44, 45].

Una base ortonormal, Θ ∈ Rd×r, del subespacio diferen-
cia B se puede conseguir a partir de la GSO. Básicamente, el
método de ortonormalización de Gram-Schmidt consiste en
lo siguiente: Dado un subespacio del que se conoce una ba-
se ortonormal y un vector que no está en el subespacio, se
proyecta éste sobre el ortogonal de aquél a fin de conseguir
una base ortonormal para un subespacio de dimensión una
unidad mayor. Procediendo recursivamente desde un vector
dado se puede conseguir una base ortonormal de todo el es-
pacio. El algoritmo 1 muestra de forma general la ortogona-
lización de Gram-Schmidt para obtener una base ortonormal
Q = [q1, q2, . . . , qr] ∈ Rd×r del subespacio generado por los
vectores A = [a1, a2, . . . , aM ] ∈ Rd×M . En este algoritmo
‖a1‖ > 0.

Algoritmo 1 Ortogonalización de Gram-Schmidt.

Entrada: A ∈ Rd×M .
Salida: Q ∈ Rd×r.

1. Normalizar el primer vector columna de A de modo que
q1 = a1

‖a1‖ y l = 1.
2. Desde i← 2 hasta M

a) v = ai −
∑l
k=1(qTk ai) qk

b) si ‖v‖ > 0 entonces

l = l + 1.

ql = v/‖v‖.
3. Una base ortonormal del subespacio generado por los

vectores en A es Q = [q1, q2, . . . , qr] ∈ Rd×r, donde
r = l.

Una vez se obtiene Θ, el operador de proyección ortogonal
a B es ΘΘT . De esta manera, cualquier muestra de la clase j
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se puede proyectar en B para obtener los vectores comunes,
mediante la correspondiente sustitución

xjcv = xij −ΘΘTxij (2.19)

Los vectores comunes de la ecuación (2.19) son idénticos
a los xjcv obtenidos a partir de eigendescomposición, ya que
B y R(SW ) son el mismo subespacio. Por lo tanto, la matriz
de proyección a B proyecta al subespacio R(SW ) (teorema 6),
aunque las bases U y Θ son en general diferentes. El teore-
ma 5 del apéndice C muestra que, los xjcv no dependen de la
selección del vector sustraendo.

Para obtener la matriz de proyección final Wdcv, sólo se
necesita una base ortonormal del subespacio rango de Scv.
Aśı que, Wdcv se calcula de forma eficiente a partir de una
base ortonormal del subespacio diferencia, Bcv, de los vectores
comunes xjcv,

Bcv = span{(x2
cv − x1

cv), . . . , (x
c
cv − x1

cv)} (2.20)

ya que Bcv y el subespacio rango de Scv, son el mismo subes-
pacio [22]. Si los vectores comunes son linealmente indepen-
dientes Wdcv ∈ Rd×(c−1).

El coste computacional de obtener los vectores comunes
discriminantes mediante subespacios diferencia y la ortogona-
lización de Gram-Schmidt está dominado por O(dM2) opera-
ciones [22].

La figura 2.7 presenta como obtener los vectores comunes
discriminantes a partir de subespacios diferencia y ortogona-
lización de Gram-Schmidt.

2.5. Vectores comunes discriminantes ex-
tendidos

El método de los vectores comunes extendidos (traducción
libre de Rough Common Vector, RCV) fue propuesto por Ta-
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Fase 2

espacio 
original

Se calcula una base 
ortonormal del 

subespacio diferencia 
de los    , a partir 

de la GSOespacio discriminante

Se computa una base 
ortonormal del 

subespacio diferencia, 
  , a partir de la GSO 

espacio 
diferencia

Fase 1

Figura 2.7: Método DCV a partir de subespacios diferencia y GSO.
X es el conjunto de entrenamiento. B es el subespacio diferencia
de X. ΘΘT es el operador de proyección ortogonal a B. xjcv son
los vectores comunes. Wdcv es una base ortonormal del subespacio
diferencia de los xjcv, que contiene los vectores de proyección al
subespacio discriminante. xjdcv es el vector común discriminante de
la clase j.

mura et al. en [105], para tareas de reconocimiento de rostros.
Ellos proponen una forma más flexible y robusta de calcular
los vectores comunes para la clasificación.

La idea fundamental del método RCV se basa en extender
el subespacio nulo de la matriz de dispersión intra-clase, SW ,
a partir de considerar los vectores propios de SW asociados a
valores propios pequeños como si fueran nulos. De este modo
el espacio de caracteŕısticas se divide en dos subespacios. Un
subespacio con los vectores propios asociados a los valores
propios de mayor valor de la matriz de dispersión intra-clase,
SW , y un subespacio con los vectores propios asociados a los
valores propios de menor valor (incluidos los nulos).

RCV reinterpreta el espacio nulo de la matriz de disper-
sión intra-clase para obtener las caracteŕısticas discriminan-
tes. Como consecuencia, el método RCV reduce el subespa-
cio rango R(SW ), mientras amplia el subespacio nulo original
N (SW ) a partir de los vectores asociados a los valores propios
normalizados no nulos, organizados de mayor a menor, que no
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satisfacen la condición:

(1− α) ≥
k∑
i=1

λi, k ≤ r
r∑
i=1

λi = 1. (2.21)

donde α es una constante positiva, 0 ≤ α < 1. El valor de
la constante indica la cantidad de varianza que se añade al
nuevo espacio nulo de SW . En el caso particular α = 0 se
obtiene el método DCV original.

Sean U y U el conjunto de vectores propios asociados a
los valores propios no nulos y nulos de SW , respectivamen-
te. El nuevo conjunto de vectores asociados a los respectivos
subespacios complementarios a partir de α es:

Uα = [u1 . . . uk] (2.22)

Uα = [u(k+1) . . . ur u(r+1) . . . ud] (2.23)

donde los vectores que conforman Uα y Uα generan el nuevo
subespacio rango reducido R̃(SW ) y el nuevo subespacio nulo
extendido Ñ (SW ).

R̃(SW ) = span{u1, . . . ,uk} (2.24)

Ñ (SW ) = span{u(k+1), . . .ur, u(r+1), . . . ,ud} (2.25)

UαUT
α y UαU

T
α son los operadores de proyección al espacio

rango reducido y al espacio nulo extendido de SW , respecti-
vamente. De este modo, el vector común extendido de la clase
j está dado por:

xjrcv = UαU
T
αxij = xij −UαUT

αxij (2.26)

Una diferencia (muy) importante respecto al método DCV
es que el cálculo del vector común extendido no es indepen-
diente de i. Una elección razonable que se utiliza en el art́ıculo
original es remplazar el vector xij por el vector media de la
clase j en X [105].
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(a) (b) (c)

X rcv
1

X rcv
2

Figura 2.8: Método RCV. (a) Subespacios rango y nulo de SW . (b)
Subespacio rango reducido, R̃(SW ), y subespacio nulo extendido,
Ñ (SW ), de SW . (c) Vectores comunes extendidos, xjrcv, calculados
a partir de la media de cada clase.

La figura 2.8 muestra gráficamente la idea de los vecto-
res comunes extendidos para un conjunto de entrenamiento

proyectado en el espacio nulo extendido, a partir de UαU
T
α .

Para obtener los vectores comunes discriminantes exten-
didos, xjrdcv, se calcula la matriz de proyección final, Wrdcv, a

partir de maximizar la dispersión de los xjrcv. Por lo tanto, se
utiliza el análisis de componentes principales [§2.2].

La matriz de dispersión de los vectores comunes extendi-
dos se define como

Srcv =
c∑
j=1

(xjrcv − xrcv)(x
j
rcv − xrcv)

T (2.27)

donde xrcv es el vector media de los xjrcv.

Finalmente, los vectores propios asociados a los valores
propios no nulos de Srcv son los vectores que forman la ma-
triz de proyección final Wrdcv. De esta manera, los vectores
comunes discriminantes extendidos se definen como

xjrdcv = WT
rdcvxj (2.28)

donde xj es el vector media de la clase j.

El número de operaciones involucradas para obtener los
xjrdcv es O(`(M3) + dM2 + dMrα) del cálculo de SW y de
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su EVD. ` es el número de iteraciones requeridas para que
el algoritmo de eigendescomposición converja y rα es el ran-
go de R̃(SW ). La segunda parte del método RDCV, a partir
de subespacios diferencia y ortogonalización, conlleva O(dc2)
operaciones.

2.6. Aplicabilidad

Los métodos PCA, LDA, DCV y RDCV, vistos en este
caṕıtulo, se basan en proyecciones ortonormales. De forma es-
pecifica, el PCA encuentra un subespacio donde las muestras
de entrenamiento preservan la máxima variabilidad. En proce-
samiento de imágenes el método PCA se utiliza comúnmente
como una técnica de reducción de la dimensionalidad.

El LDA es un método de clasificación supervisado que bus-
ca minimizar la distancia entre muestras de una misma clase,
mientras maximiza la distancia entre muestras de diferentes
clases. Como se ha dicho antes, debido al problema del ta-
maño de muestras pequeño, distintos algoritmos del método
LDA han sido propuestos.

En cuanto al método DCV, éste se utiliza en tareas don-
de la dimensionalidad del espacio original de las muestras es
mayor a la diferencia entre el conjunto de entrenamiento y
el número de clases. DCV busca un subespacio donde todas
las muestras de una misma clase tienen una única proyección,
mientras la distancia entre estas proyecciones es máxima.

Las versiones de DCV, desde EVD y GSO, presentan la
misma tasa de acierto ya que los dos algoritmos son semejan-
tes en cuanto a ésta. La diferencia entre estos algoritmos es el
coste computacional. Mientras la tendencia del coste compu-
tacional de DCV-GSO es cuadrática, en DCV-EVD la ten-
dencia es cubica. Sin embargo, múltiples software matemáti-
cos (como Matlab y OpenCV, entre otros) han desarrollado
funciones eficientes para calcular la EVD.
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En aquellos casos donde el tamaño del conjunto de entre-
namiento es mayor o igual la dimensión del espacio original,
el método DCV no proporciona un subespacio discriminante
adecuado para la clasificación de las muestras. En estos casos
el método RDCV se puede utilizar. RDCV relaja las bases del
método DCV-EVD, para obtener un subespacio de proyección
lo suficientemente discriminante.
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Caṕıtulo 3

Métodos de
clasificación basados en
subespacios no lineales

Resumen — Los métodos basados en subespacios no
lineales son una generalización de los métodos basados
en subespacios lineales. Este tipo de métodos se utili-
zan cuando las muestras del conjunto de entrenamiento
tienen una distribución compleja y los métodos lineales
no logran una adecuada separación para la clasificación.
Este caṕıtulo presenta el concepto fundamental y el es-
tado del arte de los métodos basados en subespacios no
lineales. Además describe algunos métodos basados en
subespacios no lineales que se utilizan más adelante, co-
mo son el análisis de componentes principales con kernel y
el método de los vectores comunes discriminantes con kernel.
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3.1. Conceptos fundamentales

La idea fundamental de los métodos basados en subes-
pacios no lineales es proyectar las muestras de entrada en
un espacio de caracteŕısticas de mayor dimensión, F , don-
de se espera que las muestras se separen de forma lineal
o el problema presente una complejidad mucho menor. La
proyección se realiza a partir de un mapping no lineal Φ =
[φ(x1) φ(x2) φ(x3) . . . φ(xi)] que proyecta las muestras desde
Rd a F .

Φ : Rd −→ F

La figura 3.1 ilustra el concepto de proyectar un conjun-
to de entrenamiento, con distribución compleja, a un espacio
de mayor dimensión donde las muestras se separan de forma
lineal.

espacio de característicasespacio original 



Figura 3.1: Los métodos basados en subespacios no lineales pro-
yectan el conjunto de entrenamiento a un espacio de caracteŕısticas
de mayor dimensión, F , utilizando un mapping no lineal Φ. En F
se espera que las muestras se separen de forma lineal.

La proyección del conjunto de entrenamiento en F se rea-
liza impĺıcitamente a partir del producto punto entre cada
par de muestras. Sea X ∈ Rd×M el conjunto de entrenamien-
to y F el espacio de caracteŕısticas. La función que retorna el
producto punto entre las muestras en el espacio F se conoce
como función kernel.
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Un kernel es una función k definida en Rd ×Rd, que para
todo xi, xj ∈ X

k(xi, xj) = 〈φ(xi), φ(xj)〉

donde 〈·, ·〉 denota el producto punto y φ( ) es la función de
mapeo que proyecta las muestras desde Rd a F . La matriz que
contiene los productos punto entre todos los pares de muestras
determina en el espacio de caracteŕısticas la posición relativa
entre las muestras [12]. Esta matriz es siempre simétrica y
semidefinida positiva,

Kij = k(xi, xj)

y se llama matriz kernel.

La solución de los métodos no lineales son funciones linea-
les en el espacio de caracteŕısticas, de modo que

f(x) = WTφ(x),

Si nos restringimos al caso en que W se pueden expresar co-
mo una combinación lineal de las muestras de entrenamiento,∑M

i=1 αiφ(xi), se obtiene que

f(x) =
M∑
i=1

αTi k(xi, x)

Por lo tanto, la función de mapeo no lineal y las mues-
tras proyectadas en el espacio de caracteŕısticas no se usan
expĺıcitamente, lo cual hace los métodos no lineales compu-
tacionalmente factibles.

3.2. Estado del arte

En 1963, Vapnik y Lerner desarrollaron las máquinas de
vectores soporte (SVM, Support Vector Machines) [111]. El
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algoritmo original fue un hiper plano óptimo, considerado co-
mo un método supervisado que pertenecen a la familia de los
clasificadores lineales [110]. Sin embargo en 1992 Bernhard
Boser, Isabelle Guyon y Vapnik [16] utilizaron esta técnica
para formular clasificadores no lineales aplicando el kernel
trick (originalmente propuesto por Aizerman et al. [1]) para
maximizar los márgenes de los hiperplanos. El algoritmo re-
sultante es formalmente similar, excepto que cada producto
punto se reemplaza por una función kernel no lineal.

Con las SVM surgieron generalizaciones/extensiones de
los métodos lineales. Uno de los primeros métodos extendidos
fue el PCA en el año 1996 por Schölkopf et al. [97], llamado
Análisis de componentes principales con kernel (KPCA, Ker-
nel Principal Component Analysis). KPCA utiliza una fun-
ción de mapeo no lineal para proyectar los datos de entrada
a un espacio de caracteŕısticas de mayor dimensión donde se
aplica PCA [§2.2].

En 1999 Mika et al. [95] propusieron la versión kernel
del FLD, llamada Análisis discriminante de Fisher con Ker-
nel (KFDA, Kernel Fisher Discriminant Analysis). Muchos
algoritmos del método KFDA se propusieron posteriormen-
te [93, 85, 84, 122, 120, 132, 75]

El análisis de correlación canónica con kernel (KCCA,
Kernel Canonical Correlation Analysis) tuvo su origen en el
año 2001 en [2]. KCCA es un método no lineal que determina
las dependencias estad́ısticas entre dos conjuntos de variables
aleatorias [52].

Francis R. Bach y Michael I. Jordan presentaron en el
año 2002 la versión kernel de ICA, denominada como Análi-
sis de componentes independientes con kernel (KICA, Kernel
Independent Component Analysis) [6].

Cevikalp et al. proponen en el año 2006 el método de los
Vectores comunes discriminantes con kernel (KDCV, Discri-
minative Common Vector method with Kernels) [20], que es
la versión no lineal de DCV.
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Posteriormente, en el año 2007 Cevikalp et al. publicaron
en [19] la versión kernel de CV, llamada Vectores comunes
con kernel (KCV, The Kernel Common Vector method).

Los métodos anteriores se formulan en términos de los pro-
ductos punto de las muestras proyectadas en el espacio de ca-
racteŕısticas, donde la función kernel se emplea para computar
estos productos punto. El apéndice A.6 muestra las funciones
kernel más utilizadas en reconocimiento de patrones.

3.3. Análisis de componentes principa-
les con kernel

El método de análisis de componentes principales con ker-
nel (Kernel Principal Component Analysis, KPCA) fue pro-
puesto por Schölkopf et al. en [97]. Este método utiliza una
función de mapeo no lineal para proyectar los datos de entra-
da a un espacio de caracteŕısticas de mayor dimensión donde
se aplica PCA.

Como se ha dicho antes, el PCA encuentra las direcciones
de proyección que maximizan la dispersión total del subes-
pacio [§2.2]. Lo cual equivale a encontrar los valores propios
mayores que cero y los vectores propios asociados de la matriz
de dispersión total.

El método KPCA proyecta cada vector x presente en el
espacio original de entrada Rd, a un espacio de caracteŕısticas
de mayor dimensión F , a partir de una función de mapeo no
lineal Φ.

Φ : Rd −→ F (3.1)

Asumiendo por el momento que los datos en el espacio de
caracteŕısticas están centrados, la matriz de dispersión total
se define como

S Φ
T =

1

M

M∑
j=1

φ(xj)φ(xj)
T
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Por lo tanto el problema de valores y vectores propios en el
espacio F está dado por

λw = S Φ
T w =

1

M

M∑
j=1

〈φ(xj),w〉 φ(xj)

como 〈 , 〉 denota el producto punto, todas las soluciones de w
con λ 6= 0 están en el espacio generado por φ(x1) φ(x2) . . . φ(xM ).
Consecuentemente, λw = S Φ

T w es equivalente a

λ〈φ(xk),w〉 = 〈φ(xk),S
φ
Tw〉 ∀ k = 1, . . . ,M (3.2)

donde existen coeficientes αi que

w =
M∑
i=1

αiφ(xi) (3.3)

Combinando las ecuaciones (3.2) y (3.3) se obtiene

λM

M∑
i=1

αi〈φ(xk), φ(xi)〉 =

M∑
i=1

αi

〈
φ(xk),

M∑
j=1

φ(xj)〈φ(xj), φ(xi)〉

〉
(3.4)

para todo k = 1, . . . ,M . De este modo el problema de valores y vectores
propios de la ecuación (3.4) solo involucra los productos punto de las
muestras de entrenamiento en el espacio de caracteŕısticas, y Φ no se
computa expĺıcitamente. En su lugar, se calcula la matriz de kernel K ∈
RM×M .

Kij = 〈φ(xi), φ(xj)〉 (3.5)

Luego, la ecuación (3.4) se puede expresar como

λM
M∑
i=1

αiKki =
M∑
i=1

αi

M∑
j=1

KkjKji

De esta forma, el problema del KPCA se define por

λMKw = K2w (3.6)

donde w denota el vector columna con entradas α1, . . . , αM . Para encon-
trar la solución de (3.6), se resuelve el siguiente problema de valores y
vectores propios para valores propios no nulos.

Mλw = Kw (3.7)
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De este modo, el PCA en F es equivalente a resolver el problema
de valores y vectores propios de la ecuación (3.7). Antes de aplicar el
PCA en el espacio de caracteŕısticas las muestras de entrenamiento son
centradas [96].

La matriz de kernel centrada, Kc, se computa como el producto punto
de la matriz (X− 1MX) consigo misma

Kc = (X− 1MX)(X− 1MX)T

= K − 1MK −K1M + 1MK1M (3.8)

con 1M = (1/M)(M×M) [12].

Finalmente, la dimensión del problema se reduce obteniendo los r
primeros vectores propios asociados a los r primeros valores propios no
nulos de Kc. Las componentes principales no lineales del conjunto de
entrenamiento se definen como

Xkpca = WT
kpcaKc, (3.9)

donde los vectores columna que conforman Wkpca son los vectores propios
asociados a los valores propios λ > 0 de Kc.

Las componentes principales no lineales de test, Xtest ∈ Rd×p, se
definen como

Xtest
kpca = WT

kpcaKtest
c

donde,

Ktest
c = Ktest − 1′MK−Ktest1M + 1′MK1M (3.10)

con Ktest
ij = 〈Φ(xi),Φ(xtestj )〉 y 1′M como una matriz de tamaño (p×M)

con todo sus elementos iguales a (1/M).

3.4. Vectores comunes discriminantes con
kernel

En algunos casos, los vectores comunes discriminantes (DCV [§2.4])
no son separables en el espacio original. En tales casos, el conjunto de
entrenamiento puede ser proyectado a un espacio de mayor dimensión
donde los nuevos vectores comunes discriminantes son distintos unos de
otros.

El método KDCV (Discriminative Common Vector with Kernels
[20]) utiliza una función de mapeo no lineal para proyectar las muestras
del espacio de entrada original, Rd, a un espacio de caracteŕısticas, F , de
mayor dimensión donde se aplica el método DCV [§2.4], y se espera que
las muestras sean separables linealmente.
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KDCV maximiza el criterio de Fisher basado en el espacio nulo
[§A.5], definido como:

Wkdcv = argmax
|WT SWW|=0

|WTSBW|

= argmax
|WT SWW|=0

|WTSTW|

Para un conjunto de entrenamiento X con M muestras, c clases y
mj muestras en la clase j. La transformación al subespacio F se define
como Φ = [φ(x1

1) φ(x2
1) . . . φ(xm1

1 ) φ(x1
2) . . . φ(xmcc )].

Las matrices de dispersión intra-clase SΦ
W , inter-clase SΦ

B y total SΦ
T

en el espacio transformado, F , son:

SΦ
W =

c∑
j=1

mj∑
i=1

(φ(xij)− xΦ
j )(φ(xij)− xΦ

j )T

= (Φ− ΦG)(Φ− ΦG)T (3.11)

SΦ
B =

c∑
j=1

mj(x
Φ
j − xΦ

t )(xΦ
j − xΦ

t )T

= (ΦH− ΦL)(ΦH− ΦL)T (3.12)

SΦ
T =

c∑
j=1

mj∑
i=1

(φ(xij)− xΦ
t )(φ(xij)− xΦ

t )T

= (Φ− Φ1M )(Φ− Φ1M )T = SΦ
W + SΦ

B (3.13)

donde, xij es la i−ésima muestra de la clase j. En el espacio de carac-
teŕısticas F , el vector media de la clase j y la media de todas las muestras
se representan por xΦ

j y xΦ
t , respectivamente.

G = diag[G1, . . . ,Gc] ∈ RM×M y H = diag[µ1, . . . , µc] ∈ RM×c
son matrices con submatrices en su diagonal. Cada Gj ∈ Rmj×mj es una
matriz con todos sus elementos iguales a (1/mj), y cada µj ∈ Rmj es un
vector con todos sus elementos iguales a (1/

√
mj).

L es un matriz formada por c vectores columna de tamaño (M × 1),
donde cada vector tiene todos sus elementos iguales a

√
mj/M . 1M es

una matriz de tamaño (M×M) con todos sus elementos iguales a (1/M).

Como se ha dicho antes, el método lineal DCV [§2.4], proyecta el
conjunto de entrenamiento en el espacio nulo de la matriz de dispersión
intra-clase N (SW ) y luego aplica el PCA [§2.2]. Otra opción es, pro-
yectar primero el conjunto de entrenamiento en el espacio rango de la
matriz de dispersión total R(ST ) a partir del PCA, y luego en el espa-
cio transformado encontrar el subespacio nulo [20], como lo muestra el
teorema 7.
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Aśı como en el caso lineal, el método KDCV puede primero proyectar
el conjunto de entrenamiento en N (SΦ

W ) y luego aplicar PCA. O puede,
primero aplicar PCA para proyectar el conjunto de entrenamiento en
R(SΦ

T ), y luego encontrar una base ortonormal para el nuevo espacio
nulo de la matriz de dispersión intra-clase en el espacio transformado.

Sin embargo, el primer enfoque no es posible ya que necesita expĺıci-
tamente la función Φ. Por consiguiente, el segundo enfoque es más apro-
piado para calcular los vectores comunes discriminantes no lineales, Por
lo tanto, el conjunto de entrenamiento se proyecta en R(SΦ

T ) aplicando
el kernel PCA [97] [§3.3].

Con las muestras transformadas se calcula el espacio nulo de la nueva
matriz de dispersión intra-clase, obteniendo los vectores comunes discri-
minantes no lineales que representan cada clase. Las propiedades ma-
temáticas del método DCV [§2.4] se extienden a KDCV, difiriendo en el
mapeo de las muestras.

De forma más espećıfica, una vez se calcula la matriz de kernel K ∈
RM×M , ésta se centra

Kc = K− 1MK−K1M + 1MK1M ,

para después obtener los vectores propios, U, asociados a los valores
propios no nulos, Λ, de Kc. Formalmente, Kc = UΛUT .

La matriz que proyecta el conjunto de entrenamiento en R(SΦ
T ) es

(Φ−Φ1M )UΛ−1/2. Por tanto, en el espacio reducido las nuevas matrices
de dispersión, total e intra-clase, están definidas por

S̃T
Φ

= ((Φ− Φ1M )UΛ−1/2)TSΦ
T (Φ− Φ1M )UΛ−1/2

= Λ−1/2UTUΛUTUΛUTUΛ−1/2 = Λ (3.14)

˜SW
Φ

= ((Φ− Φ1M )UΛ−1/2)TSΦ
W (Φ− Φ1M )UΛ−1/2

= Λ−1/2UT K̃wK̃T
wUΛ−1/2 (3.15)

donde K̃w = K−KG − 1MK + 1MKG = (K− 1MK)(I−G).

Los vectores propios, V, asociados a los valores propios nulos de ˜SW
Φ

,
satisfacen

VT ˜SW
Φ

V = 0,

la matriz de proyección final se define como

Wkdcv = (Φ− Φ1M )UΛ−1/2V (3.16)

donde Wkdcv tiene como máximo (c− 1) vectores de proyección.

Si el espacio nulo de (VT S̃B
Φ

V) es no vaćıo, éste se remueve y las
direcciones de proyección se rotan de tal manera que las nuevas matrices
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de dispersión total e inter-clase son diagonales.

VT S̃B
Φ

V = VT S̃T
Φ

V = VTΛV = YΛ̃YT (3.17)

En este caso, la matriz de proyección final es

Wkdcv = (Φ− Φ1M )UΛ−1/2VY (3.18)

Los vectores comunes discriminantes no lineales del conjunto de en-
trenamiento son por tanto:

xkdcv = WT
kdcv(Φ− Φ1M ) = (UΛ−1/2VY)TKc (3.19)

La clasificación de las muestras de test, Xtest ∈ Rd×p, se realiza a
partir de calcular la distancia mı́nima entre los xkdcv y las muestras de
test proyectadas xtestkdcv.

xtestkdcv = (UΛ−1/2VY)T (Ktest −K1′M − 1MKtest + 1MK1′M ) (3.20)

donde Ktest es la matriz kernel del conjunto de test y 1′M es una matriz
de tamaño (M × p) con todos sus elementos iguales a (1/M).
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En algunos casos, los métodos DCV y KDCV no proporcionan una
buena discriminación, ya sea por la limitación de que el número de mues-
tras de entrenamiento es mayor a la dimensión del espacio original o por-
que el conjunto de entrenamiento presenta una distribución compleja. En
algunos de estos casos, el subespacio lineal generado por el método RCV
tampoco es suficiente para una adecuada clasificación.

Por esto, aqúı se propone una versión no lineal del método de vectores
comunes discriminantes extendidos que también puede verse como una
generalización de los métodos de vectores comunes discriminantes con
kernel propuestos hasta la fecha.

Independientemente de los resultados en clasificación y del poder de
generalización, los métodos anteriores se basan en un aprendizaje por
lotes o de tipo batch. El aprendizaje por lotes consiste en procesar una o
repetidas veces el conjunto de entrenamiento como un todo hasta obtener
un modelo final que representa a dicho conjunto.

A pesar de su enorme campo de aplicación, las técnicas de aprendi-
zaje por lotes, no pueden ser aplicadas en un gran número de problemas
donde los datos proceden de entornos dinámicos y/o van siendo adquiri-
dos a lo largo del tiempo. Tampoco es conveniente su aplicación cuando
el consumo de recursos es exagerado, ya sea de memoria o de tiempo de
cómputo, al procesar todas las muestras a la vez.

Por ejemplo, un sistema de seguridad basado en la clasificación de
rostros, se entrena con imágenes de rostros del personal. Si el aprendizaje
del sistema es por lotes implica que, cuando hay nuevo personal en la
empresa el sistema tiene que ser entrenado de nuevo desde cero (con las
imágenes del personal actual e imágenes de los nuevos empleados). Esto
conlleva que la memoria requerida y el coste computacional sean cada
vez más altos en el entrenamiento.

Una alternativa a este problema es realizar un aprendizaje incre-
mental. El aprendizaje incremental se basa en correcciones progresivas
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aplicadas sobre un modelo previamente aprendido. Estas correcciones se
calculan a partir de pocos datos y, por tanto, con costes temporales y
espaciales reducidos.

Los métodos de aprendizaje incremental presentan caracteŕısticas
que los hacen muy apropiados para trabajar con grandes cantidades de
datos, como son, su capacidad de incorporar nuevas experiencias a la base
de conocimiento, y su capacidad de evolucionar esta base de conocimiento
desde una estructura sencilla hacia otra más compleja.

Por esto, se proponen en este trabajo algunas versiones incrementales
del método de los vectores comunes discriminantes y del método de los
vectores comunes discriminantes extendidos. Estas extensiones, permiten
incorporar al conjunto de entrenamiento nuevas muestras a las clases
existentes, aśı como nuevas clases al conjunto de entrenamiento.

Las principales contribuciones de la tesis doctoral se presentan en
los caṕıtulos 4, 5, 6 y 7 que se estructuran como sigue. El caṕıtulo 4
describe el método de los vectores comunes discriminantes extendidos
con kernel (RKDCV [31]). Los caṕıtulos 5 y 6 explican cómo obtener los
vectores comunes discriminantes de forma incremental (IDCV) a partir
de EVD y ortogonalización, respectivamente. El caṕıtulo 7 presenta el
método de vectores comunes discriminantes extendidos a partir de apren-
dizaje incremental (IRDCV). Los caṕıtulos citados, además de exponer
los métodos propuestos también presentan la validación emṕırica de los
mismos. Por último, el caṕıtulo 8 muestra las conclusiones principales
obtenidas a partir del trabajo realizado, las publicaciones generadas a
ráız de éste, y las lineas de investigación futuras.
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Caṕıtulo 4

Vectores comunes
discriminantes
extendidos con kernel

Resumen — Tanto para DCV como para KDCV, las suposiciones

subyacentes para el uso de los vectores comunes garantizan siempre un

error cero sobre el conjunto de entrenamiento. Sin embargo, no hay ga-

rant́ıas sobre la probabilidad de error. Recientemente, se ha planteado

una extensión del método DCV, llamada Rough Discriminative Com-

mon Vector (RDCV), donde se reinterpretan las bases del método DCV

y se relajan, en cierta medida, las suposiciones. Con ello se consiguen

dos cosas. Por un lado, desaparece la limitación (del método lineal) de

que no puede haber más muestras que dimensiones en el conjunto de

entrenamiento. Y por otro lado, se consigue una mejor capacidad de

generalización del método en un abanico más amplio de problemas. En

este caṕıtulo, se propone la versión kernel del método RDCV, o dicho

de otra forma, una extensión del método KDCV que conserva la misma

ĺınea en la que se ha propuesto el método lineal RDCV. Se estudia la

capacidad de generalización del método respecto a los métodos basados

en vectores comunes, frente a un determinado rango de problemas

(con cierta variabilidad). Además se observa el comportamiento de

este método frente a diferentes tamaños del conjunto de entrenamiento.

Contenido

4.1. Desarrollo teórico . . . . . . . . . . . . . . 48

4.2. Experimentos . . . . . . . . . . . . . . . . 51

4.3. Discusión . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
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4.1. Desarrollo teórico

El método de vectores comunes discriminantes extendidos con kernel
(Rough Discriminative Common Vector with Kernels, RKDCV) se puede
ver como una versión no lineal del método RDCV [§2.5], o como una
extensión del método KDCV [§3.4].

Si X ∈ Rd×M es el conjunto de entrenamiento centrado, la matriz
kernel asociada a X es Kij = 〈φ(xi), φ(xj)〉. El apéndice A.6 muestra
algunas de las funciones kernel más representativas.

Una vez la matriz kernel se calcula, ésta se centra en el espacio de
caracteŕısticas como

Kc = (X− 1MX)(X− 1MX)T

= K − 1MK −K1M + 1MK1M

1M es una matriz de tamaño (M ×M) con todos sus elementos iguales
a (1/M).

La descomposición en valores y vectores propios de Kc, es

Kc = UΛUT

Las matrices de dispersión total e intra-clase en el espacio reducido
se han definido en las ecuaciones (3.14) y (3.15), de la sección 3.4, como

S̃T
Φ

y ˜SW
Φ

, respectivamente.

Sea V∆VT la descomposición en valores y vectores propios de ˜SW
Φ

.

El método RKDCV reduce el espacio rango original de ˜SW
Φ

a los vec-
tores propios asociados a los valores propios normalizados no nulos que
satisfacen la condición:

(1− α) ≥
k∑
i=1

δi, i = 1, 2, . . . , k, . . . , r.

r∑
i=1

δi = 1. (4.1)

El valor de α indica la cantidad de varianza que se añade al espacio

nulo de ˜SW
Φ

, donde 0 < α < 1. Los valores propios no nulos se han
normalizado a partir de dividir cada valor propio por la suma de todos
ellos.

El nuevo conjunto de vectores propios asociados a los valores propios

no nulos y nulos de ˜SW
Φ

, a partir de α, es:

Vα = [v1, v2, . . . , vk]

Vα = [v(k+1), v(k+2), . . . , vr, v(r+1), . . . , vM ]

Los vectores que conforman Vα y Vα, son un conjunto generador del

espacio rango reducido y el espacio nulo extendido de ˜SW
Φ

, respectiva-

mente. De este modo, V
T
α

˜SW
Φ

Vα ≈ 0.
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La matriz de proyección final es por tanto

Wrkdcv = (Φ− Φ1M )UΛ−1/2Vα (4.2)

Si el espacio nulo de (V
T
α S̃B

Φ
Vα) es no vaćıo las direcciones de

proyección son rotadas para eliminar éste espacio nulo, y conseguir aśı que
las nuevas matrices de dispersión total y inter-clase sean diagonales.

V
T
α S̃B

Φ
Vα = V

T
α S̃T

Φ
Vα = V

T
αΛVα = YΛ̃ LT (4.3)

La matriz L contiene los vectores propios asociados a los valores

propios no nulos de
(

V
T
α S̃B

Φ
Vα

)
. En este caso, la matriz de proyección

final es
Wrkdcv = (Φ− Φ1M )UΛ−1/2Vα L (4.4)

Los vectores comunes discriminantes extendidos no lineales del con-
junto de entrenamiento se definen como

xrkdcv = (UΛ−1/2Vα L)TKc (4.5)

si el espacio nulo de
(

V
T
α S̃B

Φ
Vα

)
es vaćıo, la matriz L es también vaćıa.

En este documento, [ ] define una matriz vaćıa.

La figura 4.1 muestra un diagrama en bloques del método RKDCV,
para un conjunto de entrenamiento X ∈ Rd×M .

Se computan los vectores 
  , asociados a los 

valores propios   de   , 
   que no satisfacen    

espacio original

Se calcula la 
matriz kernel Se centra el kernel Se realiza 

la EVD de  

En el espacio 
transformado se 
calcula la matriz 

de dispersión 
intra-clase

Es vacío

No Si

Los vectores 
propios   , 

asociados a los 
valores propios no 
nulos de         , 

se calculan

Figura 4.1: Proceso para obtener los vectores comunes discrimi-
nantes extendidos no lineales del conjunto de entrenamiento X.

Los pasos para aplicar el método RKDCV a un conjunto de en-
trenamiento centrado X ∈ Rd×M , se muestran en el algoritmo 2. Los
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parámetros de entrada son el conjunto de entrenamiento y la varianza

añadida al espacio nulo de ˜SW
Φ

. La matriz de proyección final, los vecto-
res comunes discriminantes extendidos no lineales y la matriz kernel de
entrenamiento, son los parámetros de salida.

Algoritmo 2 Método RKDCV paso a paso.

Entrada: X ∈ Rd×M , α.

Salida: Wrkdcv, xrkdcv, K.

1. Computar la matriz kernel del conjunto de entrenamiento.
Normalmente es un kernel gaussiano [§A.6].

Kij = exp

(
−‖xi − xj‖2

2σ2

)
2. Centrar el kernel. Kc = K − 1MK −K1M + 1MK1M , 1M =

(1/M)(M×M).
3. Descomponer Kc en términos de sus vectores y valores pro-

pios no nulos, Kc = UΛUT .
4. Calcular la matriz de dispersión intra-clase en el espacio ge-

nerado por los vectores U.

˜SW
Φ

= Λ−1/2UT K̃wK̃T
wUΛ−1/2

donde K̃w = (K − 1MK)(I − G). I es la matriz identidad de
tamaño (M×M) y G = diag[G1, . . . ,Gc] es una matriz con
submatrices Gj ∈ Rmj×mj en su diagonal. Cada matriz Gj
tiene todos sus elementos iguales a (1/mj).

5. Realizar la descomposición en valores y vectores propios de
˜SW

Φ
= V∆VT .

6. Obtener los vectores propios Vα, asociados a los valores pro-
pios ∆ que no satisfacen

(1− α) ≥
k∑
i=1

δi, i = 1, 2, . . . , k, . . . , r.

r∑
i=1

δi = 1.

Vα = [v(k+1), v(k+2), . . . , vr, v(r+1), . . . , vM ].

7. Si el espacio nulo de
(

V
T

α S̃B
Φ

Vα

)
es no vaćıo, L es el conjunto

de vectores propios asociados a los valores propios no nulos,
en caso contrario L = [ ].
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8. Calcular la matriz de proyección final como: Wrkdcv = (Φ−
Φ1M )UΛ−1/2VαL.

9. Los vectores comunes discriminantes extendidos no lineales,
son

xrkdcv = (UΛ−1/2Vα L)TKc

10. La clasificación de nuevas muestras, Xtest ∈ Rd×p, se realiza
a partir de la distancia mı́nima entre los xrkdcv y xtestrkdcv.

xtestrkdcv = (UΛ−1/2Vα L)T (Ktest−K1′M −1MKtest+1MK1′M )

donde Ktest
ij = 〈φ(xi), φ(xtestj )〉 y 1′M = (1/M)(M×p).

4.2. Experimentos

Estos experimentos se realizan con el objetivo de observar la tasa
de acierto del método RKDCV en función de la varianza añadida al
subespacio de proyección final y al número de muestras de entrenamiento.
Además, se compara RKDCV con el método lineal no extendido DCV,
aśı como con el método no lineal ni extendido KDCV y con la versión
lineal RCV, para deducir si tiene o no mayor capacidad de generalización
al clasificar las bases de datos empleadas. Las pruebas se han diseñado
siguiendo el tipo de experimentación realizada en los trabajos originales
donde se proponen los métodos [22], [105] y [20].

Las bases de datos elegidas para la validación del método cubren
diversos dominios, y contienen imágenes en niveles de gris. Con el obje-
tivo de estudiar el comportamiento de los métodos en situaciones más
dif́ıciles, se ha considerado la adición de diferentes tipos de ruido a al-
gunas de las bases de datos. En concreto, se ha añadido ruido gaussiano
de varianza 0.02, 0.04, 0.06 y 0.08, a las bases de datos AR Face [83] y
ALL. AR y ALL con ruido añadido se les a dado el nombre de AR NG
y ALL NG, respectivamente, y contiene imágenes de rostros de diferen-
tes sujetos. ALL NG resulta de la selección aleatoria de 10 muestras sin
oclusiones por clase de las bases de rostros AR Face [83], ORL [94], Ya-
le [40] y Umist [115], obteniendo 95 clases. Cada clase de ALL NG tiene
50 muestras, de las cuales 10 no tienen ruido añadido y 40 presentan
ruido gaussiano añadido (generadas a partir de las 10 imágenes origina-
les de cada sujeto). Las caracteŕısticas del ruido añadido son idénticas a
las de AR NG. La sección D.1, del apéndice D, describe con detalle las
caracteŕısticas de AR NG y ALL NG.

Entre las bases de datos utilizadas para validar el método RKDCV
también se encuentra una base de datos de imágenes de objetos llamada
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Coil-40/30 [§D.2], que es un subconjunto de Coil-100 [87]. Además, hay
una base de datos de d́ıgitos de 0 a 9 escritos a mano llamada Mnist [72]
[§D.3], donde el 10 % de las etiquetas de las muestras de entrenamiento
se permutaron, sin favorecer a ninguna clase, para que el problema de
clasificación presente más complejidad.

En todas las bases de datos, excepto en ALL NG, se cumple el caso
del tamaño de muestras pequeño, que en nuestro caso se define como
d > (M − c). La tabla 4.1 muestra las caracteŕısticas principales de las
cuatro bases de datos utilizadas en la validación del método RKDCV.

Tabla 4.1: Caracteŕısticas de las bases de datos usadas en la vali-
dación del método RKDCV. c es el número de clases, tamaño/c es
el número de muestras por clase en toda la base de datos. mj es el
número de muestras por clase del conjunto de entrenamiento.

nombre
tamaño
imagen

c tamaño/c mj tipo

AR NG 40×40 20 70 [7, 9, 14, 23, 35, 47]
rostros, expresión,

iluminación & ruido

gaussiano

Coil-40/30 40×40 40 30 [3, 4, 6, 10, 15, 20] objetos, pose

Mnist 32×32 10 100 [10, 30, 20, 33, 50, 67]
d́ıgitos de 0-9, in-
tercambio de eti-
quetas

ALL NG 40×40 95 50 [5, 6, 10, 17, 25, 33]
rostros, expresión,

iluminación, pose &

ruido gaussiano

Los experimentos se realizan para varios tamaños relativos del con-
junto de entrenamiento con respecto al número total de muestras dis-
ponibles, para estudiar la dependencia del método en relación a este
parámetro. En particular, 1/10, 1/8, 1/5, 1/3, 1/2 y 2/3 del total de
muestras disponibles se usan en el entrenamiento, y los experimentos se
repiten 10, 8, 5, 3, 2 y 3 veces, respectivamente. El número de mues-
tras de entrenamiento por clase en las diferentes iteraciones y para las
diferentes bases de datos se muestra en la tabla 4.1. Los resultados de
esta validación cruzada repetida en cuanto a la tasa de acierto son los
respectivos valores promedio.

En la práctica, es interesante conocer el comportamiento de los méto-
dos con un número reducido de muestras de entrenamiento ya que, ob-
viamente, todos los métodos se aproximan al óptimo cuando este tamaño
crece. Por lo tanto, en las siguientes subsecciones se muestran con más de-
talle los resultados para un valor representativo del tamaño del conjunto
de entrenamiento.
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La medida de distancia empleada entre las caracteŕısticas obtenidas
del conjunto de entrenamiento y las caracteŕısticas del conjunto de prue-
ba es la distancia eucĺıdea. El valor del parámetro α, que añade varianza
al subespacio de proyección, se incrementa en intervalos de 0.05 desde 0
a 0.5.

El kernel de los métodos basados en subespacios no lineales es de tipo
gaussiano, por que es el normalmente utilizado en tareas de clasificación
de patrones, como en [19], [20], [95] y [97].

Diferentes valores del parámetro de proximidad del kernel, σ, se han
utilizado. En las bases de datos de rostros el intervalo de valores de σ
está entre 20 y 500, y un buen resultado se obtiene cuando σ = 100. En
la base de datos de objetos el intervalo de valores considerado es de 20
a 1400 y un resultado aceptable se ha obtenido con σ = 1000. El rango
de valores considerado en la base de datos de d́ıgitos es de 10 a 500,
seleccionando σ = 20 como apropiado.

4.2.1. Experimentos con pocas muestras

La evaluación del método RKDCV en el caso del tamaño de muestras
pequeño, d > (M − c), emplea las bases de datos AR NG, Coil-40/30 y
Mnist. La figura 4.2 muestra en cada fila algunas imágenes de estas bases
de datos.

Figura 4.2: Bases de datos utilizadas en la validación del método
RKDCV, para el caso del tamaño de muestras pequeño. Fila 1,
ejemplo de la degradación de las imágenes con ruido gaussiano de
0, 0.02, 0.04, 0.06 y 0.08, en la base de rostros AR NG. Filas 2
y 3, algunas imágenes de las base de datos Coil-40/30 y Mnist,
respectivamente.
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Para examinar en detalle el método RKDCV, se muestra en la figu-
ra 4.3 la tasa de acierto en función de la varianza añadida al subespacio de
proyección final y en función del número de muestras de entrenamiento.
En estos experimentos, el tamaño del conjunto de entrenamiento nunca
supera la dimensión del espacio original. Se observa que, evidentemente
y como era de esperar, a mayor número de muestras de entrenamien-
to tanto KDCV (α = 0) como RKDCV (α > 0) mejoran. Pero para el
mismo número de muestras de entrenamiento el método RKDCV puede
obtener mejores resultados al incrementar la varianza que se añade al
subespacio de proyección final, como en el caso de AR NG y Coil-40/30.
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Figura 4.3: Tasa de acierto del método RKDCV en función del
número de muestras de entrenamiento y la varianza añadida al
subespacio de proyección.

Para un número representativo de 23, 10 y 50 muestras de entrena-
miento por clase, para las bases de datos AR NG, Coil-40/30 y Mnist, res-
pectivamente, la figura 4.4 muestra la tasa de acierto del método RKDCV
al incrementar la varianza añadida al subespacio de proyección respecto a
los métodos DCV, RCV y KDCV. Se observa que el método RKDCV tie-

54



4. Vectores comunes discriminantes extendidos
con kernel

ne mayor poder de discriminación que los métodos DCV, RCV y KDCV.
Estas diferencias son más evidentes en la base de datos Coil-40/30 ya
que al aumentar la varianza del subespacio de proyección se puede ver
claramente la superioridad del método propuesto.

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55
0.95

0.96

0.97

0.98

�����������
	
������
��
���
��

����
�
���
��
� ��
� �

��������
���
��������� �!#"�$
% ������
�����&
���������('
�������������
	
�(����
��
���
��

 

 

DCV

RCV

KDCV

RKDCV

(a) AR NG

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55
0.72

0.74

0.76

0.78

0.8

0.82

0.84

�����������
	
������
��
���
��

����
�
���
��
� ��
� �

��������
���
��������� �����! "�#�$�%�&�$
' ������
�����(
���������*)
�������������
	
�*����
��
���
��

 

 

DCV

RCV

KDCV

RKDCV

(b) Coil-40/30

−0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55
0.65

0.7

0.75

0.8

0.85

0.9

0.95

1

�����������
	
������
��
���
��

����
�
���
��
� ��
� �

��������
���
��������� �������!�����"
# ������
�����$
���������&%
�������������
	
�&����
��
���
��

 

 

DCV

RCV

KDCV

RKDCV

(c) Mnist

Figura 4.4: Tasa de acierto en función de la varianza añadida al
subespacio de proyección de los métodos RCV, DCV, KDCV y
RKDCV, para un determinado número de muestras de entrena-
miento por clase de (a) 23 para AR NG donde la tasa de acierto
del método DCV no es visible para poder observar mejor las dife-
rencias presentes entre los métodos RKDCV y KDCV, (b) 10 para
Coil-40/30 y (c) 50 para Mnist.

En la base de datos AR NG es de destacar que el método RKDCV
presenta mejores resultados cuando la varianza añadida es de 0.25. Para
valores de varianza mayores o iguales a 0.3 la tasa de acierto del método
RKDCV es muy parecida a la del método lineal RCV. Para poder obser-
var mejor las diferencias presentes entre los métodos RKDCV y KDCV,
la tasa de acierto del método DCV no es visible en la figura 4.4a.
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Respecto a la base de datos de d́ıgitos Mnist, figura 4.4c, la tasa de
acierto de los métodos lineales DCV y RCV no supera ni iguala a la de
los métodos kernel.

Los resultados de la experimentación sugieren que incrementar la
varianza del subespacio de proyección en el método RKDCV es eficiente
siempre y cuando el número de muestras de entrenamiento no sea muy
elevado, ya que el método KDCV (α = 0) presenta un subespacio de pro-
yección lo suficientemente discriminante cuando el tamaño del conjunto
de entrenamiento es grande, lo cual no permite conseguir tasas de acierto
mayores.

4.2.2. Experimentos con gran escala

En este caso se utiliza la base de imágenes de rostros ALL NG, que
presenta cambios de expresión, iluminación, pose y ruido. La figura 4.5
expone algunas muestras de ALL NG.

   Ruido           0                     0.02                 0.04                 0.06               0.08
Bases de

 Rostros

AR

OR

Yale

Umist

Figura 4.5: Ejemplo de la degradación de las imágenes en la base
de datos ALL NG, que a su vez está formada por AR, ORL, Yale
y Umist.

Con esta base de datos, significativamente más grande que las em-
pleadas en la sección anterior, se estudia el comportamiento del método
RKDCV respecto a RCV y KDCV, a medida que el tamaño del conjun-
to de entrenamiento es cada vez mayor. Concretamente, para 17 o más
muestras por clase en el conjunto de entrenamiento la dimensión del es-
pacio es menor al número total de muestras de entrenamiento.

La figura 4.6 presenta la tasa de acierto en función de la varianza
añadida al subespacio de proyección de ALL NG, y en función del ta-
maño del conjunto de entrenamiento. Se observa que, a mayor número de
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muestras de entrenamiento tanto KDCV (α = 0) como RKDCV (α > 0)
obtienen mejores resultados. La tasa de acierto de RKDCV en relación
con la de KDCV, presenta cambios más significativos cuando el tamaño
del conjunto de entrenamiento es menor a la dimensión del espacio de
las muestras. Para valores menores a 17 muestras por clase el método
RKDCV consigue un 11,68 %, 9,95 % y 6,64 % más de aciertos. Si bien,
para tamaños del conjunto de entrenamiento más grandes, también se
obtienen mejoras.

5 6
10

17

25

33

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.65

0.7

0.75

0.8

0.85

0.9

0.95

1

 

����������
	�����
����������
���������������
����������������	

� ����������������	�������� ���

 �����	���	����� �!�"

"����
������#�����$����������� 

%�&'
&
(�)
&*
+ ),
- .

0.65

0.7

0.75

0.8

0.85

0.9

0.95

Figura 4.6: Tasa de acierto en función del número de muestras de
entrenamiento y de la varianza añadida al subespacio de proyección
de ALL NG, para los métodos KDCV (α = 0) y RKDCV (α > 0).

Por lo tanto, se pueden obtener tasas de acierto mayores a partir
de incrementar la variabilidad que se añade al subespacio de proyección
manteniendo un número de muestras de entrenamiento pequeño. Ob-
viamente, otra opción que permite tasas de acierto altas es aumentar
las muestras de entrenamiento, pero esto implica utilizar más recursos
computacionales.

La figura 4.7 representa el comportamiento de los métodos RDCV,
KDCV y RKDCV en función de la varianza añadida al subespacio de
proyección, para aproximadamente el 33 % de las muestras totales en
el conjunto de entrenamiento (17 muestras por clase). En este caso el
método DCV no se aplica porque la dimensión del espacio original es
menor al número de muestras de entrenamiento total. Desde esta figura,
se observa que el método extendido RKDCV presenta mejores resultados
que RDCV y KDCV. En concreto, cuando α =0.5 la tasa de acierto es
de 0.96 respecto a 0.93 en RCV y 0.94 en KDCV.
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Figura 4.7: Tasa de acierto en función de la varianza añadida al
subespacio de proyección final de ALL NG para los métodos RCV,
KDCV y RKDCV, con 17 muestras de entrenamiento por clase.

4.3. Discusión

A partir de la experimentación se observa que el método RKDCV
presenta propiedades discriminantes apropiadas para la clasificación de
las bases de datos utilizadas, independiente de la relación entre la di-
mensión del espacio original del las muestras y el tamaño del conjunto
de entrenamiento.

Si bien los métodos RCV y KDCV presentan buenas propiedades
discriminantes a mayor número de muestras de entrenamiento. El méto-
do RKDCV presenta las mismas o mejores propiedades discriminantes
utilizando un menor número de muestras de entrenamiento. Esto implica
que las matrices involucradas para obtener el subespacio discriminante
manejan menos cantidad de datos, y en consecuencia el esfuerzo compu-
tacional en el método RKDCV es menor.
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Caṕıtulo 5

Vectores comunes
discriminantes
mediante
eigendescomposición
incremental

Resumen — En muchas de las aplicaciones de clasificación

donde se utilizan métodos basados en subespacios se necesita

una realimentación informativa que resulta computacionalmente

costosa si el sistema es reentrenado desde cero, cuando nuevas

muestras de entrenamiento están disponibles. En el presente

caṕıtulo se propone una versión incremental del método de los

vectores comunes discriminantes mediante la descomposición en

valores y vectores propios respecto a nuevas muestras y nuevas

clases de entrenamiento, para datos de muy alta dimensión.
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5.1. Preliminares

En el aprendizaje por lotes, todas las muestras se usan simultánea-
mente para computar el subespacio de proyección. En el aprendizaje
incremental el subespacio existente se actualiza a partir de nuevas obser-
vaciones, por lo cual no es necesario disponer de todas las muestras de
entrenamiento a la vez, reduciendo los requerimientos de almacenamien-
to y haciendo los grandes problemas computacionalmente factibles. El
coste computacional relacionado con los métodos que emplean un apren-
dizaje incremental es eficiente en sentido relativo, no en sentido absoluto,
ya que el entrenamiento incremental se realiza desde un modelo inicial
precalculado, que conlleva un coste computacional previo.

Varios métodos de clasificación/representación basados en subespa-
cios emplean alguna matriz de dispersión (estas matrices son semidefini-
das positivas) para obtener la matriz de proyección. Normalmente, estas
matrices se descomponen en términos de valores y vectores propios a
partir de eigendescomposición o de descomposición en valores singulares.

Es lógico pensar que para realizar un aprendizaje incremental de
estos métodos es necesario un desarrollo incremental de la eigendescom-
posición (o SVD). En general, éste es un problema clásico del análisis
numérico y del álgebra computacional que se trata más adelante.

5.1.1. Antecedentes y estado del arte

Las primeras propuestas de un desarrollo incremental para métodos
basados en subespacios se presentaron para la descomposición en valores
singulares [41, 18, 17]. Estas aproximaciones permiten adicionar o quitar
solo una muestra al conjunto de entrenamiento en el modelo previamente
entrenado.

En 1982, Murakami et al. [86] plantearon la primera versión in-
cremental para calcular las componentes principales de un conjunto de
imágenes. La actualización en esta versión se realiza a partir de la adición
de una sola muestra, y además, supone que la media de las muestras no
cambia, por lo cual no es actualizada en el algoritmo.

Luego, Chandrasekeran et al. proponen un algoritmo incremental que
se basa en la actualización de SVD [81, ?]. Aunque la descomposición en
valores singulares incremental fue abordada también anteriormente en
[18, 43].

Todos estos métodos asumen que la media de las imágenes de entrada
es siempre cero. Esto no es cierto en general, y esta suposición puede
degradar los resultados de la clasificación [50].
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Los primeros en incorporar la actualización de la media en algorit-
mos incrementales basados en subespacios fueron Hall et. al. en el año
1998 [50]. Pero no fue hasta el año 2000, donde los mismos autores propu-
sieron en [51] un algoritmo incremental que actualiza la media y permite
adicionar/quitar más de una muestra en el reentrenamiento.

Liu y Chen presentan en [78] un algoritmo incremental del análisis de
componentes principales, aplicado al campo del v́ıdeo, que proporciona
pesos a la información del conjunto de entrenamiento. En este contexto,
varios métodos con derivaciones diferentes se han propuesto [126, 116].

Franco et al. sugieren una aproximación para asociar múltiples es-
pacios propios que puede verse como un PCA incremental, ya que adi-
ciona información de nuevas muestras de forma sucesiva [37, 126]. En
[100], Skocaj y Leonardis proponen un aprendizaje incremental robusto
de subespacios propios para la detección de outliers.

El FLD también ha sido extendido de muchas maneras a una for-
ma incremental, y para diferentes aplicaciones. Por ejemplo, desde redes
neuronales para la extracción de caracteŕısticas y la proyección de datos
multivariantes [82], a EVD para la clasificación de cadenas de datos [91].
Mediante subespacios complementarios [117] para tareas de reconoci-
miento de rostros a sistemas de clasificación de patrones en linea [90].
También a partir de descomposición QR [125] y SVD [129], entre otros.

Pang et al. proponen el análisis discriminante lineal incremental de
dos formas, una secuencial (Sequential ILDA) y otra por trozos (Chunk
ILDA) [91]. En la forma Chunk, el espacio discriminante se actualiza con
múltiples datos. Teóricamente, el algoritmo Sequential ILDA es un caso
especial del Chunk ILDA.

Lin et al. exponen en [103] un modelo incremental discriminante
para el seguimiento de objetos sometidos a grandes cambios de pose e
iluminación. Kim et al. [70] proponen un método incremental para el
aprendizaje de subespacios ortogonales, donde el algoritmo actualiza las
componentes principales de la correlación de las clases, y luego calcula las
componentes ortogonales de las componentes principales actualizadas.

Recientemente, Kim et al. presentan un algoritmo incremental del
análisis discriminante lineal aplicado al reconocimiento de objetos. Ellos
aplican el concepto de aproximación del conjunto generador suficiente
(sufficient spanning set), para actualizar la matriz de dispersión inter-
clases, la matriz de dispersión total y la matriz de proyección al espacio
discriminante [67, 68].

Xinxiao et al. formulan en [118] un algoritmo incremental del análisis
discriminante de correlación canónica [66], donde el modelo discriminante
se actualiza de forma incremental para capturar cambios de apariencia
humana, y facilitar la tarea de reconocimiento en entornos dinámicos.
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Koç et al. proponen en [69] un algoritmo más rápido para el método
original de vectores comunes. Este algoritmo realiza la clasificación con
respecto a valores escalares, mientras que el método CV convencional usa
vectores con dimensión igual a la del espacio de caracteŕısticas.

Algunas aproximaciones incrementales de los métodos anteriores pre-
sentan desventajas en su precisión en comparación con los métodos con
aprendizaje por lotes. Este efecto se amplifica debido a que los métodos
incrementales se suelen aplicar repetidamente dando lugar a un aprendi-
zaje continuo [51, 125].

5.1.2. Planteamiento incremental de DCV me-
diante eigendescomposición

El método DCV original, propuesto por Cevikalp et al. en [21, 22],
procesa el conjunto de entrenamiento como un único conjunto. De esta
manera, cuando nuevas muestras se incorporan al conjunto de entrena-
miento, el proceso de aprendizaje se inicia desde cero.

Por lo tanto, para calcular los vectores comunes discriminantes de
un conjunto de entrenamiento, primero se obtiene la matriz de dispersión
intra-clase. Luego se descompone la matriz de dispersión en términos de
sus vectores y valores propios, para obtener los vectores comunes. Des-
pués, la matriz de proyección que maximiza la dispersión de los vectores
comunes se calcula.

De lo anterior se observa que el método DCV se compone principal-
mente de dos fases, como se muestra en las figuras 2.6 y 2.7. La primera
fase consiste en computar el vector común de cada clase. La segunda
radica en obtener la matriz de proyección final a partir de los vectores
comunes.

De la sección 2.4 sabemos que la primera fase conlleva un coste
computacional mucho mayor que la segunda fase. Ya que en la primera
parte el tamaño de las matrices involucradas depende de la dimensiona-
lidad y del número de muestras total de entrenamiento. En cambio, la
segunda fase es independiente del número de muestras de entrenamiento,
y sólo depende del numero de clases. Por lo tanto, la segunda fase es un
problema mucho más pequeño computacionalmente y el verdadero cuello
de botella está en la primera fase.

Por consiguiente, se plantea un desarrollo incremental de la primera
fase del método DCV que busca actualizar las matrices de proyección
a partir de un modelo precalculado, cada vez que hay nuevas muestras
disponibles para el entrenamiento, y poder aśı reducir el coste compu-
tacional.
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La figura 5.1 muestra de forma general la estructura del aprendizaje
por lotes e incremental del método DCV. X es el conjunto de entrena-
miento inicial que generan los vectores comunes discriminantes xjdcv.

X dcv
2

X dcv
1

X dcv
3

ENTRENAMIENTO POR LOTES

muestras de 
entrenamiento inicial

nuevas muestras de 
entrenamiento

ENTRENAMIENTO INICIAL

espacio 
discriminante

conjunto de 
entrenamiento total

matrices de 
proyección

espacio 
discriminante

matrices de 
proyección 
obtenidas 
por lotes

matrices de 
proyección

Nuevas matrices 
de proyección 
obtenidas 

incrementalmente

ENTRENAMIENTO INCREMENTAL

Z dcv
2

Z dcv
1

Z dcv
3

Figura 5.1: Esquema general del aprendizaje por lotes e incremen-
tal en el método DCV. X es el conjunto de entrenamiento inicial.
Y es el nuevo conjunto para la actualización. Z es el conjunto de
entrenamiento total formado por X e Y. zjdcv son los vectores co-
munes discriminantes resultantes del aprendizaje por lotes y del
aprendizaje incremental.
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Y ∈ Rd×N es el conjunto de entrenamiento que actualiza de forma incre-
mental la información de X. El conjunto de entrenamiento concatenado
se define como Z = [X Y] ∈ Rd×(M+N) y genera zjdcv. Los vectores co-
munes discriminantes zjdcv, debeŕıan ser idénticos a los obtenidos a partir
de actualizar la información de X con Y. El tamaño de los nuevos datos,
N , puede ser variable aunque se supone que M � N . También se tratara
separadamente el caso en el que los nuevos datos Y contengan nuevas
clases o no.

En cuanto a la segunda fase, dado que el subespacio rango y el
subespacio diferencia de los vectores comunes son subespacios equiva-
lentes [22], la matriz de proyección final se puede obtener a partir de los
vectores propios asociados a los valores propios no ceros de la matriz de
dispersión de los vectores comunes o, a partir de una base ortonormal de
el subespacio diferencia de los zjcv, tal y como se ha visto en la sección 2.4.
Aunque, el proceso de ortogonalización sólo necesita O(dc2) operaciones
y la eigendescomposición emplea O(`(c3) + dc2), la matriz de proyección
final, Wdcv, se calculará preferentemente a partir de ortogonalización.

5.2. DCV mediante eigendescomposición
incremental

Esta sección presenta una versión incremental del método DCV ori-
ginal mediante eigendescomposición, donde las matrices de proyección se
pueden actualizar a partir de la información resultante del entrenamiento
anterior y de las nuevas muestras disponibles para el entrenamiento. De
este modo, se incorpora nueva información a la base de conocimiento a
partir de las nuevas muestras.

5.2.1. Desarrollo teórico

Para obtener los vectores comunes discriminantes del conjunto de
entrenamiento total, Z, a partir del método DCV-EVD, se tienen que
computar los vectores y valores propios de la matriz de dispersión intra-
clase SwZ , para conseguir primero los vectores comunes [§2.4.1].

Para evitar la EVD expĺıcita de SwZ , se realiza una descomposición
más simple. Esta descomposición está en términos de las matrices de
dispersión intra-clase de X y de Y. Además, se introduce una matriz S
que relaciona las medias de los datos de entrenamiento iniciales, xj , y las
medias de los nuevos datos, yj .
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En particular, la matriz SwZ se puede escribir como

SwZ =

c∑
j=1

oj∑
i=1

(zij − zj)(z
i
j − zj)

T

=

c∑
j=1

[mj∑
i=1

(xij − zj)(x
i
j − zj)

T +

nj∑
i=1

(yij − zj)(y
i
j − zj)

T

]
= SwX + SwY + S (5.1)

donde zj =
(

mj
(mj+nj)

xj +
nj

(mj+nj)
yj
)

, xj e yj son las medias de la clase

j en Z, X e Y, respectivamente. M =
∑c
j=1 mj es el número de muestras

en X y, N =
∑c
j=1 nj es el número de muestras en Y. oj = (mj +nj) es

el número de muestras de la clase j en Z.

La matriz S se define como S = JJT , donde J es una matriz de
tamaño (d × c) cuyas columnas son proporcionales a la diferencia entre
los vectores media de cada clase de X y de Y, y se define a su vez como

J = [J1 . . . Jc] con Jj =

√
mjnj

(mj + nj)
(xj − yj) (5.2)

para todo j = 1, . . . , c.

Los pasos intermedios para obtener la descomposición de SwZ en
términos de SwX , SwY y S , se muestran detalladamente en el apéndice B. La
ecuación (5.1) puede verse como una generalización de la descomposición
propuesta por Hall et. al. para el método PCA [50, 51].

La finalidad de descomponer la matriz de dispersión intra-clase de Z,
es obtener la EVD, SwZ = U′Λ′U′T , en función de los valores y vectores
propios de SwX = UΛUT (modelo precalculado) y de los de SwY = V∆V T

(información incremental). De este modo, los nuevos vectores comunes
se pueden obtener a partir de los vectores y valores propios no nulos de
SwZ .

Asociados a los tres términos de la ecuación (5.1), se tienen tres
subespacios: dos subespacios correspondientes a los rangos de los datos
de X e Y, y un tercer subespacio asociado a las diferencias de sus vectores
medias. El subespacio de rango asociado a los datos Z, es la suma de los
tres subespacios anteriores. Por lo tanto,

R(SwZ ) = R(SwX) +R(SwY ) + span{J} (5.3)

Si la suma de la ecuación (5.3) es una suma directa, una base or-
tonormal del subespacio R(SwZ ) se obtiene de la concatenación de las
bases ortonormales de los subespacios R(SwX), R(SwY ) y span{J}, como
lo muestra el teorema 3 del apéndice C. En el caso más general, puede
existir algún tipo de dependencia lineal entre el modelo precalculado,
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las nuevas muestras y la relación entre las medias de las clases, como se
muestra en la figura 5.2.

Figura 5.2: Subespacio rango de la matriz de dispersión SwZ , con-
formado por la suma de los subespacios rango de SwX y SwY , y del
subespacio generado por las diferencias de los vectores media de
cada clase en X e Y.

Por lo tanto, para obtener una base ortonormal de R(SwZ ) en función
de U, se debe encontrar una base ortonormal del subespacio R(SwY ) y
span{J} que sea ortogonal a U. Una forma de hacer esto es proyectar V
y J en el subespacio nulo de SwX , y conseguir aśı que la intersección entre
el subespacio R(SwX) y los nuevos subespacios sea nula. Esto se puede

conseguir con el operador de proyección ortogonal U U
T

o su equivalente
(I−UUT ).

De esta forma, el subespacio generado por span{U U
T

[V J]} es or-
togonal a R(SwX), y juntos conforman el subespacio de rango asociado a
SwZ .

R(SwZ ) = R(SwX)⊕ span{U U
T

[V J]} (5.4)

En este punto solo resta obtener una base de estos subespacios pro-
yectados, que se puede calcular mediante ortogonalización. En particular

v = orth
(

U U
T

[V J]
)

(5.5)

Finalmente, la base ortonormal de R(SwZ ) se construye a partir de la
base ortonormal del subespacio rango de SwX , aumentada con un conjunto
de vectores ortonormales, v, al espacio nulo de SwX que se obtienen a partir
de V y J. De manera que [U v] es una base ortonormal de R(SwZ ).

Si el nuevo conjunto de muestras no es linealmente independiente

respecto al anterior, los vectores columna que son ceros en (U U
T

[V J])
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se eliminan después de la ortogonalización. Por el contrario, si el nuevo
conjunto de entrenamiento es linealmente independiente respecto al ante-
rior y a śı mismo, se cumplirá que v ∈ Rd×N . En general [U v] ∈ Rd×rz ,
donde rz es la dimensión del espacio rango de la matriz de dispersión
intra-clase del conjunto de entrenamiento Z.

Por tanto, y como en el caso del aprendizaje por lotes, la dimensión
del espacio rango aumenta a medida que hay nuevas muestras linealmente
independientes para el entrenamiento, mientras la dimensión del espacio
nulo disminuye.

La diferencia entre la base U′ (de la EVD de SwZ ) y la base [U v]
(conseguida de forma incremental) es sólo una rotación R.

U′ = [U v] R

La matriz de rotación se puede relacionar con la descomposición en
vectores y valores propios de la matriz SwZ , que podemos reescribir como:

SwZ = SwX + SwY + JJT = [U v] R Λ′ RT [U v]T (5.6)

donde [U v]T es una inversa izquierda de [U v]. Multiplicando ambos
lados de la ecuación (5.6) por la izquierda por [U v]T , y por la derecha
por [U v], se obtiene

[U v]T (SwX + SwY + JJT ) [U v] = R Λ′RT (5.7)

Por lo tanto, la matriz de rotación R y la matriz diagonal de valores
propios Λ′, se pueden calcular a partir de la diagonalización de la matriz
de la ecuación (5.7), de una manera similar a la propuesta por Hall et.
al. en [50, 51] para el PCA incremental.

En el caso del método DCV no es necesario calcular la rotación R,

ya que el objetivo es encontrar el operador de proyección, U′U′
T

, al
espacio nulo de SwZ , que se obtiene impĺıcitamente a partir del operador
de proyección, U′U′T , al espacio rango de SwZ . De la forma

U′U′T = [U v]

I

�
��RRT [U v]T

= [U v] [U v]T

= UUT + vvT (5.8)

donde
U′U′

T
= (I−U′U′T ) = (I−UUT − vvT ) (5.9)

De este modo, sólo es necesario computar v para obtener el opera-
dor de proyección al espacio nulo de SwZ , y no es necesario resolver el
eigenproblema de la ecuación (5.7).
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Además, a partir de v también se pueden calcular directamente los
nuevos vectores comunes como una actualización de los anteriores de la
siguiente manera:

zjcv = U′U′
T

zij = (I−U′U′T ) zij

= (I−UUT − vvT ) zij

= xjcv − vvT xij (5.10)

El desarrollo paso a paso del método IDCV-EVD para incorporar
nuevas muestras a las clases del conjunto de entrenamiento se muestra
en el algoritmo 3.

Algoritmo 3 Método IDCV-EVD que añade información a las cla-
ses del conjunto de entrenamiento X.

Entrada: U ∈ Rd×rx , Y ∈ Rd×N , xj , xjcv.

Salida: Wdcv, zjdcv, [U v], zj .

1. Se calculan los vectores propios, V, asociados a los valores
propios no nulos de la matriz de dispersión intra-clase SwY .

2. La matriz J = [J1 . . . Jc] se construye a partir de

Jj =

√
mjnj

(mj + nj)
(xj − yj)

3. Se computa v como: v = orth
([

I−UUT
]

[V J]
)
.

4. La media de cada clase en Z es: zj =
mj

(mj+nj)
xj +

nj
(mk+nj)

yj .

5. U′U′T = [U v] [U v]T = UUT + vvT es el nuevo operador
de proyección al espacio rango de SwZ .

6. zjcv = xjcv − vvTxij .
7. Luego, la matriz de proyección final se obtiene a partir de

una base ortonormal del subespacio diferencia de los zjcv.

Wdcv = orth([z2
cv − z1

cv . . . zccv − z1
cv])

8. Los DCVs del conjunto de entrenamiento Z son,

zjdcv = WT
dcvz

i
j

En el próxima iteración: U = [U v], xj = zj , xjcv = zjcv.
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Los parámetros de entrada del algoritmo 3 son la matriz de vectores
propios asociada a los valores propios no nulos de SwX , el nuevo conjunto
de entrenamiento Y, los vectores media de cada clase en X y los vectores
comunes xjcv. Los parámetros de salida son la matriz de proyección final
W, los vectores comunes discriminantes de Z, la nueva matriz [U v] y los
vectores media de cada clase actualizados.

5.2.2. Coste computacional

En el caso del aprendizaje por lotes, el coste computacional del méto-
do DCV-EVD para el conjunto de datos Z ∈ Rd×(M+N), está dominado
por el cálculo y la EVD de SwZ , que implica O(`((M+N)3)+d(M+N)2)
operaciones.

Al incorporar nuevas muestras al conjunto de entrenamiento, el coste
computacional del algoritmo IDCV-EVD está dominado por el cálculo
de v, que conlleva O(`(N3) + dNrx) operaciones, resultantes de la des-
composición en valores y vectores propios de SwY y de la ortogonalización

de
(

U U
T

[V J]
)

. rx es el rango de SwX , y es como máximo igual a (M−c)
si todas las muestras en X son linealmente independientes.

En el contexto práctico de aplicación del método, el número de
muestras de entrenamiento utilizadas en la actualización es significa-
tivamente menor al número de muestras empeladas en el modelo ini-
cial. Dicho de otra forma M >> N . Por lo tanto, (M + N)3 >> N3 y
(M +N)2 >> Nrx.

5.3. Casos particulares del método IDCV-
EVD

El método IDCV-EVD propuesto en la sección anterior permite in-
corporar nuevas muestras a las clases del conjunto de entrenamiento X.

En aquellos casos donde sólo una muestra por clase, o nuevas clases,
se integran al conjunto de entrenamiento, el planteamiento del método
IDCV-EVD cambia ligeramente. Las secciones 5.3.1 y 5.3.2 especifican
con detalle el método IDCV-EVD para estos dos casos.

5.3.1. Una nueva muestra por clase

En procesos (en ĺınea) donde las muestras para el entrenamiento
están disponibles de una en una, nj = 1 para todo j = 1, . . . , c, la
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matriz de dispersión intra-clase del nuevo conjunto de entrenamiento no
se puede calcular, porque se necesitan como mı́nimo dos muestras por
clase para su cómputo. En consecuencia, la descomposición de la matriz
de dispersión intra-clase del conjunto de entrenamiento Z difiere de la
presentada en la ecuación (5.1). En este caso, la matriz de dispersión
intra-clase SwZ se puede descomponer como

SwZ =

c∑
j=1

o∑
i=1

(zij − zj)(z
i
j − zj)

T

=

c∑
j=1

mj∑
i=1

(xij − zj)(x
i
j − zj)

T +

c∑
j=1

(y1
j − zj)(y

1
j − zj)

T

= SwX + S (5.11)

donde zj = 1
oj

∑oj
i=1 zij =

(
mj

(mj+1)
xj + 1

(mj+1)
y1
j

)
y oj = mj + 1 son el

vector media y el número de muestras en cada clase de Z, respectivamen-
te. xj es el vector media de la clase j en X. S = JJT , con J = [J1 . . . Jc]

y Jj =
√

mj
(mj+1)

(xj − y1
j ). El apéndice B muestra de forma detallada

cómo obtener la ecuación (5.11).

En este caso, el espacio rango de SwZ es el resultado de sumar el
subespacio R(SwX) y el subespacio generado por J. Por lo tanto, una base
ortonormal de R(SwZ ) puede estar formada por la base ortonormal U (del
entrenamiento anterior) y una base ortonormal v del subespacio generado
por J que sea ortogonal a U.

Como en la sección anterior, v se puede obtener a partir de calcular
una base ortonormal del subespacio que se obtiene al proyectar J en el
espacio nulo de SwX , garantizando aśı que los vectores que conforman v
son ortogonales a U y ortonormales entre si. Es decir,

v = orth(U U
T

J) = orth(J−UUT J) (5.12)

Una vez se obtiene v, el operador de proyección U′U′
T

al espacio nulo
de SwZ se calcula impĺıcitamente, y con él los nuevos vectores comunes.

U′U′
T

= (I−U′U′T ) = (I−UUT − vvT )

En este caso, los puntos 1-4 del algoritmo 3 se sustituyen por:

1. (no es necesario)

2. Se calcula J = [J1 . . . Jc], con Jj =
√

mj
(mj+1) (xj − y1

j ).

3. Se computa v como: v = orth(
[
I−UUT

]
J).

4. La media de cada clase en Z es: zj =
mj

(mj+1) xj +
1

(mj+1) y1
j .
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La segunda fase del algoritmo en la que se calculan los vectores co-
munes discriminantes no sufre cambio alguno con respecto al algoritmo 3.

Aqúı se ha considerado una muestra por clase, pero también podŕıa
aplicarse el método cuando una sola muestra que pertenece a una clase
arbitraria se adiciona.

El coste computacional del método IDCV-EVD cuando nj = 1,
está dominado por el cálculo de v, donde O(dNrx) operaciones son ne-
cesarias. N = c y rx es como máximo (M − c).

5.3.2. Nuevas clases en el conjunto de actualiza-
ción

Es posible que en algunas aplicaciones sea conveniente añadir infor-
mación sobre nuevas clases que no estaban presentes al inicio del en-
trenamiento. En este caso, no se busca actualizar la información de las
clases del conjunto de entrenamiento, sino que se busca incorporar nue-
vas clases a la base de conocimiento. Por esto, se propone una versión
incremental del método DCV-EVD que permite adicionar nuevas clases
al conjunto de entrenamiento sin reentrenar el sistema desde cero.

En aquellos casos donde las muestras presentes en Y no pertenecen a
ninguna de las clases en X, la descomposición de la matriz SwZ se puede
escribir en función de las matrices de dispersión intra-clase de X e Y
exclusivamente.

SwZ =

cz∑
j=1

o∑
i=1

(zij − zj)(z
i
j − zj)

T

=

cx∑
j=1

mj∑
i=1

(xij − xj)(x
i
j − xj)

T +

cy∑
j=1

nj∑
i=1

(yij − yj)(y
i
j − yj)

T

= SwX + SwY (5.13)

donde, cx, cy y cz = cx + cy son el número de clases que tienen los
conjuntos de entrenamiento X, Y y Z, respectivamente.

Si el nuevo conjunto de entrenamiento es linealmente independiente
respecto a X, el nuevo operador de proyección al espacio rango de SwZ
está definido por [U V] [U V]T . U ∈ Rd×rx y V ∈ Rd×ry son las matrices
de vectores propios asociadas a los valores propios no nulos de SwX y SwY ,
respectivamente. rx y ry representan la dimensión del espacio rango de
SwX y SwY . Pero al igual que en los casos anteriores, no podemos garantizar
que Y sea linealmente independiente respecto a X.

Para eliminar cualquier dependencia lineal del nuevo conjunto de
entrenamiento respecto a X, se proyecta V en el espacio nulo de SwX de
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la misma manera que en los casos anteriores. De este modo, [V−UUTV]
es ortogonal a U, pero los vectores que conforman [V − UUTV] no son
ortonormales entre si y es necesario ortogonalizar. Resultando

v = orth
([

V −UUTV
])

(5.14)

A partir de v, el nuevo operador de proyección a R(SwZ ) se define como
U′U′T = [U v] [U v]T .

Los nuevos vectores comunes, la matriz de proyección final y los
vectores comunes discriminantes se calculan como se ha explicado ante-
riormente. Ahora el número de clases presentes en el conjunto de entre-
namiento Z es igual a la suma del número de clases presentes en X e Y,
donde cz = cx + cy. Por lo tanto, el tamaño de la matriz de proyección
final cambia de (cx − 1) (del entrenamiento inicial) a (cx + cy − 1) (por
el nuevo conjunto de entrenamiento), es decir W ∈ Rd×(cx+cy−1), si los
vectores comunes discriminantes son linealmente independientes.

El algoritmo 3, de la sección 5.2.1, adaptado a este caso modifica los
puntos 2-4 por:

2. (no es necesario)

3. v se define como: v = orth([I−UUT ] V).

4. La media de cada clase en Z es: zj = xj para j = 1, . . . , cx,
y zj = yj para j = cx + 1, . . . , (cx + cy).
En el resto del algoritmo el recorrido del ı́ndice j es ahora
j = 1, . . . , cz.

El método DCV-EVD con aprendizaje por lotes realiza O(`((M +
N)3) + d(M +N)2) operaciones para obtener el operador de proyección
U′U′T , mientras que el algoritmo incremental sólo realiza O(`(N3) +
d rxry) operaciones a partir de U y del nuevo conjunto de entrenamiento
Y. rx y ry representan el rango de las matrices de dispersión SwX y SwY ,
respectivamente. En nuestro caso M � N , y por tanto, (M+N)3 >> N3

en la EVD y (M +N)2 >> rxry para el cómputo de v. El máximo valor
de rx y ry se presenta cuando las muestras en X y Y son linealmente
independientes, es decir rx = (M − cx) y ry = (N − cy).

5.4. Evaluación emṕırica

La validación emṕırica del método IDCV-EVD consiste en comparar
la tasa de acierto y sobre todo el tiempo de entrenamiento respecto al
método original DCV-EVD, al clasificar diferentes bases de datos.
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La clasificación se realiza a partir de la distancia eucĺıdea entre el
1-vecino más próximo de las caracteŕısticas obtenidas del conjunto de
entrenamiento y las caracteŕısticas del conjunto de prueba, como es ha-
bitual en trabajos anteriores [21, 22].

Todos los experimentos se han realizado 10 veces. Los resultados que
se presentan corresponden al valor medio y a sus desviaciones estándar.
El conjunto de entrenamiento y el conjunto de prueba son seleccionados
aleatoriamente cada vez para eliminar cualquier tipo de dependencia en
la clasificación.

Los algoritmos incrementales se han implementado en Matlab y se
ejecutan en un equipo con procesador Dual Core AMD Opteron(tm) 270
con 1000,00 MHz de velocidad, 7,8 GB de RAM y Linux 2.6.25.20-0.5-
default x86 64 como sistema operativo.

Las secciones 5.4.1 y 5.4.2 presentan las bases de datos empleadas
en la validación emṕırica del método IDCV-EVD aśı como los resultados
obtenidos al incorporar nuevas muestras y nuevas clases al conjunto de
entrenamiento, respectivamente.

El esquema de la figura 5.3 muestra un resumen de los experimentos
realizados para validar el método IDCV-EVD con respecto al método
DCV-EVD original. El conjunto de entrenamiento se actualiza a partir
de incorporar más de una muestra por clase, una muestra por clase, y
nuevas clases.

5.4.1. Aprendizaje incremental con nuevas mues-
tras

La experimentación del método IDCV-EVD para añadir informa-
ción, ha requerido la consideración de bases de datos con un número de
muestras por clase alto y con una variabilidad apreciable, para que el
aprendizaje incremental sobre ellas tenga sentido. Se emplean cuatro ba-
ses de datos de caracteŕısticas diferentes cuyos detalles se resumen en la
figura 5.4.

La primera base de datos es de rostros, Cmu-Pie [107], y presenta
cambios de pose e iluminación. La segunda, Coil-20 [88], es de objetos y
presenta cambios de pose, de 0 a 355 grados con incrementos de 5 grados.
Finalmente, las dos últimas bases de datos, Mnist [72] y Usps [58], son
de d́ıgitos de 0 a 9 escritos a mano. Para más detalles ver el apéndice D.

Las muestras de cada base de datos se han dividido en tres grupos
distintos. El primer grupo es para el entrenamiento inicial que dará lugar
a un primer modelo del problema. El segundo es para validar los algorit-
mos (prueba), midiendo la tasa de acierto. El tercero es para el aprendi-
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Tipo de actualización,
del conjunto de entrenamiento 

Bases de datos Características Entrenamiento 
inicial 

Tipo de 
aprendizaje

Resultados

Más de una 
muestra por clase

Una  muestra 
por clase

Nuevas clases

  Cmu-Pie
  Coil-20
  Mnist
  Usps

  AR

  ORL

  TS   = 15%
  TRo = 25%
  TRi  = 60%

  TS     = 25%
  TR     = 75%
  cTRo = 40% 
 cTRi  = 60%

DCV-EVD

IDCV-EVD

Incremental

DCV-EVD

Por lotes

 Tiempo de 
 CPU (%)   
 relativo

 Tasa de
 Acierto 

Figura 5.3: Experimentos realizados para validar el método in-
cremental IDCV-EVD respecto al método original DCV-EVD con
aprendizaje por lotes. Los casos de estudio son tres. El primero
añade más de una muestra por clase al conjunto de entrenamiento.
El segundo incorpora una muestra por clase. Aqúı, TS, TRo y TRi,
son el número de muestras por clase usadas en el test, en el apren-
dizaje inicial (para el método DCV-EVD), y en el aprendizaje in-
cremental, respectivamente. El último caso incorpora nuevas clases
al conjunto de entrenamiento, donde TR es el número de muestras
por clase usadas para el entrenamiento. cTRo es el número de cla-
ses del entrenamiento inicial, y cTRi es el número de clases que se
añaden de forma incremental. Todos los experimentos se realizaron
10 veces.

zaje incremental. Estos grupos están conformados aproximadamente por
el 15 %, 25 % y 60 % de las muestras de cada clase, respectivamente.

Para cada base de datos se realizan cinco aprendizajes incrementa-
les, y cada uno de ellos se realiza 10 veces. Las diferencias entre los cinco
aprendizajes es el tamaño del conjunto de entrenamiento incremental.
Por ejemplo, en Cmu-Pie, Coil-20 y Usps el tamaño del conjunto de en-
trenamiento incremental para cada uno de los cinco entrenamientos es
de nj = 1, 2, 3, 4 y 5 muestras por clase, respectivamente. En Mnist,
nj toma los valores de 1, 4, 7, 10 y 13 muestras por clase. De este mo-
do, múltiples tamaños del conjunto de entrenamiento incremental son
empleados, conservando siempre que el tamaño del conjunto de entre-
namiento inicial sea mayor al de actualización. En cada una de las 10
iteraciones las muestras de entrenamiento (inicial e incremental) y de
prueba se permutan al azar para eliminar dependencias en el orden en
que los datos se ponen a disposición del algoritmo.

El entrenamiento inicial se realiza con el algoritmo base DCV-EVD,
a partir de mj muestras por clase. Luego, para adicionar más información
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nombre
tamaño
imagen

c tamaño/c mj nj tipo

Cmu-Pie 120×160 68 56 [8 . . . 40] [1,2,3,4,5]
rostros, pose &

iluminación

Coil-20 128×128 20 72 [11 . . . 51] [1,2,3,4,5] objetos, pose

Mnist 32×32 10 100 [15 . . . 71] [1,4,7,10,13] d́ıgitos de 0-9

Usps 16×16 10 25 [7 . . . 22] [1,2,3,4,5] d́ıgitos de 0-9

Figura 5.4: Algunas imágenes y detalles de las bases de datos usa-
das en la validación de los métodos incrementales, para incorporar
nuevas muestras al conjunto de entrenamiento. c es el número de
clases, tamaño/c es el número de muestras por clase en toda la ba-
se de datos. mj y nj son el número de muestras por clase para el
entrenamiento por lotes e incremental, respectivamente.

al conjunto de entrenamiento, se incorporan nj nuevas muestras por cada
clase. Los valores de mj y nj en los experimentos se muestran en la
figura 5.4.

El método original DCV-EVD con el que se compara el algoritmo
incremental propuesto, siempre se entrena desde cero con las mismas
(M + N) muestras. M =

∑c
j=1 mj , N =

∑c
j=1 nj y j = 1, . . . , c, donde

c es el número de clases.

El algoritmo incremental IDCV-EVD se ejecuta por primera vez a
partir de los datos obtenidos del entrenamiento inicial con las primeras
M muestras. Una vez se realiza el primer entrenamiento con el algorit-
mo IDCV-EVD, los siguientes entrenamientos incrementales utilizan los
datos obtenidos del algoritmo incremental inmediatamente anterior. De
esta forma, los valores de mj están en el rango del 15 % al 75 % de las
muestras disponibles en cada base de datos, mientras que el valor de nj
es fijo.
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En ambos casos (IDCV-EVD y DCV-EVD) los vectores comunes
discriminantes se calculan usando la media de cada clase y la matriz de
proyección final, ambas actualizadas.

La figura 5.5 muestra las tasas de acierto del algoritmo incremental
cuando se aumenta el número de muestras de entrenamiento, al clasificar
las base de datos Cmu-Pie, Coil-20, Mnist y Usps, para diferentes ta-
maños del conjunto de entrenamiento incremental. Esta figura también
muestra impĺıcitamente las tasas de acierto del método con aprendiza-
je por lotes, ya que ambos presentan exactamente las mismas tasas de
acierto. En Cmu-Pie, Coil-20 y Usps los valores empleados de nj son
[1, 2, 3, 4, 5]. En Mnist estos valores están más espaciados para poder
observar mejor el tiempo de CPU relativo del algoritmo incremental res-
pecto al algoritmo por lotes.
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Figura 5.5: Tasa de acierto en función del conjunto de entrena-
miento acumulado de los métodos DCV-EVD e IDCV-EVD, para
diferentes valores de nj .

La variabilidad de la tasa de acierto, que se observa en la figura 5.5
para los diferentes valores de nj , se debe a la aleatoriedad del conjunto
de entrenamiento en cada iteración y no es en absoluto significativa.
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Para las bases de datos Cmu-Pie y Coil-20 (figuras 5.5a y 5.5b, res-
pectivamente) la tasa de acierto aumenta a medida que hay nuevas mues-
tras disponibles en el entrenamiento, lo cual era de esperar. En cambio,
en la bases de datos Mnist y Usps, figuras 5.5c y 5.5d respectivamente, la
tasa de acierto aumenta hasta cierto punto, y después decrece a medida
que hay nuevas muestras en el entrenamiento.

Este comportamiento se debe a un problema intŕınseco del método
DCV, ya que la dimensión del espacio original no es significativamente
mayor a la diferencia entre el número de muestras de entrenamiento y
el número de clases. Ya que, el método DCV se puede aplicar cuando la
dimensión del espacio original es mucho mayor al número de muestras de
entrenamiento menos el número de clases [§2.4]. Cuando el tamaño del
conjunto de entrenamiento es cercano a la dimensión del espacio original,
la dimensión del espacio nulo es pequeña y por tanto este espacio no es
lo suficientemente discriminante.

En la figura 5.6 se muestra la relación del número de muestras de
entrenamiento total menos el número de clases sobre la dimensión del
espacio original, (M − c)/d. Esta gráfica está en función del número
de muestras de entrenamiento por clase mj , donde M =

∑c
j=1 mj . Se

observa que, en las bases de datos Usps y Mnist el tamaño de (M − c) en
cada iteración está cada vez más cerca a la dimensión del espacio original
de las muestras. Mientras que esta relación es pequeña en las bases de
datos Cmu-Pie y Coil-20.
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Figura 5.6: Relación de la diferencia entre el tamaño del conjun-
to de entrenamiento y el número de clases sobre la dimensión del
espacio original, (M − c)/d, en función del número de muestras de
entrenamiento por clase mj .

La tabla 5.1 muestra la relación entre la dimensionalidad y el valor
máximo de la diferencia entre el número de muestras y el número de
clases de entrenamiento (en nuestra experimentación), para las bases de
datos Cmu-Pie, Coil-20, Mnist y Usps.
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Tabla 5.1: Relación entre la dimensión del espacio original d, y el
tamaño máximo del conjunto de entrenamiento menos el número
de clases (M − c), M =

∑c
j=1mj y j = 1, . . . , c, para las bases de

datos Cmu-Pie, Coil-20, Mnist y Usps.

nombre mj c d (M − c)
Cmu-Pie 40 68 19,200 � 2,652

Coil-20 51 20 16,384 � 1,000

Mnist 71 10 1,024 > 700

Usps 22 10 256 > 210

Desde las tasas de acierto podemos decir que, al incorporar nuevas
muestras de entrenamiento a partir de las matrices generadas en el apren-
dizaje incremental anterior (si existe), las matrices de proyección no se
degeneran en cada reentrenamiento con respecto al entrenamiento por
lotes correspondiente.

En relación al coste computacional, la figura 5.7 presenta el tiempo
de CPU relativo‡ , con su respectiva desviación estándar, del algoritmo
incremental IDCV-EVD respecto al algoritmo con aprendizaje por lotes
DCV-EVD, en cada reentrenamiento. Se observa que el algoritmo incre-
mental es menos costoso que el algoritmo con aprendizaje por lotes. A
mayor número de muestras de entrenamiento, más grande es la diferencia
entre el coste computacional del algoritmo DCV-EVD e IDCV-EVD. El
tiempo de CPU relativo decrece con M para un valor fijo de N . Esta ten-
dencia observada es aproximadamente de O(1/M), lo que se corresponde
con los resultados asintóticos para valores fijos de N y d.

A medida que el número de muestras de entrenamiento total es mayor
al número de muestras añadidas incrementalmente, las diferencias en el
coste computacional son más significativas, hasta alcanzar una reducción
en el coste computacional del 98,6 % 96,9 % 98,8 % y 97,41 %, en las bases
de datos Cmu-Pie, Coil-20, Mnist y Usps, respectivamente.

Esta reducción en el coste computacional es significativa. Por ejem-
plo, en los casos extremos donde el número de muestras de entrenamiento
es mı́nimo y máximo, el coste del algoritmo con aprendizaje por lotes,
en la base de datos Cmu-Pie, es de 11,75 y 201,73 segundos (3,36 min),
respectivamente, mientras que el algoritmo con aprendizaje incremental
emplea tan sólo 1,45 y 2,75 segundos, respectivamente.

‡ El tiempo de CPU relativo es el cociente entre el tiempo del algo-
ritmo incremental y el tiempo del algoritmo por lotes.
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Figura 5.7: Tiempo de CPU relativo del método incremental
IDCV-EVD respecto al método original DCV-EVD, al aumentar
el número de muestras de entrenamiento para clasificar las bases de
datos.

En la base de datos Usps, figura 5.7d, la desviación estándar del
tiempo de CPU relativo presenta mayores variaciones debido a que el
tiempo computacional del entrenamiento se ve afectado por la suma de
pequeñas operaciones, que no son relevantes cuando el tamaño del con-
junto de entrenamiento es considerable.

Cuando M >> N varios hechos interesantes se presentan a partir de
los resultados obtenidos. En primer lugar, para valores deN no cercanos a
M , el algoritmo incremental reduce drásticamente el coste computacional
respecto al cómputo necesario para el caso del algoritmo con aprendizaje
por lotes. En segundo lugar, el coste computacional del algoritmo incre-
mental es directamente proporcional al tamaño del conjunto incremental.
Cuando N es pequeño, N = 1, el coste asociado al algoritmo incremental
también lo es, y esta disminución compensa incluso teniendo en cuenta
que se necesita un número mayor de actualizaciones.
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Las tablas E.1, E.2, E.3 y E.4, en el apéndice E, presentan de forma
numérica los resultados de la validación del método IDCV-EVD, para las
bases de datos Cmu-Pie, Coil-20, Mnist y Usps, respectivamente.

5.4.2. Nuevas clases

Para validar el método incremental IDCV-EVD, cuando nuevas cla-
ses se incorporan al conjunto de entrenamiento, se han considerado bases
de datos con un número alto de clases para poder tener una adición in-
cremental de éstas con suficiente recorrido. Las bases de datos utilizadas
son AR [83] y ORL [94], y contienen imágenes de rostros que presentan
cambios de expresión e iluminación. Algunas caracteŕısticas de las bases
de datos, y algunos parámetros del entrenamiento incremental y por lo-
tes, se muestran en la figura 5.8. c es el número de clases total, tamaño/c
es el número de muestras por clase. TR y TS son el número de muestras
por clase en el entrenamiento y en el test, respectivamente. El número
de clases en el entrenamiento por lotes es cx, y en el entrenamiento in-
cremental es cy. También se muestra el tipo de variabilidad presente en
las base de datos.

nombre
tamaño

c tamaño TR TS cx cy tipo
imagen /c

AR 222×299 50 14 10 4 [26, 50] [1, 3, 6, 8]
expresión, ilumi-
nación & anteojos

ORL 90×108 40 10 7 3 [16, 40] [1, 3, 6, 8]
expresión, ilumi-
nación & anteojos

Figura 5.8: Caracteŕısticas de las bases de datos utilizadas en la
experimentación de los métodos incrementales para incorporar nue-
vas clases la conjunto de entrenamiento. TR y TS son el número
de muestras, por clase, empleadas en el entrenamiento y en el test,
respectivamente. cx es el número de clases usas por el entrenamien-
to con aprendizaje por lotes. cy es el número de clases añadidas de
forma incremental en cada iteración al conjunto de entrenamiento.
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En cada base de datos, aproximadamente el 75 % de las muestras se
usa para entrenar el sistema, y el 25 % restante es de prueba para medir la
tasa de acierto. El 40 % de las clases disponibles es para el entrenamiento
inicial, y el 60 % restante es para actualizar el conjunto de entrenamiento.

Para poder observar el comportamiento del método incremental res-
pecto a la tasa de clasificación y al tiempo de CPU, múltiples tamaños
del conjunto de actualización, en el rango de 1 a 8, se emplean en la
validación. Aqúı se muestran y analizan los resultados obtenidos para
cy = [1, 3, 6, 8], en ambas bases de datos.

En la figura 5.9 se muestra la tasa de acierto del método DCV-
EVD en función del número de clases en el conjunto de entrenamiento,
y para diferentes tamaños del conjunto incremental. La tasa de acierto
de algoritmo incremental IDCV-EVD es igual a la del algoritmo con
aprendizaje por lotes, y se pueden hacer las mismas consideraciones que
en los experimentos de la sección anterior. Los pequeños cambios en la
tasa de acierto respecto a los diferentes valores de cy ocurren porque la
distribución del conjunto de entrenamiento es aleatoria para cada cy.
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Figura 5.9: Tasa de acierto en función del número de clases en el
conjunto de entrenamiento para el método DCV, e impĺıcitamente
la del método IDCV, al clasificar las bases de datos.

Al aumentar el número de clases en el conjunto de entrenamiento se
observa que la tasa de acierto no sufre diferencias relevantes. Sin embargo,
esto no sucede en algunos métodos incrementales que al añadir nuevas
clases en el conjunto de entrenamiento la tasa de acierto va en descenso
como se muestra en [130, 129].

El tiempo de CPU en segundos del proceso de entrenamiento, en los
métodos DCV-EVD e IDCV-EVD, se presenta en la figura 5.10. En esta
figura se observa que el tiempo de CPU del método con aprendizaje por
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lotes e incremental tiene un comportamiento lineal. El tiempo de CPU
del método incremental es casi constante para un mismo valor de cy,
mientras que el tiempo del método con aprendizaje por lotes aumenta en
función del número de clases en el conjunto de entrenamiento.
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Figura 5.10: Tiempo de CPU en segundos de la fase de entrena-
miento en los métodos DCV-EVD e IDCV-EVD, al incrementar el
número de clases en el conjunto entrenamiento para clasificar las
bases de datos.

El comportamiento lineal del tiempo de CPU en el método IDCV-
EVD se mantiene aunque el número de clases incorporadas de forma
incremental sea elevado, y lo único que cambia es el valor constante del
tiempo para cada cy. Este valor constante depende en parte del número
de muestras en el entrenamiento incremental, y sobre todo de la dimen-
sión del espacio original.

Para finalizar, el tiempo de CPU relativo del método IDCV-EVD
con respecto al método DCV-EVD se muestra en la figura 5.11, donde se
observa claramente que a menor número de muestras de entrenamiento
en el aprendizaje incremental, mayor es la diferencia entre el tiempo
computacional del algoritmo incremental y el algoritmo por lotes. Para
valores no tan pequeños de cy, el ahorro en el coste computacional sigue
siendo apreciable.

En este caso la tendencia de O(1/M) en el tiempo de CPU relativo
es menos acusada, ya que en ambas bases de datos la dimensión del
espacio original es elevada. Si nuevas clases se incorporaran a la base
de conocimiento, o si la dimensión del espacio original fuera menor, la
tendencia de (1/M) seria más visible, como se ha visto en la sección 5.4.1.
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Figura 5.11: Tiempo de CPU relativo del método IDCV-EVD
respecto al método original DCV-EVD, al incrementar el número
de clases en el conjunto entrenamiento para clasificar las bases de
datos.

5.5. Discusión

A partir de la validación emṕırica del método IDCV-EVD se observa
que, tanto en el caso de nuevas muestras para las clases existentes como
en el caso de nuevas clases, el algoritmo incremental no presenta desven-
tajas respecto a la tasa de acierto en cuanto al algoritmo con aprendizaje
por lotes. Por lo tanto, aunque múltiples iteraciones se realicen las apro-
ximaciones realizadas en el algoritmo incremental no afectan el poder
discriminante del método original.

También se observa que en cada reentrenamiento el algoritmo in-
cremental necesita menor tiempo computacional que el algoritmo con
aprendizaje por lotes. Además, cuanto más grande es la diferencia entre
el conjunto de entrenamiento precalculado (inicial) y el tamaño del con-
junto de entrenamiento incremental, la diferencia entre los costes compu-
tacionales es mucho mayor. Cuando el tamaño del conjunto incremental
es pequeño, N = 1 o cy = 1, el coste asociado al algoritmo incremental
también lo es, y esta disminución compensa incluso teniendo en cuenta
que se necesita un número mayor de actualizaciones.

Si bien el tamaño del conjunto de entrenamiento afecta el coste
computacional de los algoritmos, otro factor importante es la dimen-
sión del espacio de entrada. Si la dimensión es considerablemente mayor
al tamaño del conjunto de entrenamiento se observa que la tendencia del
tiempo de CPU relativo del algoritmo incremental decrece con M para
un valor fijo de N . Esta tendencia observada coincide con la teóricamente
esperada y es aproximadamente de O(1/M).

83



5. Vectores comunes discriminantes mediante
eigendescomposición incremental

84



Caṕıtulo 6

Vectores comunes
discriminantes
incrementales mediante
ortogonalización

Resumen — Este caṕıtulo presenta dos versiones del método

IDCV que usan subespacios diferencia y ortogonalización. La

primera de ellas es una extensión incremental del método original

DCV-GSO. La segunda aproximación es un método propio que

combina subespacios diferencias y ortogonalización.

Contenido

6.1. IDCV mediante ortogonalización de Gram-
Schmidt incremental . . . . . . . . . . . . 85

6.2. IDCV mediante subespacios diferencia y
ortogonalización . . . . . . . . . . . . . 94

6.3. Discusión . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

6.1. IDCV mediante ortogonalización de
Gram-Schmidt incremental

Igual que en el caṕıtulo anterior, se estudian tres formas diferentes
de incorporar la información al conjunto de entrenamiento, pero ahora a
partir de una versión incremental del método DCV-GSO. El algoritmo del
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método IDCV-GSO extiende el subespacio diferencia de las muestras de
entrenamiento inicial con la nueva información del conjunto incremental.

6.1.1. IDCV-GSO para nuevas muestras de en-
trenamiento

El subespacio diferencia del conjunto de datos Z está dado por

BZ = span{z2
1 − z1

1, z3
1 − z1

1, . . . , z2
2 − z1

2, z3
2 − z1

2, . . . , z(mc+nc)
c − z1

c},

donde el primer vector de cada clase, z1
j , se elige como vector sustraen-

do (si bien, la elección de éste es arbitraria). De la misma manera, los
subespacios diferencia de X e Y, se definen como

BX = span{x2
1 − x1

1, x3
1 − x1

1, . . . , x2
2 − x1

2, x3
2 − x1

2, . . . , xmcc − x1
c} y

BY = span{y2
1 − y1

1, y3
1 − y1

1, . . . , y2
2 − y1

2, y3
2 − y1

2, . . . , yncc − y1
c},

respectivamente.

En el caso incremental donde las muestras presentes en X y en Y
pertenecen a las mismas clases, los vectores diferencia de Y se calculan
respecto a X. Aqúı se han seleccionado como vectores sustraendo los
mismos vectores x1

j empleados en el entrenamiento anterior, donde se
obtuvo el subespacio diferencia de X. Pero el vector sustraendo en la clase
j puede ser cualquier muestra xij , como se muestra en el teorema 8. Por
lo tanto, definimos el subespacio diferencia de Y respecto a los vectores
sustraendo x1

j como

BYx = span{y1
1 − x1

1, y2
1 − x1

1, . . . , y
1
2 − x1

2, y2
2 − x1

2, . . . , yncc − x1
c} (6.1)

Nótese que la cardinalidad del conjunto generador de BYx es mayor en
c unidades que el de BY y por lo tanto su dimensionalidad es también
potencialmente mayor.

De este modo, el subespacio diferencia del conjunto de entrenamiento
total, Z, se puede escribir como la suma del subespacio diferencia de X
y el subespacio diferencia BYx .

BZ = BX + BYx , (6.2)

Si las muestras son linealmente independientes la suma de los subespacios
es una suma directa, BZ = BX ⊕ BYx , como se muestra en el teorema 3
del apéndice C.

La finalidad de expresar el subespacio BZ en términos de BX y BYx ,
es poder encontrar una base ortonormal, Θ′, de BZ en función de una base
ortonormal Θ ∈ Rd×rx de BX (calculada en el entrenamiento anterior,
donde rx es el rango de BX) y una base O de BYx .
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A partir de las propiedades de suma de subespacios, una base orto-
normal Θ′ del subespacio diferencia BZ se puede obtener desde la base
ortonormal Θ ampliada con una base ortonormal de BYx (que a su vez
sea ortogonal a Θ). La figura 6.1 muestra intuitivamente los subespacios
diferencia e indiferencia de un conjunto de entrenamiento Z, donde Z
está formado por X e Y.

Subespacio 
indiferencia de Z 

Figura 6.1: Subespacio diferencia (BZ) del conjunto de entrena-
miento Z, formado por la suma de los subespacios diferencia de X
y de Y respecto a los mismos vectores sustraendo x1

j .

La base ortonormal O, de BYx , se consigue mediante una ortogonali-
zación de Gram-Schmidt a partir de la base ortonormal Θ. La ortogona-
lización de Gram-Schmidt se puede ver como un algoritmo incremental,
ya que el proceso de ortogonalización puede incorporar nuevas muestras
al conjunto de entrenamiento a partir de una base ortonormal precalcu-
lada sin empezar desde cero. De este modo se comprueba la dependencia
lineal de las nuevas muestras de entrenamiento respecto a las muestras
iniciales, garantizando que todos los vectores que conforman Θ′ = [Θ O]
son linealmente independientes.

El algoritmo 4 muestra de forma general la ortogonalización de Gram-
Schmidt incremental, donde Q = [q1, q2, . . . , qr] ∈ Rd×r es la base orto-
normal precalculada (inicial), B = [b1, b2, . . . , bN ] ∈ Rd×N es una matriz
de vectores columna que representa la nueva información y, Q′ ∈ Rd×l es
una base ortonormal del subespacio generado por los vectores de Q y B.

Desde la ortogonalización de Gram-Schmidt incremental nuevos vec-
tores son añadidos a Θ obteniendo una base ortonormal del subespacio
diferencia BZ , y en consecuencia el operador de proyección Θ′Θ′T a es-
te subespacio. De este modo, los zjcv se obtienen a partir de cualquier
muestra zij de la clase j y de la base incremental Θ′ = [Θ O].

zjcv = zij −Θ′Θ′T zij = (I−ΘΘT −OOT )zij

o de forma equivalente como zjcv = xjcv −OOT xij .
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Algoritmo 4 Ortogonalización de Gram-Schmidt incremental.

Entrada: Q ∈ Rd×r, B ∈ Rd×N .
Salida: Q′ ∈ Rd×l.

1. Inicializar l = r.
2. Desde i← 1 hasta N

a) v = bi −
∑l
k=1(qTk bi) qk

b) si ‖v‖ > 0 entonces

l = l + 1.

ql = v/‖v‖.
3. La base ortonormal calculada de forma incremental es

Q′ = [q1, q2, . . . , qr, q(r+1), q(r+2), . . . , ql].
En el siguiente entrenamiento: Q = Q′ y r = l.

Las principales operaciones para conseguir de forma incremental una
base ortonormal del subespacio diferencia de Z, los vectores comunes
discriminantes y la matriz de proyección final, para incorporar una o
más de una muestra por clase al conjunto de entrenamiento se muestran
en el algoritmo 5. Los parámetros de entrada del algoritmo son la base
ortonormal del subespacio BX , el nuevo conjunto de entrenamiento, los
vectores sustraendo empleados en la generación de BX , y los vectores
comunes xjcv.

Algoritmo 5 Método IDCV-GSO que incorpora nuevas muestras
al conjunto de entrenamiento X.

Entrada: Θ ∈ Rd×rx , Y ∈ Rd×N , x1
j , xjcv.

Salida: Wdcv, zjdcv, Θ′.

1. Obtener el subespacio diferencia de Y respecto a X
BYx = span{y1

1 − x1
1, y2

1 − x1
1, . . . , y

1
2 − x1

2, y2
2 − x1

2, . . . , yncc − x1
c}.

2. Calcular una base ortonormal O de BYx , a partir de GSO in-
cremental desde la base ortonormal Θ de BX .

3. Obtener Θ′ como Θ′ = [Θ O].

4. Calcular los nuevos vectores comunes, zjcv = xjcv −OOT xij .

5. Computar el subespacio diferencia de los nuevos vectores co-
munes, Bcv = span{z2

cv − z1
cv . . . zccv − z1

cv}.
6. Obtener una base ortonormal Wdcv de Bcv. Esta base es la

matriz de proyección final.

7. Los vectores comunes discriminantes son zjdcv = WT
dcvzij .

En el siguiente entrenamiento: Θ = Θ′, y xjcv = zjcv.
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El planteamiento del método IDCV-GSO para añadir al conjunto de
entrenamiento una muestra por clase no es diferente al propuesto para
incorporar más de una muestra por clase, ya que el subespacio diferencia
de Y respecto al subespacio diferencia de X puede ser calculado, sin
modificar el algoritmo.

Complejidad del método

La complejidad del método DCV-GSO, para encontrar una base or-
tonormal del subespacio diferencia de Z (y al subespacio rango de SwZ ),
viene dada por O(d(M +N − c)2) operaciones.

El coste computacional del algoritmo IDCV-GSO está dominado por
la GSO incremental, que logra reducir el coste a tan sólo O(dNrx) ope-
raciones, donde rx es el rango del subespacio BX . Si el conjunto de en-
trenamiento X es linealmente independiente, entonces rx = (M − c).

Validación emṕırica

La validación del método IDCV-GSO respecto al método original
DCV-GSO utiliza las bases de datos Cmu-Pie y Coil-20, y la misma
metodoloǵıa de la sección 5.4 (que valida el método IDCV-EVD). El
método IDCV-GSO también se ha validado con las bases de datos Mnist
y Usps (de la sección 5.4), pero como ya se ha visto estas bases de datos
están muy cerca del ĺımite entre la dimensionalidad y la diferencia entre
el número de muestras en el conjunto de entrenamiento y el número de
clases. Por lo tanto, los resultados obtenidos para Mnist y Usps no son
representativos, estos resultados se muestran en las tablas E.9 y E.10.

La tasa de acierto del algoritmo incremental propuesto, IDCV-GSO,
es igual a la tasa de acierto del método original DCV-GSO, e igual a la
del método DCV-EVD. Por esto, los resultados obtenidos respecto a la
tasa de acierto no se muestran en esta sección, ya que se analizaron en
la sección 5.4.1 para los métodos basados en EVD.

En cuanto al coste de ejecutar los algoritmos basados en subespacios
diferencia y ortogonalización, la figura 6.2 muestra el tiempo de CPU
en segundos de los métodos DCV-GSO y IDCV-GSO, para diferentes
tamaños del conjunto de entrenamiento inicial e incremental. Se observa
que el coste del algoritmo con aprendizaje por lotes presenta una tenden-
cia cuadrática, mientras que el coste del método incremental IDCV-GSO
presenta un comportamiento lineal.

En los experimentos, el único valor que cambia es el número de mues-
tras incorporadas de forma incremental. Parámetros como la dimensiona-
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Figura 6.2: Tiempo de CPU en segundos que emplea el método
DCV-GSO y IDCV-GSO, para diferentes tamaños del conjunto de
entrenamiento al clasificar las bases de datos.

lidad y el número muestras de entrenamiento inicial son constantes. Por
lo tanto, podemos decir que el coste del algoritmo incremental está do-
minado por la dimensión del espacio original, y en menor medida por el
tamaño del conjunto de entrenamiento, puesto que las diferencias en el
tiempo de cómputo para diferentes valores de nj son lineales. Lo cual
confirma el coste teórico de O(dNrx) operaciones, donde N es el tamaño
del conjunto de actualización, rx es la dimensión del espacio rango del
conjunto de entrenamiento anterior y d es la dimensión del espacio ori-
ginal que es mucho mayor que N y rx.

La figura 6.3 presenta el tiempo de CPU relativo del método incre-
mental IDCV-GSO respecto al método original DCV-GSO.
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Figura 6.3: Tiempo de CPU relativo del método incremental
IDCV-GSO respecto al método original DCV-GSO, al aumentar
el número de muestras de entrenamiento.
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En la figura 6.3 se observa que, a mayor número de muestras de entre-
namiento mayor es la diferencia entre el coste del algoritmo incremental
respecto al coste del algoritmo con aprendizaje por lotes. El decremento
en el coste computacional es proporcional a la diferencia entre el número
de muestras en el conjunto precalculado y el número de muestras en el
conjunto incremental.

Los resultados numéricos de validar el método incremental IDCV-
GSO respecto nuevas muestras en el conjunto de entrenamiento se mues-
tran en el apéndice E en las tablas E.7 y E.8, para las bases de datos
Cmu-Pie y Coil, respectivamente.

6.1.2. IDCV-GSO que incorpora nuevas clases al
conjunto de entrenamiento

Cuando el nuevo conjunto de entrenamiento, Y, proporciona infor-
mación respecto a nuevas clases su subespacio diferencia se define respec-
to a si mismo, y no respecto a X como en el caso anterior. El subespacio
diferencia de Y tiene las mismas propiedades matemáticas del subespacio
diferencia de X. Y dado que, el vector común de una clase es indepen-
diente de la selección del vector sustraendo (ver detalles en el teorema 5),
entonces cualquier muestra de la clase j en Y puede ser el vector sus-
traendo.

En este caso, el vector sustraendo que se utiliza para calcular el
subespacio diferencia de Y es la primera muestra de cada clase presente
en Y.

BY = span{y2
1−y1

1, y3
1−y1

1, . . . , y2
2−y1

2, y3
2−y1

2, . . . , y
ncy
cy −y1

cy} (6.3)

cy es el número de clases en Y.

Una vez se tiene el subespacio diferencia de Y respecto a si mismo,
la base ortonormal Θ′ del subespacio diferencia BZ = BX+BY se obtiene
del mismo modo que en el caso anterior.

Por lo tanto, la base ortonormal O de BY se calcula a partir de la
GSO incremental desde la base ortonormal Θ, obteniendo Θ′ = [Θ O].

El algoritmo del método IDCV-GSO que permite incorporar nuevas
clases al conjunto de entrenamiento difiere del algoritmo 5 en el punto 1,
que se remplaza por:
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1. Obtener el subespacio diferencia del conjunto de entrena-
miento Y respecto a si mismo, como

BY = span{y2
1−y1

1, y3
1−y1

1, . . . , y2
2−y1

2, y3
2−y1

2, . . . , yncc −y1
c}

donde el vector sustraendo en Z es igual a z1
j = x1

j para
j = 1, . . . , cx, y z1

j = y1
j para j = cx + 1, . . . , (cx + cy).

En el siguiente entrenamiento x1
j = z1

j .

Complejidad del método

Al aumentar las clases presentes en el conjunto de entrenamiento X
a partir del método IDCV-GSO, el número de operaciones involucradas
en el algoritmo incremental es de O(d(N − cy)rx). Donde rx es como
mucho igual a (M − cx), si todas las muestras de X son linealmente
independientes.

Respecto al método DCV-GSO, el número de operaciones involu-
cradas para calcular el operador de proyección Θ′Θ′T cuando las clases
presentes en X son diferentes de las que hay en Y, es de O(d(M − cx +
N − cy)2). Es evidente que (M − cx +N − cy)2 >> (N − cy)rx.

Validación emṕırica

El método IDCV-GSO para incorporar nuevas clases al conjunto de
entrenamiento se valida a partir de la metodoloǵıa descrita en la sec-
ción 5.4.2, y a partir de clasificar dos bases de datos de imágenes de
rostros. Las caracteŕısticas principales del proceso de entrenamiento y de
las bases de datos se muestran en la figura 5.8.

Los métodos basados en GSO son idénticos, en cuanto a la tasa de
acierto, a los métodos basados en EVD. Por esto, en este apartado no se
presentan los resultados de la tasa de acierto en función del número de
clases, ya que estos resultados son básicamente los mismo de la figura 5.9
en la sección 5.4.2.

El tiempo de CPU en segundos de los métodos DCV-GSO e IDCV-
GSO, en la fase de entrenamiento, cuando la información de nuevas clases
se añade a la base de conocimiento se muestra en la figura 6.4. Se obser-
va que el tiempo de CPU del método original tiene un comportamiento
cuadrático, como en el caso de nuevas muestras. En cuanto al método
incremental, la tendencia del tiempo de CPU es lineal y está en función
del número de clases que se incorporan de forma incremental a la base
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de conocimiento, e impĺıcitamente del tamaño total del conjunto de ac-
tualización. También se observa que para un número pequeño de nuevas
clases el tiempo de CPU, necesario en la fase de entrenamiento, es ı́nfimo
respecto al de añadir un número más elevado de clases.
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número de clases (cx)

 

 

DCV−GSO
 c

y
 = 1

 c
y
 = 3

 c
y
 = 6

 c
y
 = 8

(b) ORL

Figura 6.4: Tiempo de CPU en segundos de los métodos DCV-
GSO e IDCV-GSO, en la fase de entrenamiento, al incrementar el
número de clases.

La figura 6.5 muestra el tiempo de CPU relativo del método IDCV-
GSO respecto al del método DCV-GSO, cuando nuevas clases se incor-
poran al conjunto de entrenamiento, en las bases de datos AR y ORL.
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Figura 6.5: Tiempo de CPU relativo del método IDCV-GSO res-
pecto al método original DCV-GSO, al incrementar el número de
clases en el conjunto de entrenamiento.
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Se puede concluir que actualizar la base de conocimiento con nuevas
clases a partir del algoritmo incremental IDCV-GSO, conlleva reducir el
coste computacional de la fase de entrenamiento como mı́nimo un 53 %
y 57 %, para las bases de datos AR y ORL, respectivamente.

A medida que la diferencia entre el tamaño del conjunto de entre-
namiento inicial y el de actualización es mayor, el algoritmo incremental
tiene un coste computacional significativamente menor con respecto al
del algoritmo con aprendizaje por lotes. El algoritmo incremental llega
a costar tan solo un 8 % respecto al 100 % del algoritmo con aprendizaje
por lotes.

Cuando una clase se incorpora de forma incremental a la base de
conocimiento se observa que, el coste computacional del algoritmo incre-
mental es mucho menor respecto al algoritmo con aprendizaje por lotes
y respecto al algoritmo incremental para un número más alto de clases.
Aunque más entrenamientos son necesarios cuando cy = 1, la reducción
en el coste computacional es considerable. Por ejemplo, en la base de
datos AR, para valores de cy iguales a 3, 6 y 8 hay como mı́nimo una
reducción en el coste computacional del 8 %, 19 % y 26 %, respectivamen-
te y del 92 % respecto al método DCV-GSO. En la base de datos ORL
cuando cy = 1 hay como mı́nimo una reducción del 8 %, 20 %, 32 % y
86 % para valores de cy iguales a 3, 6, 8, y al método DCV-GSO, respec-
tivamente.

6.2. IDCV mediante subespacios diferen-
cia y ortogonalización

El método IDCV planteado mediante subespacios diferencia y or-
togonalización, IDCV-O, se puede ver como una simplificación de los
métodos tratados en las secciones 5.2 y 6.1. Aqúı el nuevo operador de
proyección para calcular los vectores comunes zjcv, se compone de la ba-
se ortonormal del subespacio empleado en el entrenamiento anterior, que
podemos llamar U independientemente de que haya sido calculado por un
método u otro (desde R(SwX) o BX), y de un nuevo conjunto de vectores
(columna) ortonormales que llamamos υ.

El nuevo conjunto de vectores que forman υ, además de ser orto-
normales entre si, tienen que ser ortogonales a la base U calculada en el
entrenamiento previo.

Como en la sección anterior, el subespacio diferencia del conjunto de
entrenamiento Y (que contiene una o más de una muestra por clase) se
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define respecto al conjunto de entrenamiento X, como:

BYx = span{y1
1 − x1

1, y2
1 − x1

1, . . . , y
1
2 − x1

2, y2
2 − x1

2, . . . , yncc − x1
c}

En este método los vectores que generan el subespacio BYx se pro-
yectan en el subespacio complementario ortogonal que genera U, consi-
guiendo de esta forma que los vectores proyectados sean ortogonales a
U.

U U
T

[y1
1 − x1

1, y2
1 − x1

1, . . . , y
1
2 − x1

2, y2
2 − x1

2, . . . , yncc − x1
c ] =

(I−UUT ) [y1
1 − x1

1, y2
1 − x1

1, . . . , y
1
2 − x1

2, y2
2 − x1

2, . . . , yncc − x1
c ] (6.4)

El resultado de la ecuación (6.4) es un conjunto de vectores orto-
gonales a U, aunque estos vectores no son necesariamente ortogonales
entre ellos. Por este motivo es necesario ortonormalizarlos, y para ello
se aplica algún algoritmo de ortonormalización como es la descomposi-
ción QR, la transformación de Householder, la rotación de Givens o el
método de ortogonalización de Gram-Schmidt, entre otros. Consiguiendo
a la vez que se eliminen dependencias lineales entre el nuevo conjunto de
entrenamiento y el inicial.

De ese modo, υ se obtiene como:

v = orth
(

(I−UUT ) [y1
1 − x1

1, y2
1 − x1

1, . . . , y
1
2 − x1

2, y2
2 − x1

2, . . . , yncc − x1
c ]
)

(6.5)

Los nuevos vectores comunes del conjunto de entrenamiento Z = [X Y],
están dados, como en el caṕıtulo 5, por:

zjcv = (I− [U v][U v]T ) zij = xjcv − vvT xij

El operador de proyección [U v][U v]T , independientemente de cómo
se calcule U, genera al mismo subespacio R(SwZ ) (o BZ).

Si el conjunto de entrenamiento Y contiene cy clases diferentes de
las que tiene X, el subespacio diferencia de Y se calcula respecto a si
mismo como

BY = span{y2
1 − y1

1, y3
1 − y1

1, . . . , y2
2 − y1

2, y3
2 − y1

2, . . . , y
ncy
cy − y1

cy},

y el método propuesto se aplica de la misma forma que se ha explicado
antes. Pero ahora el número de clases en el conjunto de entrenamiento
Z = [X Y] es (cx + cy), donde j = 1, . . . , cx, cx + 1, . . . , cx + cy.

El algoritmo 6 resume los pasos para aplicar el método IDCV me-
diante subespacios diferencia y ortogonalización.
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Algoritmo 6 Método IDCV mediante subespacios diferencia y or-
togonalización.

Entrada: U ∈ Rd×rx , Y ∈ Rd×N , x1
j , xjcv.

Salida: Wdcv, zjdcv, [U v].

1. Si Y tiene las mismas clases de X, calcular el subespacio
diferencia de Y respecto a X.

BYx = span{y1
1 − x1

1, y2
1 − x1

1, . . . , y
1
2 − x1

2, y2
2 − x1

2, . . . , yncc − x1
c}

2. Si las clases de Y son diferentes a las clases de X, se
calcula el subespacio diferencia de Y respecto a si mismo.

BY = span{y2
1 − y1

1, y3
1 − y1

1, . . . , y2
2 − y1

2, y3
2 − y1

2, . . . , y
ncy
cy − y1

cy
}

3. Se proyectan los vectores que generan BYx/BY en el subes-
pacio complementario ortogonal que genera U. Luego, se
obtiene una base ortonormal, v, de esta proyección a par-
tir de un método de ortogonalización.

4. Los nuevos vectores comunes son zjcv = xjcv − vvT xij .
5. Encontrar una base ortonormal, Wdcv, al subespacio di-

ferencia de los vectores comunes zjcv.
6. Finalmente el DCV de la clase j se calcula como zjdcv =

WT
dcvz

i
j .

En el siguiente entrenamiento: U = [U v], x1
j = z1

j y xjcv =

zjcv.

6.2.1. Complejidad del método

El coste computacional asociado al método IDCV-O para actualizar
la información de las clases en X es de O(dNrx) operaciones, donde
rx representa el rango del subespacio R(SwX). Cuando el conjunto de
entrenamiento Y contiene información de cy nuevas clases, el número de
operaciones involucradas es de O(d(N − cy)rx).

Aunque el método IDCV-O obtiene el operador de proyección al
subespacio R(SwZ ) (e impĺıcitamente a N (SwZ )) de forma diferente a la de
IDCV-GSO, estos dos métodos presentan el mismo coste computacional,
como se observa en la sección 6.1. El número de operaciones involucradas
en el calculo de υ es semejante al de realizar la GSO incremental en
IDCV-GSO.
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6.2.2. Validación IDCV-O

A continuación se valida emṕıricamente el método incremental IDCV-
O respecto al método con aprendizaje por lotes IDCV-GSO. Se ha ele-
gido como método de comparación a DCV-GSO porque los dos métodos
están basados en subespacios diferencia, y la ortogonalización en el méto-
do IDCV-O se realiza a partir de la ortogonalización de Gram-Schmidt.
En general la ortogonalización de Gram-Schmidt no es la mejor alterna-
tiva para realizar la ortogonalización necesaria en el método IDCV-O, ya
que como es bien sabido este método presenta problemas de estabilidad
numérica [42].

Para validar el método IDCV-O cuando nuevas muestras se incorpo-
ran a la base de conocimiento, se emplean las bases de datos Cmu-Pie y
Coil-20, descritas en la sección 5.4 (y con más detalle en el apéndice D).
Para el caso de nuevas clases, las bases de datos utilizadas son AR y ORL,
también descritas en el apéndice D. En ambos casos la experimentación
es idéntica a la descrita en la sección 6.1, para el método IDCV-GSO. La
tasa de acierto del método IDCV-O es igual a la del método IDCV-GSO,
y por tanto a la de DCV-EVD, y por este motivo no se muestra.

La figura 6.6 muestra el tiempo de CPU relativo del método IDCV-O
con respecto al método DCV-GSO, para diferentes tamaños del conjunto
de actualización.
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Figura 6.6: Tiempo de CPU relativo del método IDCV-O respecto
al método DCV-GSO, al clasificar las bases de datos: Cmu-Pie y
Coil-20, para diferentes tamaños del conjunto de actualización como
son nj = [1, 2, 3, 4, 5].

Al comparar estos resultados con los de la figura 6.3, se observa que
el coste computacional de IDCV-O es significativamente menor al del
algoritmo DCV-GSO, básicamente son 1/3 de los de DCV-GSO.
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En la base de datos Cmu-Pie, el coste computacional se reduce como
mı́nimo un 80 %, y un 88 % en la base de datos Coil-20. Además el coste
relativo de IDCV-O es asintóticamente decreciente en función del núme-
ro de muestras de entrenamiento total con una tendencia similar a la
observada anteriormente de O(1/M), y respalda por el resultado teórico.

Aunque teóricamente el coste asintótico de los algoritmos IDCV-
O e IDCV-GSO es el mismo, de forma experimental se observa (figu-
ras 6.3 y 6.6) que IDCV-O emplea menos tiempo computacional respecto
a IDCV-GSO. Esto se puede explicar parcialmente, por el hecho que el
número de operaciones involucradas en los algoritmos son una aproxima-
ción del número real de operaciones realizadas.

En el apéndice E, en las tablas E.13, E.14, E.15 y E.16, se mues-
tran numéricamente los resultados de la validación emṕırica del método
IDCV-O respecto al método con aprendizaje por lotes DCV-GSO, para
las bases de datos Cmu-Pie, Coil-20, Mnist y Usps, respectivamente.

En cuanto al tiempo de CPU relativo de IDCV-O respecto a DCV-
GSO cuando el conjunto de entrenamiento se actualiza con nuevas clases,
en la figura 6.7 se observa que para valores pequeños de cy (1-3), el coste
del algoritmo incremental es mucho menor que el del algoritmo DCV-
GSO, e incluso después de múltiples actualizaciones el coste del algoritmo
incremental es casi constante en relación al del aprendizaje por lotes.
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Figura 6.7: Tiempo de CPU relativo del método IDCV-O respecto
al método DCV-GSO, al incrementar el número de clases en el
conjunto entrenamiento.

La reducción en el coste computacional en IDCV-O es como mı́nimo
del 92 % y del 84 % para las bases de datos AR y ORL, respectivamente.
Este valor es cada vez mayor cuando la diferencia entre el tamaño del
conjunto de entrenamiento inicial y el de actualización es más grande.
También, se observa que si existiera un número mayor de clases para la
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actualización, el tiempo de CPU relativo tendeŕıa a un ĺımite constante
relacionado con el tamaño del conjunto de actualización.

En la base de datos AR, figura 6.7a, el coste computacional presenta
un mayor decremento al de la base de datos ORL (sin dejar de ser esta
reducción importante), porque la relación entre la dimensión del espacio
original y el tamaño del conjunto de entrenamiento es menor en AR que
en ORL, como se muestra en la figura 6.8.
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Figura 6.8: Relación de la diferencia entre el tamaño del conjun-
to de entrenamiento y el número de clases sobre la dimensión del
espacio original, (M − c)/d, en función del número de muestras de
entrenamiento M .

Al comparar los resultados del algoritmo IDCV-O (figura 6.7) con los
de IDCV-GSO (figura 6.5), se observa que el coste de IDCV-O está me-
nos acusado respecto a la dimensionalidad y al tamaño del conjunto de
entrenamiento que IDCV-GSO, ya que los valores de los parámetros son
los mismo en ambos algoritmos.

Las tablas E.17 y E.18, muestran de forma numérica los resultados
experimentales del método IDCV-O con respecto a DCV-GSO, cuando
nuevas clases se incorporan al conjunto de entrenamiento.

6.3. Discusión

Los métodos incrementales propuestos respecto al método de DCV
presentan las mismas caracteŕısticas en cuanto a la tasa de acierto. De
este modo, e igual que el método IDCV-EVD, las aproximaciones rea-
lizadas para obtener las matrices de proyección de forma incremental
al subespacio discriminante no afectan la capacidad discriminante del
método.
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Como ya se ha dicho antes, el tiempo de CPU del método original
DCV-GSO tiene un comportamiento cuadrático, que es más o menos evi-
dente en relación al número de muestras en el conjunto de entrenamiento
y a la dimensión del espacio original.

En cuanto al método incremental IDCV-GSO, la tendencia del tiem-
po de CPU es lineal y está en función del número de muestras (clases)
que se incorporan de forma incremental a la base de conocimiento, e
impĺıcitamente del tamaño total del conjunto de actualización. Además,
para un número pequeño de muestras o clases incorporadas de forma
incremental el tiempo de CPU de la fase de entrenamiento, es signifi-
cativamente menor respecto al método DCV-GSO con aprendizaje por
lotes.

Aunque teóricamente (asintóticamente) el coste computacional de
los métodos IDCV-GSO y IDCV-O a partir de la ortogonalización de
Gram-Schmidt es el mismo, desde la validación emṕırica se observa que el
método IDCV-O emplea menos tiempo computacional respecto al méto-
do IDCV-GSO. Esto se explica parcialmente porque el número de ope-
raciones involucradas en los algoritmos es una aproximación del número
real de operaciones realizadas.

Además se observa en ambos métodos, IDCV-GSO y IDCV-O, que la
tendencia del tiempo de CPU relativo decrece en función del tamaño del
conjunto de entrenamiento precalculado. Cuando el tamaño del conjunto
de entrenamiento precalculado es mucho mayor al tamaño del conjunto
de actualización, desde la experimentación se observa que el tiempo de
CPU relativo tiende a un ĺımite constante.

100



Caṕıtulo 7

Vectores comunes
discriminantes
extendidos de forma
incremental

Resumen — Como ya se ha dicho, cuando la dimensión del

espacio original de las muestras de entrenamiento es cercana al

número de muestras, el método DCV no proporciona informa-

ción suficiente para una adecuada clasificación. Tamura et al.

propusieron en [105] el método de vectores comunes extendidos,

que proporciona una solución a las limitaciones del método

DCV. Sin embargo, el aprendizaje del método es por lotes, lo

cual ocasiona que el coste computacional y la memoria requerida

sean cada vez mayores cuando nuevas muestras se incorporan a

la base de conocimiento. Para dar una solución a este problema,

en este caṕıtulo se propone un aprendizaje incremental del

método RDCV que llamamos IRDCV del inglés Incremental

Discriminative Rough Common Vector.
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7.1. Planteamiento

Como en los caṕıtulos anteriores, sea Z = [X Y] ∈ Rd×(M+N) el
conjunto de entrenamiento total (formado por los conjuntos de entrena-
miento inicial X ∈ Rd×M y el de actualización Y ∈ Rd×N ) en el espacio
d−dimensional. En este espacio vectorial existen dos subespacios com-
plementarios y ortogonales entre si definidos como el subespacio rango
y nulo de la matriz de dispersión intra-clase de Z, representados en la
figura 7.1 por R(SwZ ) y N (SwZ ), respectivamente.

Figura 7.1: Espacio d−dimensional, formado por los subespacios
rango R(SwZ ) y nulo N (SwZ ) de la matriz de dispersión intra-clase
SwZ . Estos dos subespacios son complementarios y ortogonales.

Como ya se ha dicho, cuando el número de muestras de entrenamien-
to es cercano a la dimensión del espacio, y las muestras son linealmente
independientes, la dimensión del espacio nulo es pequeña, y este subespa-
cio puede no ser apropiado para la clasificación. En este caso el método
RDCV aumenta la dimensión del subespacio N (SwZ ), y en consecuencia
se reduce la dimensión del espacio rango R(SwZ ) [§2.5]. El subespacio
nulo extendido y el subespacio rango reducido de SwZ se representan en
la figura 7.2 como R̃(SwZ ) y Ñ (SwZ ), respectivamente. De este modo el
nuevo subespacio nulo extendido puede proporcionar mayor capacidad
de discriminación que el subespacio nulo original.

El método incremental que se propone tiene como objetivo obtener
impĺıcitamente el operador de proyección al subespacio nulo extendido
Ñ (SwZ ) a partir del operador de proyección al subespacio rango reducido
R̃(SwZ ), ya que son subespacios complementarios. Para ello se utiliza el
operador de proyección del subespacio R̃(SwX) y la nueva información que
proporciona el conjunto de entrenamiento Y, sin la necesidad de entrenar
el sistema a partir del número total de muestras de entrenamiento.
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Figura 7.2: Subespacio nulo extendido y subespacio rango reducido
de SwZ .

7.2. Desarrollo teórico

7.2.1. Antecedentes

Obtener los vectores comunes extendidos discriminantes del conjunto
de entrenamiento Z = [X Y] ∈ Rd×(M+N), implica calcular la EVD de la
matriz de dispersión intra-clase SwZ = U′Λ′U′T , para obtener los vectores
propios asociados a los valores propios normalizados no nulos λ′i que
satisfacen la condición

(1− α) ≥
k∑
i=1

λ′i, (7.1)

donde α es la constante que establece, según el valor de los valores pro-
pios λ′, cuánto se expande el subespacio nulo de la matriz de dispersión
intra-clase del conjunto de entrenamiento. Los valores propios están or-
ganizados de forma decreciente, λ′1 > λ′2 > · · · > λ′k > · · · > λ′rz , y su
suma es igual a

∑rz
i=1 λ

′
i = 1 y k ≤ rz. rz es el rango de SwZ .

Como se ha visto en la sección 2.5, el conjunto de vectores propios
asociados a los valores propios λ′i que satisfacen la condición descrita
en la ecuación (7.1), forman impĺıcitamente el operador de proyección,

U′αU′α
T

, al espacio nulo extendido de SwZ . Los vectores comunes exten-
didos se definen como

zjrcv = U′αU′α
T

zij = zij −U′αU′α
T

zij ,

para U′α = [u′1 . . . u′k], U′α = [u(k+1) . . . urz u(rz+1) . . . ud] y zij un vector
arbitrario de Z.

El espacio rango reducido R̃(SwZ ), de la matriz de dispersión intra-
clase de Z, se genera a partir de los vectores que conforman U′α. Y los
vectores de U′α generan el espacio nulo extendido Ñ (SwZ ) de SwZ .
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Luego, la matriz de proyección final, Wrdcv, se calcula a partir de
aplicar un PCA [§2.2] a los vectores comunes extendidos zjrcv, o desde
una base ortonormal del subespacio diferencia de los zjrcv.

zjrdcv = WT
rdcvzij

El número de operaciones involucradas en el cálculo de los zjrcv es
aproximadamente de O(`((M +N)3) + d(M +N)2 + d(M +N)rzα) del
cálculo de SwZ y de su EVD. rzα es el rango del subespacio rango reducido
R̃(SwZ ). La segunda parte del método RDCV, a partir de subespacios
diferencia y ortogonalización, conlleva O(dc2) operaciones.

De lo anterior observamos que la segunda fase implica un coste
computacional significativamente menor en cuanto a la primera fase, y
aśı como se ha hecho para el método DCV, en las siguientes secciones se
plantea y valida un algoritmo incremental del método RDCV respecto a
la primera fase.

7.2.2. RDCV incremental

Se propone un desarrollo incremental del método RDCV. Sea Y ∈
Rd×N el conjunto de entrenamiento para actualizar la información de
X ∈ Rd×M . Se supone en principio que X y Y presentan las mismas
clases.

Como se ha visto en el caṕıtulo 5 [§5.2.1], la descomposición en va-
lores y vectores propios de la matriz de dispersión intra-clase, SwZ , de
Z se puede expresar en función de los valores y vectores propios de las
matrices de dispersión intra-clase SwX y SwY . La descomposición de SwX
procede del entrenamiento preliminar y es más costosa respecto a la des-
composición de SwY , ya que N � M . La matriz SwZ se puede escribir en
función de SwX , SwY y de un término S = JJT que relaciona las medias de
los datos de entrenamiento iniciales, xj , y las medias de los nuevos datos,
yj , como se muestra en el apéndice B.

SwZ = SwX + SwY + JJT (7.2)

En esta expresión, J ∈ Rd×c es una matriz cuyas columnas están en
función de la diferencia de los vectores media de X y de Y, como en la
ecuación 5.2. J relaciona los centros de cada clase de X con los de Y, ya
que estos no están necesariamente en los subespacios propios de X o de
Y.

Sea Uα y Λα un conjunto reducido de vectores y valores propios,
respectivamente, asociados a la matriz de dispersión SwX . La descom-
posición en valores y vectores propios de SwY está dada por V∆VT . La
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correspondiente aproximación de la ecuación (7.2) en términos de valores
y vectores propios se escribe como:

U′Λ′U′
T ≈ UαΛαUT

α + V∆VT + JJT (7.3)

Con R̃(SwX) como el espacio rango reducido de X (generado por Uα

en el entrenamiento anterior), y R(SwY ) como el espacio rango del nuevo
conjunto de entrenamiento Y. Es posible aproximar el subespacio rango
de la matriz de dispersión SwZ en función de los subespacios R̃(SwX),
R(SwY ) y span{J}, como

R(SwZ ) ≈ R̃(SwX) +R(SwY ) + span{J} (7.4)

Desde las propiedades de los subespacios, una base ortonormal del
subespacio rango reducido R̃(SwZ ) se puede obtener en función de una
base ortonormal del subespacio R̃(SwX), como es Uα, y una base ortonor-
mal v (ver el teorema 3). v debe ser una base ortonormal del subespacio
generado por V y J, y a la vez ser ortogonal a Uα, para que la intersección
de los subespacios sea nula.

De este modo, una base ortonormal U′α de R̃(SwZ ) se puede obtener en
función de Uα, v y en función de una matriz de rotación Rα. La matriz
Rα reorganiza los ejes de proyección y permite reducir el subespacio
resultante.

U′α = [Uα v] Rα (7.5)

La descomposición en valores y vectores propios de la matriz de
dispersión SwZ , ecuación (7.3), se reescribe como:

[Uα v] R Λ′ RT [Uα v]T = UαΛαUT
α + V∆VT + JJT (7.6)

La base ortonormal v, que tiene que ser ortogonal a Uα y generar
el subespacio definido por [V J], se puede calcular a partir de proyectar
[V J] en el espacio nulo extendido de SwX . V es el conjunto de vectores
propios asociados a los valores propios no nulos de SwY . Luego los vectores
que conforman v se calculan a partir de encontrar una base ortonormal
de este conjunto proyectado,

v = orth
(

UαU
T
α [V J]

)
(7.7)

donde UαU
T
α [V J] = [V J]−UαUT

α [V J].

Una vez que se calcula la base v, la matriz de rotación se puede
obtener multiplicando ambos lados la ecuación (7.6) por la izquierda por
[Uα v]T , y por la derecha por [Uα v]. Y usando el hecho de que [Uα v]T

es una inversa izquierda de [Uα v], se obtiene
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R Λ
′
R
T

= [Uα v]
T

(S
w
X + S

w
Y + JJ

T
)[Uα v]

=

[
UTαSwXUα UTαSwXv

vT SwXUα vT SwXv

]
+

[
UTαSwY Uα UTαSwY v

vT SwY Uα vT SwY v

]
+

[
UTαJJTUα UTαJJT v

vT JJTUα vT JJT v

]

=

[
Λα 0
0 0

]
+

[
UTαV∆VTUα UTαV∆VT v

vTV∆VTUα vTV∆VT v

]
+

[
UTαJJTUα UTαJJT v

vT JJTUα vT JJT v

]
(7.8)

Con lo cual se deduce que es posible calcular R y Λ′ a partir de
diagonalizar la parte derecha de la ecuación (7.8), de una manera similar
a la propuesta por Hall et. al. en [50, 51] para el PCA incremental.

La matriz de rotación reducida Rα, de la ecuación 7.5, se obtiene
desde los k vectores propios de R asociados a los valores propios λ′i que
satisfacen

(1− α′) ≥
k∑
i=1

λ′i (7.9)

donde α′ es el valor de la variabilidad a añadir al subespacio nulo cal-
culado de forma incremental. El valor de α′ depende de la suma de los
valores propios del entrenamiento anterior, Ao =

∑k
i=1 λi, y de la suma

de los valores propios calculados de forma incremental, A′ =
∑(k+N)
i=1 λ′i.

La variabilidad total del entrenamiento inicial es igual a (1−α)Ao+αAo,
y la variabilidad suprimida es igual a α/(1− α)Ao.

La variabilidad total en el conjunto de entrenamiento incremental
está dada por la suma de los valores propios obtenidos en el entrenamien-
to incremental más una corrección debida a la variabilidad suprimida en
el entrenamiento anterior. De este modo

(1− α′) = (1− α)(A′ + α/(1− α)Ao)

= (1− α)A′ + αAo

= (1− α)

(k+N)∑
i=1

λ′i + α

k∑
i=1

λi (7.10)

La figura 7.3 muestra de forma intuitiva lo que ocurre al limitar la va-
riabilidad de los conjuntos de entrenamiento total, inicial e incremental,
a partir de los valores propios.

Los nuevos vectores U′α son una combinación de los viejos Uα au-
mentada con un conjunto de vectores ortonormales v (que están en el
espacio nulo extendido de SwX), que se reorganizan a partir de la matriz
de rotación Rα. De forma que los nuevos vectores propios se obtienen
como U′α = [Uα v] Rα.

De este modo, los nuevos vectores comunes extendidos zjrcv son

zjrcv = zij −U′αU′α
T

zij
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Total

Inicial

Incremental

Figura 7.3: Variabilidad de los conjuntos de entrenamiento total,
inicial e incremental, limitada a partir del los valores propios. Don-
de, A representa la suma de los valores propios de todo el conjunto
de entrenamiento. Ao =

∑k
i=1 λi es la suma de los valores propios

del entrenamiento anterior. A′ =
∑(k+N)
i=1 λ′i es la suma de los nue-

vos valores propios calculados de forma incremental. α es el valor
de la variabilidad que se añade al subespacio nulo original. α′ es el
valor de la variabilidad que se añade al subespacio nulo calculada
de forma incremental.

El algoritmo 7 muestra los pasos para aplicar el método IRDCV,
donde los argumentos de entrada son la variabilidad α que se añade al
subespacio nulo, los vectores propios Uα, la matriz diagonal de valo-
res propios asociados Λα y las medias de cada clase del entrenamiento
anterior, y por supuesto el nuevo conjunto de entrenamiento. Como ar-
gumentos de salida están la matriz de proyección final W, los vectores
comunes discriminantes extendidos zjrdcv, la nueva matriz diagonal de
valores propios Λ′α y los vectores asociados U′α, aśı como los vectores
media actualizados.
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Algoritmo 7 Método IRDCV que actualiza la información del con-
junto de entrenamiento X.

Entrada: Uα ∈ Rd×rxα , Λα ∈ Rrxα×rxα , α, xj , Y.
Salida: Wrdcv, zjrdcv, U′α, Λ′α, zj .

1. Se calcula la matriz de dispersión intra-clase de Y, y se realiza
la EVD, SwY = V∆VT .

2. Se obtiene la matriz que relaciona los vectores media de X e
Y.
J =

[√
m1n1

(m1+n1)
(x1 − y1) . . .

√
mjnj

(mj+nj)
(xj − yj)

]
, j = 1, . . . , c.

3. Se calcula la base ortonormal v = orth
(
[V v]−UαUT

α [V v]
)
.

4. La matriz de rotación R y los nuevos valores propios Λ′, se con-
siguen a partir de solucionar el eigenproblema de la ecuación
(7.8).

5. Se obtiene Rα desde los vectores de R asociados a los valores
propios λ′i, que satisfacen

(1− α′) ≥
k∑
i=1

λ′i

donde (1− α′) = (1− α)
∑(k+N)
i=1 λ′i + α

∑k
i=1 λi.

6. Los nuevos vectores propios U′α y valores propios Λ′α, están
dados por

U′α = [Uα v] Rα

Λ′α = diag(λ′1 > λ′2 > . . . > λ′k)

7. Los nuevos vectores comunes extendidos son: zjrcv = zij −
U′αU′α

T
zij .

8. Luego, la matriz de proyección final se calcula como Wrdcv =
orth(Brcv), donde Brcv = span{z2

rcv − z1
rcv . . . zcrcv − z1

rcv}.
9. Finalmente, los nuevos RDCV están dados por

zjrdcv = WT
rdcvzij

En un nuevo entrenamiento se repiten los anteriores pasos.
Pero ahora, los valores y vectores propios iniciales están dados
por Λ′α y U′α, respectivamente. El vector media y el número

de muestras total en cada clase son
(

mj
(mj+nj)

xj +
nj

(mj+nj)
yj
)

y (mj + nj), respectivamente.

El diagrama de la figura 7.4 resume el desarrollo de la primera fase
del método IRDCV.
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Fase 1

Entrenamiento anterior

Se calcula        
a partir de         

 

espacio
original

Se calcula 
la matriz de 
dispersión 
intra-clase, 

, de

Se calcula la 
matriz    como 

para todo           

Se calcula una base 
ortonormal  , a la 
proyección de   y    

en        

Se soluciona el 
eigenproblema de 
la ecuación (7.8), 
para obtener    y     

Se computa Se crea
Se evalúa        en  

Figura 7.4: Primera fase del método IRDCV, cuando nuevas mues-
tras se incorporan a la base de conocimiento.

En el caso del aprendizaje por lotes el coste computacional del méto-
do RDCV para el conjunto de datos Z, está dominado por O(`((M +
N)3) + d(M +N)2 + drzα(M +N)) operaciones.

El coste computacional del algoritmo IRDCV depende del cálculo
y de la EVD de la ecuación (7.8), lo cual implica O(`(N3) + `((rxα +
ry)3) + dN2 + drxα(rzα′ + ry)) operaciones. rxα , ry, rzα′ representan la

dimensión de los subespacios R̃(SwX), R(SwY ) y R̃(SwZ ), respectivamente.
La dimensión de los subespacios involucrados en el algoritmo incremental
es menor al número de muestras del entrenamiento total, donde N << M
y (rxα + ry) < (M +N).

Una muestra por clase

Cuando el nuevo conjunto de entrenamiento solo dispone de una
muestra por clase, el método IRDCV sufre pequeñas modificaciones. En
este caso, y como se ha mencionado en caṕıtulos anteriores, la matriz de
dispersión intra-clase SwY no se puede calcular, y por lo tanto la matriz de
dispersión intra-clase del conjunto de entrenamiento Z se redefine como
(ver apéndice B):

SwZ = SwX + JJT

donde J = [J1 . . . Jc] y Jj =
√

mj
(mj+1)

(xj − y1
j ). Con xj como el vector

media de la clase j en X.
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Una aproximación del subespacio rango de SwZ en función del subes-
pacio R̃(SwX) y el subespacio generado por J está dada por

R(SwZ ) ≈ R̃(SwX) + span{J}

Como en el caso anterior, la base ortonormal del subespacio R̃(SwZ )
se puede escribir en función de Uα (del entrenamiento anterior), de v que
es una base ortonormal de la proyección de J en el espacio nulo extendido
de SwX , y en función de una matriz de rotación Rα.

U′α = [Uα v] Rα

donde v = orth(J−UαUT
α J).

La matriz de rotación Rα se obtiene a partir de realizar la descom-

posición en valores y vectores propios de

R Λ′RT = [Uα v]T (SwX + JJT )[Uα v]

=

[
UT
αSwXUα UT

αSwXv
vTSwXUα vTSwXv

]
+

[
UT
αJJTUα UT

αJJT v
vT JJTUα vT JJT v

]
=

[
Λα 0
0 0

]
+

[
UT
αJJTUα UT

αJJT v
vT JJTUα vT JJT v

]
(7.11)

Los vectores propios asociados a los valores propios λ′i que satisfacen
la condición descrita en la ecuación (7.9), son los vectores columna que
forman la matriz de rotación Rα.

El coste computacional asociado al método IRDCV cuando la in-
formación de una nueva muestra por clase se incorpora al conjunto de
entrenamiento es de O(`((rxα+c)3)+drxαc+drzα′ (rxα+c)) operaciones.

Nuevas clases

El método IRDCV también se ha propuesto para incorporar nuevas
clases al conjunto de entrenamiento donde el planteamiento es similar al
descrito anteriormente. Pero ahora, la matriz de dispersión intra-clase de
Z se descompone como SwZ = SwX + SwY . Y el subespacio rango de Z se
define como R(SwZ ) ≈ R̃(SwX) +R(SwY ).

Cuando nuevas clases se incorporan a la base de conocimiento se
asumen las mismas suposiciones generales que en los casos anteriores.
Un planteamiento más exhaustivo del método IRDCV para nuevas clases
se presenta y valida en el art́ıculo Empirical evaluation of class-updating
incremental discriminative common vector based face recognition citado
como [27].

110



7. Vectores comunes discriminantes extendidos de
forma incremental

7.3. Evaluación emṕırica

Como se ha visto en el caṕıtulo 5, el método DCV no presenta bue-
nos resultados sobre las bases de datos Mnist y Usps, porque la diferencia
entre la dimensión del espacio original y el número de muestras de en-
trenamiento es pequeña. La validación del algoritmo IRDCV se realiza a
partir de medir la tasa de acierto y el tiempo de CPU respecto al método
RDCV original, al clasificar ambas bases de datos.

El valor del parámetro que añade variabilidad al espacio nulo de la
matriz de dispersión intra-clase se incrementa en intervalos de 0.05 desde
0.05 a 0.3. Puesto que en este caso se trata de una aproximación, no se
utilizan valores mayores de 0.3 porque el método pierde su capacidad de
discriminación al distorsionar excesivamente el espacio nulo.

Los vectores comunes discriminantes extendidos se calculan a partir
de la media de cada clase y de la matriz de proyección, ambas actua-
lizadas. La distancia eucĺıdea y el primer vecino más próximo son las
medidas utilizadas para comparar el conjunto de entrenamiento con el
de prueba.

Aqúı se sigue el mismo protocolo de evaluación que se explicó en
el caṕıtulo 5, y se recuerda solo lo que consideramos más importan-
te. La figura 7.5 da a conocer imágenes de las bases de datos Mnist y
Usps, aśı como sus caracteŕısticas principales y parámetros relevantes del
proceso de entrenamiento. El apéndice D especifica con más detalle las
caracteŕısticas de estas bases de datos.

nombre
tamaño
imagen

c tamaño/c mj nj α tipo

Mnist 32×32 10 100 [15, 71] 7 [0.05:0.05:0.3] d́ıgitos de 0-9
Usps 16×16 10 25 [7, 22] 3 [0.05:0.05:0.3] d́ıgitos de 0-9

Figura 7.5: Algunas imágenes y caracteŕısticas de las bases de
datos Mnist y Usps. Además de algunos parámetros relevantes en
la validación del método IRDCV. c es el número de clases, tamaño/c
es el número de muestras por clase en toda la base de datos. mj y
nj son el número de muestras por clase para el entrenamiento por
lotes e incremental, respectivamente. α es el valor de la variabilidad
añadida al subespacio de proyección.
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El conjunto de entrenamiento disponibles para la actualización se ha
dividido en varios tamaños obteniendo múltiples resultados que se mues-
tran en el apéndice E.4. A nivel practico, aqúı se presentan los resultados
para un valor representativo del tamaño del conjunto de actualización,
como es nj = 7 para Mnist y nj = 3 para Usps.

La tasa de acierto del método RDCV al incorporar en cada entrena-
miento nuevas muestras, y para valores de varianza añadida al subespacio
de proyección en el rango de [0-0.3] con incrementos de 0.05, se muestra
en la figura 7.6. Cuando α = 0, se aplica el método DCV original.
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Figura 7.6: Tasa de acierto en función del conjunto de entrena-
miento acumulado para los métodos DCV (α = 0) y RDCV (α > 0),
al clasificar las bases de datos Mnist y Usps.

En ambas bases de datos la tasa acierto del método DCV (α = 0)
se deteriora a mayor número de muestras de entrenamiento. Esto sucede
porque la diferencia entre la dimensionalidad del espacio original y el
número de muestras de entrenamiento es cada vez más pequeña. Estos
detalles ya se discutieron en la sección 5.4.1.

Cuando α = 0.05, se observa que la tasa de acierto en Mnist (figu-
ra 7.6a) mejora a mayor número de muestras de entrenamiento. Respecto
a la base de datos Usps, la tasa de acierto para los diferentes valores de
α > 0 no presenta diferencias apreciables, sin embargo ésta es mayor a
la del método DCV (α = 0).

Las tasas de acierto de RDCV e IRDCV al clasificar las bases de
datos Mnist y Usps, con nj = 7 y α = 0.5 en Mnist y, nj = 3 y α =
0.10 en Usps, se muestran en la figura 7.7. nj es el número de muestras
por clase en el conjunto de actualización. En este caso, la tasa de acier-
to del método incremental presenta pequeñas variaciones en cuanto al
método RDCV (con aprendizaje por lotes) pero estas pequeñas diferen-
cias no son relevantes, y corresponden a aproximaciones numéricas de la
implementación.
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Figura 7.7: Tasa de acierto en función del conjunto de entrena-
miento acumulado para los métodos RDCV e IRDCV, al clasificar
Mnist y Usps. Con α = 0.05 y α = 0.10 como los valores de variabi-
lidad añadida al subespacio de proyección y, nj = 7 y nj = 3 como
el tamaño del conjunto de actualización por clase en Mnist y Usps,
respectivamente.

El tiempo de CPU en segundos de los métodos extendidos, para
nj = [1, 4, 7, 10, 13] en Mnist (α =0.05) y nj = [1, 2, 3, 4, 5] en Usps
(α =0.10), se muestra en la figura 7.8. Se observa que el tiempo compu-
tacional del algoritmo incremental es lineal, mientras que el del método
RDCV presenta una tendencia cuadrática (que es más evidente en Mnist,
figura 7.8a). Las variaciones que presenta el tiempo computacional en
Usps se deben a que el rango en el que se mueven los tiempos es pequeño.
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Figura 7.8: Tiempo de CPU en segundos, en la fase de entre-
namiento, de los métodos RDCV e IRDCV en las bases de datos
Mnist y Usps, para α = 0.05 y α = 0.10 y, nj = [1, 4, 7, 10, 13] y
nj = [1, 2, 3, 4, 5], respectivamente.
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7. Vectores comunes discriminantes extendidos de
forma incremental

El hecho de que el algoritmo incremental se comporta casi de forma
constante respecto al método con aprendizaje por lotes, sugiere que para
valores constantes de la dimensionalidad del espacio original y del tamaño
del conjunto de actualización, el número de muestras de entrenamiento
total domina con respecto a los rangos de los subespacios involucrados.

El tiempo de CPU relativo del algoritmo incremental IRDCV respec-
to al método con aprendizaje por lotes se presenta en la figura 7.9, para
ambas bases de datos. Se observa que el coste relativo del algoritmo in-
cremental se reduce según crece el tamaño del conjunto de entrenamiento
precalculado. La tendencia de O(1/M), como era de esperan desde la fi-
gura 7.8b, está más atenuada en la base de datos Usps con respecto a
Mnist.
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Figura 7.9: Tiempo de CPU relativo del método IRDCV respec-
to al método RDCV, al clasificar las bases de Mnist y Usps, con
α = 0.05 y α = 0.10, y nj = [1, 4, 7, 10, 13] y nj = [1, 2, 3, 4, 5],
respectivamente.

Los resultados númericos de esta sección se muestran en forma de
tablas en el apéndice E.4.

7.4. Discusión

A partir de validar el algoritmo incremental IRDCV se observa que
para valores de α pequeños las aproximaciones realizadas en el desarrollo
teórico no afectan de forma drástica la tasa de clasificación.

Respecto a la corrección de la variabilidad añadida de forma incre-
mental en el algoritmo IRDCV podemos decir que, ésta permite conservar
el criterio discriminante del algoritmo original.
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7. Vectores comunes discriminantes extendidos de
forma incremental

Si bien la tasa de acierto no sufre cambios importantes, no sucede lo
mismo en cuanto al tiempo computacional del algoritmo incremental. A
mayor número de muestras de entrenamiento en el conjunto precalculado,
mayor es la diferencia del coste computacional del algoritmo incremental
respecto al algoritmo por lotes. La tendencia del tiempo de CPU relativo
es la misma que se ha observado en los caṕıtulos anteriores respecto al
tamaño del conjunto de entrenamiento.
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Caṕıtulo 8

Conclusiones

A lo largo de la tesis se han planteado, desarrollado e implementado
diferentes algoritmos de clasificación basados en subespacios que presen-
tan distintos enfoques. Además, estos algoritmos se han evaluado usando
bases de datos que presentan cierta complejidad.

El primer algoritmo de clasificación propuesto se basa en una ex-
tensión del método de vectores comunes discriminantes con kernel, y lo
hemos denominado el método de vectores comunes discriminantes exten-
didos con kernel (RKDCV, Rough discriminative common vector with
Kernels). Este método es una generalización del método KDCV original,
que también puede considerarse como la versión no lineal del método de
vectores comunes extendido.

La evaluación emṕırica de RKDCV se ha llevado a cabo a partir de
clasificar cuatro base de datos. Dos, de las cuatro bases de datos son
de rostros y presentan cambios de pose, iluminación, expresión y ruido
añadido. Las otras dos bases de datos son, una de objetos (con cambios
de pose) y otra de d́ıgitos escritos a mano (con cambio de etiquetas).
Las simulaciones realizadas fueron de dos tipos. Una respecto al número
de muestras de entrenamiento. Y otra respecto a la varianza añadida al
subespacio de proyección.

A partir de la validación emṕırica se ha observado que RKDCV pre-
senta propiedades discriminantes apropiadas para la clasificación de las
bases de datos utilizadas, respecto a los métodos DCV, RCV y KDCV.
Además que, RKDCV conserva el poder discriminante independiente-
mente de que el tamaño del conjunto de entrenamiento sea menor, igual
o mayor que la dimensión de espacio original de las muestras.

Si bien los métodos RCV y KDCV presentan buenas propiedades dis-
criminantes a mayor número de muestras de entrenamiento, el método
RKDCV presenta propiedades discriminantes comparables o incluso me-
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jores respecto a los métodos RCV y KDCV, utilizando un número menor
de muestras de entrenamiento. El tener menos muestras en el conjunto de
entrenamiento implica menos esfuerzo computacional, ya que el tamaño
del las matrices involucradas para obtener el subespacio discriminante es
pequeño.

En cuanto al trabajo futuro en esta linea, se estudiaran las dimensio-
nes involucradas en el espacio nulo extendido del método RKDCV para
observar el comportamiento en función de la dimensión de este espacio.
Además, se experimentará con otras medidas de distancia entre las carac-
teŕısticas discriminantes de entrenamiento y las de prueba, para observar
cómo este parámetro afecta la tasa de clasificación del método.

En esta tesis también se han propuesto algunos algoritmos incre-
mentales motivados por el gran número de aplicaciones que necesitan
sistemas de clasificación reentrenables. El propósito de los algoritmos in-
crementales es que la capacidad discriminante de los métodos se conserve
o mejore cuando nueva información se pone a disposición del sistema. Los
algoritmos incrementales que se han presentado permiten incorporar a la
base de conocimiento nueva información respecto a las clases existentes,
aśı como información de nuevas clases.

Dado que el método DCV presenta caracteŕısticas muy apropiadas
para tareas de clasificación de datos con alta dimensión, tres algoritmos
incrementales diferentes de este método se han propuesto. El primer al-
goritmo emplea una eigendescomposición incremental (IDCV-EVD). El
segundo subespacios diferencia y la ortogonalización de Gram-Schmidt
incremental (IDCV-GSO). El tercer algoritmo se basa en subespacios
diferencia y ortogonalización (IDCV-O).

La evaluación de los algoritmos incrementales se ha realizado res-
pecto al método original DCV, en relación a la tasa de acierto y, por
supuesto, al tiempo de entrenamiento, al añadir nuevas muestras a las
clases existentes en el conjunto de entrenamiento, aśı como al añadir
nuevas clases. Para ello se han considerado diferentes bases de datos que
abarcan un rango amplio de caracteŕısticas como son, bases de datos de
imágenes de rostros con diferentes expresiones, poses e iluminación, ba-
ses de datos de objetos con poses diferentes, y bases de datos de d́ıgitos
escritos a mano.

Desde la validación emṕırica de los algoritmos incrementales, para
nuevas muestras y nuevas clases, se observa que la tasa de clasificación
de los algoritmos incrementales es idéntica a la del método original. De
este modo, los algoritmos incrementales no degeneran las matrices de
proyección en cada reentrenamiento.

Respecto al coste computacional, los algoritmos incrementales pre-
sentan un ahorro significativo en relación al coste computacional de los
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métodos con aprendizaje por lotes. En cada reentrenamiento el algorit-
mo incremental necesita menor tiempo computacional que el algoritmo
con aprendizaje por lotes. Además, cuanto más grande es la diferencia
entre el conjunto de entrenamiento precalculado (inicial) y el tamaño
del conjunto de entrenamiento incremental, la diferencia entre los costes
computacionales es mucho mayor. Cuando el tamaño del conjunto incre-
mental es pequeño, N = 1 o cy = 1, el coste computacional asociado
al algoritmo incremental es también pequeño, y esta disminución com-
pensa incluso teniendo en cuenta que se necesita un número mayor de
actualizaciones.

El coste computacional de los algoritmos incrementales, además de
estar en función del tamaño del conjunto de entrenamiento está en fun-
ción de la dimensionalidad del espacio original. Si la dimensión es consi-
derablemente mayor al tamaño del conjunto de entrenamiento se observa
que la tendencia del tiempo de CPU relativo del algoritmo incremental
decrece con M para un valor fijo de N . Esta tendencia observada es de
O(1/M).

Desde la validación emṕırica de los algoritmos IDCV-GSO y IDCV-
O (a partir de GSO), se ha observado que aunque teóricamente el coste
computacional de los algoritmos es parecido, el método IDCV-O emplea
menos tiempo computacional respecto al método IDCV-GSO. Esto se ex-
plica parcialmente porque el número teórico de operaciones involucradas
en los algoritmos son una aproximación del número real de operaciones.

Por último, se ha presentado un algoritmo incremental del método
de vectores comunes discriminantes extendidos, debido a algunas limita-
ciones del método DCV respecto al tamaño y a la dimensionalidad de
espacio original de las muestras.

En el caso del método extendido, la tasa de acierto presenta algunas
pequeñas variaciones respecto al algoritmo con aprendizaje por lotes.
Estas diferencias se deben a que el algoritmo incremental dispone de solo
una parte de la información anterior en cada nuevo reentrenamiento. Para
solucionar en parte este problema se ha propuesto una manera de calcular
de forma incremental la varianza añadida al subespacio de proyección.
Obteniendo que los pequeños cambios que hay entre la tasa de acierto
del algoritmo incremental y el algoritmo con aprendizaje por lotes no son
relevantes.

En cuanto al coste computacional del algoritmo incremental IRDCV,
la tendencia del ahorro computacional es similar a la que presentan los
métodos incrementales anteriores. A mayor número de muestras de en-
trenamiento en el conjunto precalculado, mayor es la diferencia del coste
computacional del algoritmo incremental respecto al algoritmo por lotes.
La tendencia del tiempo de CPU relativo es de O(1/M) en función del
tamaño del conjunto de entrenamiento.
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De este modo, los objetivos principales de la tesis que son implemen-
tar, evaluar y comparar los diferentes algoritmos de clasificación, basados
en subespacios, que se proponen y presentan en este documento, se dan
por concluidos.

Como trabajo futuro en la linea de los algoritmos incrementales, se
pretende encontrar una relación que sea eficiente en términos de tasa de
clasificación y coste computacional, con respecto a la dimensión del es-
pacio de entrada y el número de muestras de entrenamiento, sin llegar a
perder la capacidad discriminante de los métodos originales. En cuanto
al método IDCV-O, ya que es un método propio, se estudiará el compor-
tamiento del coste computacional respecto a otros métodos de ortogona-
lización con mayor estabilidad numérica y menor coste computacional.
Además, se revisará el estado del arte de los algoritmos incrementales de
los métodos kernel, y se intentará desarrollar un algoritmo incremental
eficiente del método RKDCV.

A continuación se presentan algunas publicaciones que se han gene-
rado a partir del trabajo realizado, aśı como los proyectos en los que se
a participado.

8.1. Publicaciones

1. K. Diaz-Chito, F.J. Ferri, W. Dı́az-Villanueva. An Empirical
Evaluation of Common Vector Based Classification Methods and
Some Extensions. SSSPR 08. Structural, Syntactic and Statistical
Pattern Recognition. Lect. Not in Comp Sci. Vol 5342, pp. 977-
985, 2008. CORE A.

2. F.J. Ferri and K. Diaz-Chito and W. Dı́az-Villanueva. Using
Subspace-based Learning Methods for Medical Drug Design and
Characterization. IEEE Intl. Conf on Systems, Man and Cyber-
netics, SMC 2008. pp.2111-2115, 2008. CORE B.

3. K. Diaz-Chito, F.J. Ferri and W. Dı́az-Villanueva. Extracción de
Caracteŕısticas Mediante Vectores Comunes Discriminantes Ex-
tendidos con Kernels. Revista Iberoamericana de Inteligencia Ar-
tificial, Vol 13, No. 43, pp.1-15, 2009. Journal.

4. K. Diaz-Chito, F.J. Ferri. Empirical Evaluation of Class-Updating
Incremental Discriminative Common Vector based Face Recogni-
tion. II Workshop de Reconocimiento de Formas y Análisis de
Imágenes (AERFAI), CEDI2010. pp.125-132, 2010.

5. K. Diaz-Chito, F.J. Ferri and W. Dı́az-Villanueva. Image Re-
cognition through Incremental Discriminative Common Vectors.
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Advanced Concepts for Intelligent Vision Systems - 12th Interna-
tional Conference, ACIVS 2010. pp. 304-311, 2010. CORE B.

6. F.J. Ferri and K. Diaz-Chito and W. Dı́az Villanueva. Efficient
Dimensionality Reduction on Undersampled Problems through In-
cremental Discriminative Common Vectors. The 10th IEEE Inter-
national Conference on Data Mining Workshops, ICDM Works-
hops. pp. 1159-1166, 2010. CORE A.

7. K. Diaz-Chito, F.J. Ferri and W. Dı́az-Villanueva. Null Space
based Image Recognition using Incremental Eigendecomposition.
Pattern Recognition and Image Analysis, 5th Iberian Conference,
IbPRIA 2011. pp 313-320, 2011. CORE C.

8.2. Proyectos

Esta tesis doctoral Ha sido financiada por el Ministerio de Ciencia
e Innovación del Gobierno de España, asociada al proyecto de investiga-
ción Aplicaciones del reconocimiento de formas a la automatización del
control de calidad y otros procesos industriales (ARFAI).

Titulo : Aplicaciones del reconocimiento de formas a la automatización
del control de calidad y otros procesos industriales (ARFAI)

IP: Francesc J. Ferri Rabasa

Inv: W. Dı́az-Villanueva, J.V. Albert, V. Cerverón, R. Ferŕıs

Beca: Katerine Diaz-Chito

Tec. Inv:Manuel Yago, Carlos Esteve, Adrian Perez-Suay

REF: DPI2006-15542-C04-04

Fecha de inicio del proyecto: 1/10/2006

Fecha de finalización del proyecto: 30/9/2009

Además se ha participado en otros proyectos de investigación financiados
por FEDER y el gobierno de España, como son

Titulo : Multimodal interaction in pattern recognition and computer
vision (MIPRCV)

IP Subproyecto UVEG: Francesc J. Ferri Rabasa (IP: En-
rique Vidal Rúız, UPV)

Inv: W. Dı́az-Villanueva, J.V. Albert, V. Cerverón, M. Are-
valillo

Beca: Adrián Pérez-Suay

Asociados: Katerine Diaz-Chito
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Fecha de inicio del proyecto: 1/10/2007

Fecha de finalización del proyecto: 29/11/2012

Titulo : Técnicas interactivas y adaptativas para sistemas automáticos
de reconocimiento, aprendizaje y percepción (TIASA)

IP: Francesc J. Ferri Rabasa

Inv: W. Dı́az-Villanueva, J.V. Albert, V. Cerverón, Katerine
Dı́az-Chito, Adrián Pérez-Suay, M. Arevalillo

REF: TIN2009-14205-C04-03

Fecha de inicio del proyecto: 1/1/2010

Fecha de finalización del proyecto: 31/12/2012
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Conclusion

Throughout the thesis we have proposed, developed and implemented
different algorithms for classification based on subspaces from differ-
ent perspectives. Moreover, these algorithms have been evaluated on
databases with certain complexity.

The first proposed classification algorithm is based on an extension
of discriminative common vector method with kernel, called rough dis-
criminative common vector with Kernels (RKDCV). This method is a
generalization of the original KDCV method, which can also be seen as
the nonlinear version of the rough common vectors method.

The empirical evaluation of RKDCV has been carried out by classi-
fying four different databases. Two of the four databases are composed
of face images and presented changes on the pose, lighting, expression
and amount of added noise. The other two databases are, one of ob-
jects (with pose changes) and other of handwritten digits (with change
of labels). The performed simulations were of two types: regarding the
number of training samples, and about the variability added to the pro-
jection subspace.

From the empirical validation of the RKDCV method, we observed
that RKDCV presents, in comparison with the DCV, RCV and KDCV
methods, discriminant properties suitable for the classification of the
databases used. Besides that, the RKDCV method preserves the dis-
criminative property regardless of the fact that the training set size is
smaller or bigger than the dimension of the original sample space.

Even though both the RCV and KDCV methods show good discrim-
inant properties which increase with the number of training samples, the
RKDCV method presents comparable or even better discriminant prop-
erties than the RCV and KDCV methods, using fewer training samples.
Having less samples in the training set implies a lower computational
cost, since the size of the matrices involved to obtain the discriminant
subspace is small.
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As future work in this line, we will study the dimensions involved
in the extended nullspace of the RKDCV method in order to observe its
behavior depending on the size of this space. In addition, we will perform
experiments with other distance measurements between the discriminat
feature of training and test, in order to observe how this parameter affects
the accuracy of the method.

In the thesis we have also proposed several incremental algorithms
motivated by the large number of applications that require retrainable
classification systems. The purpose of incremental algorithms is that the
discriminant properties of methods are maintained or improved when
new information becomes available to the system. Incremental algo-
rithms which have been proposed can incorporate new information to
the knowledge base regarding both existing and new classes.

Since the DCV method has suitable features for classification tasks
of high dimensional data, three different incremental algorithms based
on this methodology have been proposed. The first algorithm uses an in-
cremental eigendecomposition (IDCV-EVD). The second one uses differ-
ence subspace and incremental Gram-Schmidt orthogonalization (IDCV-
GSO). Finally, the third algorithm is based on difference subspace and
orthogonalization (IDCV-O).

The evaluation of the incremental algorithms were done by against
the DCV original method, computing the accuracy and, of course, the
training time by adding new samples to existing classes, and adding new
classes to the training set. Different datasets that cover a wide range of
situations have been considered such as facial image datasets with dif-
ferent expressions, poses and lighting, databases of objects with different
poses, and handwritten digits databases. In the light of the empirical val-
idation of the incremental algorithms, for new samples and new classes,
we can conclude that the accuracy of the incremental algorithms is iden-
tical to the original method. Thus, the incremental algorithms do not
degenerate the projection matrices at each retraining.

Regarding the computational cost, incremental algorithms show sig-
nificant savings of relative computational cost in comparison with batch
learning methods. At each retraining, the incremental algorithm needs
less computational time that the equivalent batch learning algorithm. In
addition, the larger the difference between the size of the precalculated
training set (initial) and the size of the incremental training set, the big-
ger the difference between the computational cost. When the incremental
set size is small, N = 1 or cy = 1, the computational cost associated with
the incremental algorithm is also small, and this decrease compensates
the fact that a large number of updates are needed.

The computational cost of the incremental algorithms is a function
of both the training set size and the original space dimensionality. If
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the dimension is considerably bigger than the training set size, it can
be observed that the relative CPU time of the incremental algorithm
decreases with M for a fixed value of N . This decrement is O(1/M).

From the experimental validation of the algorithms IDCV-GSO and
IDCV-O, we noted that, although the theoretical complexities of the al-
gorithms are similar, the IDCV-O method uses less computational time
compared to IDCV-GSO method. This is partly explained because the
theoretical number of operations involved in the algorithms is an approx-
imation of the real number of operations performed.

Finally, we have presented an incremental algorithm of the rough
discriminative common vector method, that mitigates some limitations
of the DCV method regarding the size and dimension of original space
of the samples.

The accuracy of the IRDCV present few small variations with regard
to the batch learning algorithm. These differences are due to the fact
the incremental algorithm has available only a part of the information
at each new retraining. In order to partially solve this problem we have
proposed a new way to calculate the variance added to the projection
subspace. As conclusion, we have observed that small differences between
the accuracies of the incremental algorithm and of the batch learning
algorithm are not relevant.

Regarding the computational cost of IRDCV, the computational sav-
ings trend is similar to the one of the previous incremental methods. The
more the number of train samples in the precalculated set, the bigger the
difference between the computational cost of the incremental algorithm
and the batch algorithm. The trend of relative CPU time is O(1/M) as
a function of the training set size.

Therefore, the main objectives of the thesis, which were to imple-
ment, evaluate and compare the different classification algorithms based
on subspace proposed in this thesis, are considered as completely fulfilled.

As future work on the incremental algorithms line of research, we aim
to find an efficient relationship in terms of accuracy and computational
cost, according to the input space dimension and the number of train-
ing samples, and without losing the discriminative properties of original
methods. About the IDCV-O method, we plan to study its behavior in
terms of computational cost in comparison with other orthogonalization
strategies that have shown, in principle, a better numerical stability and
lower computational cost. In addition, we review the state of the art of
the incremental algorithms of the kernel methods, and we try to develop
an efficient incremental algorithm of the RKDCV method.
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Apéndice A

Conceptos

Este caṕıtulo define varios conceptos de estad́ıstica, álgebra lineal y
representación de datos.

A.1. Conceptos Fundamentales

Distancia eucĺıdea

Una parte fundamental relacionada con la presentación de datos es
elegir una medida de distancia adecuada entre dos puntos. En un espacio
d-dimensional cada punto a1 queda definido por un vector d-dimensional,
la distancia eucĺıdea entre dos puntos p1 y p2 en un espacio Rd es:

deuclidea =

√√√√ d∑
i=1

(p1i − p2i)
2

que puede considerarse como la extensión del teorema de Pitágoras
a un espacio d-dimensional.

Espacio de caracteŕısticas

En reconocimiento de patrones, un espacio de caracteŕısticas es un
espacio donde cada muestra p se representa como un punto en un es-
pacio d-dimensional. Esta dimensión está determinada por el número de
caracteŕısticas que describen la muestra. Objetos similares se encontrarán
cercanos en el espacio de caracteŕısticas, donde es posible realizar algún
tipo de clasificación o agrupamiento de los mismos.
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Subespacio diferencia

Dado un conjunto de datos linealmente independientes X ∈ Rd×M
con c clases y mj muestras en la clase j, el espacio de caracteŕısticas
puede dividirse en c subespacios diferencia e indiferencia.

El subespacio diferencia de cada clase Bj es generado por (mj − 1)
vectores diferencia dados por xij − x1

j , i = 2, . . . ,mj , j = 1, 2, . . . .c.
La primera muestra de cada clase es tomada como vector sustraendo y
su elección es arbitraria. La suma de los c subespacios diferencia, Bj ,
conforman el subespacio diferencia, BX ⊆ Rd×(M−c), asociado a X [44].

Método de los k-vecinos mas próximos

El método de los k-vecinos mas próximos (K-NN) [36] es un clasifica-
dor supervisado que emplea alguna medida de distancia (normalmente es
la distancia eucĺıdea) entre la muestra de test y k muestras del conjunto
de entrenamiento, en un espacio de caracteŕısticas.

El método estima el valor de la probabilidad a posteriori de que un
elemento x pertenezca a la clase j. El elemento x se asigna a la clase j si
ésta es la clase más frecuente entre las k muestras de entrenamiento más
cercanas.

Validación cruzada con k−bloques

La validación cruzada con k−bloques (k−fold cross validation) es
uno, entre varios, de los métodos más populares que se utiliza para validar
un modelo generado a partir de un conjunto de datos o muestra. En este
método, el conjunto de datos original se divide en k submuestras (folds)
de (aproximadamente) igual tamaño. La submuestra i, se utiliza para
validar los datos (conjunto de prueba), y las restantes (k−1) submuestras,
son empleadas en el entrenamiento [101]. El proceso de validación se
repite k veces (folds) con cada una de las k submuestras, usando una
para validar los datos. Los k resultados se promedian para obtener un
único resultado.
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A.2. Propiedades de los valores y vecto-
res propios

En diversos campos de la ingenieŕıa y las matemáticas surge el pro-
blema de calcular los valores escalares λ, y los vectores v 6= 0, que satis-
facen

Av = λv, (A.1)

para la matriz cuadrada A.

Algunos de estos campos de aplicación son:
Ecuaciones diferenciales
Estabilidad de sistemas lineales
Diagonalización de matrices, . . .

El problema planteado por la ecuación (A.1) tiene solución si se
reescribe como:

(A− λI)v = 0

De este modo, el problema se transforma en el ya conocido sistema lineal
homogéneo Bv = 0, el cual tiene solución única v = 0 cuando |B| 6= 0,
que es el caso que no nos interesa.

El número λ se dice valor propio de A si y sólo si

|A− λI| = 0

que es la ecuación caracteŕıstica de la matriz A.

Si λ es un valor propio de A, y si v es el vector no nulo tal que
Av = λv, entonces v se dice vector propio de A correspondiente al valor
propio λ.

El conjunto de vectores propios v que satisfacen la ecuación (A.1)
forman un subespacio de A llamado espacio propio correspondiente a
los valores propios λ [102].

Algunas propiedades de los valores y vectores propios son:

1. n vectores propios distintos correspondientes a n valores propios
distintos de multiplicidad uno, constituyen una base del espacio
vectorial para la matriz A.

2. Si λk son los valores propios de A, λnk son los valores propios
de An. Además, A y An tienen los mismos vectores propios. En
particular, si λ 6= 0 es valor propio de A, entonces 1/λ es valor
propio de A−1.

3. El producto de los n valores propios de una matriz es igual a su
determinante.

|A| =
n∏
i=1

λi.
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4. La suma de los n valores propios de una matriz es igual a su traza.

tr(A) =

n∑
i=1

λi.

5. Dos matrices semejantes tienen la misma ecuación caracteŕıstica
y consecuentemente los mismos valores propios con igual multipli-
cidad.

6. Una matriz triangular tiene como valores propios los elementos de
la diagonal principal.

7. Una matriz simétrica de coeficientes reales posee valores propios
reales, y los vectores propios asociados a valores propios distintos
son ortogonales.

A.3. Subespacios

Operaciones entre subespacios

Sean S1 y S2 dos subespacios vectoriales de S, se definen las siguientes
operaciones:

Unión: S1 ∪ S2 = [x ∈ S/x ∈ S1 ∨ x ∈ S2]
en la gran mayoŕıa de los casos la unión de dos subespacios no es
un subespacio de S, porque no se cumple con la ley de composición
interna. Śı pertenece de forma segura la unión a S en los casos en
que S1 este contenido en S2 o viceversa.

Intersección: S1 ∩ S2 = [x ∈ S/X ∈ S1 ∧ x ∈ S2]
la intersección de un número cualquiera de subespacios vectoriales
de un espacio vectorial S es, a su vez, un subespacio vectorial de
S.

Suma: S1 + S2 = [x ∈ S/x = (x1 + x2) ∧ x1 ∈ S1 ∧ x2 ∈ S2]
la suma de dos subespacios es un subespacio de S.

Suma directa: si la intersección entre S1 y S2 es el subespacio trivial
(es decir, el vector nulo), entonces a la suma se la llama suma
directa. Es decir que si S1 ∩ S2 = {0} ⇒ S1 ⊕ S2.

Subespacios ortogonales

Dos subespacios vectoriales S1 y S2 de un espacio vectorial S se dicen
ortogonales cuando todos los vectores de uno de ellos son ortogonales a
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todos los vectores del otro:
x · y = 0 para cualesquiera x ∈ S1, y ∈ S2

Subespacio complementario ortogonal

Dado un espacio vectorial S y un subconjunto S1 ⊂ S, se llama
subespacio ortogonal de S1 a:

S⊥1 = {x ∈ S|x · v = 0 para todo v ∈ S1},
Se cumple que:

1. S⊥1 es un espacio vectorial.

2. S1 ⊂ S ⇒ S⊥1 ⊂ S⊥.

3. Si S1 es un subespacio vectorial, S1 y S⊥1 son complementarios.

A.4. Eigendescomposición desde una ma-
triz más pequeña

En el área del reconocimiento de imágenes la dimensionalidad de las
imágenes es mucho mayor que el número de muestras disponibles para el
entrenamiento. Este hecho conlleva que las matrices de dispersión estén
definidas en un espacio de dimensión muy grande Rd×d, lo cual impli-
ca que su eigendescomposición (EVD) sea computacionalmente costosa.
Una solución a este problema se muestra en [86].

Sea S = AAT ∈ Rd×d alguna matriz de dispersión calculada a partir
del conjunto de entrenamiento X ∈ Rd×M , con M muestras de dimensión
d, d > M y A ∈ Rd×M . En los casos que nos interesan siempre se
podrá descomponer S como (AAT ), puesto que la matriz S es semi-
definida positiva.

La solución propuesta por Murakami y Kumar en [86] considera los
vectores propios de una matriz de menor tamaño, como es (ATA) ∈
RM×M . Un vector υk ∈ RM no nulo, es un vector propio de (ATA)
asociado al valor propio λk 6= 0 ∈ R si:

ATAυk = λkυk (A.2)

Multiplicando ambos lados de la ecuación (A.2) por A, se obtiene

AATAυk = λkAυk

de donde, se deduce que (Aυk) es el vector propio uk de (AAT ) asociado
a λk.
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De este modo, los vectores propios uk de (AAT ) se obtienen a partir
de los vectores propios υk de (ATA). Es decir,

uk = Aυk, k = 1, 2, . . . ,M. (A.3)

donde los valores propios de (ATA) son los mismos para (AAT ).

El coste computacional mediante este procedimiento es deO(`(M3)+
dM2). Mientras que el coste computacional del método directo es de
O(`(d3)). ` es el número de iteraciones requeridas para que el algoritmo
de eigendescomposición converja.

A.5. Criterio de Fisher

Una de las medidas más utilizadas en reconocimiento de patrones
para cuantificar la discriminación entre diferentes clases de un conjunto
de datos es el criterio de Fisher, definido como:

W = argmax
‖w‖=1

|WTSBW|
|WTSWW| (A.4)

SB ∈ Rd×d y SW ∈ Rd×d son las matrices de dispersión inter e intra
clase del conjunto de entrenamiento, respectivamente. W es la matriz de
transformación que maximiza (A.4).

El criterio de Fisher es máximo cuando los vectores de la matriz de
transformación, W, son los vectores propios de (S−1

W SB) [30, 15, 39, 12].

En tareas de reconocimiento de patrones, este criterio no puede apli-
carse directamente en casos donde la dimensión del espacio de muestras
es mayor al número de muestras en el conjunto de entrenamiento. Este
problema se conoce como el problema del tamaño de muestras pequeño,
small sample size problem [39].

Muchos métodos se han propuesto para resolver este problema, al-
gunos de ellos están en [108, 54, 77, 76, 24, 11, 131, 23, 60, 61]. Liu et
al. [77, 76] modifican el criterio de fisher convencional por:

J(W) =
|WTSBW |
|WTSTW |

(A.5)

nombrado como el criterio de Fisher modificado. Este criterio modificado
emplea como divisor la matriz de dispersión total, ST = SB + SW , en
lugar de SW [77, 76].

Chen et al. [23] formulan una solución donde (A.5) es máximo, a la
vez que SW es minimizada mientras SB es maximizada. Ellos primero
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proyectan el conjunto de entrenamiento en el espacio nulo N (SW ). Lue-
go, los vectores propios correspondientes a los valores propios no nulos
de la matriz de dispersión intra-clase, en el espacio transformado, son
seleccionados como los vectores de proyección que conforman W.

De lo anterior, el criterio en (A.5) puede ser reescrito como:

W = argmax
|WT SWW|=0

|WTSBW| (A.6)

= argmax
|WT SWW|=0

|WTSTW|

El criterio dado en (A.6), es conocido como el criterio de Fisher
basado en el espacio nulo [23, 13, 61].

A.6. Funciones kernel

Una función real definida sobre el producto cartesiano del espacio
de entrada Rd, que a cada pareja de elementos del espacio de entrada le
hace corresponder el producto escalar en F de sus respectivas imágenes
por la función φ, se llama función kernel.

k(xi, xj) = 〈φ(xi), φ(xj)〉

Son kernels todas aquellas funciones k(xi, xj) que verifican el teorema
de Mercer [99], es decir, para las cuales∫

xi,xj

k(xi, xj)g(xi)g(xj)dxidxj > 0

para toda función g(·) de cuadrado integrable.

Entre las funciones kernel más comunes están:

Lineal k(xi, xj) = 〈xi, xj〉
Polinomial k(xi, xj) = 〈xi, xj〉η

Gaussiano k(xi, xj) = exp
(
− ‖xi−xj‖2

2σ2

)
Sigmoide k(xi, xj) = tanh(τ〈xi, xj〉+ ϑ)

donde η, σ, , τ y ϑ son especificadas a priori por el usuario.
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Apéndice B

Descomposición de la
matriz de dispersión
intra-clase

Sean X ∈ Rd×M e Y ∈ Rd×N conjuntos de entrenamiento con las
mismas clases. Donde M =

∑c
j=1 mj , N =

∑c
j=1 nj , xj es la media de

la clase j en X e, yj es la media de la clase j en Y.

Las matrices de dispersión intra-clase de X e Y están dadas por

SwX =

c∑
j=1

mj∑
i=1

(xij − xj)(x
i
j − xj)

T

SwY =

c∑
j=1

nj∑
i=1

(yij − yj)(y
i
j − yj)

T

Śı Z es el conjunto de entrenamiento compuesto por X e Y. La matriz
de dispersión intra-clase de Z = [X Y], se define como

SwZ =

c∑
j=1

(mj+nj)∑
i=1

(zij − zj)(z
i
j − zj)

T (B.1)

donde zj =
(

mj
(mj+nj)

xj +
nj

(mj+nj)
yj
)

es la media de la clase j en Z.

La ecuación (B.1) se puede descomponer como:

SwZ =

c∑
j=1

mj∑
i=1

(xij − zj)(x
i
j − zj)

T

︸ ︷︷ ︸
1©

+

c∑
j=1

nj∑
i=1

(yij − zj)(y
i
j − zj)

T

︸ ︷︷ ︸
2©
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B. Descomposición de la matriz de
dispersión intra-clase

Donde 1© y 2©, se simplifican como

1©.
c∑
j=1

mj∑
i=1

(x
i
j − zj)(x

i
j − zj)

T
=

c∑
j=1

mj∑
i=1

(x
i
j − xj + xj − zj)(x

i
j − xj + xj − zj)

T

=
c∑
j=1

mj∑
i=1

[(x
i
j − xj)(x

i
j − xj)

T︸ ︷︷ ︸
+ (x

i
j − xj)(xj − zj)

T
+ (xj − zj)(x

i
j − xj)

T︸ ︷︷ ︸
+ (xj − zj)(xj − zj)

T︸ ︷︷ ︸]
= S

w
X + 0 +

c∑
j=1

mjn
2
j

(mj + nj)2
(xj − yj)(xj − yj)

T

2©.
c∑
j=1

nj∑
i=1

(y
i
j − zj)(y

i
j − zj)

T
=

c∑
j=1

nj∑
i=1

(y
i
j − yj + yj − zj)(y

i
j − yj + yj − zj)

T

=

c∑
j=1

nj∑
i=1

[(y
i
j − yj)(y

i
j − yj)

T︸ ︷︷ ︸
+ (y

i
j − yj)(yj − zj)

T
+ (yj − zj)(y

i
j − yj)

T︸ ︷︷ ︸
+ (yj − zj)(yj − zj)

T︸ ︷︷ ︸]
= S

w
Y + 0 +

c∑
j=1

m2
jnj

(mj + nj)2
(yj − xj)(yj − xj)

T

De este modo, SwZ se redefine

S
w
Z = S

w
X︸︷︷︸+ S

w
Y︸︷︷︸

+

c∑
j=1

mjn
2
j

(mj + nj)2
(xj − yj)(xj − yj)

T
+

c∑
j=1

m2
jnj

(mj + nj)2
(yj − xj)(yj − xj)

T

︸ ︷︷ ︸
= S

w
X + S

w
Y +

c∑
j=1

mj nj

(mj + nj)
(xj − yj)(xj − yj)

T
(B.2)

Con S = JJT , J = [J1 J2 . . . Jc] y Jj =
√

mjnj
(mj+nj)

(xj − yj) para todo

j = 1, . . . , c.
SwZ = SwX + SwY + S

Por tanto, SwZ se define en términos de las matrices de dispersión
intra-clase SwX y SwY , además de un término S que relaciona las medias
del conjunto de entrenamiento anterior y el de actualización.

Si Y ∈ Rd×N contiene una muestra nueva de cada clase j, la matriz
de dispersión intra-clase de Z = [X Y] se puede escribir como:

SwZ =

c∑
j=1

mj∑
i=1

(xij − zj)(x
i
j − zj)

T

︸ ︷︷ ︸
3©

+

c∑
j=1

(y1
j − zj)(y

1
j − zj)

T

︸ ︷︷ ︸
4©

136



B. Descomposición de la matriz de
dispersión intra-clase

Simplificando

3©.
c∑
j=1

mj∑
i=1

(x
i
j − zj)(x

i
j − zj)

T
=

c∑
j=1

mj∑
i=1

(x
i
j − xj + xj − zj)(x

i
j − xj + xj − zj)

T

=
c∑
j=1

mj∑
i=1

[(x
i
j − xj)(x

i
j − xj)

T︸ ︷︷ ︸
+ (x

i
j − xj)(xj − zj)

T
+ (xj − zj)(x

i
j − xj)

T︸ ︷︷ ︸
+ (xj − zj)(xj − zj)

T︸ ︷︷ ︸]
= S

w
X + 0 +

c∑
j=1

(xj − zj)(xj − zj)
T

El vector media de cada clase en Z se define por:

zj =
mj

(mj + 1)
xj +

1

(mj + 1)
y1
j

donde (xj − zj) y (y1
j − zj), son

xj − zj = xj −
(

mj

(mj + 1)
xj +

1

(mj + 1)
y1
j

)
=

1

(mj + 1)
(xj − y1

j )

y1
j − zj = y1

j −
(

mj

(mj + 1)
xj +

1

(mj + 1)
y1
j

)
=

mj

(mj + 1)
(y1
j − xj)

De este modo, SwZ se reescribe como

S
w
Z =

c∑
j=1

mj∑
i=1

(x
i
j − xj)(x

i
j − xj)

T

+
c∑
j=1

mj

(mj + 1)2
(xj − y

1
j )(xj − y

1
j )
T

+

c∑
j=1

m2
j

(mj + 1)2
(y

1
j − xj)(y

1
j − xj)

T

= S
w
X +

c∑
j=1

mj

(mj + 1)
(xj − y

1
j )(xj − y

1
j )
T

(B.3)

= S
w
X + JJ

T

donde J = [J1 . . . Jc] para todo Jj =
√

mj
(mj+1)

(xj − y1
j ).

Si las clases de Y ∈ Rd×N difieren de las de X. El número de clases
total en Z está dado por cz = cx + cy. Y el número de muestras total es
o =

∑cx
j=1 mj +

∑cy
j=1 nj .
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En este caso la matriz SwZ se define como

SwZ =

cz∑
j=1

o∑
i=1

(zij − zj)(z
i
j − zj)

T

=

cx∑
j=1

mj∑
i=1

(xij − xj)(x
i
j − xj)

T +

cy∑
j=1

nj∑
i=1

(yij − yj)(y
i
j − yj)

T

= SwX + SwY

En śıntesis, la matriz de dispersión intra-clase del conjunto de entre-
namiento Z = [X Y] se ha descompuesto de tres formas diferentes según
las caracteŕısticas de Y.

1. X e Y tienen las mismas clases

SwZ = SwX + SwY +

c∑
j=1

mj nj
(mj + nj)

(xj − yj)(xj − yj)
T

= SwZ = SwX + SwY + JJT

donde J = [J1 J2 . . . Jc] y Jj =
√

mjnj
(mj+nj)

(xj − yj) ∀ j = 1, . . . , c.

2. Y tiene una muestra por clase

SwZ = SwX +

c∑
j=1

mj

(mj + 1)
(xj − y1

j )(xj − y1
j )
T

= SwX + JJT

donde J = [J1 . . . Jc] y Jj =
√

mj
(mj+1)

(xj − y1
j ) ∀ j = 1, . . . , c.

3. X e Y tienen clases diferentes

SwZ = SwX + SwY
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Apéndice C

Teoremas

En este apéndice se presentan algunos teoremas empleados a lo largo
del documento.

El teorema 1 muestra que los vectores propios asociados a los valores
propios más grandes de la matriz de dispersión total, son los vectores de
proyección óptimos para calcular las componentes principales del con-
junto de entrenamiento.

El teorema 2 muestra que, la proyección de cualquier muestra del
conjunto de entrenamiento de la clase j en el espacio nulo de su matriz
de dispersión intra-clase genera un único vector.

El teorema 3 demuestra que, si S1 +S2 es un subespacio suma directa
de S entonces, una base de la suma directa es la unión de las bases de S1

y S2.

El teorema 4 afirma que, la intersección de subespacios definidos
por matrices de dispersión semidefinidas positivas es igual al subespacio
definido por la suma de las matrices de dispersión.

El teorema 5 prueba que, los vectores comunes calculados a partir
de subespacios diferencia son independientes de la selección del vector
sustraendo.

El teorema 6 muestra que, el subespacio nulo de la matriz de dis-
persión intra-clase y el subespacio indiferencia son el mismo subespacio.
A si mismo, el subespacio rango de la matriz de dispersión intra-clase es
idéntico al subespacio diferencia del mismo conjunto de entrenamiento.

El teorema 7 muestra que las matrices de proyección a los subespacios
N (ST ) y R(SW ) conmutan.

Finalmente, el teorema 8 muestra que el subespacio diferencia de Y
respecto a X se puede calcular a partir de cualquier muestra de X que
pertenezca a la misma clase en Y.
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Teorema 1 El conjunto de vectores que maximizan el criterio:

Wpca = argmax
‖w‖=1

|WTSTW| (C.1)

son los vectores propios asociados a los valores propios no nulos de la
matriz de dispersión total, ST , del conjunto de entrenamiento ([4], pág.
109).

Prueba. Para un vector w, el problema consiste en maximizar
(wTSTw), donde wTw = 1. El método habitual para maximizar una
función sujeta a restricciones es el método de los multiplicadores de La-
grange. Derivando el Lagrangiano correspondiente a la ecuación (C.1)
respecto a w

L(w, λ) = wTSTw − λ(wTw − 1)

e igualando la derivada a 0, tenemos

∂L(w, λ)

∂w
= 2STw − 2λw = 0

(ST − λI)w = 0 (C.2)

donde (C.2) es un sistema lineal de ecuaciones.

Para que el sistema tenga una solución distinta de 0 la matriz (ST −
λI) tiene que ser singular. Esto implica que el determinante debe ser
igual a cero:

|ST − λI| = 0

De las propiedades de los valores y vectores propios (apéndice A.2), λ es
un valor propio de ST .

Desde la ecuación (C.2)

STw = λIw

tal que, wTSTw = wTλIw = λwTw.

Usando el hecho que wTw = 1

wTSTw = λ (C.3)

se obtiene que la dispersión es máxima cuando w es el vector propio
asociado al valor propio más grande de ST .

Finalmente Wpca = [w1 w2 . . .wr] ∈ Rd×r, son los vectores propios
asociados a los valores propios no nulos (organizados en orden decrecien-
te) de ST ([4], pág. 109).

Teorema 2 Sea la matriz U ∈ Rd×n, una matriz compuesta por n
vectores ortonormales que generan el espacio nulo de la matriz de dis-
persión intra-clase, SW , de un conjunto de entrenamiento X ∈ Rd×M .
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M =
∑c
j=1 mj es el número de muestras de entrenamiento y c es el

número de clases.

La proyección de cualquier muestra, xij, de la clase j en el espacio
nulo de SW , genera un único vector xjcv,

xjcv = U U
T

xij , i = 1, . . . ,mj

Prueba. Por definición, un vector uk ∈ Rd está en el espacio nulo
de SW si:

SWuk = 0

para todo k = r+1, . . . , d. Con r como el rango de SW , y n = d−r como
la dimensión del espacio nulo de SW .

Sea xj el vector media de la clase j, Dj ∈ Rmj×mj es una matriz
con todos sus elementos iguales a m−1

j , y Xj ∈ Rd×mj es la matriz con

todas las muestras xij de la clase j.
La matriz de dispersión intra-clase de X se define como

SW =

c∑
j=1

mj∑
i=1

(xij − xj)(x
i
j − xj)

T =

c∑
j=1

(Xj −XjDj)(Xj −XjDj)
T

Multiplicando ambos lados de SWuk = 0 por uTk , se obtiene

c∑
j=1

uTkXj(Ij −Dj)(Ij −Dj)TXT
j uk =

c∑
j=1

‖(Ij −Dj)XT
j uk‖2 = 0

donde Ij ∈ Rmj×mj es la matriz identidad, y ‖ · ‖ denota la norma
eucĺıdea.
Entonces (Ij −Dj)XT

j uk = 0,

XT
j uk = DjX

T
j uk

xij
T
uk = xTj uk (C.4)

La proyección de xij en el espacio nulo de SW proporciona el vector
común xjcv

xjcv =

d∑
k=r+1

〈xij , uk〉uk

De la ecuación (C.4)

xjcv =

d∑
k=r+1

〈xj , uk〉uk

Por tanto el vector común xjcv es independiente del sub́ındice i [44].
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Teorema 3 Sea S1, . . . , Sn una colección finita de subespacios de un
espacio S con bases B1, . . . , Bn, respectivamente. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. S = S1 ⊕ . . .⊕ Sn.

2.
⋃n
i=1 Bi es una base de S y Si

⋂
Sj = {0} para cada i 6= j.

Prueba.1⇒ 2 : Puesto que Si
⋂

(
∑
j 6=i Sj) = {0}, entonces Si∩Sj =

{0} para cada i 6= j, y en consecuencia, Bi ∩ Bj = 0 para cada i 6= j.
Puesto que S = S1 + . . .+ Sn y Bi es una base para Si, entonces es claro
que ∪ni=1Bi es un sistema de generadores para S.

Sea p1, . . . , pk un subconjunto finito de ∪ni=1Bi y ai, . . . , ak escalares
tales que a1p1 + . . . + akpk = 0, entonces adicionando sumandos nulos
mediante coeficientes nulos se puede escribir esta ecuación, sin pérdida
de generalidad, en grupos de sumandos de tal forma que los primeros
sumandos sean de S1, los siguientes sean de S2, etc, y los últimos sean de
Sn. Pero de acuerdo con la hipótesis 1, el vector nulo solo es representable
mediante sumandos nulos, por lo tanto, cada grupo de sumandos es nulo
y, puesto que en cada grupo aparecen combinaciones lineales de vectores
linealmente independientes, entonces todos los coeficientes ai son nulos.

2⇒ 1) : Puesto que ∪ni=1Bi es una base de S, entonces

S = span{∩ni=1Bi} = S1 + . . .+ Sn

Si ahora {0} = s1 + . . .+ sn, con si ∈ Si, entonces se puede representar
cada si como combinación lineal de los vectores de Bi de tal forma que se
obtiene una combinación lineal de vectores de ∪ni=1Bi; teniendo en cuenta
que Bi ∩Bj = 0 para cada i 6= j, entonces en esta última representación
no hay sumandos repetidos, lo cual, combinado con la hipótesis de que
∪ni=1Bi es una base para S se obtiene que todos los sumandos en tal
representación son nulos, es decir, cada si es nulo. Esto completa la
prueba de 1 [7].

Teorema 4 Sean S1, . . . ,Sc matrices de dispersión semidefinidas po-
sitivas. Luego,

N (S1 + . . .+ Sc) =
c
∩
j=1
N (Sj)

Prueba. Un vector uk ∈ Rd está en el espacio nulo de (S1 + . . .+Sc)
si

(S1 + . . .+ Sc)uk = 0

Donde uTk (S1 + . . .+ Sc)uk = uTk S1uk + . . .+uTk Scuk = 0, y uk ∈ N (S1 +
. . . + Sc) si y solo si uTk Sjuk = 0, para todo j = 1, . . . , c. O de forma

equivalente, uk ∈
c
∩
j=1
N (Sj) [22].
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Teorema 5 El vector común xjcv, es independiente de la selección del
vector sustraendo en B.

B = span{x2
1 − x1

1 . . . xij − x1
j . . . xmcc − x1

c}

x1
j puede ser cualquier elemento que pertenece a la clase j.

Prueba. Sea bij ∈ B, donde bij = xij − x1
j , y {θ1, θ2, . . . , θ(M−c)} es

una base de B. bij se expresa en la base como

bij = 〈bij , θ1〉θ1 + 〈bij , θ2〉θ2 + · · ·+ 〈bij , θ(M−c)〉θ(M−c)

xij − x1
j = 〈xij − x1

j , θ1〉θ1 + · · ·+ 〈xij − x1
j , θ(M−c)〉θ(M−c)

De este modo

xjcv = xij − [〈xij , θ1〉θ1 + · · ·+ 〈xij , θ(M−c)〉θ(M−c)]

= x1
j − [〈x1

j , θ1〉θ1 + · · ·+ 〈x1
j , θ(M−c)〉θ(M−c)] (C.5)

Es claro que xij puede ser cualquier elemento de la clase j, donde i =
1, . . . ,mj . A si mismo, xjcv es independiente de la selección del vector
sustraendo [45].

Teorema 6 Sean R(SW ) y N (SW ) el espacio rango y nulo de la
matriz de dispersión SW , respectivamente.

SW =

c∑
j=1

mj∑
i=1

(xij − xj)(x
i
j − xj)

T

B⊥ es el complemento ortonormal del subespacio diferencia B. Luego,

N (SW ) = B⊥

R(SW ) = B

Prueba. La matriz de dispersión intra-clase SW se puede escribir
como:

SW = [a1
1 a2

1 · · · amcc ][a1
1 a2

1 · · · amcc ]T = AAT

donde A = [a1
1 a2

1 · · · amcc ], y aij = xij − xj para todo i = 1, . . . ,mj ,
j = 1, . . . , c. xj representa el vector media de la clase j.
Sea uk un vector propio asociado a un valor propio nulo de SW ,

SWuk = 0, o AATuk = 0, ∀k = r + 1, . . . , d.

Multiplicando la ecuación anterior por uTk , se obtiene que uTk AATuk = 0.
Con ‖ATuk‖ igual a 0.
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Por lo tanto:

aiTj uk = 0

(xij − xj)
Tuk = 0

donde (xij −xj) ∈ B. Y entonces uk⊥B, lo cual es equivalente a uk ∈ B⊥.

El conjunto de vectores propios, uk, asociados a los valores propios
nulos de SW son una base del espacio nulo N (SW ), luego

N (SW ) ⊂ B⊥ (C.6)

A si N (SW ) es un subconjunto de B⊥.

Si θk ∈ B⊥, consecuentemente θk⊥B. De esta forma

< xij − x1
j , θk > = 0

< xij − xj , θk > = 0

para todo k = (M − c) + 1, . . . , d.

Entonces

SW θk =

c∑
j=1

mj∑
i=1

[(xij − xj)(x
i
j − xj)

T θk]

=

c∑
j=1

mj∑
i=1

[(xij − xj) < xij − xj , θk >]

= 0

tal que θk ∈ N (SW ), y
B⊥ ⊂ N (SW ) (C.7)

B⊥ es un subconjunto de N (SW ).

Desde las ecuaciones (C.6) y (C.7), se concluye que

N (SW ) = B⊥ (C.8)

La matriz SW se puede escribir como:

SW =
c∑
j=1

Sj

donde cada Sj =
∑mj
i=1(xij − xj)(x

i
j − xj)

T , es una matriz de dispersión
semidefinida positiva.

Desde el teorema 4, y dado que R(SW ) y N (SW ) son subespacios
complementarios

R(SW ) = R(S1 + . . . + Sc)

= (N (S1 + . . . + Sc))
⊥ =

(
c
∩
j=1
N (Sj)

)⊥
= (N (S1))⊥ + . . . + (N (Sc))

⊥
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De la ecuación (C.8)

N (S1) + . . . +N (Sc) = B⊥1 + . . . + B⊥c

donde B = (B⊥)⊥

R(S1 + . . . + Sc) = B1 + . . . + Bc

Finalmente

N (SW ) = B⊥

R(SW ) = B

Para mas detalles ver [44, 45].

Teorema 7 Sean P(1) y P(2) matrices de proyección a los subespacios
N (ST ) y R(SW ), respectivamente. Luego, P(1) y P(2) conmutan

P(1)P(2) = P(2)P(1)

Prueba. Dado que ST = SB + SW . El espacio nulo de ST se puede
definir como

N (ST ) = N (SB + SW )

= N (SB) ∩N (SW )

y en particular, N (ST ) ⊂ N (SW ).

Desde lo anterior y con el hecho que N (SW )⊥R(SW ), se muestra
que

N (ST )⊥R(SW )

Si P(1) y P(2) son las matrices de proyección a los subespacios N (ST )
y R(SW ), respectivamente. Luego, (I−P(1))(I−P(2)) = 0 y (I−P(2))(I−
P(1)) = 0.

(I− P(1))(I− P(2)) = (I− P(2))(I− P(1)) = 0

I− P(1) − P(2) − P(1)P(2) = I− P(2) − P(1) − P(2)P(1)

lo cual implica P(1)P(2) = P(2)P(1) [44].

Teorema 8 El vector sustraendo de la clase j para calcular el subes-
pacio diferencia de Y respecto a X puede ser cualquier elemento de la
clase j en X. Donde el conjunto de datos X e Y representan las mimas
clases.

BYx = span{y1
1 − xi1, y2

1 − xi1, . . . , y
1
2 − xi2, y2

2 − xi2, . . . , yncc − xic}
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Prueba. Sea BYx el subespacio diferencia de Y respecto a X, defi-
nido como

BYx = span{y1
1 − x1

1, y2
1 − x1

1, . . . , y
1
2 − x1

2, y2
2 − x1

2, . . . , yncc − x1
c} o,

= span{y1
1 − x1, y2

1 − x1, . . . , y
1
2 − x2, y2

2 − x2, . . . , yncc − xc}

Una base ortonormal υ de BYx , que sea ortogonal a la base U de BX , se
obtiene a partir de una base ortonormal de la proyección de BYx en el
subespacio indiferencia de X.

υ = orth
(

U U
T BYx

)
= orth

(
(I−UUT ) BYx

)
Donde,

(yij − x1
j )−UUT (yij − x1

j ) = yij −UUT yij − xjcv

(yij − xj)−UUT (yij − xj) = yij −UUT yij − xjcv

con i = 1, . . . , nj y j = 1, . . . , c.

Ya que la proyección de los vectores diferencia de Y es independiente
de la selección del vector sustraendo en BX , podemos definir el subespacio
diferencia BYx a partir de usar como vector sustraendo de la clase j
cualquier muestra de la misma clase en X [28].
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Apéndice D

Bases de datos

Aqúı se describen las bases de datos empleadas en la validación
emṕırica de los métodos propuestos. Todas la bases de datos son de
imágenes y están públicamente disponibles. Las bases de datos se divi-
den en tres grupos principales que son de rostros [§D.1], de objetos [§D.2]
y de d́ıgitos escritos a mano [§D.3]. Todas las imágenes están normaliza-
das a niveles de gris en el rango de [0 1]. Además, las bases de datos de
rostros se han alineado respecto al centro de los ojos y de la boca.

D.1. Bases de datos de rostros

Cmu-Pie

Cmu-Pie es un subconjunto de la base de datos de rostros CMU-
PIE (Pose, Illumination, and Expression [107]). Este base de datos tiene
imágenes de 68 personas, y de cada persona hay 56 imágenes con ex-
presión neutra. De las 56 imágenes por persona, 13 presentan cambios
de pose desde la derecha a la izquierda. Las 43 imágenes restantes son
imágenes frontales que tienen condiciones de luz diferentes. Las imáge-
nes de tamaño original 486×640 han sido escaladas a una resolución de
120×160. La figura D.1 muestra las imágenes normalizadas y centradas
de un sujeto en Cmu-Pie.
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D. Bases de datos

Figura D.1: Muestras de una clase de la base de datos Cmu-Pie.

ORL

La base de datos ORL es un conjunto de imágenes tomadas entre
1992 y 1994 en los Laboratorios AT&T de la Universidad de Cambridge,
UK. [94]. En esta base de datos hay imágenes de 40 personas diferentes,
de cada persona hay 10 imágenes que presentan cambios de expresión
facial (ojos abiertos/cerrados, sonriente/serio), pose y algunos detalles
faciales (con gafas/sin gafas). Todas las imágenes se tomaron con un
fondo homogéneo, en posición frontal y algunas con ciertas variaciones en
el ángulo de la cara. El tamaño de cada imagen es de 92×112 ṕıxeles. En
la siguiente figura se muestra una imagen de cada uno de los individuos
de la base de datos ORL.

Figura D.2: Una imagen de cada uno de los individuos de la base
de datos ORL.

AR

La base de datos de rostros AR Face [83] fue creado por Aleix
Mart́ınez y Roberto Benavente en el Centro de Visión por Computador
(CVC) de la UAB. Ésta contiene más de 4.000 imágenes que correspon-
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den a los rostros de 126 personas. Los rostros están en posición frontal
y presentan diferentes expresiones faciales, condiciones de iluminación y
oclusiones (gafas de sol y bufanda). Las imágenes fueron tomas en dos
sesiones, separadas por dos semanas (14 d́ıas) de tiempo. Las mismas
imágenes se tomaron en las dos sesiones. En nuestra experimentación
usamos 700 imágenes de 50 individuos, donde cada individuo tiene 14
imágenes. Concretamente, estas 14 imágenes corresponden a las imáge-
nes (a)–(g) y (n)–(t) de la base de datos original. La resolución de cada
imagen es de 222×299. La figura D.3 muestra una imagen de algunos de
los 50 individuos.

Figura D.3: Algunas imágenes de la base de datos AR.

AR NG

AR NG es una base de datos de imágenes de rostros en niveles de gris
que se originó al seleccionar 20 clases de la base de datos AR Face [83]. De
cada clase se escogieron 14 muestras sin oclusiones que se normalizaron
y se les añadió ruido gaussiano con valores de varianza de 0, 0.02, 0.04,
0.06 y 0.08. Las imágenes con ruido gaussiano se generan a partir de las
14 imágenes originales de cada sujeto, obteniendo 70 muestras por cada
una de las 20 clases (individuos). Por lo tanto, 14 imágenes son originales
y 56 (14 x 4) imágenes tienen ruido gaussiano. Las imágenes de tamaño
inicial 768×576 fueron reducidas a un tamaño de 40×40. La figura D.4
enseña la degradación de las muestras en AR NG.

ALL NG

La base ALL NG resulta de la elección aleatoria de 10 muestras
sin oclusiones por clase de las bases de rostros AR Face [83], ORL [94],
Yale [40] y Umist [115], obteniendo 95 clases. Cada clase de ALL NG tiene
50 muestras, de las cuales 10 no presentan ruido añadido y 40 presentan
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Figura D.4: Ejemplo de la degradación de las imágenes en la base
de rostros AR NG, para algunos sujetos. El ruido añadido es de
tipo gaussiano con valores de varianza de 0, 0.02, 0.04, 0.06 y 0.08,
respectivamente.

ruido gaussiano añadido (generadas a partir de las 10 imágenes originales
normalizadas de cada sujeto). Las caracteŕısticas del ruido añadido son
idénticas a las de AR NG. La resolución de las imágenes es de 40×40 y
presentan cambios de expresión, iluminación, pose y ruido.

D.2. Bases de datos de objetos

Las bases de datos de objetos utilizadas en nuestra experimentación
se generan a partir de Coil-100 [87]. La base de datos Coil-100 (Columbia
Object Image Library) contiene imágenes de 100 objetos de apariencia
y geometŕıa diferentes. Las imágenes de los objetos fueron tomadas a
intervalos de 5 grados desde 0 a 355, por lo cual hay 72 poses por objeto.
Todas las imágenes tienen un tamaño de 128×128.

Coil-40/30

Coil-40/30 es una base de datos de objetos en niveles de gris que
procede de Coil-100 [87], y está constituida por 40 clases seleccionadas
al azar entre las 100 clases de la base de datos original. Por cada clase
hay 30 imágenes seleccionadas aleatoriamente entre las 72 originales. Las
imágenes de tamaño inicial 128x128 son reducidas a un tamaño de 40x40.
La figura D.5 muestra un objeto por clase de la base de datos Coil-40/30.
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Figura D.5: Clases de la base de datos Coil-40/30.

Coil-20

La base Coil-20 posee imágenes en niveles de gris de 20 objetos. Las
imágenes de los objetos fueron tomadas a intervalos de 5 grados desde 0
a 355, por lo cual hay 72 poses por objeto. Los objetos en Coil-20 son los
que presentan una geometŕıa más compleja dentro de la base de datos
Coil-100 [88]. La figura D.6 muestra un objeto por clase de Coil-20.

Figura D.6: Clases de la base de datos Coil-20
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D.3. Base de datos de d́ıgitos escritos a
mano

Mnist

Mnist [72] es una base de datos de d́ıgitos de 0 a 9 escritos a mano,
que es un subconjunto de la base de datos Nist32 (disponible en prtools
[109]). Las imágenes originales son binarias y se han convertido a niveles
de gris a partir de la transformación de distancia continua descrita en
[5]. En cada una de las 10 clases de Mnist hay 100 muestras que han sido
seleccionadas al azar desde las imágenes de Nist32. Cada imagen es de
tamaño 32×32. Algunas de las imágenes de la base de datos se muestran
en la figura D.7.

Figura D.7: Imágenes de la base de datos Mnist.

Usps

Usps es un subconjunto de la base de datos descrita en [58]. Usps
esta formada por imágenes de d́ıgitos de 0 a 9 escritos a mano, con una
resolución de 16×16 ṕıxeles. En cada clase de Usps hay 25 imágenes del
d́ıgito. Las imágenes se han modificado con transformación de distancia
continua descrita en [5]. La figura D.8 presenta muestras de Usps.

Figura D.8: Imágenes de la base de datos Usps.
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Apéndice E

Resultados numéricos

Se presentan los resultados numéricos de la validación de los algorit-
mos IDCV-EVD/GSO/O y IRDCV, respecto a nuevas muestras y nuevas
clases, según sea el caso.

En las siguientes tablas, y a menos que se diga lo contrario, (1−e) es
la tasa de acierto del algoritmo con aprendizaje por lotes, y es idéntica
a la del algoritmo incremental. CPU(seg.) es el tiempo que emplea el
método con aprendizaje por lotes en el entrenamiento. (CPU %) es el
coste del método incremental respecto al algoritmo por lotes. El modelo
inicial se obtiene a partir del algoritmo base original.

En las tablas que muestran los resultados de los algoritmos incre-
mentales respecto a nuevas muestras de entrenamiento, mj y nj son el
número de muestras de entrenamiento en el aprendizaje por lotes e incre-
mental, respectivamente. Cuando las tablas muestran los resultados de
los algoritmos incrementales respecto a nuevas clases de entrenamiento,
cx y cy son el número de clases en el entrenamiento por lotes e incremen-
tal, respectivamente.

E.1. Validación IDCV-EVD

Las tablas E.1, E.2, E.3 y E.4 muestran los resultados de la valida-
ción del método IDCV-EVD respecto a DCV-EVD, en el caso de nuevas
muestras de entrenamiento, para las bases de datos Cmu-Pie, Coil-20,
Mnist y Usps, respectivamente. Las tablas E.5 y E.6 muestran los resul-
tados de la validación del método IDCV-EVD cuando nuevas clases se
incorporan a la base de conocimiento de AR y ORL, respectivamente.
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Tabla E.1: Aprendizaje incremental en la base de datos Cmu-Pie,
para muestras.

Cmu-Pie, IDCV-EVD
mj

nj = 1 nj = 2, CPU nj = 3, CPU nj = 4, CPU nj = 5, CPU
(1− e) CPU(seg.) CPU % seg. % seg. % seg. % seg. %

8 0.72 9.87 9.53 9.11 9.36 9.50
9 0.74 11.75 12.33
10 0.75 14.74 9.58 14.07 39.62
11 0.76 16.30 9.04 15.54 47.59
12 0.76 19.23 7.92 18.64 29.35 17.93 54.36
13 0.77 21.18 7.27 20.17 64.13
14 0.77 23.92 6.79 23.78 22.95 23.23 33.77
15 0.78 27.40 5.95
16 0.78 29.67 5.62 28.79 19.48 28.81 35.62
17 0.78 31.64 5.31 31.95 25.56
18 0.78 35.30 4.83 35.82 16.29 35.70 35.81
19 0.79 39.25 4.48
20 0.79 43.21 4.22 44.50 13.50 43.31 19.09 43.31 24.36
21 0.79 49.13 3.92
22 0.79 54.03 3.60 51.71 11.90
23 0.79 58.96 3.37 57.59 14.69 57.89 24.44
24 0.79 62.90 3.11 61.97 9.88 63.27 17.69
25 0.79 68.11 3.01
26 0.80 75.78 2.81 75.17 8.55 72.51 12.38
27 0.79 81.06 2.64
28 0.80 89.95 2.42 87.97 7.53 86.74 13.11 86.69 16.85
29 0.80 96.16 2.33 94.80 9.79
30 0.80 104.52 2.16 102.69 6.56
31 0.80 112.73 2.06
32 0.80 121.57 1.97 117.79 5.88 117.94 7.96 116.95 10.15
33 0.80 126.66 1.94 125.88 12.49
34 0.80 136.02 1.85 135.00 5.21
35 0.80 146.20 1.66 143.39 6.73
36 0.80 161.15 1.53 156.80 4.52 155.33 8.18
37 0.80 167.05 1.55
38 0.80 179.27 1.48 182.49 4.19 175.25 5.69 180.78 8.81
39 0.80 192.39 1.43
40 0.80 201.73 1.36 208.25 3.65 207.14 6.32
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Tabla E.2: Aprendizaje incremental de la base de datos Coil-20,
para muestras.

Coil-20, IDCV-EVD
mj

nj = 1 nj = 2, CPU nj = 3, CPU nj = 4, CPU nj = 5, CPU
(1− e) CPU(seg.) CPU % seg. % seg. % seg. % seg. %

11 0.91 1.94 1.81 1.76 2.07 1.89
12 0.92 2.14 10.01
13 0.92 2.37 9.77 2.16 31.93
14 0.92 2.40 9.52 2.45 44.53
15 0.93 2.88 10.29 2.76 24.04 2.84 63.00
16 0.93 3.01 9.79 2.83 78.09
17 0.93 3.31 9.11 3.31 21.32 3.32 34.96
18 0.93 3.39 8.77
19 0.94 3.75 8.17 3.69 19.52 3.85 47.43
20 0.94 3.99 8.24 4.01 30.26
21 0.94 4.37 7.51 4.28 16.82 4.20 57.04
22 0.95 4.77 7.33
23 0.95 5.01 7.30 4.99 14.36 4.88 25.38 5.19 36.09
24 0.95 5.29 7.16
25 0.95 5.71 6.69 5.54 13.17
26 0.95 6.14 6.37 5.93 21.48 6.08 44.48
27 0.95 6.57 6.00 6.70 11.00 6.62 28.56
28 0.96 6.86 6.11
29 0.96 7.04 6.08 6.99 11.68 6.95 18.15
30 0.96 7.59 5.71
31 0.96 8.24 5.36 7.99 9.742 8.42 23.58 8.16 30.98
32 0.96 8.32 5.38 8.27 16.06
33 0.96 8.68 5.29 8.92 8.94
34 0.96 9.32 5.16
35 0.96 9.96 4.99 10.25 8.05 9.86 13.75 9.73 20.37
36 0.96 10.36 4.75 10.44 25.27
37 0.96 10.73 4.73 10.87 7.70
38 0.97 11.38 4.44 11.28 12.05
39 0.97 11.71 4.39 11.75 7.13 12.45 15.94
40 0.97 12.56 4.05
41 0.97 13.19 4.19 12.98 6.84 13.29 10.68 12.79 21.48
42 0.97 13.87 3.94
43 0.97 14.47 3.83 13.96 5.98 13.69 15.14
44 0.97 15.36 3.71 14.66 10.12
45 0.97 15.78 3.62 15.38 5.44
46 0.98 16.63 3.55 16.17 17.00
47 0.98 17.34 3.55 17.03 5.40 17.08 8.54 16.96 12.58
48 0.98 17.74 3.46
49 0.98 18.90 3.35 18.68 4.86
50 0.98 19.62 3.16 19.13 7.61
51 0.98 20.43 3.11 20.04 4.65 19.74 10.79 20.52 14.96
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Tabla E.3: Aprendizaje incremental de la base de datos Mnist,
para muestras.

Mnist, IDCV-EVD
mj

nj = 1 nj = 4, CPU nj = 7, CPU nj = 10, CPU nj = 13, CPU
(1− e) CPU(seg.) CPU % seg. % seg. % seg. % seg. %

15 0.88 0.10 0.10 0.09 0 0.11 0.11
16 0.88 0.10 15.84
17 0.88 0.11 13.97
18 0.89 0.12 12.50
19 0.89 0.12 17.06 0.14 35.29
20 0.90 0.14 13.80
21 0.89 0.15 11.01
22 0.89 0.17 16.52 0.16 45.47
23 0.89 0.19 12.73 0.19 23.84
24 0.90 0.20 9.95
25 0.90 0.22 12.82 0.23 64.11
26 0.90 0.24 8.66
27 0.90 0.27 8.49 0.28 17.78
28 0.90 0.29 9.16 0.31 72.74
29 0.90 0.31 5.92 0.29 27.95
30 0.90 0.35 5.16
31 0.90 0.35 6.71 0.35 14.15
32 0.90 0.37 5.04
33 0.90 0.42 5.48
34 0.90 0.46 4.55
35 0.90 0.50 6.09 0.50 11.26 0.47 31.23
36 0.90 0.51 3.55 0.48 17.36
37 0.90 0.52 3.65
38 0.90 0.57 3.97
39 0.90 0.69 3.47 0.66 8.70
40 0.90 0.68 4.24
41 0.91 0.75 2.64 0.75 30.37
42 0.91 0.78 3.08
43 0.90 0.84 5.14 0.87 6.81 0.78 11.23
44 0.91 0.90 2.42
45 0.90 0.94 2.79 0.92 17.59
46 0.91 0.99 2.67
47 0.91 1.09 2.32 1.04 6.47
48 0.91 1.12 2.16
49 0.90 1.18 1.98
50 0.90 1.28 2.46 1.22 7.61
51 0.90 1.33 1.86 1.31 4.56
52 0.90 1.48 1.88
53 0.90 1.49 3.25
54 0.90 1.63 1.71 1.50 15.60
55 0.90 1.62 1.73 1.61 4.47 1.62 11.32
56 0.90 1.71 1.46
57 0.90 1.75 2.42 1.75 5.39
58 0.90 1.85 2.16
59 0.90 2.00 1.69 1.88 3.89
60 0.88 2.01 1.37
61 0.88 2.12 1.58
62 0.88 2.22 1.40
63 0.87 2.35 1.79 2.29 3.95
64 0.87 2.35 1.49 2.44 4.13
65 0.87 2.52 1.41 2.39 8.46
66 0.87 2.62 1.30
67 0.86 2.68 1.26 2.80 3.01 2.56 9.53
68 0.85 2.76 1.28
69 0.85 2.86 1.20
70 0.85 3.00 1.50
71 0.85 3.25 1.24 3.20 2.38 3.09 3.14
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Tabla E.4: Aprendizaje incremental de la base de datos Usps, para
muestras.

Usps, IDCV-EVD
mj

nj = 1 nj = 2, CPU nj = 3, CPU nj = 4, CPU nj = 5, CPU
(1− e) CPU(seg.) CPU % seg. % seg. % seg. % seg. %

7 0.77 0.03 0.02 0.02 0.02 0.02
8 0.82 0.03 12.67
9 0.80 0.03 12.60 0.02 53.33
10 0.82 0.03 6.49 0.03 61.78
11 0.83 0.04 9.59 0.03 47.72 0.03 75.36
12 0.82 0.04 7.54 0.04 68.83
13 0.80 0.04 6.66 0.04 34.97 0.05 42.11
14 0.81 0.05 4.80
15 0.78 0.06 4.72 0.05 29.08 0.05 46.71
16 0.78 0.07 5.44 0.06 32.89
17 0.77 0.07 5.20 0.07 22.41 0.08 39.99
18 0.75 0.08 4.59
19 0.73 0.09 2.59 0.08 17.28 0.10 21.52 0.09 27.73
20 0.70 0.10 3.10
21 0.65 0.11 3.43 0.09 14.49
22 0.60 0.13 3.09 0.12 19.04 0.13 27.46

Tabla E.5: Aprendizaje incremental de la base de datos AR, con
nuevas clases.

AR, IDCV-EVD

cx

cy = 1 cy = 3 cy = 6 cy = 8

(1− e) CPU
(seg.)

CPU % (1− e) CPU
(seg.)

CPU % (1− e) CPU
(seg.)

CPU % (1− e) CPU
(seg.)

CPU %

26 0.98 7.93 0.98 8.17 0.97 8.58 0.97 7.76
27 0.98 8.87 5.80
28 0.98 9.27 5.26
29 0.98 9.45 5.25 0.98 9.97 16.90
30 0.98 10.20 5.28
31 0.98 10.75 5.06
32 0.98 11.40 5.04 0.98 11.27 15.90 0.97 11.55 36.35
33 0.98 12.11 5.03
34 0.97 12.53 4.88 0.98 12.23 49.67
35 0.98 13.24 4.19 0.97 13.22 13.69
36 0.98 13.58 4.25
37 0.98 14.24 4.27
38 0.98 15.02 4.16 0.97 15.28 11.91 0.97 15.62 29.04
39 0.98 15.54 3.92
40 0.98 16.07 3.68
41 0.98 17.20 3.73 0.97 17.11 11.11
42 0.98 17.85 3.72 0.98 17.44 35.62
43 0.98 18.43 3.64
44 0.98 19.26 3.63 0.97 19.46 10.23 0.98 20.52 22.34
45 0.97 19.85 3.37
46 0.97 21.02 3.14
47 0.97 22.23 2.88 0.97 21.62 9.40
48 0.97 22.44 2.95
49 0.97 23.09 2.92
50 0.97 24.26 2.76 0.97 24.27 8.61 0.97 26.78 17.29 0.97 23.05 28.08
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Tabla E.6: Aprendizaje incremental de la base de datos ORL, con
nuevas clases.

ORL, IDCV-EVD

cx

cy = 1 cy = 3 cy = 6 cy = 8

(1− e) CPU
(seg.)

CPU % (1− e) CPU
(seg.)

CPU % (1− e) CPU
(seg.)

CPU % (1− e) CPU
(seg.)

CPU %

16 0.99 0.39 0.98 0.40 0.99 0.40 0.99 0.39
17 0.99 0.44 12.15
18 0.98 0.49 12.61
19 0.99 0.55 11.27 0.98 0.55 24.23
20 0.98 0.57 11.51
21 0.99 0.62 11.01
22 0.99 0.66 9.16 0.98 0.65 20.05 0.98 0.68 43.89
23 0.99 0.69 9.82
24 0.99 0.70 9.93 0.98 0.80 56.41
25 0.98 0.79 8.48 0.98 0.80 19.28
26 0.98 0.83 7.61
27 0.98 0.89 7.30
28 0.98 0.87 8.41 0.98 0.96 15.03 0.97 0.95 31.14
29 0.98 0.95 6.76
30 0.98 1.00 8.12
31 0.98 1.05 7.00 0.98 1.07 14.41
32 0.98 1.14 6.47 0.98 1.12 40.60
33 0.97 1.22 6.31
34 0.97 1.20 6.34 0.98 1.27 12.47 0.97 1.29 24.84
35 0.98 1.27 6.13
36 0.97 1.35 5.46
37 0.97 1.47 5.51 0.98 1.46 10.31
38 0.97 1.47 5.31
39 0.97 1.53 4.67
40 0.97 1.58 5.18 0.98 1.66 9.98 0.97 1.70 20.47 0.98 1.63 31.01
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E.2. Validación IDCV-GSO

Las tablas E.7, E.8, E.9 y E.10 muestran los resultados de la valida-
ción del método IDCV-GSO respecto DCV-GSO, para nuevas muestras
de entrenamiento en las bases de datos Cmu-Pie, Coil-20, Mnist y Usps,
respectivamente. Las tablas E.11 y E.12 muestran los resultados de la va-
lidación respecto a nuevas clases de entrenamiento, en las bases de datos
AR y ORL, respectivamente. La tasa de acierto del los métodos basados
en GSO es idéntica a la tasa de acierto de los método basados en EVD.

Tabla E.7: Aprendizaje incremental en la base de datos Cmu-Pie,
para muestras, a partir de IDCV-GSO.

Cmu-Pie, IDCV-GSO
mj

nj = 1 nj = 2, CPU nj = 3, CPU nj = 4, CPU nj = 5, CPU
CPU(seg.) CPU % seg. % seg. % seg. % seg. %

8 38.16 38.01 37.47 36.01 38.64
9 48.32 21.55
10 60.00 19.95 60.31 36.68
11 73.78 18.05 74.78 52.61
12 87.95 16.66 90.94 30.55 88.91 58.45
13 106.24 15.18 113.16 65.83
14 126.45 14.12 123.19 27.88 128.43 38.29
15 142.53 13.20
16 168.49 11.89 160.88 24.56 168.40 45.99
17 185.40 11.41 194.05 30.93
18 205.84 11.03 218.22 20.85 211.45 50.14
19 240.74 10.21
20 264.88 9.55 274.20 18.03 278.44 27.27 273.36 35.43
21 291.15 9.66
22 322.17 8.95 341.55 17.32
23 356.14 8.59 366.01 23.38 377.14 38.31
24 391.97 7.84 426.93 15.43 389.07 31.62
25 417.76 7.67
26 453.78 7.37 489.73 13.89 473.87 20.87
27 494.04 7.16
28 540.37 6.83 533.57 14.06 534.47 27.13 555.68 33.18
29 579.40 6.54 594.86 19.24
30 623.60 6.41 616.42 12.77
31 679.91 6.18
32 722.12 5.98 700.70 11.66 718.93 17.62 694.26 24.60
33 769.57 5.73 785.20 28.46
34 802.62 5.75 793.26 11.22
35 846.47 5.67 842.24 16.38
36 898.31 5.50 895.86 10.27 881.70 22.20
37 944.87 5.22
38 1006.02 5.11 970.63 10.44 1017.69 14.70 1053.09 24.87
39 1049.23 4.87
40 1107.53 4.79 1061.63 9.70 1084.93 19.47
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Tabla E.8: Aprendizaje incremental en la base de datos Coil-20,
para muestras, a partir de IDCV-GSO.

Coil-20, IDCV-GSO
mj

nj = 1 nj = 2, CPU nj = 3, CPU nj = 4, CPU nj = 5, CPU
CPU(seg.) CPU % seg. % seg. % seg. % seg. %

11 4.86 4.98 5.27 5.03 5.00
12 5.99 17.06
13 7.07 16.40 7.05 30.52
14 9.30 13.02 9.94 34.02
15 11.34 11.71 10.94 24.40 11.16 43.98
16 12.67 11.30 12.02 50.95
17 14.52 10.53 14.62 19.84 14.67 28.84
18 16.16 10.33
19 18.19 9.67 17.58 19.19 17.89 34.17
20 20.63 9.13 19.83 25.53
21 22.11 8.72 22.16 16.66 21.37 36.96
22 23.81 8.71
23 27.22 8.11 26.78 15.25 27.42 21.08 26.38 28.13
24 28.01 7.93
25 31.13 7.62 31.08 14.10
26 33.37 7.42 34.38 19.19 33.27 31.37
27 37.28 6.89 36.82 12.88 37.75 23.24
28 40.65 6.54
29 43.23 6.41 42.48 12.48 44.71 17.30
30 46.05 6.28
31 47.60 6.15 47.87 11.36 49.12 21.48 49.38 27.27
32 52.67 5.85 51.29 17.03
33 56.19 5.63 57.36 10.89
34 59.36 5.46
35 62.53 5.33 63.57 9.81 63.72 14.53 63.56 19.21
36 65.79 5.25 66.06 22.57
37 71.29 5.05 72.63 9.18
38 72.43 5.03 77.23 13.39
39 78.00 4.90 77.24 8.97 79.22 16.41
40 81.98 4.74
41 86.28 4.64 86.55 8.49 87.88 12.61 84.82 20.61
42 89.97 4.41
43 95.55 4.30 95.35 7.88 93.72 15.98
44 102.80 4.14 104.57 11.66
45 104.08 4.17 102.79 7.74
46 111.93 4.01 107.45 18.08
47 116.12 4.01 115.75 7.44 118.90 10.80 113.12 14.59
48 119.38 3.94
49 123.80 3.89 123.94 7.23
50 128.63 3.79 132.30 10.23
51 137.30 3.62 139.58 6.66 130.92 13.28 136.08 16.19
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Tabla E.9: Aprendizaje incremental en la base de datos Mnist,
para muestras, a partir de IDCV-GSO.

Mnist, IDCV-GSO
mj

nj = 1 nj = 4, CPU nj = 7, CPU nj = 10, CPU nj = 13, CPU
CPU(seg.) CPU % seg. % seg. % seg. % seg. %

15 0.15 0.16 0.15 0.16 0.16
16 0.17 17.82
17 0.19 14.88
18 0.22 14.65
19 0.25 13.66 0.25 42.50
20 0.28 12.74
21 0.31 11.68
22 0.34 11.11 0.35 59.08
23 0.37 11.66 0.38 34.42
24 0.41 11.41
25 0.45 9.42 0.49 63.45
26 0.49 9.25
27 0.53 9.15 0.52 29.87
28 0.57 8.68 0.58 74.42
29 0.62 8.17 0.63 44.86
30 0.67 7.74
31 0.73 7.39 0.70 25.80
32 0.75 7.54
33 0.80 6.94
34 0.86 6.73
35 0.94 6.27 0.89 22.97 0.92 52.12
36 0.97 6.45 0.99 36.94
37 1.05 6.12
38 1.07 6.37
39 1.17 5.79 1.13 20.28
40 1.26 5.86
41 1.30 5.89 1.31 55.68
42 1.33 5.50
43 1.44 5.39 1.41 18.19 1.42 30.69
44 1.49 5.43
45 1.54 5.20 1.55 40.44
46 1.60 5.03
47 1.70 4.72 1.70 16.71
48 1.78 4.77
49 1.81 4.71
50 1.98 4.73 1.90 26.95
51 2.05 4.31 2.03 15.26
52 2.09 4.36
53 2.20 4.66
54 2.36 4.32 2.27 43.00
55 2.37 4.05 2.36 14.25 2.42 32.87
56 2.49 3.93
57 2.65 3.83 2.52 23.92
58 2.65 3.77
59 2.77 3.91 2.74 13.00
60 2.88 3.75
61 2.97 3.78
62 3.05 3.55
63 3.13 3.70 3.08 12.33
64 3.21 3.44 3.18 21.83
65 3.40 3.24 3.43 28.78
66 3.42 3.33
67 3.45 3.34 3.60 11.37 3.54 36.13
68 3.52 3.31
69 3.72 3.14
70 3.77 3.21
71 3.95 3.15 3.97 11.04 3.96 19.19

161



E. Resultados numéricos

Tabla E.10: Aprendizaje incremental en la base de datos Usps,
para muestras, a partir de IDCV-GSO.

Usps, IDCV-GSO
mj

nj = 1 nj = 2, CPU nj = 3, CPU nj = 4, CPU nj = 5, CPU
CPU(seg.) CPU % seg. % seg. % seg. % seg. %

7 0.01 0.01 0.01 0.02 0.01
8 0.02 33.46
9 0.02 29.00 0.02 42.86
10 0.03 30.04 0.03 62.10
11 0.03 23.82 0.04 37.32 0.04 65.80
12 0.04 18.77 0.05 72.08
13 0.05 18.39 0.05 29.33 0.05 48.76
14 0.06 16.95
15 0.07 13.10 0.07 26.67 0.07 49.92
16 0.08 13.95 0.08 36.58
17 0.09 13.22 0.09 23.48 0.09 54.22
18 0.10 11.63
19 0.11 11.48 0.11 22.43 0.11 38.76 0.11 40.49
20 0.13 10.61
21 0.14 10.21 0.14 20.74
22 0.15 10.69 0.15 26.37 0.16 38.91

Tabla E.11: Aprendizaje incremental de la base de datos AR, para
nuevas clases, a partir de IDCV-GSO.

AR, IDCV-GSO
cx

cy = 1 cy = 3 cy = 6 cy = 8
CPU (seg.) CPU % CPU (seg.) CPU % CPU (seg.) CPU % CPU (seg.) CPU %

26 55.41 55.64 57.16 55.85
27 59.28 7.98
28 62.16 8.14
29 69.28 7.17 69.56 20.13
30 74.44 6.85
31 78.39 6.81
32 83.24 6.93 81.99 17.89 86.38 35.57
33 87.86 6.51
34 91.67 6.37 90.75 42.35
35 97.85 6.29 100.81 17.55
36 104.07 6.05
37 107.78 6.21
38 116.18 5.65 117.02 15.45 121.32 29.55
39 123.67 5.52
40 128.83 5.42
41 133.81 5.49 134.05 15.08
42 142.89 5.15 144.93 34.38
43 147.91 4.96
44 155.94 5.08 157.42 13.94 160.03 25.95
45 161.59 4.95
46 172.05 4.72
47 181.44 4.62 170.31 13.46
48 185.39 4.52
49 195.09 4.67
50 205.79 4.35 197.78 12.28 206.41 23.04 198.26 30.04
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Tabla E.12: Aprendizaje incremental de la base de datos ORL,
para nuevas clases, a partir de IDCV-GSO.

ORL, IDCV-GSO
cx

cy = 1 cy = 3 cy = 6 cy = 8
CPU (seg.) CPU % CPU (seg.) CPU % CPU (seg.) CPU % CPU (seg.) CPU %

16 0.69 0.69 0.69 0.74
17 0.78 13.78
18 0.87 12.79
19 0.96 11.43 0.99 28.27
20 1.04 12.03
21 1.15 11.33
22 1.25 11.14 1.31 24.49 1.25 49.67
23 1.35 10.37
24 1.50 9.51 1.52 53.49
25 1.65 8.87 1.63 21.79
26 1.75 8.48
27 1.92 8.52
28 1.97 8.25 1.97 20.26 2.02 36.76
29 2.12 8.09
30 2.26 8.13
31 2.46 7.37 2.47 18.53
32 2.67 7.06 2.72 43.22
33 2.79 6.63
34 2.84 7.03 2.90 17.20 2.84 32.77
35 3.12 6.35
36 3.29 6.73
37 3.54 6.28 3.49 15.65
38 3.63 6.05
39 3.78 6.06
40 3.97 5.88 4.04 14.34 4.02 26.55 3.95 38.37
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E.3. Validación IDCV-O

Las tablas E.13, E.14, E.15 y E.16 muestran los resultados de vali-
dar el método IDCV-O respecto a DCV-GSO, para nuevas muestras de
entrenamiento en las bases de datos Cmu-Pie, Coil-20, Mnist y Usps, res-
pectivamente. Los resultados respecto a nuevas clases están en las tablas
E.17 y E.18, para las bases de datos AR y ORL, respectivamente.

Tabla E.13: Aprendizaje incremental en la base de datos Cmu-Pie,
cuando muestras se incorporan a la base de conocimiento a partir de
IDCV-O. En este caso el algoritmo base de IDCV-O es DCV-GSO.

Cmu-Pie, IDCV-O
mj

nj = 1 nj = 2, CPU nj = 3, CPU nj = 4, CPU nj = 5, CPU
CPU(seg.) CPU % seg. % seg. % seg. % seg. %

8 38.16 38.00 37.47 36.00 38.63
9 48.32 2.41
10 60.00 2.01 60.31 6.20
11 73.77 1.69 74.77 10.43
12 87.94 1.46 90.94 4.22 88.91 15.10
13 106.23 1.27 113.16 18.54
14 126.44 1.07 123.18 3.20 128.43 6.28
15 142.53 0.99
16 168.49 0.85 160.87 2.56 168.40 8.25
17 185.40 0.79 194.05 4.26
18 205.83 0.73 218.21 1.92 211.45 10.18
19 240.74 0.65
20 264.87 0.60 274.19 1.58 278.43 3.08 273.35 5.10
21 291.15 0.57
22 322.17 0.52 341.55 1.42
23 356.14 0.48 366.01 2.46 377.13 6.07
24 391.97 0.45 426.93 1.11 389.06 3.78
25 417.75 0.43
26 453.77 0.41 489.73 0.99 473.86 1.94
27 494.03 0.38
28 540.37 0.35 533.57 0.92 534.46 2.84 555.68 4.12
29 579.39 0.34 594.85 1.58
30 623.60 0.32 616.42 0.82
31 679.90 0.30
32 722.11 0.29 700.69 0.74 718.93 1.33 694.25 2.21
33 769.56 0.28 785.20 3.06
34 802.61 0.27 793.25 0.67
35 846.46 0.26 842.24 1.22
36 898.30 0.25 895.86 0.60 881.70 1.84
37 944.86 0.25
38 1006.02 0.23 970.63 0.58 1017.69 0.99 1053.09 2.35
39 1049.23 0.23
40 1107.52 0.22 1061.62 0.53 1084.93 1.55
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Tabla E.14: Aprendizaje incremental en la base de datos Coil-20,
cuando muestras se incorporan a la base de conocimiento a partir de
IDCV-O. En este caso el algoritmo base de IDCV-O es DCV-GSO.

Coil-20, IDCV-O
mj

nj = 1 nj = 2, CPU nj = 3, CPU nj = 4, CPU nj = 5, CPU
CPU(seg.) CPU % seg. % seg. % seg. % seg. %

11 4.86 4.98 5.27 5.03 5.00
12 5.99 2.68
13 7.07 2.42 7.05 5.06
14 9.30 1.86 9.94 7.36
15 11.34 2.00 10.94 3.37 11.16 9.94
16 12.67 1.89 12.02 12.78
17 14.52 1.72 14.62 3.06 14.67 5.11
18 16.16 1.50
19 18.19 1.42 17.58 2.61 17.89 6.60
20 20.63 1.27 19.83 3.84
21 22.11 1.22 22.16 2.15 21.37 8.37
22 23.81 1.26
23 27.22 1.10 26.78 1.88 27.42 3.01 26.38 4.50
24 28.01 1.13
25 31.13 1.06 31.08 1.72
26 33.37 0.99 34.38 2.50 33.27 5.32
27 37.28 0.88 36.82 1.46 37.75 3.36
28 40.65 0.91
29 43.23 0.87 42.48 1.40 44.71 2.03
30 46.05 0.79
31 47.60 0.79 47.87 1.22 49.12 2.75 49.38 3.85
32 52.67 0.73 51.29 1.89
33 56.19 0.70 57.36 1.09
34 59.36 0.72
35 62.53 0.70 63.57 1.00 63.72 1.52 63.56 2.21
36 65.79 0.68 66.06 2.91
37 71.29 0.62 72.63 0.93
38 72.43 0.62 77.23 1.34
39 78.00 0.58 77.24 0.87 79.22 1.79
40 81.98 0.56
41 86.28 0.57 86.55 0.82 87.88 1.25 84.82 2.40
42 89.97 0.55
43 95.55 0.52 95.35 0.76 93.72 1.57
44 102.80 0.49 104.57 1.05
45 104.08 0.50 102.79 0.72
46 111.93 0.47 107.45 1.90
47 116.12 0.48 115.75 0.66 118.90 0.96 113.12 1.38
48 119.38 0.47
49 123.80 0.47 123.94 0.66
50 128.63 0.44 132.30 0.87
51 137.30 0.42 139.58 0.59 130.92 1.30 136.08 1.62
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Tabla E.15: Aprendizaje incremental en la base de datos Mnist,
cuando muestras se incorporan a la base de conocimiento a partir de
IDCV-O. En este caso el algoritmo base de IDCV-O es DCV-GSO.

Mnist, IDCV-O
mj

nj = 1 nj = 4, CPU nj = 7, CPU nj = 10, CPU nj = 13, CPU
CPU(seg.) CPU % seg. % seg. % seg. % seg. %

15 0.15 0.16 0.15 0.16 0.16
16 0.17 5.31
17 0.19 4.10
18 0.22 4.36
19 0.25 4.96 0.25 11.95
20 0.28 3.99
21 0.31 3.45
22 0.34 2.85 0.35 15.32
23 0.37 4.62 0.38 7.42
24 0.41 3.77
25 0.45 3.46 0.49 22.33
26 0.49 2.59
27 0.53 2.38 0.52 5.92
28 0.57 3.27 0.58 28.68
29 0.62 1.85 0.63 9.02
30 0.67 2.22
31 0.73 2.36 0.70 3.55
32 0.75 1.88
33 0.80 1.84
34 0.86 1.49
35 0.94 1.75 0.89 3.21 0.92 11.01
36 0.97 1.43 0.99 5.86
37 1.05 1.44
38 1.07 1.10
39 1.17 1.57 1.13 2.61
40 1.26 1.18
41 1.30 1.12 1.31 13.24
42 1.33 1.45
43 1.44 1.37 1.41 2.23 1.42 4.19
44 1.49 0.86
45 1.54 1.18 1.55 7.24
46 1.60 0.98
47 1.70 1.06 1.70 2.05
48 1.78 1.09
49 1.81 0.80
50 1.98 1.13 1.90 3.26
51 2.05 0.78 2.03 1.58
52 2.09 0.90
53 2.20 0.79
54 2.36 0.89 2.27 7.88
55 2.37 0.91 2.36 1.55 2.42 5.31
56 2.49 0.78
57 2.65 1.11 2.52 2.58
58 2.65 0.87
59 2.77 0.72 2.74 1.46
60 2.88 0.79
61 2.97 0.66
62 3.05 0.60
63 3.13 0.74 3.08 1.25
64 3.21 0.57 3.18 2.14
65 3.40 0.49 3.43 3.83
66 3.42 0.58
67 3.45 0.55 3.60 1.17 3.54 5.31
68 3.52 0.58
69 3.72 0.52
70 3.77 0.54
71 3.95 0.46 3.97 1.02 3.96 1.79
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Tabla E.16: Aprendizaje incremental en la base de datos Usps,
cuando muestras se incorporan a la base de conocimiento a partir
de IDCV-O. En este caso el algoritmo base de IDCV-O es DCV-
GSO.

Usps, IDCV-O
mj

nj = 1 nj = 2, CPU nj = 3, CPU nj = 4, CPU nj = 5, CPU
CPU(seg.) CPU % seg. % seg. % seg. % seg. %

7 0.01 0.01 0.01 0.02 0.01
8 0.02 17.91
9 0.02 5.92 0.02 11.26
10 0.03 4.83 0.03 24.49
11 0.03 3.78 0.04 9.25 0.04 21.79
12 0.04 3.40 0.05 29.69
13 0.05 4.31 0.05 4.81 0.05 11.93
14 0.06 3.47
15 0.07 6.71 0.07 4.05 0.07 11.84
16 0.08 4.69 0.08 6.42
17 0.09 3.47 0.09 3.82 0.09 13.34
18 0.10 3.45
19 0.11 3.39 0.11 2.42 0.11 6.37 0.11 8.66
20 0.13 2.61
21 0.14 3.67 0.14 2.63
22 0.15 1.30 0.15 4.08 0.16 9.49

Tabla E.17: Aprendizaje incremental de la base de datos AR, cuan-
do nuevas clases se incorporan a la base de conocimiento a partir de
IDCV-O. En este caso el algoritmo base de IDCV-O es DCV-GSO.

AR, IDCV-O
cx

cy = 1 cy = 3 cy = 6 cy = 8
CPU (seg.) CPU % CPU (seg.) CPU % CPU (seg.) CPU % CPU (seg.) CPU %

26 55.41 55.64 57.16 55.85
27 59.28 0.82
28 62.16 0.82
29 69.28 0.72 69.56 2.00
30 74.44 0.82
31 78.39 0.73
32 83.24 0.74 81.99 1.92 86.38 4.85
33 87.86 0.67
34 91.67 0.69 90.75 7.08
35 97.85 0.63 100.81 1.60
36 104.07 0.61
37 107.78 0.64
38 116.18 0.59 117.02 1.41 121.32 3.48
39 123.67 0.54
40 128.83 0.51
41 133.81 0.50 134.05 1.24
42 142.89 0.46 144.93 4.52
43 147.91 0.51
44 155.94 0.48 157.42 1.08 160.03 2.81
45 161.59 0.49
46 172.05 0.47
47 181.44 0.43 170.31 1.07
48 185.39 0.43
49 195.09 0.44
50 205.79 0.40 197.78 0.94 206.41 2.20 198.26 3.48
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Tabla E.18: Aprendizaje incremental de la base de datos ORL,
cuando nuevas clases se incorporan a la base de conocimiento a
partir de IDCV-O. En este caso el algoritmo base de IDCV-O es
DCV-GSO.

ORL, IDCV-O
cx

cy = 1 cy = 3 cy = 6 cy = 8
CPU (seg.) CPU % CPU (seg.) CPU % CPU (seg.) CPU % CPU (seg.) CPU %

16 0.69 0.69 0.69 0.74
17 0.78 4.11
18 0.87 3.87
19 0.96 4.17 0.99 7.23
20 1.04 3.42
21 1.15 3.40
22 1.25 2.77 1.31 6.52 1.25 13.05
23 1.35 3.07
24 1.50 2.65 1.52 16.80
25 1.65 2.48 1.63 4.86
26 1.75 2.43
27 1.92 2.15
28 1.97 2.02 1.97 4.56 2.02 8.33
29 2.12 2.03
30 2.26 2.07
31 2.46 1.98 2.47 3.70
32 2.67 1.76 2.72 9.80
33 2.79 1.58
34 2.84 1.63 2.90 3.31 2.84 6.88
35 3.12 1.55
36 3.29 1.45
37 3.54 1.33 3.49 2.92
38 3.63 1.37
39 3.78 1.23
40 3.97 1.28 4.04 2.62 4.02 5.97 3.95 7.57
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E.4. Validación IRDCV

Las tablas E.21 y E.26 presentan los resultados de validar el método
IRDCV, cuando nuevas muestras se incorporan a la base de conocimiento
de Mnist y Usps, respectivamente. En Mnist α =0.05. En Usps α =0.10.
mj y nj son el número de muestras por clase en el entrenamiento por
lotes e incremental, respectivamente. (1 − e) es la tasa de acierto. CPU
(seg.) y std(CPU) es el tiempo de entrenamiento y la desviación estándar
en segundos del método RDCV. CPU % y std(CPU %) es el tiempo de
CPU relativo y la desviación estándar del algoritmo incremental respecto
al algoritmo original. El primer modelo precalculado se obtiene a partir
del método original RDCV.
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Tabla E.19: Aprendizaje incremental en la base de datos Mnist.
Con nj = 1.

Mnist, IRDCV
mj

RDCV IRDCV
(1− e) std(1− e) CPU (seg.) std(CPU) (1− e) std(1− e) CPU % std(CPU %)

15 0.88 0.02 0.09 0.01
16 0.89 0.02 0.09 0.01 0.89 0.02 34.04 22.04
17 0.89 0.02 0.10 0.01 0.89 0.02 28.86 8.76
18 0.90 0.02 0.12 0.03 0.90 0.02 22.96 9.96
19 0.90 0.02 0.12 0.01 0.90 0.02 34.72 12.37
20 0.90 0.02 0.12 0.01 0.90 0.02 25.67 5.26
21 0.91 0.02 0.14 0.03 0.90 0.02 19.68 7.43
22 0.91 0.02 0.15 0.01 0.90 0.01 36.83 26.28
23 0.90 0.02 0.17 0.04 0.91 0.01 20.91 13.52
24 0.90 0.02 0.17 0.02 0.90 0.02 20.17 9.78
25 0.90 0.02 0.19 0.02 0.91 0.02 17.09 8.88
26 0.91 0.02 0.20 0.01 0.91 0.02 17.66 4.09
27 0.91 0.01 0.23 0.05 0.91 0.02 13.73 4.53
28 0.91 0.01 0.23 0.02 0.91 0.02 16.19 8.90
29 0.91 0.01 0.25 0.03 0.91 0.02 15.33 8.22
30 0.92 0.01 0.27 0.02 0.91 0.01 19.54 11.57
31 0.92 0.01 0.30 0.03 0.91 0.01 14.83 4.34
32 0.91 0.02 0.30 0.01 0.91 0.01 14.73 5.85
33 0.91 0.01 0.34 0.04 0.91 0.01 12.11 2.97
34 0.91 0.02 0.37 0.03 0.91 0.02 13.70 7.36
35 0.91 0.02 0.38 0.03 0.91 0.01 10.86 3.07
36 0.91 0.02 0.39 0.01 0.91 0.02 11.34 3.66
37 0.91 0.02 0.42 0.02 0.91 0.01 9.57 1.74
38 0.91 0.01 0.49 0.03 0.92 0.01 8.25 1.44
39 0.91 0.01 0.53 0.03 0.92 0.01 10.50 4.82
40 0.91 0.01 0.59 0.04 0.92 0.01 7.59 1.36
41 0.92 0.02 0.63 0.04 0.92 0.01 7.00 1.49
42 0.92 0.01 0.66 0.04 0.92 0.02 7.02 1.76
43 0.92 0.02 0.71 0.04 0.92 0.01 6.76 1.28
44 0.92 0.01 0.74 0.04 0.92 0.01 6.76 1.94
45 0.92 0.01 0.80 0.06 0.92 0.01 5.71 0.80
46 0.92 0.01 0.82 0.05 0.92 0.01 5.91 1.02
47 0.92 0.01 0.86 0.04 0.92 0.01 6.26 1.97
48 0.92 0.01 0.93 0.04 0.92 0.01 6.26 2.34
49 0.92 0.01 0.99 0.06 0.92 0.01 5.21 0.88
50 0.92 0.01 1.02 0.06 0.92 0.01 4.69 1.16
51 0.91 0.01 1.12 0.09 0.92 0.01 5.95 3.16
52 0.92 0.02 1.32 0.05 0.92 0.01 4.58 0.70
53 0.92 0.01 1.32 0.09 0.92 0.01 5.20 1.38
54 0.92 0.01 1.39 0.12 0.92 0.01 5.81 1.53
55 0.92 0.01 1.45 0.10 0.92 0.01 4.94 1.30
56 0.92 0.01 1.52 0.12 0.92 0.01 4.49 0.95
57 0.92 0.01 1.60 0.10 0.92 0.01 4.41 0.82
58 0.92 0.01 1.70 0.11 0.92 0.01 4.09 0.83
59 0.92 0.01 1.77 0.11 0.92 0.01 3.82 0.99
60 0.92 0.01 1.85 0.17 0.92 0.02 4.23 1.40
61 0.93 0.01 1.90 0.17 0.92 0.01 3.67 0.93
62 0.93 0.01 1.99 0.15 0.92 0.01 3.33 0.68
63 0.92 0.01 2.03 0.14 0.92 0.02 3.48 0.85
64 0.93 0.01 2.09 0.15 0.93 0.01 3.31 0.49
65 0.93 0.01 2.18 0.15 0.92 0.01 3.23 1.05
66 0.93 0.01 2.42 0.14 0.92 0.01 3.31 0.84
67 0.93 0.01 2.41 0.15 0.92 0.01 3.01 0.54
68 0.93 0.01 2.59 0.20 0.92 0.01 2.83 0.90
69 0.93 0.01 2.69 0.16 0.92 0.01 3.66 1.68
70 0.93 0.01 2.77 0.18 0.92 0.01 2.41 0.65
71 0.93 0.01 2.87 0.19 0.92 0.01 2.30 0.34
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Tabla E.20: Aprendizaje incremental en la base de datos Mnist.
Con nj = 4.

Mnist, IRDCV
mj

RDCV IRDCV
(1− e) std(1− e) CPU (seg.) std(CPU) (1− e) std(1− e) CPU % std(CPU %)

15 0.89 0.02 0.11 0.04
19 0.91 0.02 0.12 0.02 0.91 0.02 60.46 19.39
23 0.91 0.01 0.16 0.01 0.91 0.02 50.17 10.12
27 0.92 0.01 0.23 0.05 0.92 0.01 34.05 7.13
31 0.92 0.02 0.28 0.01 0.92 0.01 35.39 9.64
35 0.91 0.02 0.38 0.04 0.92 0.01 23.95 4.13
39 0.91 0.01 0.52 0.04 0.92 0.01 18.19 2.66
43 0.92 0.02 0.68 0.05 0.92 0.02 15.90 4.63
47 0.92 0.01 0.89 0.07 0.92 0.01 12.90 4.07
51 0.92 0.02 1.13 0.07 0.92 0.01 14.07 6.90
55 0.92 0.02 1.35 0.09 0.93 0.02 11.25 3.87
59 0.93 0.01 1.67 0.12 0.93 0.01 9.25 2.15
63 0.92 0.02 1.97 0.10 0.92 0.01 8.22 1.87
67 0.93 0.01 2.36 0.13 0.92 0.01 7.02 1.73
71 0.92 0.01 2.80 0.23 0.92 0.01 6.38 1.52

Tabla E.21: Aprendizaje incremental en la base de datos Mnist.
Con nj = 7.

Mnist, IRDCV
mj

RDCV IRDCV
(1− e) std(1− e) CPU (seg.) std(CPU) (1− e) std(1− e) CPU % std(CPU %)

15 0.89 0.00 0.08 0.01
22 0.91 0.01 0.15 0.01 0.91 0.01 86.18 7.15
29 0.91 0.01 0.25 0.01 0.91 0.01 52.36 3.44
36 0.91 0.01 0.39 0.01 0.92 0.01 37.66 1.96
43 0.92 0.01 0.70 0.03 0.92 0.01 21.86 1.59
50 0.92 0.00 1.08 0.06 0.93 0.01 17.58 1.30
57 0.93 0.00 1.54 0.09 0.93 0.01 11.13 0.83
64 0.93 0.01 2.13 0.16 0.93 0.01 8.59 0.75
71 0.93 0.01 2.84 0.18 0.93 0.01 6.53 0.60

Tabla E.22: Aprendizaje incremental en la base de datos Mnist.
Con nj = 10.

Mnist, IRDCV
mj

RDCV IRDCV
(1− e) std(1− e) CPU (seg.) std(CPU) (1− e) std(1− e) CPU % std(CPU %)

15 0.90 0.02 0.10 0.02
25 0.92 0.02 0.21 0.02 0.92 0.02 115.51 19.77
35 0.92 0.02 0.42 0.02 0.92 0.02 67.41 9.43
45 0.92 0.02 0.85 0.04 0.93 0.01 33.62 3.71
55 0.93 0.01 1.48 0.11 0.93 0.02 21.85 2.76
65 0.93 0.01 2.28 0.17 0.93 0.01 13.87 1.93

Tabla E.23: Aprendizaje incremental en la base de datos Mnist.
Con nj = 13.

Mnist, IRDCV
mj

RDCV IRDCV
(1− e) std(1− e) CPU (seg.) std(CPU) (1− e) std(1− e) CPU % std(CPU %)

15 0.89 0.02 0.10 0.02
28 0.92 0.01 0.26 0.03 0.92 0.02 133.46 19.27
41 0.92 0.02 0.64 0.03 0.93 0.02 55.77 4.03
54 0.93 0.02 1.34 0.07 0.93 0.02 28.48 3.20
67 0.93 0.02 2.33 0.13 0.93 0.01 17.18 1.59
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Tabla E.24: Aprendizaje incremental en la base de datos Usps.
Con nj = 1.

Usps, IRDCV
mj

RDCV IRDCV
(1− e) std(1− e) CPU (seg.) std(CPU) (1− e) std(1− e) CPU % std(CPU %)

7 0.67 0.08 0.02 0.01
8 0.70 0.08 0.03 0.01 0.69 0.08 29.75 26.49
9 0.67 0.09 0.03 0.01 0.70 0.09 39.78 27.37
10 0.71 0.09 0.03 0.01 0.70 0.10 26.73 18.04
11 0.68 0.10 0.03 0.00 0.70 0.10 23.33 13.41
12 0.70 0.08 0.05 0.02 0.71 0.10 18.37 9.21
13 0.70 0.09 0.04 0.01 0.70 0.10 24.29 13.15
14 0.72 0.10 0.05 0.01 0.72 0.11 22.47 12.15
15 0.72 0.06 0.05 0.01 0.73 0.08 21.54 9.78
16 0.72 0.07 0.06 0.01 0.74 0.07 18.41 6.25
17 0.71 0.06 0.07 0.01 0.72 0.08 15.07 5.65
18 0.73 0.08 0.08 0.01 0.71 0.08 14.70 7.08
19 0.71 0.06 0.09 0.02 0.72 0.08 16.81 9.80
20 0.70 0.07 0.10 0.01 0.72 0.08 10.99 7.49
21 0.71 0.04 0.10 0.01 0.71 0.07 12.48 6.87
22 0.70 0.06 0.12 0.01 0.71 0.07 8.87 3.36

Tabla E.25: Aprendizaje incremental en la base de datos Usps.
Con nj = 2.

Usps, IRDCV
mj

RDCV IRDCV
(1− e) std(1− e) CPU (seg.) std(CPU) (1− e) std(1− e) CPU % std(CPU %)

7 0.67 0.07 0.02 0.01
9 0.68 0.08 0.03 0.01 0.69 0.06 77.02 44.07
11 0.69 0.05 0.03 0.01 0.69 0.03 76.03 28.24
13 0.70 0.08 0.04 0.01 0.70 0.05 59.29 8.50
15 0.72 0.07 0.05 0.01 0.70 0.07 48.83 7.51
17 0.72 0.11 0.06 0.01 0.72 0.08 44.36 9.90
19 0.71 0.09 0.08 0.01 0.72 0.08 36.25 7.65
21 0.72 0.12 0.09 0.01 0.71 0.09 33.46 4.80

Tabla E.26: Aprendizaje incremental en la base de datos Usps.
Con nj = 3.

Usps, IRDCV
mj

RDCV IRDCV
(1− e) std(1− e) CPU (seg.) std(CPU) (1− e) std(1− e) CPU % std(CPU %)

7 0.81 0.01 0.02 0.01
10 0.83 0.01 0.03 0.01 0.84 0.01 67.44 16.97
13 0.85 0.01 0.04 0.01 0.85 0.01 67.52 17.04
16 0.87 0.01 0.06 0.01 0.87 0.01 50.21 11.84
19 0.88 0.02 0.08 0.01 0.87 0.01 36.21 7.87
22 0.90 0.01 0.10 0.01 0.89 0.01 29.37 7.87

Tabla E.27: Aprendizaje incremental en la base de datos Usps.
Con nj = 4.

Usps, IRDCV
mj

RDCV IRDCV
(1− e) std(1− e) CPU (seg.) std(CPU) (1− e) std(1− e) CPU % std(CPU %)

7 0.69 0.08 0.02 0.01
11 0.73 0.08 0.03 0.01 0.71 0.08 97.09 38.85
15 0.73 0.08 0.05 0.01 0.72 0.06 88.23 22.20
19 0.70 0.06 0.08 0.01 0.68 0.04 66.77 19.95
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Tabla E.28: Aprendizaje incremental en la base de datos Usps.
Con nj = 5.

Usps, IRDCV
mj

RDCV IRDCV
(1− e) std(1− e) CPU (seg.) std(CPU) (1− e) std(1− e) CPU % std(CPU %)

7 0.68 0.07 0.02 0.01
12 0.70 0.06 0.03 0.01 0.72 0.08 143.96 36.02
17 0.72 0.08 0.07 0.01 0.71 0.08 95.69 22.08
22 0.70 0.04 0.12 0.02 0.71 0.07 56.25 14.16

173



E. Resultados numéricos

174



Bibliograf́ıa

[1] Mark Aronovich Aizerman, E.A. Braverman, and L. Rozonoer.
Theoretical foundations of the potential function method in pat-
tern recognition learning. In Automation and Remote Control,
number 25 in Automation and Remote Control, pages 821–837,
1964.

[2] Shotaro Akaho. A kernel method for canonical correlation analysis.
In In Proceedings of the International Meeting of the Psychometric
Society (IMPS2001). Springer-Verlag, 2001.

[3] Enrique Alexandre-Cortizo, Manuel Rosa-Zurera, and Francisco
Lopez-Ferreras. Application of fisher linear discriminant analysis
to speech/music classification. In Computer as a Tool, 2005. EU-
ROCON 2005.The International Conference on, volume 2, pages
1666 –1669, nov. 2005.

[4] Ethem Alpaydin. Introduction to Machine Learning. The MIT
Press, 2004.

[5] Joaquim Arlandis, Juan C. Perez-Cortes, and Rafael Llobet.
Handwritten character recognition using the continuous distance
transformation. In Pattern Recognition, 2000. Proceedings. 15th
International Conference on, volume 1, pages 940–943, 2000.

[6] Francis R. Bach and Michael I. Jordan. Kernel independent com-
ponent analysis. Journal of Machine Learning, 3:1–48, 2002.

[7] Reinhold Baer. Linear algebra and projective geometry. Academic
Press, New York, 1965.

[8] Eric Bair, Trevor Hastie, Debashis Paul, and Robert Tibshirani.
Prediction by supervised principal components. Journal of the
American Statistical Association, 101:119–137, 2006.

[9] Elnaz Barshan, Ali Ghodsi, Zohreh Azimifar, and Mansoor Zolgha-
dri Jahromi. Supervised principal component analysis: Visualiza-
tion, classification and regression on subspaces and submanifolds.
Pattern Recognition, December 2010.

175



BIBLIOGRAFÍA
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