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Introduccion

El interés del investigador, en algunas experimentaciones, se centra en analizar datos a través
del tiempo para conocer la tendencia de un individuo o grupos de individuos. En este contexto
se enmarca el andlisis de curvas de crecimiento. El Modelo de Curvas de Crecimiento (MCC),
introducido formalmente por Potthoff y Roy (1964), es un modelo multivariante generalizado,
extension del andlisis de varianza multivariante, aplicable a un gran conjunto de problemas
reales en muy diversas dreas cientificas, especialmente 1itil para los estudios de experimentos con
datos longitudinales y medidas repetidas. Desde la formulacién del MCC, diferentes aspectos del
modelo han sido sucesivamente considerados por muchos autores en diferentes trabajos (véase,
por ejemplo, Kollo y von Rosen, 2005).

Por otra parte, cualquier andlisis estadistico tiene como objetivo béasico la obtencién de con-
clusiones fiables a partir de los datos de las variables analizadas. Asi, el papel que desempenian las
observaciones es de gran importancia para el desarrollo del estudio. No obstante, la importancia
de cada observacién en la construccién de un modelo es generalmente muy distinta. Un gran
nimero de autores han presentado situaciones préacticas en las que existen observaciones experi-
mentales que inciden considerablemente en los resultados del andlisis, motivando la necesidad
de identificar tales observaciones, denominadas en la literatura como observaciones influyentes
u observaciones influencia, y evaluar sus efectos en el andlisis estadistico que se pretende reali-
zar. De acuerdo con la definicién de Cook (Cook, 1977), una observacion es considerada como
influyente si su omisién de los datos da lugar a cambios sustanciales en rasgos importantes del
andlisis. Por otro lado, siguiendo a Cook y Weisberg (1982), puede decirse que el analisis de los
datos experimentales, con objeto de encontrar estos casos relevantes, es de gran interés para las
conclusiones que se obtengan de la experiencia por dos motivos:

i) Proporciona informacién referida a la fiabilidad de las conclusiones y resultados obtenidos.

ii) Puede indicar dreas del espacio muestral con efecto informativo inadecuado para una infe-
rencia fiable y estable.

En este sentido, la identificaciéon de estas observaciones es esencial para juzgar la robustez
del modelo construido y para evitar errores de especificacién en los modelos. El objetivo de
esta memoria se centra en estos tépicos arriba citados: El Andlisis de Influencia en Modelos de
Curvas de Crecimiento. FEn el marco de la inferencia estadistica clésica, el estudio de la influen-
cia sobre un modelo se aborda como la evaluacién del cambio resultante de la perturbacién del
modelo. Las distintas técnicas estadisticas propuestas para abordar el problema de la influencia
se enmarcan en la aproximacién genérica recogida por Cook (1977) y Cook y Weisberg (1982):
para medir el efecto que tiene una observacién o un conjunto de ellas sobre un aspecto de interés
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v Introduccién

del anilisis estadistico, se introducen pequenas perturbaciones (perturbacion del modelo) y se
cuantifica el cambio producido (comparacion de resultados). En este enfoque se han propuesto un
conjunto de métodos englobados en lo que genéricamente se conoce como el anédlisis de influencia,
incluida en las técnicas de diagnéstico. Usualmente, este estudio puede ser hecho dentro de las
siguientes estructuras. Estructura de verosimilitud, donde estédn incluidas la distancia de Cook,
la distancia de Cook-Weisberg o el desplazamiento de verosimilitud. Estructura bayesiana, donde
estdn incluidas la divergencia de Kullback-Leibler o la entropia bayesiana. Dentro de estas dos
estructuras las técnicas de diagnéstico multivariantes pueden ser clasificadas, a su vez, en dos
categorias: la influencia global y la influencia local.

A partir de estas dos categorias de técnicas de diagndstico, se han propuesto medidas de in-
fluencia en practicamente todos los modelos estadisticos. Una revisién general sobre las medidas
de diagnéstico aplicadas al MCC se recoge en Pan y Fang (2002). Sin embargo, la mayoria de
las técnicas de deteccién de observaciones influyentes estdn orientadas hacia la cuantificacién de
la influencia sobre el valor del estimador obtenido en una muestra concreta, es decir, al estudio
de la influencia sobre las estimaciones de los pardmetros de interés del modelo, comparando
directamente los valores obtenidos en dichas estimaciones a partir del modelo postulado y del
modelo perturbado. Asi, tales diagndsticos de influencia tienden a evaluar algunas caracteristicas
aisladas de los cambios provocados por la perturbacién.

Un enfoque alternativo es disenar técnicas que permitan analizar la influencia sobre la dis-
tribucién muestral de dichos estimadores. Esto es, no sélo sobre el valor del estimador obtenido
en una muestra concreta, sino en toda la distribucién de valores que puede tomar el estimador
bajo estudio. El argumento que induce este enfoque es que, en multiples ocasiones, la influen-
cia afecta al comportamiento del estimador, en particular a su estructura de covarianzas vy,
en consecuencia, a los errores de estimacién. Ello puede proporcionar medidas de influencia
mads globales, mds completas y, por tanto, menos sensibles a posibles fluctuaciones muestrales.
En este sentido, Jiménez-Gamero et al. (2002) proponen una aproximacién general al problema
basada en medir la distancia entre la distribucién del estadistico de interés bajo ambos modelos,
el modelo postulado y el modelo perturbado. Este enfoque genérico permite obtener medidas
de influencia més globales en tanto que no se centra en el efecto sobre el valor de un estadistico
o estimador obtenido para una muestra concreta, sino sobre la distribucién de valores posi-
bles que el estadistico o estimador puede tomar, bajo la ley de probabilidad estimada a partir
de la muestra. Para una aplicacién de dicha metodologia a otros modelos estadisticos véase
Muinioz-Pichardo (2006). Es en esta aproximacién al andlisis de influencia en la que se centra
esta memoria.

Asi, el objetivo principal de esta memoria es obtener medidas de influencia basadas en
la distancia entre distribuciones, para el andlisis de influencia sobre el estimador de médxima
verosimilitud (EMV) de la matriz de coeficientes de regresiéon del MCC. Para ello se plantean
los siguientes aspectos:

= Se considera como hipétesis distribucional la normalidad multivariante.

= Se utiliza el esquema de perturbacién de la omisién de las observaciones bajo estudio
sobre el EMV del pardmetro estructural del modelo, cuantificando la diferencia entre
los resultados obtenidos para las distribuciones del modelo postulado inicialmente y del
modelo perturbado.




= Se proponen como distancias entre distribuciones: la distancia de Fréchet (Fréchet, 1957)
y la distancia de Rao (Rao, 1945 y 1949).

De esta forma se obtienen diagndsticos de influencia que permiten analizar la fiabilidad
de las conclusiones y resultados obtenidos del andlisis estadistico y pueden indicar dreas del
espacio muestral con efecto informativo inadecuado para una inferencia fiable. Tales diagnésticos
complementan los propuestos en la literatura y pueden proporcionar informacién no incluida en
la aportada por aquellos. En este sentido, los capitulos de esta memoria estdn estructurados de
la siguiente manera.

Con la finalidad de establecer la notacién bésica a utilizar en este trabajo y presentar una
serie de resultados utilizados en los siguientes capitulos, en el Capitulo 1, se lleva a cabo una
revisién del MCC, donde se introducen algunos conceptos y resultados bdsicos. Se recoge, de
una forma resumida, el MCC, se presentan los estimadores de minimos cuadrados generalizados,
los EMV y sus propiedades més generales. Ademds, se recoge el MCC con estructura simple de
Rao (MCC(SCS)), uno de los modelos més utilizados en el marco de las curvas de crecimiento.

Con objeto de introducir adecuadamente los conceptos necesarios para el desarrollo de las
técnicas de andlisis de influencia recogidas en esta memoria y realizar una sintesis del estado
actual del problema considerado, en el Capitulo 2, se comienza con una introduccién a los resi-
duos del MCC. Posteriormente, se presenta, también de forma reducida, el MCC perturbado
bajo la omisién, para culminar con una revisién de algunas de las medidas de influencia glo-
bal, basadas en la omisién de casos, propuestas en la literatura para identificar observaciones
influyentes en el EMV de la matriz de coeficientes de regresiéon del MCC y del MCC(SCS).

En el Capitulo 3, se desarrolla una medida de influencia, basada en la distancia de Fréchet
entre distribuciones de probabilidad, para el EMV de la matriz de coeficientes de regresién del
MCC y del MCC(SCS), asi como para algunas combinaciones lineales del mismo. Las medidas
basadas en la distancia de Fréchet pueden ser descompuestas en dos componentes de interés: el
efecto sobre la localizacién y el efecto sobre la dispersién.

En el Capitulo 4, se propone una medida de influencia, basada en la distancia de Rao entre
distribuciones de probabilidad, para el EMV de la matriz de coeficientes de regresion del MCC
y del MCC(SCS), siguiendo una estructura paralela al capitulo anterior.

Finalmente, en el Capitulo 5, para ilustrar la utilidad de los diagndsticos propuestos, se apli-
can las medidas de influencia presentadas en el Capitulo 2 y los planteamientos metodoldgicos
de deteccién de observaciones influyentes, bajo la utilizacién de distancias entre distribuciones
de probabilidad, desarrolladas en los Capitulos 3 y 4, a dos conjuntos de datos reales, a través
de los cuales se comprueba empiricamente la adecuacién de las medidas de Rao y Fréchet, com-
pardndolas con los diagndsticos de influencia ya existentes. El andlisis de influencia llevado a
cabo en los dos ejemplos, se realiza desde el punto de vista individual, mediante un programa
realizado en MATLAB.

Por tltimo, se presentan algunas conclusiones, comentarios y futuras lineas de investigacién.

Se completa esta memoria con tres anexos (A, B y C) en los cuales se recogen, respecti-
vamente, alguna notacién usada, una selecciéon de definiciones y resultados correspondientes,
fundamentalmente, al dlgebra matricial y algunos resultados bédsicos de distribuciones matri-
ciales titiles en el desarrollo de esta memoria.
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Capitulo 1

Modelo de curvas de crecimiento

1.1. Introduccidon

El modelo de curvas de crecimiento (MCC) es un modelo multivariante generalizado, es-
pecialmente 1til para el estudio de datos longitudinales, de medidas repetidas y el andlisis de
tendencias. Bdsicamente, se puede decir que las experiencias sobre las que se aplica esta mode-
lizacién consisten en registrar una serie de medidas en sucesivos instantes de tiempo, en una o
mds subpoblaciones, a partir de las cuales se pretende analizar la evolucién o tendencia de los
individuos y las posibles diferencias en esta tendencia entre las subpoblaciones consideradas.

Tal y como viene recogido en Rao (1972), se puede considerar que el primer trabajo sobre
curvas de crecimiento fue publicado por Wishart (1938). Posteriormente, Box (1950) realiza
un estudio pormenorizado sobre diversos problemas en este tipo de andlisis, modificando los
procedimentos de Wishart y proponiendo contrastes para su estudio. En Rao (1958) se estudian
algunos problemas de curvas de crecimiento, asi como algunas generalizaciones de las aproxi-
maciones dadas por Wishart, y en Rao (1959) se hace una exposicion teérica general cuando se
trabaja con variables normales correlacionadas aplicadas a problemas de curvas de crecimiento.
Otras extensiones del articulo de Wishart fueron dadas por Leech y Healy (1959), Rao (1961)
y Elston y Grizzle (1962), entre otros.

El MCC fue introducido formalmente por Potthoff y Roy (1964) y, desde su formulacién,
diferentes aspectos del modelo han sido sucesivamente considerados por muchos autores en
diferentes trabajos. A modo de ilustracién se citan algunos:

= Trabajos que abordan el estudio de diferentes contrastes de hipétesis para este modelo:
Khatri (1966), Gleser y Olkin (1970), Fujikoshi (1974), Kariya (1978), Kanda (1994) y
Hamid y von Rosen (2005a, 2005b).

» Trabajos que abordan diversos problemas de prediccién: Lee y Geisser (1972, 1975), Rein-
sel (1984a, 1984b), Rao (1987), Lee (1988), Liski y Nummi (1990), Naik (1990) y Kanda
(1992).

» Trabajos sobre regiones de confianza: Potthoff y Roy (1964), Rao (1965), Khatri (1966),
Rao (1967), Grizzle y Allen (1969), Gleser y Olkin (1972), Fujikoshi y Nishii (1983),
Srivastava y Carter (1983) y Kanda (1990a, 1994).

» Trabajos que estudian el MCC con valores perdidos: Kleinbaum (1973), Liski (1985),
Srivastava (1985), von Rosen (1989) y Kanda (1994).

1



2 Modelo de curvas de crecimiento

» Trabajos sobre estimacién y momentos distribucionales: Potthoff y Roy (1964), Rao (1965,
1966), Khatri (1966), Grizzle y Allen (1969), von Rosen (1988, 1990, 1991a) y Kollo y von
Rosen (2005).

= Trabajos sobre las distribuciones de los estimadores de m&éxima verosimilitud de los
parametros del modelo: Gleser y Olkin (1970), Kabe (1975), Fujikoshi (1985), Kenward
(1986), Fujikoshi (1987), Fujikoshi y Shimizu (1989), Kollo y von Rosen (2005) y Kollo
et al. (2007).

» Trabajos que abordan el andlisis de residuos: von Rosen (1994), von Rosen (1995b), Hamid
(2005) y Hamid y von Rosen (2006).

» Trabajos sobre técnicas de diagnosis y validacién del modelo: Liski (1991), Pan y Fang
(1995, 1996), Pan et al. (1997), Liu (1998), Pan et al. (1999) y Pan y Fang (2002).

» Revisiones generales de este modelo se recogen, entre otros, en los siguientes trabajos:
Woolson y Leeper (1980), von Rosen (1991b) (que recopila una extensa bibliografia sobre
el mismo), Nummi (1995) y Srivastava y von Rosen (1999). Un libro completo y bdsico
sobre el MCC es Kshirsagar y Smith (1995) que recoge los resultados més relevantes sobre
estimacion de pardmetros, contrastes de hipdtesis y predicciones para valores futuros.
Contribuciones méds recientes sobre el modelo se recogen en Kollo y von Rosen (2005),
Ohlson (2009), Srivastava et al. (2009), Ye y Wang (2009), Ohlson y von Rosen (2010),
Ohlson y Srivastava (2010) y Hamid et al. (2011).

E1 MCC se aplica extensamente en muchas dreas de la investigacién: medicina, epidemiologia,
biologia, psicologia, economia, agronomia e ingenierfa, entre otras. Por ejemplo, muchos ensayos
clinicos para testar nuevos medicamentos y algunos estudios de mercado se caracterizan por la
repeticién de la variable objetivo en diferentes unidades experimentales a lo largo del tiempo.
Algunos autores (Kabe, 1987 y Tan, 1991) consideran el MCC como una generalizacién natural
del andlisis de la varianza multivariante (MANOVA). En particular, Chinchilli y Elswick (1985)
llaman al MCC MANOVA generalizado o GMANOVA.

En esta memoria no se pretende realizar un estudio exhaustivo sobre las técnicas de inferencia
en el MCC. El objetivo de este capitulo es presentar las herramientas necesarias para, poste-
riormente, poder analizar la calidad de los datos en el MCC a través del Anélisis de Influencia.
Para ello, se lleva a cabo una revisiéon del modelo, con la finalidad de establecer la notacién
bésica y presentar una serie de resultados necesarios en los siguientes capitulos.

En la seccién 1.2, se comienza con la derivacién de estos modelos y se especifica la impor-
tancia de las distintas formas de la matriz de covarianzas, prestando especial atencién a las dos
mds utilizadas: matriz de covarianzas no estructurada y matriz de covarianzas con estructura
simple de Rao.

En la seccién 1.3, se aborda el problema de la estimacién de los modelos de curvas de
crecimiento. En concreto, los procedimientos de minimos cuadrados generalizados y de maxi-
ma verosimilitud, asi como sus propiedades mds generales necesarias para el desarrollo de las
medidas de influencia.

La seccién 1.4 se dedica a la estimacién de los modelos de curvas de crecimiento con es-
tructura simple de Rao.
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1.2. Definicién del modelo

Como se ha comentado anteriormente, el MCC es una técnica estadistica usada frecuente-
mente para analizar datos longitudinales o medidas repetidas. Tales datos aparecen, por ejemplo,
cuando se mide una determinada caracteristica para cada unidad experimental en un conjunto
de instantes de tiempo fijos. Asi, se puede considerar la siguiente situacién experimental:

= El estudio se realiza sobre una poblacién de individuos o unidades experimentales clasifi-
cadas en un conjunto de grupos o subpoblaciones.

= Se obtiene una medida o variable en diferentes instantes de tiempo de cada unidad expe-
rimental.

Formalizando esta situaciéon experimental, se dispone de r grupos G, ..., Gj, ..., G, se selec-
ciona una muestra de cada uno de ellos y a cada uno de los individuos o unidades experimentales
seleccionadas se les mide una variable de crecimiento Y en p instantes de tiempo 1, ..., tm, ..., tp.
Sea Y = [ i .. Y, ... Y, }T, donde la variable aleatoria Y, representa el crecimiento en
el instante ¢, (m =1,...,p).

En la modelizacién, se considera una regresién polinomial de grado (¢ — 1) para el vector Y’
como funcién del tiempo ¢. Por lo que

q—1

D> _Bnit!

h=0
i1 ... Pj(t1)
e q—]_
o e h*O o ..
Hjp o P;(tp)

q—1

> Bhity

L h=0

siendo

q—1
-P](tm) = Zﬁh]tfna m = ]-727 e Dy p > q— 17 .] - 1727 T
h=0

es decir, el valor medio de la variable crecimiento en el instante m-ésimo para el grupo
j-ésimo viene dado por

toim = Pj(tm)-

Asi, la variacién en el tiempo del vector aleatorio Y se modeliza a través de un polinomio de
grado (¢ — 1) del tiempo. El polinomio es el mismo en cada instante, pero distinto en cada
grupo, aunque se supone que se verifica la hipétesis de homocedasticidad

Var[Y | Gl =%, Vj=1,..r

es decir, las observaciones Y7, ...,Y), para un mismo individuo estén relacionadas a través de la
matriz de varianzas-covarianzas 3, comin en todos los r grupos.




4 Modelo de curvas de crecimiento

Para el estudio del modelo, se selecciona, en cada grupo, una muestra aleatoria de tamano
ni, ..., Nj, ..., Ny, respectivamente. El modelo muestral vendra dado por

D, = Z/Bh] +ei = Pi(tm) + i,

U ) el valor de la variable crecimiento del individuo -ésimo, i = 1,...,n;, de la muestra
del grupo Gj, j =1,...,r, en el instante t,,, m = 1,...,p, y €; su correspondiente perturbacién
0 error.

Representando por

siendo ¥,

ygj) _ [ ygji) y]()ji) }T

el vector de observaciones del individuo ¢-ésimo de la muestra de G, la matriz de datos corres-
pondiente a esta muestra es

<p§22> [ ]

donde cada columna recoge la informacién correspondiente a cada individuo del j-ésimo grupo.
T

Denotando por n = E n; el mimero total de observaciones, la matriz de datos conjunta es
=1

Y Z[Y1 Y e Yr]-

Sea

BT =1[ By By - By |

(1xq)

el vector de los coeficientes de regresién o de la curva de crecimiento para los individuos mues-
trales del j-ésimo grupo y

O

0 41 q—1
X _ t2 t2 e t2 (1'2‘1)
(pxq) 1

0 4 q—

0 th .t

la matriz del diseno, de forma que en cada fila se recogen las potencias correspondientes al
mismo instante. Entonces . ‘
ygj) — Xﬁj + sz(])’
donde egj ) representa el vector error o perturbacién aleatoria.
Para cada muestra, se obtiene

Y, = { ygj) ygljj) ] - { Xﬁj—ksgj) X,Bj—i-egfj) ] -
(pxn;)

= X/BjZ].nj +gj7

donde por Z,;, se representa una matriz (a X b) constituida por unos y

&= eV egj) 67(1]2
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Conjuntamente, para la matriz de datos se tiene

Yoolve v e v
=[ XB1Z1n, -~ XBjZm, -+ XB,Zan, |+E=
=X[B - B, - B.]Z+E,

es decir,

Y =X B Z + &,
(pxn)  (pxq)(gxr)(rxn)  (pxn)

siendo la matriz de coeficientes de regresién

B = ((ﬁh]))’ h = 07 vy @ — 1a ] = 1,...,T, (122)
(gxr)
Z :diag[ Zing: o+ Zin, } (1.2.3)

una matriz (r X n) diagonal por bloques, con Z 1n; (j =1,2,...,7) en los bloques diagonales y
matrices nulas en los restantes bloques, y

L=l g 8] (1.2.4)

la matriz de errores o perturbaciones aleatorias.

Para el estudio del modelo, se supone que se verifican las hipétesis clasicas sobre los vectores
de errores:

H,) Insesgadez, E [Ez(j)} =0,Vi=1,..,n5j=1,..,r
Hy) Homocedasticidad, Var |:€Z(»j)] =X, Vi=1,..,n5,75=1,..,r

Hs) Incorrelacién, Cov [sl(-j),sgl)] =0,V(,75) # (s,1).

Suponiendo que se cumplen las hipétesis anteriores Hy), Hz) y Hs), un modelo de curvas
de crecimiento viene definido por

Y = X B Z + €& (1.2.5)
(pxn)  (pxq)(gxr)(rxn)  (pxn)

donde:

= Y eslamatriz de observaciones.
(pxn)

= B es una matriz de pardmetros desconocida o coeficientes de regresién.
(gxr)

» X cong<py Z conrg(Z)=r <nson las matrices del disefio "inter” y "entre”
(pxq) (rxn)
individuos, respectivamente.
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Supuesto cierto el modelo, se verifica que

E[Y] = XBZ

Var[vec (Y)] =1, ® X,

que se denotard, por simplicidad, por Var[Y], siendo vec (-) y ® los operadores matriciales dados
en las definiciones B.0.1 y B.0.5, respectivamente.

Para estudios posteriores (estimacion, analisis de influencia, etc.) al modelo (1.2.5) hay que
imponerle algunas hipétesis distribucionales, en particular, en esta memoria se supondra que las
columnas de la matriz de errores o perturbaciones, £, estdn constituidas por p variables normales
multivariantes independientes con vector de media 0 y matriz de varianzas y covarianzas comun
desconocida X,y > 0, por lo que, siguiendo la notacién recogida en la seccién C.2,

Y ~ N, .(XBZ:%,1,).

Otro de los aspectos que debe de ser analizado previamente en el MCC es el estudio de
la estructura de la matriz de covarianzas, 3, ya que un conocimiento adecuado de la misma,
ademads de ser ttil para la interpretacién de la variacién aleatoria de los datos, juega un papel
fundamental en el 4mbito de la diagnosis del modelo, de la deteccién de observaciones outliers
y de la identificacién de observaciones influyentes.

Aunque en la literatura se han propuesto diferentes estructuras de covarianza (Kanda, 1994
y Pan y Fang, 2002), en esta memoria se trabaja con las dos estructuras més utilizadas en el
MCC:

(1) Matriz de covarianzas no estructurada, 3 es una matriz arbitraria, con la tnica restriccién
de que sea definida positiva, X > 0 . Este caso se utiliza en aquellas ocasiones en las cuales
tanto las bases tedricas como empiricas no proporcionan informacién adicional sobre la
estructura de la matriz de covarianzas.

(2) Matriz de covarianzas con estructura simple de Rao (SCS), (Rao, 1967), la cual tiene como
base los modelos de regresién de coeficientes aleatorios (Swamy, 1971 y Pan y Fang, 2002),
una forma especifica de los modelos lineales mixtos.

Para mads detalles sobre estructuras de la matriz de covarianzas y su eleccién, puede consul-
tarse Chinchilli y Carter (1984), Keramidas y Lee (1990), Lee (1991), Keramidas y Lee (1995)
y Pan y Fang (2002).

En resumen, el Modelo de Curvas de Crecimiento (MCC) que se aborda en esta memoria
viene dado por

Y = X B Z + €&
(pxn)  (pxq)(gxr)(rxn)  (pxn)

verificando las hipétesis Hi), Ha) y Hz), siendo las matrices X, B, Z y £ dadas en (1.2.1),
(1.2.2), (1.2.3) y (1.2.4), respectivamente.
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Nota 1.2.1 Algunos autores denominan a Z matriz indicadora de grupo, ya que sus elementos
correspondientes, 1 y 0, indican el grupo de pertenencia de cada observacion, por lo que Z
modela la estructura entre individuos. En este modelo, Z representa la misma matriz que se
utiliza en el andlisis de la varianza multivariante cldsico.

Nota 1.2.2 En esta memoria, se supone que las matrices del diseno X y Z son de rango total,
es decir, 1g(X) = q <p y1g(Z) =r < n. En Kollo y von Rosen (2005) se aborda un estudio
mds general del modelo.

1.3. Analisis del modelo

Cuando no se dispone de informacién adicional, la forma mds natural para el estudio del
MCC es considerar que la matriz de covarianzas, X , no presenta ninguna estructura, se dice en
este caso que la matriz de covarianzas es no estructurada. Como se ha comentado anteriormente,
la tnica restriccién sobre la misma es que sea definida positiva, X > 0. Al no imponerse
hipdétesis previas, proporciona flexibilidad al modelo, aunque aumente el nimero de pardmetros
desconocidos. Por ello, es especialmente 1til cuando el nimero de instantes de tiempo (nimero
de pardametros de la estructura de covarianza) es relativamente pequernio en relacién al tamano
muestral y todos los individuos son medidos en los mismos instantes de tiempo.

A continuacion, se recogen de forma resumida los métodos més usuales de estimacién de los
pardmetros B y X: el método de los minimos cuadrados generalizados (GLSE) (Pan y Fang,
2002 y Kariya y Kurata, 2004) y el método de estimacién de maxima verosimilitud (EMV) (Pan
y Fang, 2002 y Kollo y von Rosen, 2005).

Se comienza recogiendo el estimador de la matriz de coeficientes de regresién obtenido por
el método GLSE y, a partir del mismo, el estimador de la matriz de covarianzas. Para tal fin, en
el MCC se define la funcién matricial suma de cuadrados y productos cruzados debida al error

QB)=(Y-XBZ)(Y-XBZ),

matriz (p X p) no negativa. Asi, para el MCC, un estimador GLS B de la matriz de coeficientes

de regresién, debe satisfacer B
B = argmin{t[Q(B))},

donde B recorre el espacio real de matrices de orden (g x 7).
En el siguiente teorema se recoge la solucion a este problema de optimizacién, su demostracién

viene dada en Pan y Fang (2002).

Teorema 1.3.1 Para el MCC, un GLSE de la matriz de coeficientes de regresion B viene dado
por

B=(X"X)"'xTyz"(zz")". (1.3.1)

Nota 1.3.1 Bajo las condiciones de rango total de las matrices X y Z, el GLSE B es tnico
(von Rosen, 1984 y Pan, 1988), ademds es una funcidon lineal de la matriz de respuestas Y.
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A partir de (1.3.1), se obtiene el siguiente estimador para 3,

1~ 1 - _ 1
¥=-Q(B)=—-(Y-XBZ)(Y-XBZ)" = -EE",
n n n

donde E es la matriz residual E = Y — X BZ. Por abuso del lenguaje, se denomina a S el
GLSE de X.

La matriz de suma de cuadrados y productos cruzados residual admite la siguiente descom-
posicion

Q(B) = (£+X (B - B)Z)(+X(B-B)2)" = Q, + Q. (1.3.2)

con

Q =E(I, — Pyr)E”
y

Q= (Ip - PX)EPZTST(Ip - PX),

siendo

Px =X(XTx)'xT
y

P,r=2"(zz")'Z, (1.3.3)

las matrices proyecciones generadas por X y Z”, respectivamente.
Usando la descomposicién (1.3.2), el GLSE de X se puede expresar por
3= %(S + PxoYP v YT Pxo), (1.3.4)
donde
S=Y({I,-P,)Y" (1.3.5)

PX0 _ XO(XOTXO)—IXOT — Ip _ 13){7

siendo X ° una matriz cuyas columnas generan el espacio matricial ortogonal de X, es decir,
C(X°) =C(X)* (véase nota B.0.1).

Ademds, bajo la hipétesis distribucional Y ~ N, ,(XBZ;X,1,), como el GLSE B es una
transformacion lineal de la variable respuesta, teniendo en cuenta el teorema C.1.2, se obtiene
el siguiente resultado.

Teorema 1.3.2 En el MCC, bajo la hipdtesis de normalidad, la distribucion del GLSE B de
la matriz de coeficientes de regresion B viene dada por

B~ N, (B;(XTX) MxTeXx)(XTX)™1,(2z")™Y).
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De este resultado se puede concluir que B es un estimador insesgado de B. Ademds, susti-
tuyendo 3 por 3 se obtiene el siguiente estimador de Var[ 1,

1
Var[B] = —(ZZT") o (XTX)Y(xTsx)(XTx)™!
n
ya que, de (1.3.4) y dado que P xoX = 0, se tiene que
T3 -
XXX =-X"SX.
n

En el MCC, considerando que £ = Y — XBZ ~ N, ,(0;%,1,), la descomposicién (1.3.2)
y el teorema C.4.2, se obtienen los siguientes resultados:

Q =61, — P )T ~Wyn—r3) =

EQ]=(n-r%

Var[Q,] = (n —r) (I 2 + K 2)X%?

Q, = (Ip_PX)EPZTgT(Ip_PX) ~ Wy(r,(Ip — Px)3(Ip — Px)) =

E[Q,] =7(I, - Px)X(I, — Px)
Var[Qy) = r(I2 + K ,2) (I, - Px)E(I, — Px))®*

donde K2 es la matriz conmutacién de orden (p* x p?), dada en la definicion B.0.2, y
A®? = A ® A. Dado que Q; y EPZTET son independientes, al ser (I,, — PZT)PZT~: 0, lsis
matrices Q; y Q, son mutuamente independientes. Por tanto, la distribucién de Q(B) = nX
puede ser expresada como una suma de distribuciones de Wishart independientes, aunque de
pardmetros distintos. En consecuencia,

E[X] =E EQ(E)] = %E Q)+ Q] =

(1 - Px)%(I, - Px),

es decir, dicho estimador no es insesgado. No obstante, dado que r es fijo, el estimador > es
asintéticamente insesgado de la componente de dispersién 3. Ademas

Var[X] = Var [i@(ﬁ)} = %Var Q1+ Q] =

- e+ K {28 L (0, - PrBL, - Pr))?
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A continuacién, se aborda la estimacién de los pardmetros por el método EMV. Este método
es de los més utilizados en la inferencia estadistica por las propiedades asintdticas que presentan
los estimadores. Existen varias aproximaciones al método, algunas de las cuales vienen recogidas
en Kollo y von Rosen (2005).

En el MCC, bajo la hipétesis distribucional Y ~ N, ,,(XBZ;X,1I,) y, teniendo en cuenta
la funcién de densidad (C.2.1), la funcién de verosimilitud conjunta de la muestra es

1
V(B,X) = (2r) "2 |57 2 exp (—ztr (=YY -XBZ)(Y - XBZ)T]) ,
y, por tanto, el logaritmo neperiano de la funcién de verosimilitud vendrd dado por
L(B,¥X)=lV(B,X) =

1
_ _% In 27 — glndet[E] - 5t (X" (Y-XBZ)(Y-XB2)"],

por lo que se obtendrédn las siguientes ecuaciones de verosimilitud

a
avec%l(B) =0 XTZ_l(Y—XBZ)ZT:()
& . (1.3.6)
9L~ =0 nY —(Y—-XBZ)(Y-XBZ) =0

OsvecT (E* 1 )

Este sistema ha sido resuelto por Elswick (1985) y por von Rosen (1989), obteniéndose el
siguiente teorema cuya demostraciéon puede ser vista en Srivastava y von Rosen (1999), Pan y
Fang (2002) y Kollo y von Rosen (2005).

Teorema 1.3.3 Para el MCC, bajo la hipdtesis de normalidad, st n > p + r y las matrices
de diseno X y Z son de rango total entonces la solucion (B,X) del sistema de ecuaciones de
verosimilitud (1.5.6) es unica y viene dada por

B=SxXx"s'vz"(zz")™" (1.3.7)
/ 1 1
f):f(Y—XE’Z)(Y—XEZ)T:—<S+‘Af‘A/ T), (1.3.8)
n n
stendo R R
V=YP,r - XBZ (1.3.9)
y
Sx =(xXTs 1x)™!, (1.3.10)

donde S estd definida en (1.3.5), P ,r es la matriz de proyeccion generada por Z7T, siendo B

y X los estimadores de mazrima verosimilitud de la matriz de coeficientes de regresion B y de
la componente de dispersion X, respectivamente.




1.3. Anadlisis del modelo 11

El teorema 1.3.3 proporciona una forma algébrica para la solucién dnica (E’, f]) del sistema
de verosimilitud (1.3.6) cuando ambas matrices explicativas X y Z son de rango total.

Nota 1.3.2 Algunos comentarios respecto a los EMYV.

(i) Los EMV del MCC son funcién de la matriz S. Por tanto, a diferencia del GLSE B, el
EMV B es una funcion no lineal de la matriz de respuestas Y. No obstante, B se podrza
considerar como un caso particular de B cuando S = I,

ii) Teniendo en cuenta el teorema 1.3.3, para n > p+ 17, como S ~ Wy(n — r,X), por la
p
propiedad (i) del teorema C.4.2, se tiene que la matriz aleatoria S es simétrica y definida
positiva con probabilidad la unidad, por tanto, tiene sentido considerar S™'.

(iii) Como S ~ Wy(n —r,X), por el lema C.4.1, E[S] = (n— )X, es decir, el estadistico

1

n—r

S =

S (1.3.11)

es un estimador insesgado de 3.

(iv) Considerando
= SX°o(xXTsxo)~txoT (1.3.12)

una matriz idempotente con C(X°) = C(X)L, usando la nota B.0.2, el EMV S dado en
(1.3.8) puede ser expresado por

o 1
= (S+XeYP,Y'XT), (1.3.13)

que no depende de la eleccion de la matriz X°.
(v) Del lema B.0.6 resulta
Sl _S71XSxXTs 1 =XxoXxTsx)1xT =
=S51x2%=x¢"8s1 = x27s71X¢, (1.3.14)
aplicando este resultado y la igualdad (B.0.1) a (1.3.13), se obtiene

1~-1

S =8 '-SXG((YPY) ' +851x9)

_ S—1Xo
n S

y dado que X°T'X =0, se tiene

xXT$'X = nXTS X,

(vi) La expresion para la matriz de valores ajustados de la variable respuesta, Y, viene dada
en Pan y Fang (2002) y en Kollo y von Rosen (2005),

Y=XBZ=XSxX"S'YP . (1.3.15)
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En el siguiente teorema se obtiene la esperanza matemédtica y la matriz de covarianzas del
EMV B y de la matriz de valores ajustados (véase Kollo y von Rosen, 2005).

Teorema 1.3.4 En el MCC, bajo la hipdtesis de normalidad, sea B dado en (1.3.7) y XBZ
en (1.3.15). Se verifica:

(i) R
E[B]=B (1.3.16)

Yy ~
E[XBZ]=XBZ,

o sea, el EMV B es un estimador insesgado de la matriz de coeficientes de regresion B.

(i) Sin—r—(p—q)—1>0, entonces

Var[B] = ¢; (227) ' @ (X7 1X)"! (1.3.17)

Var(XBZ] = 2" (2Z") ' Z o X (XT2'X) ' X7,

donde
n—r—1

Cc1 =

By (1.3.18)

es una constante positiva.

Nota 1.3.3 Como Var[]g’] depende de la matriz de pardmetros X desconocida, para obtener un

~

estimador asintdticamente insesgado y consistente de Var[B], basta sustituir ¥ en (1.3.17) por

(1.3.11), es decir,
C1

Var[B] = (zz") ' ® Sx, (1.3.19)

n—r
con Sx definida en (1.3.10).

Nota 1.3.4 Para el cdlculo de los momentos del EMV B puede consultarse von Rosen (1991a)
y Kollo y von Rosen (2005). En este tltimo, se recogen férmulas explicitas para los momentos de
orden superior, las mismas pueden ser utilizadas para obtener aproximaciones a la distribucion

de B.

A continuacién, se estudian los momentos del EMV . El cdlculo de E[S] y el de Var[3]
fueron dados inicialmente por von Rosen (1991a) y vienen recogidos en el siguiente teorema,
cuya demostracién puede verse en Pan y Fang (2002) y Kollo y von Rosen (2005).

Teorema 1.3.5 Para el MCC, bajo la hipdtesis de normalidad, sea S el EMV de la componente
de dispersion 3 dado en (1.3.8). Se verifica:

(i) Sin—r—(p—q)—1>0 entonces
EE] =% - X X'y 'Xx)1x7,

con
rn—r—2p—q)—1

nn—r—(p-q¢—-1

Cy =




1.3. Anadlisis del modelo 13

(i) Sin—r—(p—q)—3 >0 resulta

Var[S] = e3(1,2 + K,2)[(X(XTS71X) 71X T) o (X (XT=1X) 71X 7))+
te(Ie+Kp)(X(XT2 X)) ' X e (= -X(XTs1 X)X+
+c ( 2+ EKR)(E-XXT2 X)X e (X(XT2 1 X)X+
+ = ( 2+ Kp)[(E-XXT2' X)X e (@ -XXTE 1 X)X+

+ C5vec(X(XT2—1X)—1XT)vecT(X(XT2—1X)—1XT),
donde K 2 es la matriz conmutacion de orden (p? x p?), siendo

n—r 2r(p — q) r r2
= (2 .
3 3 +n2(n—r—(p—q)—1)+n2(81+S2+83)+n283’

—(p—q)—1
nn—r—(p—q)—1)
o — 2r(n—r—=1mn—-(p-g -Dp—q)
n?n—r—@p—-q)n—-r—pP-—q —-1)2n—-r—(p—q) —3)’
p—q
n—r—(p—q —1
(p—q)?n—r—(p—q)—2)+2(p—q)

Cq =

S1 =

2T —r—(-q)n-r—(p—q) - Dn—r—(p—q) - 3)
Yy
- P—q
8 (n—?"—(p—q))(n—?“—(p—q)—i’v)Jr
2
n (p—19q)

n—r—p-q)n-—r—p-q—-1)n-—r—(p—q —3)

Del teorema 1.3.5 se concluye que el EMV f), dado en (1.3.8), es un estimador sesgado de
la matriz de covarianzas 3.

A continuacién, se recogen algunos resultados relacionados con la distribucién de B , los
cuales serdn de gran utilidad para el desarrollo de las medidas de influencia propuestas en esta
memoria. A partir de (1.3.7) se concluye que el EMV B es una funcién no lineal de la matriz de
respuestas, Y, constituido por dos partes aleatorias: S x X7 S~ (no lineal) e YZT(ZZ1)™!
Tal hecho hace mds compleja la inferencia estadistica en este modelo. En particular, es dificil
obtener formas analiticas para las distribuciones de B y EA], asi como para sus momentos de
orden superior. Diferentes autores han intentado obtener la forma exacta de la distribucién de B,
entre los que se pueden citar a Gleser y Olkin (1970), Kabe (1975), Kenward (1986) y Fujikoshi
(1987). Todos los resultados obtenidos dan formas complejas de dificil aplicacién, por lo que se
han propuesto diferentes aproximaciones. A continuacién, se recogen algunas formas explicitas
simples de aproximacién de la funcién de densidad del EMV B. Para una aproximacioén a la
distribucién del EMV X de la componente de dispersién puede verse Kollo y von Rosen (2005).
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Existen varias estrategias que pueden ser ttiles para aproximarse a la distribucién de B.
La mds utilizada es la aproximacién asintética a la distribucién normal, la cual se basa en
la convergencia de la matriz S, en concreto en que ﬁS converge en probabilidad a X : la
distribucién de B puede aproximarse por una distribucién N,(B;(XT=71x)="1 (zZz")™)
(Kollo et al., 2007).

En el siguiente teorema, se recoge otra aproximacion (véase Kollo y von Rosen, 2005). Una
ventaja de este resultado es que garantiza una aproximacién a una funcién de densidad normal
matricial con la misma matriz de covarianzas que B.

Teorema 1.3.6 Una aprozimacion para la funcién de densidad del estimador ]§, definido en
(1.3.7), viene dada por fX, (By) funcién de densidad de una matriz aleatoria con distribucion
normal matricial

Nq,r<B§ CI(XTE_lX)_la (ZZT>_1)7

con ¢1 dado en (1.53.18). El orden del error de esta aprozimacion es

/& (Bo) — [ (Bo)| = O (n™?), VB.

Kollo y von Rosen (2005) y Kollo et al. (2007) obtienen una aproximacién de la funcién de
densidad del estimador B més acurada que la anterior, la cual viene recogida en el siguiente
teorema.

Teorema 1.3.7 Dada la funcion matricial

fB, (Bo) = fx (Bo) [1 + %s (tr [XTz—lx (Bo—B)ZZ" (By — B)T} - qr)] . (1.3.20)

con
p—q
5= , 1.3.21
n—r—(p-q) —1 ( )

donde fn (+) es la funcion de densidad de una matriz aleatoria con distribucion normal matricial
Ny (B; (XTE71X)71 (ZZT)™Y), se verifica:

(i) La funcion fg, es una funcion de densidad si

1
0<1-— 58ar < 1. (1.3.22)

(ii) La funcion fg, es una aproximacion de la funcion de densidad del estimador B, siendo el
orden de error

/85 (Bo) — f (Bo)| = 0 (n"2), VBj.
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Nota 1.3.5 La condicion (1.3.22) es equivalente a

1
n>(p—q) (1+2q'r>+r+l.

Del teorema anterior se obtiene que, en caso de que se verifique (1.3.22), fg, (Bo) es una
funcién de densidad de una distribucién matricial eliptica cuyos pardmetros vienen recogidos
en el siguiente teorema (Kollo y von Rosen, 2005).

Teorema 1.3.8 Si se verifica (1.5.22), la funcion fg, dada en (1.3.20) es la funcion de den-
stdad de una distribucion matricial eliptica tal que:

(i) E[Bg] = E[B] = B.

(ii) Var[Bg] = Var[B] = ¢1(ZZ7) '@ (XTS'X)™!, conc1 = s+1 y s definido en (1.3.21).

Por tltimo, como se recoge en Kollo et al. (2007), esta aproximacién se basa en una mixtura
de distribuciones elipticas. En efecto, si se verifica la condicién (1.3.22), la funcién de densidad
fBy, dada en el teorema 1.3.7, se puede expresar como mixtura de una distribucién normal
matricial, N, (B; (XT271X)~1 (ZZT)™'), con peso 1 — sqr/2, y de una distribucién de Kotz
matricial, K »(B; (XT2=1X)=1 (ZZ")™1), con peso sqr/2, donde las dimensiones q y r vienen
fijadas en el modelo (1.2.5).

1.4. Analisis del modelo con estructura simple de Rao

Como se ha comentado anteriormente, en la modelizacién no estructurada no se realiza
ningin supuesto sobre las varianzas y covarianzas entre diferentes medidas. Asi, paralelamente
al hecho de que el nimero de pardmetros de la covarianza crece rdpidamente con el nimero
de instantes de tiempo, este modelo tiene la desventaja de que no aprovecha las tendencias de
varianzas y covarianzas en el tiempo.

Asi, aunque la modelizacién no estructurada sea la més usada en el MCC, en determinadas
ocasiones es recomendable la modelacién de determinadas estructuras de covarianza en este
modelo. Para una revisién de estructuras de covarianza véase Fitzmaurice et al. (2004).

Por ejemplo, cuando se pretenden explicar las variaciones provenientes de diferentes fuentes
de datos (o cuando las observaciones son medidas repetidas en instantes de tiempo irregulares),
se puede usar la estructura de covarianza con efectos aleatorios o coeficientes aleatorios

¥ =XrXx" +0%1,, (1.4.1)

donde T' > 0 y 02 > 0 (Rao, 1965). Esta estructura también es analizada en Grizzle y Allen
(1969), Reinsel (1982, 1985), Ware (1985), Kanda (1994), Yokoyama (1995), Nummi (1997),
Pan y Fang (2002) e Ip et al. (2007).

Este es un modelo muy flexible que permite modelizar diversos tipos de comportamientos
en las varianzas y covarianzas (correlaciones), entre los que se incluyen varianzas que crecen
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o decrecen (como funcién de los tiempos de medicién), asi como correlaciones que pueden ser
negativas o positivas. Sin embargo, no permite que la varianza sea constante si las correlaciones
entre observaciones igualmente espaciadas no lo son. Ademads, el nimero de pardmetros en
estos modelos no estd relacionado con el nimero de ocasiones (tiempos) en las que se realizan
mediciones.

Por otro lado, cuando las lecturas en todos los tiempos tienen la misma varianza y todos
los pares de medidas en la misma unidad experimental tienen la misma correlacién, resulta
adecuada la estructura simétrica compuesta (estructura de covarianza uniforme), definida por

S =0 [(1-pI,+plyl]] (1.4.2)
donde 02 >0y —p%l < p < 1 son pardmetros desconocidos de dimensién apropiada (véase, por
ejemplo, Kanda, 1990b, 1992 y 1994, Wu, 1998, Pan y Fang, 2002, Zezula, 2006 y Ye y Wang,
2009). Ello implica que el dnico aspecto de la covarianza entre medidas repetidas es debido a
la contribucién comin de la unidad experimental, sin importar la distancia en el tiempo (entre
pares de mediciones repetidas). Este modelo tiene solamente dos pardmetros independentemente

del mimero de instantes de tiempo. Asi, es un modelo muy restringido que debe utilizarse sélo
en los casos que las varianzas y correlaciones sean constantes.

Las estructuras de covarianza (1.4.1) y (1.4.2) son dos casos particulares de la estructura de
covarianza simple de Rao, que, a continuacién, se define.

Definicién 1.4.1 En el modelo MCC, se dice que la componente de dispersion 3 tiene una
estructura de covarianza simple de Rao (SCS) si

> =Xrx?+x°ex°T,

o

donde T'(4xq) > 0 Y O(p—g)x(p—q)) > 0 son matrices desconocidas, y X(px(p_q

ortogonal a la matriz X, es decir, C(X°) = C(X)* dado por (B.0.4).

) €5 una matriz

Como alternativa en el MCC, en determinadas ocasiones es recomendable la estructura
simple de Rao. Esta estructura de covarianzas fue estudiada inicialmente por Rao (1967), aunque
su forma actual ha sido establecida por Geisser (1970). Resultados de interés sobre el modelo
con esta estructura se encuentran en los trabajos de Grizzle y Allen (1969), Yu (1995), Kurata
(1998), Pan y Fang (2002), Kariya y Kurata (2004) y Jammalamadaka et al. (2009).

Nota 1.4.1 En adelante, el MCC con SCS se denotard por MCC(SCS).

A continuacién, supuesta la hipétesis distribucional Y ~ N, ,, (XBZ;X,1,,), se recopilan
diferentes resultados sobre la estimacién de los pardmetros del MCC(SCS). En el siguiente
teorema se recogen la expresiones analiticas de los EMV de los pardmetros B, I' y ©, la
demostracién puede verse en Pan y Fang (2002).
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Teorema 1.4.1 Para el MCC(SCS), bajo la hipédtesis de normalidad, si n > p+ r, los EMV
de la matriz de coeficientes de regresion, B, y de las componentes de dispersion, I' y ©, vienen
dados por

B=(X"X)"'x"yz"(zz"), (1.4.3)
T = l(XTX)—leSX(XTX)—1 (1.4.4)
n
y
1

é _ 7(XOTXO)*IXOT'Y'YTXO(XOTXO)*lj
n
respectivamente, donde S estd definida en (1.3.5).

Ademds, el EMV de X es

¥ =XIX”+Xx°0x°", (1.4.5)

Como se puede observar, contrariamente a lo que ocurre para el MCC sin estructura de
covarianza, cuando se utiliza la estructura simple de Rao el EMV E’, dado en (1.4.3), es una
transformacion lineal de la variable respuesta Y. Ademds, comparando los dos estimadores, se
observa que la tunica diferencia reside en el hecho de que el EMV B , definido en (1.3.7), depende
de S. Por otro lado, se verifica que el GLSE (1.3.1) de B para el MCC coincide con el EMV
de B obtenido para el MCC(SCS). Kariya (1985) demuestra que la estructura SCS ademads de
ser una condicién suficiente es también necesaria para que los EMV y los GLSE de B y X sean
idénticos, tal y como se recoge en el siguiente teorema.

Teorema 1.4.2 Para el MCC con rango total los EMV coinciden con los GLSE si y solo si la
matriz de covariancias X tiene una estrutura de covariancia simple de Rao.

En estos términos, en el MCC el EMV y el GLSE para B coinciden si y sélo si 3 pertenece
a la clase de matrices definidas por la estructura SCS. Por tanto, en tal caso, la obtencién del
EMYV de B no depende del estimador de 3. Asi, la estructura SCS tiene un papel especial en
el MCC en el sentido de que dentro de este espacio de covarianzas el EMV de la matriz de
coeficientes de regresiéon del MCC no depende de la eleccién de la estructura de covarianza, lo
que facilita la inferencia estadistica. En este sentido, puede ser de interés conocer las condiciones
para las cuales la estructura de covarianza pertenece al espacio de la estructura SCS (véase, por
ejemplo, Srivastava y von Rosen, 1999).

Bajo la hipétesis distribucional Y ~ N, , (XBZ; X, 1I,,), dado que el EMV B es una trans-
formacién lineal del vector de variable respuesta, se obtiene que

B~ Ny, (B;(XTX)"/(xT=x)(xTXx)",(zz")™)
(véase el teorema 1.3.2).
Ademss, teniendo en cuenta la estrutura SCS y dado que X°T'X =0,

»=XI'XT 1+ x0Xx°7T & XTyX = XTXTXTX &
= (XT'xX)(xTex)(xTx)™,
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concluyéndose que

B ~ N, (B;T,(2zz")™). (1.4.6)

Y, por tanto, como Var[B] depende de %, considerando el EMV % dado en (1.4.5), se obtiene
el siguiente estimador L B
Var[B] = (ZZT)"' ®T. (1.4.7)

Por otro lado, se demuestra que B
nl' ~ Wy(n —r,T)

n® ~ Wp—q(n, ©).

Lo que indica que los EMV B y © son estimadores insesgados de B y ©, respectivamente,
y que el EMV I' es un estimador asintéticamente insesgado de I'. Para una demostracién de
estos resultados véase Pan y Fang (2002).




Capitulo 2

Medidas de influencia propuestas en
la literatura

2.1. Introduccién

Los modelos estadisticos son, de un modo general, descripciones aproximadas de fenémenos
naturales mas complejos. El objetivo de todo analisis estadistico es obtener conclusiones fiables
a partir de los datos resultantes de una experimentacién. Por tanto, la fiabilidad de las observa-
ciones del proceso es de especial interés, ya que la eficacia del modelo estadistico y las técnicas
estadisticas que se apliquen pueden verse fuertemente afectadas por una o algunas de las obser-
vaciones realizadas. Este problema ha motivado el desarrollo de métodos enfocados bien al
estudio de nuevas técnicas que no se vean influenciadas excesivamente por la modelizaciéon del
fenémeno natural (estadistica robusta), bien al anélisis de la calidad de los datos o bien al estudio
de aquellas observaciones que afectan considerablemente a los resultados del andlisis. En este
dltimo enfoque se han propuesto un conjunto de métodos englobados en lo que genéricamente
se conoce como el andlisis de influencia, incluidos en las técnicas de diagnédstico.

Las técnicas de diagndstico tienen como objetivo detectar outliers que se desvian del mo-
delo postulado, identificar observaciones influyentes que tengan grandes efectos en la inferencia
estadistica hecha a partir del modelo postulado y validar el modelo estadistico escogido. En
general, no hay una relacién entre outilers y observaciones influyentes, aunque un outlier puede
o no considerarse una observacién influyente y viceversa (véase, por ejemplo, Chatterjee y Hadli,
1988).

En general, el estudio de la influencia se ha desarrollado principalmente en al anilisis de
regresion lineal y a partir del trabajo de Cook (1977). De forma general, se puede decir que
una observacién debe considerarse como influyente si, bien de forma individual o bien conjunta-
mente con otras, tiene un mayor impacto que el resto de las observaciones sobre los valores de
varias estimaciones y/o estadisticos. Por otro lado, los outliers son observaciones que no siguen
el patrén de la mayoria de los datos (observaciones aberrantes) (Rousseeuw y van Zomeren,
1990). Se debe tener en cuenta que no siempre los outliers y/o las observaciones influyentes son
necesariamente malos datos, pueden contener informacién més interesante y, también, pueden
ser ttiles para validar la eleccién del modelo estadistico.

La gran mayoria de las técnicas propuestas para el andlisis de influencia estédn basadas en
la aproximacién genérica recogida en Cook y Weisberg (1982). Para medir el efecto que, sobre
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un aspecto de interés del andlisis, tiene una observacién o un conjunto de ellas se introducen
perturbaciones, que las afectan de alguna manera, y se cuantifica el cambio producido. Es
decir, las técnicas surgen de conjugar adecuadamente perturbacién del modelo y comparacién
de resultados. Cook y Weisberg (1982) recogen textualmente: “La idea bdsica en el andlisis de
influencia es muy simple. Introducimos pequenas perturbaciones en la formulacién del problema
y entonces calculamos cudnto cambian los resultados del andlisis por la perturbacién.”

Cook (1987) trata de unificar el problema bajo la siguiente formulacién general:

”Sea un conjunto de datos D, un modelo M postulado a priori, un resultado
R (D, M) seleccionado de una sintesis de los datos y el modelo, y sea w un vector de
perturbaciones pertenecientes a un conjunto €2 de perturbaciones relevantes, siendo
M (w) el modelo perturbado, de forma que Jwp € 2 : M ~ M (wp). Asi, el andlisis de
influencia consiste en la comparacién de los resultados R (D, M)y R (D, M (w)).”

Esta formulacién general ha servido como punto de partida a una gran cantidad de técnicas
estadisticas dirigidas tanto al anilisis de influencia, como a la estadistica robusta. Cuestiones
importantes en los métodos del andlisis de infuencia son: la eleccién del esquema de perturbacién,
el aspecto especifico del andlisis a evaluar y el método de medicién. Las diferentes respuestas a
estas cuestiones pueden originar diferentes diagndsticos.

Los métodos de identificacién de observaciones influyentes se pueden clasificar en dos ca-
tegorias: influencia global e influencia local. Los procedimientos usados en la influencia global
se basan en la llamada metodologia de omisién de casos, cuya idea principal es eliminar un
conjunto de observaciones cuya influencia se pretende estudiar y elegir una métrica apropiada
para medir las variaciones producidas en el modelo, en un estimador, etc. Este método es el méas
popular y suele ser usado en una gran variedad de dreas (Cook y Weisberg, 1982 y Chatterjee y
Hadi, 1988), aunque en la practica pueden surgir algunas interrogantes para su aplicacién (Pan
y Fang, 2002), por ejemplo:

» ;Coémo decidir el nimero de posibles outliers y/o observaciones influencia?

= ;C6émo se elige el subconjunto de observaciones a eliminar, una vez que el nimero de
observaciones ha sido fijado?

La primera cuestion estd relacionada con el fenémeno de enmascaramiento, unas veces son
considerados outliers y /o observaciones influencia algunas observaciones que no lo son y, en otros
casos, se detectan de menos. Usualmente, el problema de enmascaramiento surge cuando en la
muestra existe un grupo de observaciones cuya influencia conjunta oculta el efecto individual
de cada una de ellas, provocando que este efecto no sea detectado mediante el uso de técnicas
que analizan una sola observacién.

La segunda cuestion, tiene especial importancia para datos correlacionados, por ejemplo,
para datos longitudinales, ya que usualmente en su estudio se presentan dificultades de cédlculo
(véase Barnett y Lewis, 1984).

Por otro lado, la influencia local mide el efecto del esquema de perturbacién en el modelo
ajustado usando una curvatura geométrica de alguna métrica apropiada tal como el desplaza-
miento de verosimilitud propuesto por Cook (1986) y la divergencia de Kullback-Leibler sugerida
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por Box y Tiao (1968). De una manera general, como la influencia global puede sufrir el efecto
de enmascaramiento, la influencia local puede complementar la informacién sobre observaciones
influyentes proporcionada por la influencia global.

El anélisis de observaciones influencia ha sido ampliamente estudiado en las tres tltimas
décadas para el modelo de regresién, sin embargo, para el modelo de curvas de crecimiento
(MCC) y para el MCC con estructura simple de Rao (MCC(SCS) las investigaciones sobre este
tépico son més recientes. Entre ellas, se pueden citar:

= Pan (1994), von Rosen (1995a) y Pan y Fang (1996) que abordan la influencia global en
el MCC dentro del contexto de la verosimilitud. Pan (2002) estudia el caso particular del

MCC(SCS).

» La influencia local es analizada por diferentes autores, entre ellos, Pan et al. (1997) en el
MCC, y Pan y Bai (2003) y Qingming y Huaixiong (2005) en el MCC(SCS).

= En el contexto bayesiano, Pan y Fung (2000) estudian la influencia global en el MCC, y
Pan et al. (1999) y Peng y Yu (2000) la influencia local. Para el MCC(SCS), entre otros,
Pan et al. (1994).

= Otros autores que abordan el estudio del anilisis de influencia en el MCC son Kish y
Chinchilli (1990), Liski (1991), Walker (1992) y Pan (1995).

En el libro Pan y Fang (2002) se puede encontrar una revisién general del anélisis de influen-
cia desde diferentes enfoques, tanto en el MCC como en el MCC(SCS).

Por dltimo, se debe tener en cuenta que el énfasis del andlisis de diagnéstico reside solamente
en la deteccién de outliers y/o observaciones influyentes y no en la manera de como deben
tratarse dichas observaciones una vez descubiertas, ya que las consideraciones finales dependen
necesariamente de los contextos especificos, por lo que hacer una recomendacién global es en
general imposible. Como indica Hadi (1992), los diagnésticos de influencia son designados para la
deteccion de observaciones cuya influencia sea (parezca) mayor que las restantes en un conjunto
de datos. No son designados como tests de hipétesis formales, asi, los valores de la influencia de
una observacién deberdn ser comparados con los de las restantes.

El objetivo de este capitulo es hacer una revisiéon general de diferentes medidas de influencia
propuestas en la literatura para el estimador de méxima verosimilitud (EMV) de la matriz de
coeficientes de regresién en el MCC.

Dado que algunas de las medidas de influencia que se proponen en esta memoria estdn
basadas en residuos desarrollados por von Rosen (1995b), en la seccién 2.2, se realiza un breve
estudio de los mismos en el MCC.

A continuacién, en la seccién 2.3, se plantea el estudio del MCC bajo la omisién de un
conjunto de observaciones.

En la seccién 2.4, se presentan algunas de las medidas de influencia propuestas en la literatura
para el EMV de la matriz de coeficientes de regresién del MCC. Dichas medidas estdn basadas
en la distancia de Cook generalizada y en el volumen del elipsoide de confianza. También, se
recogen medidas de Cook para combinaciones lineales del citado estimador. Para més detalles,
véase, por ejemplo, Pan y Fang (2002).

Se finaliza este capitulo con un estudio similar, al realizado anteriormente, en el MCC(SCS).
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2.2. Residuos en el modelo de curvas de crecimiento

En general, el anédlisis de los residuos es una de las estrategias béasicas en la validacién de
las hipdtesis del modelo. A través del examen detallado de los mismos se extraen conclusiones
sobre la adecuacién del modelo considerado. Para los modelos lineales univariantes este tépico
ha sido ampliamente analizado y la mayorfa de las técnicas de diagndsticos estdn basadas en
los residuos.

Los trabajos dedicados al estudio de los residuos en los modelos multivariantes son més
limitados, en particular en el MCC. Uno de los primeros trabajos sobre ellos en el MCC fue
publicado por von Rosen (1995b), en el que se interpretan, se proporcionan algunas observaciones
sobre la informacién que se puede extraer de éstos y se establecen algunas propiedades bdsicas.

En el modelo lineal univariante y en el modelo lineal multivariante, Y = BZ +¢, los residuos
se obtienen proyectando los valores observados Y sobre el complemento ortogonal del espacio
generado por las columnas de la matriz de disefio Z7, es decir, sobre el espacio C (Z T)l. Asi, la
matriz de residuos es R=Y (I,, — z"(zz")1'zZ)=Y (I, — P r). Como el MCC posee una
estructura bilineal, existen dos espacios de interés: el espacio columna de Z7, es decir, C (Z T), y
el espacio columna de la matriz X con el producto interno definido por < z,y >= 278 1y, que
se denotard por Cs(X), donde 8 = Y (I, — P ,r) Y. La matriz proyeccién sobre Cg(X ) viene
dada por X (XT871X)1XT8 1 = XSxX?S~!. En consecuencia, de (1.3.15) se deduce que
en el MCC la matriz de valores ajustados, Y = XEZ7 obtenida a través de la estimacién de
maxima verosimilitud, es la proyeccién ortogonal de la matriz de valores observados Y sobre el
espacio C(ZT) ® Cg(X) (definicién B.0.6). Para ello basta comprobar que

vee(Y) = vec(XBZ) = vec (XSxXTS™LYP 1) =
= [Pyr @ XSxX"S™ ] vec(Y).

Asi, los residuos se pueden obtener a través de la proyeccién de los valores observados Y
sobre el complemento ortogonal del espacio C(Z”)®Cg(X), es decir, sobre (C(Z") ® Cs (X))L ,

vee(Y = XBZ) = [I,, — Py @ XSx X787 vec(Y).

Para el estudio de los residuos, von Rosen (1995b) utiliza la descomposicién del espacio

czh e CS(X))L en la suma ortogonal, dada en la definiciéon B.0.7, de tres subespacios or-
togonales,

(2 @cs(X))" = [c(27) wes(X)H| B (27) ecs(X)] B [c(27) 2 Cs(X)*].
A partir de ésta, propone la siguiente descomposicién de los residuos,
R=Y-XBZ =R, + Ry + R, (2.2.1)
donde

Ri=Y(I,-Pyr)-XSxX'S'Y + XBZ,
Ry=XSxX'S'Y-XBzZ vy
R;=YP,r — XBZ,




2.2. Residuos en el modelo de curvas de crecimiento 23

de forma que R; se obtiene a partir del subespacio C (ZT)L ® Cs(X)*, Ry del subespacio
C(27)" @Cs(X) vy Rg del subespacio C (27) @ Cs(X)L.

La descomposicién (2.2.1) puede mostrar diversos aspectos titiles para validar el andlisis
del modelo. Por tanto, es importante examinar cada una de las tres componentes residuales
para una mejor comprensién de la estructura del modelo. En particular, si se desean obtener
diagnésticos basados en los residuos del modelo, se deberfan investigar las componentes para
determinar una informacién més completa de los mismos.

Como Cg(X) es el espacio vectorial que representa la estructura ”dentro de los individuos” y
C (Z T) representa la estructura ”entre los individuos”, von Rosen (1995b) propone la siguiente
interpretacién de los residuos:

= R; representa la proyecciéon de la diferencia entre las observaciones y la media sobre
Cs(X)*t.

= Rs representa la proyeccion de la diferencia entre las observaciones y la media sobre

Cs(X).

= R3 representa la proyeccién de la diferencia entre las observaciones y la media sobre
c(z").

Esto significa que R1 y R3 reflejan las hipétesis del modelo dentro de los individuos, mientras
que R; y Ry pueden ser utilizadas para investigar los supuestos del modelo entre los individuos.

Asi, debido a la estructura bilineal del modelo, los residuos ordinarios constan de dos partes.
Una parte proporciona informacién sobre la estructura entre los individuos, mientras que la otra
proporciona informacién sobre la estructura dentro de los individuos. De hecho,

E=R;+ Ry = Y(In — PZT) (222)

representa la diferencia entre las observaciones y los valores promedios en cada grupo, YP ,r,
es decir, proporciona informacién sobre las deviaciones de los individuos respecto del compor-
tamiento medio del grupo ("dentro del grupo”).
Por otro lado,
R;=YP,r — XBZ

refleja la diferencia entre la estructura promedio observada y los valores ajustados por el modelo
(estructura promedio estimada), es decir, la proporcién de residuos que puede ser utilizada para
comprobar si el modelo estimado se ajusta a los datos.

Ademads, se observa que R3 = V dado en (1.3.9) y, por tanto, un EMV de X es

n¥ =S+ RsR}.

Por todo ello, von Rosen (1995b) recomienda examinar las componentes de los residuos ordi-
narios, obteniéndolos por separado, ya que puede ocurrir que las dos partes antes mencionadas
se estén cancelando una a la otra y, por tanto, los residuos ordinarios pueden tener valores
cercanos a cero, dando la impresién de que el modelo se ajusta bien a los datos.

Hamid y von Rosen (2006) aportan aspectos adicionales a la interpretacién de los residuos
en el MCC, desarrollando un método para establecer los residuos en el MCC extendido. Cada
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uno de los residuos propuestos contiene informacién relevante sobre la estructura del modelo
bilineal y pueden ser utilizados para validar las hipétesis del modelo y detectar observaciones
influyentes y/o valores atipicos. Sin embargo, no quedan determinados los valores adecuados
de tales residuos para concluir que las hipétesis subyacentes son vdlidas, ni para clasificar a las
observaciones como influyentes u outliers. Por otro lado, se necesitan herramientas de diagndstico
basadas en estos residuos razonables para validar el modelo, asi como para detectar este tipo
de observaciones.

2.3. Modelo de curvas de crecimiento perturbado bajo la omisién

Como se ha comentado anteriormente, los procedimientos usados en la influencia global estdan
basados en la llamada metodologia de omisién de casos u observaciones (case-deletion), que es
el esquema de perturbacién mas utilizado en el diagnéstico estadistico. Uno de los tépicos
principales de la influencia global es escoger una métrica apropiada para medir la diferencia
entre la inferencia resultante del conjunto de datos completo y del conjunto de datos reducido
que resulta de la omisién de las observaciones cuya influencia se pretende estudiar (el modelo
perturbado bajo omisién). A continuacién, se hace una breve referencia a dicha aproximacién
y se presenta el MCC perturbado. Para mds informacién sobre este modelo véase, por ejemplo,
Pan y Fang (2002).

En el contexto de la influencia global, para medir la influencia de un subconjunto de obser-
vaciones sobre alguna caracteristica del MCC, definido en (1.2.5), es necesario considerar el
modelo anterior bajo la omisién de dichas observaciones. Para tal fin, sea I = {i1,1i2,...,i;} C
{1,2,...,n}, n > p+ k, un conjunto de subindices que contiene los k individuos que van a ser
eliminados, donde k estd previamente fijado. Sin pérdida de generalidad, el conjunto indexado
puede ser I = {n —k+ 1,n — k + 2,...,n} de tal forma que las columnas de las matrices
Y, Z y E (residuo definido en (2.2.2)) son reordenadas de modo que puedan obtenerse las

particiones Y = (Y : Y;), donde Y(;) = (yy,¥s, -, Y1) (observaciones no eliminadas) e
Y = (Yn_ks1>Yn_kt2s - Ypn) (Observaciones eliminadas a las cuales se les pretende medir su

influencia), Z = (Z () : Z1) y E = (E(y) : Ep), respectivamente. En estos términos, el MCC
bajo la omisién del conjunto de observaciones subindicadas por I, que se denotard por MCC(I),
vendrd dado por
Yw = (p)xctJ)(q]fr) A
(px(n—k)) (rx(n—k))  (px(n—k)) ’ (2.3.1)
Eay ~ Np,(n—k) (0; 3, L)

donde Yy, Z 1) y &(1) son las submatrices de Y, Z y £, respectivamente, obtenidas eliminando
las columnas subindicadas por I. En el MCC([I), se mantiene la misma estructura de la matriz
de covarianzas que en el MCC (Pan y Fang, 2002).

Con el objetivo de estudiar la influencia de un subconjunto de observaciones Y7y, del total
de observaciones Y = (yy, Y3, ..., Y,,), SObre el EMV B de la matriz de coeficientes de regresion
B, se denota por B (1) el estimador de B, obtenido mediante el mismo procedimiento que B
pero utilizando solamente las observaciones de Yy).

Asf, de acuerdo con el teorema 1.3.3, los EMV de los pardmetros B )y Xy para el MCC(I)
son
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35 Tao-1 —1vyvTg-1 T T \—1

y
S 1 T T
X = (Sm + X5, Yy Pz, Y(nX %m) ;
respectivamente, con
S =Y (In—k - PZ(TI,)) Y%})» (2.3.2)

la correspondiente a S para el MCC(I), y

_ 7T T
Py, = 20 (2020)

Ademss, de (1.3.16), se obtiene que

1
Z([)

E[B()) =B
y, de (1.3.17),
~ -1 B 1
Var[B(I)] = Cgq <Z(I)Z:(I})) ® (XTE 1X) s
con

n—k—r—1
n—k-r—(p-q -1

6 = (2.3.3)

1

== S (1), un estimador consistente de Var[ﬁ ()] vendra dado por

y, considerando 2( n=

Var(B 1)) (zng})yl ® (XTS(’AX)A. (2.3.4)

:n—k—r

Las diferencias existentes entre B y By, usualmente, se miden a través de una funcién

f (]§, E’( 1)), que debers de ser capaz de cuantificar la sensibilidad del subconjunto de observa-
ciones candidatas a ser consideradas influyentes. Estas funciones son conocidas, generalmente,
como medidas de diagnéstico o medidas de influencia, la eleccién de las mismas dependerd de
la forma de las observaciones bajo estudio y del método de estimacién utilizado.

Para obtener diferentes medidas de influencia, basadas en la omisién, se necesita saber las
relaciones entre los EMV de los pardmetros del MCC y del MCC([), por lo que, previamente,
hay que cuantificar las relaciones entre las matrices S y S(;) definidas en (1.3.5) y (2.3.2),
respectivamente. Teniendo en cuenta el teorema C.4.2, como Sy ~ W), (n—r—k,X), cuando
n > r + p+ k, el siguiente resultado proporciona una relacién entre ambas matrices, asi como
para sus inversas.

Lema 2.3.1 Para el MCC
Sn=S-E;(I,-H; 'ET

S =S"'+8"'E/(I,- H, —~E}S'E;)  Efs™, (2.3.5)

donde .
E;=Y,-YZ" (2Z")  z, (2.3.6)

H, =27 (22")" Z,. (2.3.7)
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Nota 2.3.1 La ezistencia de (I — H[)_1 estd garantizada pues en el andlisis de influencia
sobre el MCC no tiene sentido estudiar la influencia conjunta de todas las observaciones que
conforman uno de los grupos incluidos en la experimentacion.

El siguiente teorema proporciona una relacién entre los EMV B y B (1), del MCC y del
MCC([), respectivamente, su demostracién se puede ver en Pan y Fang (2002). Este resultado
jugard un papel fundamental en el andlisis de observaciones influyentes.

Teorema 2.3.1 Sean B Y ]/3’([) los EMV del parametro B, basados en MCC y MCC(I), res-
pectivamente, entonces se verifica

Biy=B-SxX"S'E;V;'KT (z2")"", (2.3.8)
donde
K =Z;,—ZY!'S'E; +ZYTS'XSxXTSE; (2.3.9)
y
Vi=I,-H;—-ETS'E; + ETS'XSxX"TS'E;. (2.3.10)

Nota 2.3.2 Considerando la relacion (1.8.14), se obtienen las expresiones alternativas
Kr=Z;-ZY'XYS'X%E; y V;=1I,-H;-EIX¥S'X%E,

donde X estd definida en (1.3.12).

A continuacién se presenta la relacién (2.3.8) cuando se elimina una tnica observacion.

Corolario 2.3.1 En el MCC, cuando k=1 e I = {i}, 1 <i <mn, entonces

S = 1 _
B =B - —SxX"s ek (227)", (2.3.11)

donde
ki=2z—-ZY 'S le,+ZYT'S1XSxXTS8 e, (2.3.12)

es la columna i-ésima de la matriz K = Z — ZYT X' STIXGE, y
Vis = 1 — pi5 — 6?57161' + eZTSilXSXXTsilei (2.3.13)

el elemento (i,1) de la matriz V=1, — P r — E'XZ'ST'XE, con
ei=y,—YZ" (2Z") ' 2 (2.3.14)
la columna i-ésima del residuo E, definido por (2.2.2), y
pi =z, (ZZ") 2 (2.3.15)

es el elemento i-ésimo diagonal de la matriz de proyeccion P ,r, definida por (1.8.3), donde z;
es la columna i-ésima de Z.
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2.4. Analisis de influencia en el modelo de curvas de crecimiento

En este apartado se recogen diferentes medidas para el estudio de la calidad de los datos
en el modelo de curvas de crecimiento. Basadas en el tépico de omisién de casos, se recoge un
resumen de algunas de las medidas propuestas en la literatura para analizar la influencia de un
subconjunto de observaciones Y en el EMV B de la matriz de coeficientes de regresion del
MCC. En particular, basada en la relacién entre los EMV B y ]§( 1), se recoge la distancia de
Cook generalizada y, a partir de ella, la medida de Cook y la medida de Welsch-Kuh.

En primer lugar, se recogen dos estadisticos importantes en el desarrollo de dichas medidas,
los mismos permiten verificar si el subconjunto Y; de las observaciones eliminadas estd com-
puesto por observaciones outliers. Para el MCC, en Pan y Fang (2002), se considera el siguiente
estadistico

Ty = det[I, + EYS'XSxXTS™'E,;(I,— H; - ETS'E;)| =
. det[V]]
 det[I,—H; - ETS'E;]

El subconjunto Y de las observaciones omitidas es considerado como un conjunto outlier si 77
es significativamente grande o, de forma equivalente, A; =T} ! es suficientemente pequeiio. El
punto critico, para 77, puede ser obtenido utilizando el siguiente resultado

Ar~Algn—k—r—p+q,k), (2.4.1)

es decir, Ay sigue una distribuciéon de Wilk con pardmetros ¢, n —k—r—p+q y k.
En particular, cuando k =1 e I = {i}, 1 <1i < n, se obtiene el estadistico

TS-1XSxXTS e .
T=At=14+ % e L (2.4.2)
1—pii—e; S e 1—pii—e; S e
y el individuo ¢-ésimo, y,, serd considerado una observacion outlier si
C*
T>14 Lo (2.4.3)
n—r—p

donde C}, es el percentil de orden 100(1 — a) % de la distribucién Fy,,—y—.

En general, las medidas de influencia més utilizadas en la regresion estdn basadas en la
distancia de Cook (Cook y Weisberg, 1982), la cuédl estd fuertemente relacionada con la fun-
cién de influencia muestral propuesta en Hampel et al. (1986). Basadas en dicha distancia, a
continuacién, se recogen dos medidas de influencia para el EMV de la matriz de coeficientes de
regresién del MCC.

Para un estimador :1\), se define la distancia de Cook generalizada
Dy(M,C) = (® - ®p)M(® - &) C,

donde @y es el estimador obtenido bajo la omisién de las observaciones subindicadas por
I, M y C son matrices constantes definidas positivas, denominadas matrices de los “pesos”.
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Las diferentes elecciones de dichas matrices conducen, generalmente, a diferentes medidas que
pueden ser utilizadas para evaluar la influencia del subconjunto Y en el estimador ®.

En el MCC, se obtiene la siguiente distancia de Cook generalizada
D (M, C) = tr [(E ~B)M(B - E(,))Tc*] : (2.4.4)

donde B y E(I) son los EMV de B basados en MCC y MCC(I), respectivamente, M (;,,y > 0

¥ C(gxq) > 0 (Pan y Fang, 2002).

Ademais, teniendo en cuenta el teorema 2.3.1, la distancia anterior viene expresada por
Di(M,C)=tr|KY (227) ' M (22") 'K, V;'Ef s~ (2.4.5)
XSxC 'SxXTS'E;v;'].

Un valor grande de Dy (M, C) indica que el subconjunto de observaciones Y ejerce una gran
influencia sobre B, respecto a M y C. Por otro lado, es obvio que la magnitud de Dy (M, C)
estd determinada por el ”"peso” de las matrices M y C, que deben de ser elegidas en relacién
al estudio que se desee realizar.

A continuacion, se recoge la distancia Dy (M, C) para dos elecciones usuales de las matrices
de los pesos, que dan origen a las medidas de influencia conocidas como medida de Cook y
medida de Welsch-Kuh.

= Medida Cook. Considerando M = ZZT y C = qrSx en (2.4.5), se obtiene la medida
de influencia de Cook, la cudl analiza la influencia de Y en el centro del elipsoide de
confianza de B,

D= Lu[K] (227) K,V B SXSxXTS BV -

— [K? (zZ") 'K, (Vi' - V; ' (I, H; - ETSE)) Vz_l)} :

En particular, si se estd interesado en medir la influencia de una tnica observacién, la
i-ésima, es decir, k =1 e I = {i}, 1 <i < n, esta medida se puede expresar por

1
2

i

Di= —kI (ZZ7) ' kel STIXSxXTS e, (2.4.6)

qrvu

donde v;;, €; y k; vienen dados en (2.3.13), (2.3.14) y (2.3.12), respectivamente.
Ademais, considerando
k' (2Z7) 7k
Ai = 1 _
1—pii—ef S e

se obtiene 1
D; = —A;i(1 - Ay)A;,
qr

donde A; = T;l, con T; dado en (2.4.2). Como se puede observar, la medida de Cook
depende del estadistico T3, que a su vez sirve para identificar si la observacién es outlier,
y de la cantidad A;, distancia generalizada en el espacio C(Z) (Pan y Fang, 2002).
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» Medida de Welsch-Kuh. También conocida por DFFITS (Belsley et al., 1980). Toman-
doM=ZZ"yC = qr(XTS(_IﬁX)*1 en (2.4.5), la medida de influencia de Welsch-Kuh,
viene dada por

WK = qlrtr [K? (zz") " K ((Ik ~H;-EJS'E;) " - Vfl)} !

y mide la desviacién del valor ajustado bajo omisién ?( n=X ]§( 1Z respecto al valor
ajustado Y = XBZ de todo el conjunto de datos.

En particular, cuando k =1 e I = {i}, 1 < i <n, la medida anterior tomar4 la siguiente
expresién

WK, = (1 A)A; = DT,
qr

A continuacidn, se recogen otras medidas de influencia, para el MCC, las cuales pueden ser
vistas, por ejemplo, en Pan y Fang (2002).

s Medida de razén de covarianzas. Evalia el efecto de las observaciénes Y sobre el
determinante de la matriz de covarianzas del EMV B, viene definida por

~ det[Var[B p)]]

——— = =" (det[I, — H;) T,
det[Var[B]] 7 (detlTy = Hi) ™1

donde \//a\r[ﬁ] y \//z;[ﬁ ()] son los estimadores de las matrices de covarianza del MCC y
MCC(I) dadas en (1.3.19) y (2.3.4), respectivamente, y c¢7 = %, con ¢; dado por
(1.3.18) y ¢g por (2.3.3).

En particular, cuando k =1e I = {i}, 1 <i < n, la medida CR; se puede expresar por
CR; =c§ (1 —pu) 9T, ",
con
(n—r)n—r—2)n—r—(p—q)—1)
(n—r—12%n-r—(p—q) —2)
Generalmente, se trabaja con la medida [CR; — 1| como un criterio para analizar la influ-

encia de Y7 sobre la covarianza de B. Cuanto mayor sea el valor del estadistico |CR; — 1|,
mayor serd la influencia del subconjunto Y en el ajuste de la curva de crecimiento.

Ccg =

= Medida de Cook-Weisberg. Se centra en el efecto de las observaciones de Y sobre el
volumen del elipsoide de confianza de B. Designando ACE y ACE(y los elipsoides asin-
téticos de confianza de B para MCC y MCC(I), respectivamente, la medida de influencia
de Cook-Weisberg viene dada por

volumen(ACEp))
volumen(ACE)

CW; = log an-—k-r)

)

1 qr
=—logCR; + Cy + —1

9 8 e +2 ©8 cg(n—r)
donde Cy = (qr/2) log(C*/C%), con C} y Cr*, respectivamente, los percentiles de orden
100(1 — ) % de las distribuciones GT?(q,r,n —7 —p+q) y GT?*(¢,7,n —k —7r —p+q)
(distribucién 72 de Hotelling generalizada dada en la definicién C.5.1).
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Cuando n es suficientemente grande, CW; ~ 1 log CR; + C,, es decir, en esta situacién
la medida de Cook-Weisberg es equivalente a la razén de covarianzas para analizar la
influencia de Y. La constante

qr

—1
9 08 cg(n —r)

Co cain—Fk—r)

no afecta la deteccién de observaciones influyentes. Si CW7 es negativo (positivo) entonces
el volumen del elipsoide de confianza decrece (crece) con la omisién del subconjunto Y.
Independentemente de los signos de C'W7i, el subconjunto de observaciones que tenga
mayor |CW;| tendra la mayor influencia en el ajuste de la curva de crecimento.

Medida de razén de informacién. Viene dada por
(B -
IR]:daK§(>L:<%> CR,
det[G(B)] 1
donde R
GB)=n-r)(2Z2") o (XTS1X)

Gi(B) = (n—k—1)(ZnZ{) @ (X"S)X),

son estimadores consistentes de la matriz de informacién del coeficiente de regresién B,
para el MCC y MCC(I), respectivamente, (Pan y Fang, 2002).

Medida de Andrew-Pregibon. Mide el efecto de Y en el EMV de la matriz de cova-
rianza 3 (Cook y Weisberg, 1982) y puede ser definida por

1
fuyz—go%daug—fﬁm+bg@tw4¢XXT—EALf<Hg4E?y—
—log det [S + XXT]) .
En particular, cuando k =1e I = {i}, 1 <i < n, la medida AP; se reduce a

1 el
AB:—(f%D—mﬁH%®t5+XXT—f&—J%®HS+XXﬂ>
— Pii

En muchas situaciones, el objetivo del investigador es analizar la influencia de las observa-

ciones Y en un determinado subconjunto del estimador de la matriz de coeficientes de regresién
B. Para dicho estudio, sea ¥ = DBL, con D y L matrices de dimensiones (s x q) y (r x 1),
respectivamente, donde rg(D) = s < g y rg(L) = [ < r. Segin Kollo y von Rosen (2005), el
EMYV de las s x | combinaciones lineales de B es

U= D B L. (2.4.7)
(sx)(gx7)(rx1)

Andlogamente, para el MCC(I), el EMV de ¥ viene dado por \/I\I(I) = DE(I)L. A partir de
estos resultados, las medidas de influencia recogidas anteriormente pueden ser aplicadas a las
combinaciones lineales, como ilustracién se recoge la medida de Cook.
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Teniendo en cuenta (2.4.4) y la relacién entre los EMV B y E(I), dada por el teorema 2.3.1,

la distancia de Cook generalizada para U viene dada por
DLi(M,C) = tr [(\TI — B )M (P - EI(I))TC*l} -
=tr[K](Z2Z")"'LML"(ZzZ")'K,;V,'E]
ST'XSxD"C'DSxX"S'E; V],
con matrices de pesos M (;,y y C(sxs) d.p.. Tomando M = (LT (zZ")'L)™'y C = siIDSxD7”

la expresién general de la medida Cook para las combinaciones lineales de B vendré dada por
DL = %tr (K7(zz")'L(L"(zZ")"'L)y 'L"(2Z") 'K, V!
E{S'XSxD"(DSxD") 'DSxX"S'E,;V;'].
Cuando I = {i}, k=1y,1<1i<n,se obtiene
DL = — S kT(ZZT) 'L (zz") ') 'LY(2ZT) k; (2.4.8)
;fs IXSxDT(DSxDT) 'DSxXT8 Le

Como aplicaciones de la medida anterior, a continuacién, se presentan tres medidas resul-
tantes de elecciones usuales de las matrices D y L:

= Para estudiar la influencia de la i-ésima observacién y; de Y en la j-ésima fila del EMV
]§ se puede elegir L = I, rg(L) =ry D = dT, g(D) =1 < ¢, donde d; € R? es un
vector de dimensién ¢ en el que la j-ésima componente es la unidad y las restantes son
nulas. En estos términos, (2.4.7) se reduce a T = dTB y la medida de Cook (2.4.8) viene
dada por
1 kN(ZZT) 'k,

T Ta-1_)2
o TSed (dj SxX"S™"e;)". (2.4.9)
(%3 i ]

DLy =

= Para analizar la influencia de la i-ésima observacién y; en la m-ésima columna de ]§, se
puede escoger D = I, rg(D) =qy L = hy,, 1g(L) =1 < r, con h,, € R" un vector
de dimensién 7 donde la m-ésima componente es la unidad y las restantes son nulas. Asi,
(2.4.7) se reduce a ¥ = Bh,, y, de (2.4.8), se obtiene
1 el's7'1XSxx's e

DL, = —5 kT (ZzZT) " 'h,,)% 2.4.10

= Si el objectivo es analizar la influencia de la i-ésima observacién y; sobre el (j,m)-ésimo
elemento de B, 1 < j < gy 1 < m < r, basta considerar D = dT, g(D)=1<gqy

L = hy,, 1g(L) = 1 < . En este caso, (2.4.7) se reduce a ¥ = djTma € Ry, teniendo en
cuenta DLy y DL, dadas en (2.4.9) y (2.4.10), respectivamente, de (2.4.8), se tiene

DL, :\DL; DL, DL,
~_ DLiyDLitmy _ . [DLigy i(m)

. = DLy;y DL
donde D; es la medida de Cook (2.4.6) para B. Los factores DZEJ Ly D(i ) representan

las contribuiciones de las filas y columnas de B en la influencia sobre B. Esta tltima
igualdad también indica que DL;(;,,) es proporcional a DLy y & DLj(.py).
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2.5. Analisis de influencia en el modelo de curvas de crecimiento
con estructura simple de Rao

Anidlogamente al estudio realizado para el MCC, a continuacién, se presenta un resumen de
medidas diagndstico para analizar la influencia de las observaciones en el EMV B de la matriz
de coeficientes de regresiéon del MCC con estructura simple de Rao.

Siguiendo el mismo esquema anterior, en primer lugar, se recogen algunos resultados sobre
el MCC(SCS) bajo la omisién del conjunto de observaciones subindicadas por I, el MCC([)
definido en (2.3.1) con estructura SCS, que se denotard por MCC(SCS)([).

Del teorema 1.4.1, para el MCC(SCS)(I), se obtiene que los EMV de los paramétros B, T’
y O, son, respectivamente,

By = (X"X)'X"YZ{(Z1nZ() 7,

~ 1 _ _
F(I):H(XTX) IXTs px(xTx)™! (2.5.1)
y
é _ 1 XOTXO —IXOTY YT X© XoTXo -1
(= ——3( ) 0 Y X( )

donde S ) viene dada en (2.3.2) y C(X?) =C (X)*.
Ademds, de (1.4.5), se obtiene que

i([) = Xf(I)XT + Xoé([)XOT. (2.5.2)

Teniendo en cuenta la distribucién de B para el MCC(SCS), definida por (1.4.6), para el
MCC(SCS)(I) se verifica que

1
B(p) ~ N (B?Fv (z(,)z(T,)) ) :

Como Var[E ( I)] contiene el paramétro de covarianza desconocido 3, se puede considerar el
EMV i(l), dado en (2.5.2), para obtener

- 1~

Var[B(I)] = (Z([)Z?I)) ®F(I)- (2.5.3)
Utilizando el lema 2.3.1, el siguiente teorema recoge una relacién importante entre los EMV

de B, T'y O, para el MCC(SCS) y MCC(SCS)(I), su demostracién puede ser vista en Pan y

Fang (2002).

Teorema 2.5.1 Las relaciones entre los EMV de los parametros B, T' y @ del MCC(SCS) y
del MCC(SCS)(I), respectivamente, son

I » ) B
By=B- (X"X) X"E;(I,-H,) 'z} (zZ")"", (2.5.4)
~ n ~ 1 B _ B
Ly =T~ —(X"X)"'X"B; (I, - Hp) ' E]X(X"X)™ (2.5.5)
y
o noA 1 ol yvo\—1vy ol T 3 0 ol v o\—1
9(1)=nik®—nik(x X Ix Ty, yFxo(xorxe)-t,
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Ademds,
s _ N & 1 E— T
E(I)_n—kzz_n—k PxE;(I,—H;)  E;Px+(I,-Px)Y;Y; (I,-Px)|,

donde E; y Hj estin dadas en (2.8.6) y (2.5.7), respectivamente.

Corolario 2.5.1 Para el MCC(SCS), cuando k=1 e I = {i}, 1 <i <n, se verifica

_ - 1 _ _
B(i):B_ﬁ(XTX) 'XTezl (227) 7,
— Pii
~ n ~ 1 T —1~+T T T -1
F(i):n—lr_(n—l)(l—pii)(x X)X e X)L
~ n =~ 1 o 0\ — o [e] o o\ —
O = ——70 — — (X7 X)X Tyy XX X)
Yy
~ n -~ 1 1 T T
S = > - Pxeel Px +(I,— Px)yy! (I, - Px)|,

n—1 n—11[1-— Dii
con pi; y e; dados por (2.5.15) y (2.8.14), respectivamente.

A continuacién, se recogen dos estadisticos importantes para el estudio de la influencia en
el MCC(SCS) (Pan y Fang, 2002 y Pan, 2004).

Para este modelo, la distribucién de
A; = det [Ik ~EIX (X"SX) ' X"E; (I, — H,)™* (2.5.6)

viene dada por
Ar~A(g,n—Fk—rk).
En el caso particular, cuando k =1 e I = {i}, 1 <14 <mn, vendra expresado por
e’ X (XTSX) " XTe
1 — pis '

Ai=1 (2.5.7)

En el MCC(SCS), el siguiente estadistico, denominado "residuo internamente studentizado”
(Pan y Fang, 2002) se utiliza para determinar si la observacién i-ésima de Y es outlier

eI X (XTSX) ' X e

T, =1—-A; = 2.5.8
' ' 1 — pii (2.58)
Dicha observacion serd considerada outlier si
C*
T, > o (2.5.9)

(n—r—q)+4qC}

donde C}, es el percentil de orden 100(1 — a) % de la distribucién Fj, ,,—r—q.
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Para el MCC(SCS), teniendo en cuenta el teorema 2.5.1, la distancia de Cook generalizada
se puede expresar como

D; (M, C) = tr [E] (Ii—H) ' 27 (227) ' M (z2") (2.5.10)

-1

Zi (L H) ETX (XTX) 7 (xTx) T X7

A partir de esta distancia, se obtiene:
» Medida de Cook. Considerando M = ZZT y C = f‘, resulta
Dy =ntr [ETX(XT"SX) 'XTE/(I,-H;) 'H;I,-H;)].
En particular, cuando k =1e I = {i}, 1 <i <n,

Dii T, = Dii

D;=mn
-y L — pii

(1—Ay). (2.5.11)
Esta medida es proporcional al estadistico T; usado para la identificacién de outliers.
» Medida de Welsch-Kuh. Eligiendo M = ZZT y C = f‘(I), se obtiene
WKy = (n— k)tr [E?X (X"S(X) ' XTE; (I — Hy) " H (I — HI)—l} .

En particular, cuando k =1e I = {i}, 1 <i <n,

pi  1;
WK;=(n-1 .
= )1 —pi 1 = T;
Ademds, teniendo en cuenta (2.5.11), se obtiene que
piiDi

WK;=n-1 ,
o= )npii — (1 = pii) D;
es una funcién creciente de D;. Asi el patrén de influencia detectado por W K; deberd ser

el mismo que el detectado por D;. No obstante, cuando k& > 1 esta conclusién puede no
ser valida (Pan y Fang, 2002).

Nota 2.5.1 En el modelo lineal multivariante, el factor ; es conoctdo como el poten-
cial de la i-ésima observacion y;, una medida usada para detectar los casos nominados
como "leverage” o "puntos de palanca” del espacio de Z (véase, por ejemplo, Chatterjee
y Hadi, 1988). Como se recoge en Cook y Weisberg (1982), el potencial puede ser usado
para detectar configuraciones de las variables explicativas que son capaces de producir ca-
sos altamente influyentes. En el MCC, no tiene sentido esta designacion dado que py; es
constante en cada grupo al depender solo de Z .

Tx(XTSHX) 'XTe;
Nota 2.5.2 La cantzdad T = & ( () ) ® se denomina “suma de cuadrados

residual externamente student@zada” para el MCC(SCS) (Pan y Fang, 2002).
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A continuacion, se recogen otras medidas de influencia para el MCC(SCS), las cudles pueden
verse, por ejemplo, en Pan y Fang (2002).

» Medida Razén de covarianzas. Sean \//EE[E’] y \//a\r[lg’ (] los estimadores de las ma-
trices de covarianza de B en el MCC(SCS) y MCC(SCS)(I), dados por (1.4.7) y (2.5.3),

respectivamente, entonces

) ( - k)‘" (det[I), — H 1)) ™A}

n —

cr, - VB
det[Var[B]]

En particular, cuando k =1e [ = {i}, 1 <i<n,

n a A
Chi = <”— 1> (1 —pu)?

Generalmente, se trabaja con |CR; — 1| como un criterio para analizar la influencia de
Y sobre la covarianza de B.

» Medida de Cook-Weisberg. Considerando CE y CE(yy los elipsoides de confianza de
B, para MCC(SCS) y MCC(SCS)([), respectivamente, entonces

1
= —logCRr + C,, (2.5.12)

CW, = log [Volumen(CE(I))} :

volumen(CE)

donde Cy, = (qr/2)log(Cx*/CY), con Ck y Cx* los percentiles de orden 100(1 — «) % de
las distribuciones GT?(q,r,n —r) y GT?(q,7,n — k — ), respectivamente.

Si CW7 es negativo (positivo) entonces el volumen del elipsoide de confianza decrece (crece)
con la omisién del subconjunto Y. El subconjunto de observaciones que tiene mayor
|CW;| tendrd la mayor influencia en el ajuste de la curva de crecimento. La constante C,,
no afecta la elecciéon de observaciones influyentes, por tanto, la relacién (2.5.12) implica
que la medida CW7 es equivalente a C'R; para analizar la influencia de Y7.

= Medida de Andrews-Pregibon. Viene dada por
1
APr = —5 log [det[Ik — H[]A]] .
En particular, cuando k =1e I = {i}, 1 <i<mn,
1 1
AP = =5 log[(1 = pii)Ai] = —5 log [(1 - pu) (1 = T3)],

una funcién creciente de T;.
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Anslogamente al estudio realizado para el MCC, se presenta la medida de Cook para evaluar,
en el MCC(SCS), la influencia de las observaciones Y en combinaciones lineales de B. En este
caso, los EMV vendran dados por ¥ = DBL para el MCC(SCS) y por \il(]) = DB’(I)L para
el MCC(SCS)(I), donde 1g(D (5xq)) =5 < q y 18(L(pxpy) =1 < 7.

Teniendo en cuenta la relacién entre los EMV B y 1§( 1), dada por el teorema 2.5.1, se obtiene
la distancia de Cook generalizada

DL; (M, C) = tr [EI (Ie—H;) ' 2T (22" 'LML" (22") " 2z, (I, - H,) ™"
EfX (X"X) ' D'Cc7'D (X"X) ' XT].

La medida de Cook para U puede ser obtenida tomando M = (LT(ZZT)7'L)™! y
C = DI'D7, ast

DL; = ntr [E?X (X"X)"' DT (D (X"X) " (XTSX) (X"X) " DT)il (2.5.13)
D(X"X) ' XTE, (I, - H,)'zT (z2") 'L
(7 (zz")" L)il L' (zz") "'z, (1, - H[)—l} .

Cuando I = {i} y k=1, 1 <i < n, se obtiene

DL, = — T !

(1—pi)?™
DT(D (XTX) " (XTsX) (X"X) ' D")"'D (X"X) ' X"e,.

(zZ") ' 'L@LT(2ZT) L) 'LT(Z227) el X (XTX) T (25.14)
Como casos particulares de esta medida se pueden analizar las siguientes:

» Para analizar la influencia de la i-ésima observacién y; de Y en la j-ésima fila de ]§,
(2.5.14) se reduce a

Dii (d;"F (XTX)_lXTei)Q

DLy = L = 2.5.15
) (1 —pii)? d;‘-FI‘dj ( )

1 D;(dF (XTX) 7' XTe;)?

S n(l—pu) T; dff‘dj ’

donde d; € R? es un vector de dimensién ¢ en el que la j-ésima componente es la unidad
v las restantes son nulas.

= Cuando se pretende diagnosticar la influencia de la i-ésima observacién y; en la m-ésima
columna de B, (2.5.14) viene dada por

‘ T 71 2 (T T\~ 1 2
nT, (2] (2Z") 1hm) _Di(# (227) lhm) 7 (2.5.16)

T l-pi BT (22") 'hy  Pi KL (2Z7) 'h,

con h,, € R" un vector de dimensién r donde la m-ésima componente es la unidad y las
restantes son nulas.
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Teniendo en cuenta que

-1
h% (ZZT)i1 Z; = { Z,Z'T (ZZOT) Zi = Dii, Zflm;zl 7

donde h,,, = z; significa que la columna de B para la cual se pretende estudiar la influencia
corresponde al grupo de la observacién eliminada, de (2.5.16) viene

Di7 h =2
DLZ-(,m):{ S (2.5.17)

Por tanto, para el andlisis de la influencia en las columnas de E’, la medida de Cook para
el MCC(SCS) asume que cada grupo tiene una curva de crecimiento diferente, de manera
que un grupo no tiene influencia en el otro, una vez que DL;(.,) = 0 cuando h, # z;.

» Andlogamente, para estudiar la influencia de la i-ésima observacién y; sobre el (j, m)-ésimo
elemento de B, teniendo en cuenta DLy y DLy, definidas en (2.5.15) y (2.5.16),
respecivamente, de (2.5.14) se obtiene

J-)

DL yDLj(m) DLy [DLim)
iGm) = © D; D, D, (2.5.18)

donde D; es la medida de Cook (2.5.11) para B. Ademss, por (2.5.17) se tiene

DL;i;y, hpm = 24
= i(j-)y Mm = <
DlLitjm) { 0 Rtz

o sea, usando la medida de Cook en el MCC(SCS), la influencia de la i-ésima observacién
es solamente en los elementos de B que pertenecen a las columnas correspondientes a los
grupos de dicha observacion.
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Capitulo 3

Influencia a través de la distancia de
Fréchet

3.1. Introduccién

En el capitulo anterior se ha presentado una amplia bateria de medidas utilizadas en la
deteccién de observaciones influyentes en el estimador de méxima verosimilitud (EMV) de la
matriz de coeficientes de regresiéon del modelo de curvas de crecimiento (MCC) y del MCC
con estructura simple de Rao (MCC(SCS)). En el Anélisis de Influencia, la gran mayoria de las
técnicas de deteccion de observaciones influyentes estdn orientadas hacia el estudio de la influen-
cia sobre las estimaciones de los pardmetros de interés del modelo, comparando directamente los
valores obtenidos en dichas estimaciones a partir del modelo postulado y del modelo perturbado.
Un enfoque alternativo es disenar técnicas que permitan analizar la influencia sobre la distribu-
cién muestral de dichos estimadores. Esto es, no sélo sobre el valor del estimador obtenido en
una muestra concreta, sino en toda la distribucién de valores que puede tomar el estimador
bajo estudio. Ello puede proporcionar medidas de influencia més globales, més completas y, por
tanto, menos sensibles a posibles fluctuaciones muestrales. Asi, Jiménez-Gamero et al. (2002)
proponen una modelizacién genérica del problema y, en particular, utilizan la distancia de Rao
para cuantificar la discrepancia entre las distribuciones muestrales. A raiz de esta modelizacion
quedé abierta una linea de trabajo concreta que proporciona una nueva e interesante visién
sobre el problema de la influencia, con la aplicacién de otras distancias distribucionales. Es-
ta aproximacién al problema del diagndstico es en la que se centra la presente memoria y, en
particular, este capitulo.

Con este propdsito, en este capitulo y en el siguiente se derivan medidas de influencia a
través de distancias entre distribuciones de probabilidad, para la deteccién de observaciones
influyentes en el EMV de la matriz de coeficientes de regresiéon del MCC y del MCC(SCS). Este
es el primer paso para, posteriormente, decidir el tratamiento més adecuado que debe darse a
las observaciones que se han determinado como influyentes.

Este capitulo estd organizado de la siguiente manera. En la seccién 3.2, se plantea la
metodologia para el andlisis de influencia a través de distancias entre distribuciones. Esto sirve
como fundamento de los principales resultados de la presente memoria.

En la seccién 3.3, se expone la utilizacion de la distancia de Fréchet en el anélisis de influencia.
Donde, en particular, se evidencia el interés de la aplicacién de dicha distancia una vez que se
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puede interpretar como funcién de una componente de localizacién y de una componente de
dispersion.

En la seccién 3.4, se obtienen medidas de influencia para el EMV de la matriz de coeficientes
de regresién del MCC, asi como para combinaciones lineales del mismo, basadas en la distancia
de Fréchet. Se analiza su aplicabilidad, asi como algunas diferencias y relaciones respecto a las
medidas expuestas en la seccién 2.4.

En la seccién 3.5, se hace el mismo estudio que en la seccién 3.4, pero para el MCC(SCS).

3.2. Analisis de influencia a través de la distancia entre distribu-
ciones

En general, como se ha comentado anteriormente, el estudio de la influencia sobre un modelo
se aborda como la evaluacién del cambio resultante de la perturbacién del modelo. Para dicha
evaluacion se han propuesto una gran variedad de métodos especificos para el modelo bajo
estudio y para los estimadores de interés. Asi, tales diagnésticos de influencia tienden a evaluar
algunas caracteristicas aisladas de los cambios provocados por la perturbacién. Jiménez-Gamero
et al. (2002) proponen una aproximacién general al problema basada en medir la distancia entre
la distribucién del estadistico de interés bajo ambos modelos, el modelo postulado y el modelo
perturbado. Dicha aproximacién puede ser descrita como sigue:

”Sea D un conjunto de datos sobre los cuales se asume su adecuacién a un
modelo M. Sea R = R (D, M) un estadistico definido sobre los datos y sea Fr su
distribucién. Sea M™* una perturbacién del modelo y sean R* y Fgr+ el estadistico y
su distribucién bajo el modelo perturbado. Los cambios debidos a la perturbacién
pueden cuantificarse a través de una distancia o divergencia § entre Fr y Fgr+ :
O(FRr, Fr+).”

Este enfoque genérico permite obtener medidas de influencia més globales en tanto que no
se centran en el efecto sobre el valor de un estadistico o estimador obtenido para una muestra
concreta, sino sobre la distribucién de valores posibles que dicho estadistico o estimador puede
tomar, bajo la ley de probabilidad estimada a partir de la muestra.

En caso de que el esquema de perturbacién sea la omisién de un conjunto de observaciones,
la aproximacién propuesta quedaria como sigue:

”Sea D un conjunto de datos sobre los cuales se asume su adecuacién a un
modelo M. Sea R = R (D, M) un estadistico definido sobre los datos y sea Fr su
distribucién. Sean Dy y M(yy la perturbacién del conjunto de datos y del modelo,
respectivamente, provocada por la omisién de un conjunto I de observaciones, y
sean Ry y F. R el estadistico y su distribucién bajo el modelo perturbado. Los
cambios debidos a la perturbacién pueden cuantificarse a través de una distancia o
divergencia 0 entre Fg y Fry, d(FRr, FR(I))-”

Son muchas las métricas entre distribuciones propuestas en la literatura. No obstante, no
todas son adecuadas para el estudio de la influencia. Mds atin, la adecuacién de las mismas
puede depender del modelo bajo estudio. Dos medidas que se han mostrado itiles en el andlisis
de influencia son la distancia de Rao (Rao, 1949) y la distancia de Fréchet (Fréchet, 1957). Otras
métricas tales como la métrica de Kolmogorov (Kolmogorov, 1933), o la métrica de Kantorovich




3.3. Distancia de Fréchet y su utilizacién en el andlisis de influencia 41

o Wasserstein (Kantorovich y Rubinstein, 1958 y Vallender, 1974) pueden ser también titiles
para el objetivo marcado en algunos modelos.

La utilidad de esta aproximacién ha sido demostrada en situaciones concretas recogidas en
los trabajos de Jiménez-Gamero et al. (2002), Munoz-Pichardo et al. (2004) y Garcia-Heras
et al. (2006), dedicados al modelo lineal general multivariante, aunque con distintas hipétesis
distribucionales y con distintas distancias entre distribuciones, en el trabajo de Munoz-Garcia
et al. (2006) dedicado al modelo de regresién logistica y en Mufioz-Pichardo et al. (2008) para
el andlisis de perfiles con errores aleatorios elipticamente distribuidos. Para una aplicacién de
dicha metodologia a otros modelos estadisticos véase Munioz-Pichardo (2006). Ademads, también
se han utilizado para fundamentar técnicas de deteccién de outliers. Por ejemplo, Hadi y Nyquist
(1999) utilizan la distancia de Fréchet para la deteccién de outliers multivariantes. Incluso la
distancia de Cook puede estar incluida en esta aproximaciéon dado que se puede obtener, bajo
condiciones de normalidad, aplicando la métrica de Mahalanobis.

En este capitulo, se considera el MCC y el MCC(SCS) y se estudia el andlisis de influencia
en el EMV de la matriz de coeficientes de regresién y en combinaciones lineales del mismo,
usando la aproximacién general anteriormente mencionada para la distancia de Fréchet.

3.3. Distancia de Fréchet y su utilizaciéon en el andlisis de in-
fluencia

Fréchet (1957) introdujo una métrica en el espacio de las distribuciones de probabilidad

sobre R con momentos de segundo orden finito, que mads tarde fue extendida al espacio de las
distribuciones multivariantes.

Para dos elementos de la clase de distribuciones con momentos de segundo orden finito, £}
y Iy, se define la métrica de Fréchet como

[V

5 (F1, Fy) = (mfn {E [yxl —XQ\Q] L L(X1) = Fy, L (Xo) =F2}) ,

donde L (X) representa la distribucién del vector aleatorio X.
La distribucién bivariante H(x,y) para la cual se alcanza dicho minimo es la distribucién

H('T?y) = min{Fl(m)7F2(y)}

En el caso particular de que Fy y F5 pertenezcan a una familia de distribuciones cerrada
con respecto a cambios de localizacién y escala, la distancia de Fréchet toma la forma

8(F1, Fo) = /(1 — p2)? + (01 — 02)2,

donde u1, p2, 01 y 02 son, respectivamente, las medias y desviaciones tipicas de F} y Fb.

La definicién anterior se puede generalizar al caso multivariante de forma directa como sigue.
Sea P (R?) el espacio de las distribuiciones de probabilidad sobre R? con momentos de segundo
orden finitos. Dadas dos distribuciones Fy, Fy € P (RY), la distancia de Fréchet entre Fy y Fy se
define como

D=

5 (F1, Fy) = ()?11)1(1 {E [Hxl —XQHQ] L L(X1) = F1, L (Xo) —F2}>

1,42
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La solucién obtenida para el caso univariante no es trasladable al caso multivariante, resultando
en este caso complejo su cdlculo.

Sin embargo, Dowson y Landau (1982) demuestran que si F} y Fy pertenecen a una familia
de distribuciones g-dimensionales cerrada con respecto a transformaciones lineales del vector
aleatorio entonces la distancia de Fréchet viene dada por,

0 (F1, F2) = 6 [(p1, 21) , (n2, X2)] =
1/2

= <||M1—u2||2+tr 21+22—2(2122)1/2]> ;

donde pq, o, 331 y X9 son, respectivamente, los vectores medias y las matrices de covarianzas
de Fy y Fs. Como caso particular de interés de familias cerradas respecto a transformaciones
lineales se encuentra la familia de distribuciones elipticas definida en la seccién C.1.

La distancia de Fréchet es de gran interés ya que es invariante bajo transformaciones ortogo-
nales de las variables asociadas y, ademaés, es una métrica que combina las desviaciones entre
los vectores media y las desviaciones entre las matrices de covarianza. Dicha métrica puede ser
interpretada de la siguiente manera (Hadi y Nyquist, 1999):

) . P 2 o
» La raiz del primer término, ||x; — p2l||”, define una métrica en RY.

» La raiz del segundo término, tr [21 + 39 — 2(2122)1/2 , define una métrica sobre el
espacio de todas las matrices definidas positivas de orden gq.

Asi, en este caso, se puede interpretar la métrica de Fréchet como una funcién de dos compo-
nentes: una métrica sobre la localizacién de las distribuciones y una métrica sobre la estructura
de covarianzas de las mismas. Munoz-Pichardo et al. (2004) denominaron a estos dos términos,
la componente de localizacién (LC) y la componente de dispersiéon (DC'), respectivamente, y
propusieron una versién muestral para dicha métrica como un diagndstico de influencia cuando
se pretende estudiar la influencia de la observacién i-ésima. Se puede generalizar la formulacién
de Munoz-Pichardo et al. (2004) al caso en que se pretende estudiar la influencia de un conjunto
de observaciones, es decir, al estudio de la influencia conjunta.

Sea Y71, ..., Y, una muestra aleatoria de un vector g-dimensional Y cuya distribu-
cién depende de un vector de pardmetros 6. Sea 0= §(Y1, .., Yp,) un estimador de
0y 5( 1) el estimador obtenido con la omisién de las observaciones subindicadas por
I = {i1,i2,...,ix}. Sean F'(-,0) y Fp(-,0) las distribuciones de 0y 6(1), respectiva-
mente. Teniendo en cuenta Munoz-Pichardo et al. (2004), la versién muestral de la
distancia de Fréchet para la distribucién de 0 asociada al conjunto I es

o~

610) = 6 (F(,8), Fin (- 0(n)) - (3.3.1)

Esta expresion puede ser considerada como una medida de la influencia que el sub-
conjunto de observaciones subindicadas por I ejerce en el estimador 8 = 0 (Y1, ...,Y,,).
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En particular, si los estimadores 0 y 5( 7) siguen una distribucién eliptica, por ejemplo,

0 ~ Ep(,u,a,{)a,g) y 0y ~ Ep(u5(1>,<1>§(1),g), y los estimadores de los pardmetros de las

distribuciones son i, </I\>§, ﬁﬁ(l) y @5(1), respectivamente, entonces de (3.3.1), para rg(®5) = p,
se obtiene )
~ ~ . 11/2
51(8) = [Lc%(e) + Dc%w)] , (3.3.2)
con componente de localizacién
o A L 2
LC2(0) = H“e ~ g, ‘ (3.3.3)
y componente de dispersién
- E[ RZ] ~ ~ ~ 1/2
209\ _ N . _P-
DCFO) = = [q:g + B, —2(8;%;, ) } , (3.3.4)

donde R? es una variable aleatoria no negativa usada en la representacién estocéstica de la
variable aleatoria @ (véase el teorema C.1.4).

Cuando se estd interesado en medir la influencia que la observacién i-ésima ejerce sobre el
estimador 8 = 6 (Y1, ...,Y,), a partir de (3.3.1), la medida de Fréchet se puede expresar por

5.(8) =5 (F(.8). (80 = [Lc28) + Dc2(®)] .

~

donde 5( ) = 0(Y1, vy Yic1,Yit1, ..., Yy) es el estimador obtenido por omisién de la i-ésima obser-

vacion, F'(-, ) Fiy(, 0( y) son las distribuciones de 0 y é(i), respectivamente. La componente
de localizacion es )

LC;(6) = Hﬁa _%(i)H
y la componente de dispersién

E[R?]

DC}(6) = ;

~ - -~ 1/2
r [@5 + &5, —2(Bp%;, ) ] .

En las dos secciones siguientes, se recoge la aplicacién de la distancia de Fréchet al MCC y
al MCC(SCS) bajo la hipétesis de normalidad.

3.4. La medida de Fréchet en el modelo de curvas de crecimiento

Siguiendo las ideas presentadas en la seccién anterior, en este apartado se recoge la aplicacién
de la distancia de Fréchet como medida de influencia sobre el EMV de la matriz de coeficientes
de regresion del MCC. En particular, se pretende estudiar la influencia de un subconjunto
de observaciones en el EMV B y en combinaciones lineales de dicho estimador. El modelo
perturbado usado es el MCC([), definido en la seccién 2.3.

En el contexto del andlisis de 1nﬂuenc1a para aplicar la distancia de Fréchet en el MCC, es
necesario conocer las distribuciones de B y B( 1) (o equivalentemente de vec(B) y vec(B( I))).
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Este tltimo es el EMV de B bajo la omisién del conjunto de observaciones subindicadas por I,
es decir, en el MCC(7). Como se recoge en el teorema (1.3.3), el EMV de B en el MCC es

B=SxXx"s'vz"(zz")", (3.4.1)

con Sx = (XTS*IX)_l, por lo que el EMV de B en el modelo perturbado MCC(I) es

~ —1 —1
Tg-1 Tq-1 T T
By = (X"S(1X)  X"sy Y2l (Z02l) - (3.4.2)

En este sentido, no hay una forma explicita para la distribucién de B. No obstante, dicha
distribucién admite como aproximaciones (véase seccién 1.3):

i) La distribucién normal matricial N, .(B;c) (X771 X))~ (ZZ7)™1), con ¢; dado en (1.3.18).

ii) La mixtura de una distribucién normal matricial, N, ,(B; (XT2"1x)"1(ZZ") 1), con
peso 1 — sqr/2, y de una Kotz matricial, KW(B;(XTZ_lX)_l, (ZZ1)~1), con peso
sqr/2, con s dada en (1.3.21).

Ademds, Kollo et al. (2007) consideran la distribucién marginal de la mixtura y demuestran
que dichas distribuciones continian siendo mixturas similares, con pesos mds pequenos para
la distribucién de Kotz. Asi, cuando se reduce la dimensién de la matriz aleatoria Y crece la
similaridad a la distribucién normal. A través de este resultado se puede concluir que en casos
de baja dimensién la aproximacién a la distribucién normal puede ser apropiada, mientras en
los casos de grandes dimensiones dicha aproximacién no es tan buena.

A continuacién, se comparan las dos aproximaciones i) y ii) para la aplicacién de la distancia
de Fréchet como medida de influencia en el EMV B del MCC.

~

Segun lo recogido en i), la distribucién de vec(B) se puede aproximar a la distribucién
Ny (vec(B),c1(ZZT) ' o (XTE71X)™1). (3.4.3)

Substituyendo ¥ por su estimador insesgado s = ﬁS, se obtiene

C1

Var[B] = (zZ") ' ® Sx. (3.4.4)

n—r

Por otro lado, se concluye que la distribucién de Vec(ﬁ ( 1)) puede ser aproximada por la dis-
tribucion

Nyr(vee(B), c6(Z 1y Z ()" @ (XTETIX)™), (3.4.5)
con c¢g dada en (2.3.3). Andlogamente para el MCC([I), considerando 2(1) = = i_rS(I), se
obtiene el estimador

-~ 6 _ T 1o\ "L
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Entonces, como la distribucién normal matricial pertenece a la clase de distribuciones elipti-
cas, de (3.3.2), la versién muestral de la distancia de Fréchet & 1(13'), como medida de influencia
del subconjunto de observaciones Y sobre la distribucién del EMV B del MCC, puede ser
aproximada por

5:(B) = [LCXB) + DC}(B))| 2 (3.4.7)

De (3.3.3), la componente de localizacién, que representa la influencia del subconjunto de
observaciones Y sobre la esperanza de la distribucién de B, viene dada por

~ ~ ~ 2 —~ —~ 2 ~ ~ 2
LC?(B):Hvec(B)—Vtac(B(I))H szec(B—B(I))H :HB—B(I)H , (3.4.8)

donde B y E(I) son los EMV de B para el MCC y MCC(I), dados en (3.4.1) y (3.4.2),
respectivamente.

A partir de (3.3.4), la componente de dispersién, que representa la influencia de las obser-
vaciones sobre la estructura de covarianzas de dicha distribucién, se puede expresar por

o~ 2 —— — — A~
DC2(B) = ELR;]tr [Var[B] L+ VarB ) - 2 (Var[B]Var[B(I)])l/ 1 _ (3.4.9)

—_—

e~ — 1/2
= tr [Var[B] + Var[B )] -2 (Var[B]Var[B(,)]) ] ,

ELIEQ] = 1, donde \7a\r[1§] y \//'a\r[ﬁ (1] son los estimadores de las

matrices de covarianza de B en el MCC y MCC(I), dados en (3.4.4) y (3.4.6), respectivamente.

dado que, por la nota C.1.2,

Dicha medida permite valorar tanto el cambio en la componente de localizacién como en
la componente de dispersién de la distribucién de B bajo la omisién de un subconjunto de
observaciones.

En resumen, se ha presentado la versién muestral de la medida de Fréchet cuando el esti-
mador B es aproximado por la distribucién normal (3.4.3).

Otra alternativa, segun lo recogido en ii), es la aproximacién a través de la distribucién
mixtura. Como se recoge en la secciéon 1.3, si se verifica la condicién 0 < 1 — %sqr <1, 1la
funcién densidad de Vec(f)’) se puede aproximar por la funcién densidad de una variable aleato-
ria vec(Bp) definida por (1.3.20). Ademds, teniendo en cuenta Kollo y von Rosen (2005), la
distribucién de vec(Bg) es una distribucién matricial eliptica y, segin Kollo et al. (2007), es la

mixtura de una distribucién normal,

Nyr(vee(B),(ZZT) ' o (XTI X)), (3.4.10)
con peso 1 — sqr/2, y de una distribucién de Kotz,

Ky (vec(B),(ZZT") ' e (XTE71X)™h), (3.4.11)

con peso sqr/2.
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Asi, es posible enunciar el siguiente lema.

Lema 3.4.1 Si0<1— %sqr < 1, entonces

vec(Bg) ~ By (vee(B),(ZZT) ' @ (XT271X)™ gB,), (3.4.12)
9Bp(u) = (1 - % + §U) exp (—g) (3.4.13)

la funcion generadora de densidad de la distribucion eliptica matricial y constante de normali-
zacion Cp, = (27) 72 | donde

p—q
n—r—(p-q -1

S =

(3.4.14)

Demostracién: Como se recoge en el teorema 1.3.7, si 0 < 1 — %sqr < 1, entonces vec(Bg)
posee funcién de densidad. Por otro lado, la distribucién de vec(Bpg) es una mixtura de dos
componentes elipticas, una distribucién normal y una distribucién de Kotz dadas en (3.4.10) y
(3.4.11), respectivamente. En consecuencia, por los teoremas C.2.1 y C.3.1, la distribucién de
vec(BE) es la mixtura de las componentes

o (vec(B), (zz") '@ (XTE’lX)’l,gN) v Egr (vec(B), (zz") ' ® (XTz:*X)*l,gK) ,

con pesos 1 — sqr/2y sqr/2, respectivamente, donde las funciones generadoras de densidad son

gn(u) = exp (—g) Yy 9gx(u) =uexp (—g) ,

y constantes de normalizacién
_ 1 -
Cn = (27) qr/2 y Oy = q7 (2) qr/2’

respectivamente.
Aplicando el teorema C.1.6, la funcién de densidad de vec(Bg) es

foe(t) = (2m) 072|227 o (X757 X0 (120 g + (5) axw)] =
= em 222" o (XX (12 4 Su) e (<))

con u = [t—vec(B)]” [(ZZT)_1 ® (XTZ_lX)_l} o [t—vec(B)].

En consecuencia, si la funcién

sqr s U
a5, (w) = (1= 55+ Ju) exp (=)

es una funcién generadora de densidad de probabilidad, quedard demostrado el enunciado.
Por las propiedades de la funcién gamma, se tiene que

1= / un/Q*lgBE (u) du = <1 - %) I + (%) I, = 2921 <%> < 00,
0
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dado que,
L = 2‘”/2/ t0/2 "V exp (—t) dt = 27/°T (?> < 00
0

(o)
I, = 2qT/2+1/ t77/2 exp (—t)dt = 20 /2 gyl (%) < 00,
0

asi, por el lema C.1.1, se concluye que la funcién gp, (u) define la funcién generadora de
densidad de una distribucién eliptica.
Por otro lado, de (C.1.1), la constante de normalizacién es

o I (7) _ r'(%)
Boo2mar/2 [Pur—lgp, (u?)du 272 [(1 - *40) I3 4 (5) 14

donde

I3 = 207/271 /OO t7/2 L exp (—t) dt = 297/271 (%)
0

o0
1y = 2‘”/2/ t7/2 exp (—t) dt = 29/2 gl (%) .
0

Simplificando, se obtiene Cg, = (2r) 7/ . m

~

Por tanto, atendiendo al lema 3.4.1, la distribucién de vec(B) puede ser aproximada por la
distribucién mixtura eliptica de vec(Bg) dada por (3.4.12). Para aplicar la distancia de Fréchet,
la esperanza matemadtica de vec(B) se obtiene directamente de (3.4.12).

Para el cdlculo de la matriz de covarianzas de la distribucién

vec(Bg) ~ Eg(vec(B),(ZZT") '@ (XTE=7'X) ™ gB,),

teniendo en cuenta el teorema C.1.5 es necesario calcular Egjﬂ, donde ¢r = 1g((ZZT) ' ®

(XT2~1X)~1). Considerando la nota C.1.2 la funcién densidad de la variable aleatoria R es

fr(u) = CBEI‘ uqr*lgR(uz), u >0,

con gr(u?) obtenida de la funcién gp, (u). Entonces

6l = [Tt a =T (1) e (3) 1),

donde ,
Iy = 2‘”/2_1(]7{‘ (%)

(0.0
Iy = 2‘17"/2“/ $9/24 oy (—t) dt = 2" P qr <% + 1) T (%) .
0

En consecuencia,

E[R?]
qr

=s+1=c¢. (3.4.15)
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Asi, considerando la aproximacién a la distribucién mixtura eliptica (3.4.12), se concluye
que la esperanza matemadtica y la matriz de covarianzas de B g son iguales a las de B, o sea:

= E[Bs] = E[B] = B.

« Var[Bg] = Var[B] = 28z 27) 1o (XT2 ' X) " = ¢(227) ' @ (X7 X) !, con
c1=s+1y s dado en (3.4.14).

~

Una vez establecida la aproximacién a la distribucién de Vec(BA), para la aplicacién de
la distancia de Fréchet, como medida de inﬂuencia,A sobre el EMV B del MCC, es necesario

establecer la aproximacién de la distribucién de vec(B)). Ademds, como se recoge en la seccién
3.3, las dos distribuciones han de tener las mismas funciones generadoras de densidad g.

Como consecuencia del lema 3.4.1, es posible aproximar la distribucién de vec(]_?)’( 1)) por la
distribucién de

vec(Bu,,) ~ Eg(vec(B), (Z(nZ{p) " & (XTE’IX)’l,gBE(I))

donde shar s u
_ —qr/2 (1 _ ) _Z
9B, (u) = (2m) (1 5 T u) exp( 2) , (3.4.16)
si ]
0<1-— 53(;)(]7‘ <1,
con

pP—q
n—k-r—(p—q -1

S([) = (3.4.17)

En este caso,
_ _ -1
Var[BE(I)] :Cﬁ(Z(I)Z:(FI)) l® (XTE 1X) s

E[R?I)]

una vez que qr

=c=55+1Ly

Ce

Var[Bi,,] = Var[B(p) = (22l o (xTspix) .

n—k—r

Como se puede observar, las distribuciones de vec(Bg) y vec(Bp,) tienen diferentes fun-
ciones generadoras de densidad g, (u) y 9B, (u), dadas en (3.4.13) y (3.4.16), respectiva-

mente. No obstante, de (3.4.17) se puede considerar
sy =s(1+a),

con k
n—r—p-q—1+k)

Como la razoén entre gg,(u) y 9Br,,, (u) es

o =

gBE(I) (’LL) C—a s(qr—fu,)
9B (w) 2—s(qr —u)
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donde a = O (%) , entonces

gBE(I (u)

)
—  ~1.
9B (u)

En este sentido, se puede aproximar la distribucién de vec(B E(I)) y, en consecuencia, la dis-

~

tribucién de VeC(B( I)), por la distribucién eliptica
Egr(vec(B), (Z(nZ () ' @ (XT=71X) ", gB,),

con g, dado por (3.4.13), y usar la versién muestral de la distancia de Fréchet como aproxi-

macién para medir la influencia del subconjunto de observaciones Y7 sobre el EMV B del
MCC.

Por tanto, en este caso, la citada versién muestral de la medida de Fréchet viene dada por
(3.4.7), con

] LC?(E’) igual a la componente de localizacién de la aproximacién normal dada por (3.4.8),
y

» teniendo en cuenta (3.4.15), la componente de dispersion es

~ o~ e~ P 1/2
DC}(B) = ertr |Var[B] + Var[B )] —Q(Var[B]Var[B(I)]> / ] (3.4.18)

~

En resumen, se han presentado dos aproximaciones para vec(B) y las correspondientes
versiones muestrales para la medida de Fréchet asociadas a B en el MCC. Se concluye que:

1) Las componentes de localizacién de las medidas de Fréchet son las mismas.

2) Como las matrices de covarianzas consideradas bajo el MCC y el MCC(I) son las mismas
para las dos aproximaciones, comparando las cantidades DC?(B), dadas por (3.4.9) y
(3.4.18), para la aproximacién a la distribucién normal y para la distribucién mixtura

E[R?]

eliptica, respectivamente, se observa que estas difieren en la constante g

3) Por lo recogido en 1) y 2), las medidas de Fréchet asociadas a las dos aproximaciones difieren
en una constante asociada a la componente de dispersion DC’%(E ). Tal hecho no tiene
consecuencias relevantes en términos del diagnéstico de influencia, ya que las conclusiones
obtenidas desde el punto de vista practico para las dos aproximaciones coinciden.

Asi, en esta memoria, se presenta el desarrollo tedrico de la aplicaciéon de la distancia de

Fréchet como medida de influencia cuando la distribucién de vec(]§ ) es aproximada por la
distribucién normal matricial (3.4.3). En los dos teoremas siguientes se presentan expresiones

de las componentes LC? (]§) y DC%(E ) de la medida de Fréchet para el MCC.
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Teorema 3.4.1 En el MCC, la componente de localizacion de la medida de Fréchet 51(1§) es
LO}B) =tr [V'ETS' XS4 XTS'E;V;'KT(2Z")’K /], (3.4.19)
con las matrices Er, K1y V1 definidas en (2.3.6), (2.3.9) y (2.5.10), respectivamente.

Demostracién: Teniendo en cuenta la relacién entre B y E’( 1), bresentada en el teorema 2.3.1,
de (3.4.8) se obtiene

~ ~ 2

- HB - (B - SXXTS_lEIV;lK}F(ZZT)_l)H -
_ _ _ 2

[SxXTST'E; V'K (2zZ")"||" =

— tr [(SXXTS—lEIV;lKIT(zzT)—l)TsXXTs—lEIV;lK?(zzT)—1 -

=tr [V 'ETS'XS%X'S'E,V;'K{(2Z")*K,],

la iltima igualdad es obtenida de la relacién entre la norma y la traza de una matriz dada en
(B.0.6). m

A partir del teorema 3.4.1, se puede determinar la componente de localizacién de la medida
de Fréchet asociada a la ¢-ésima observacién de Y.

Corolario 3.4.1 En el MCC, cuando k =1 eI = {i}, 1 <i <mn, la componente de localizacion

~

de la medida de Fréchet 6;(B) es
~ 1 _
LCXB) = kT (22") kel S' XS4 X"S e;, (3.4.20)

con vi; y k; definidos por (2.3.13) y (2.3.12), respectivamente, y e; dado en (2.8.14) es la
i-ésima columna de la matriz de residuos E definida en (2.2.2).

Los resultados que se recogen a continuacién son ttiles para el cdlculo de la componente de
dispersién de la medida de Fréchet para el MCC.

Lema 3.4.2 Sean Z y Z ) las matrices del disenio entre individuos del MCC'y del MCC(I),
respectivamente, entonces

(Zy2h) = (227) "+ (22") ' Z; (L - H) ' 2T (227)

con Hr dada en (2.3.7).

Demostracién: La demostracion es directa, teniendo en cuenta que ZZ7 = Z nZ {I) +ZiZ ?,
y aplicando la igualdad (B.0.2). m
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Lema 3.4.3 Sean S y S (1) las matrices definidas por (1.3.5) y (2.3.2), respectivamente, para
el MCC y MCC(I). Entonces

-1
(X"Ss;X)  =Sx-SxXTS'E,V['EfS7'XSx.

Demostracién: Usando la relacién entre S (_5 y 87! definida en (2.3.5) y las igualdades (B.0.3)
y (2.3.10), se obtiene

(XTS(—ﬁX)_l = (x7 (s + 5B (I,~ H, - E{S'E;) 'Efs™") X)_l _
— (X"s7'X + XTS7'E, (I, - H; ~ EfST'E;) " E}Fs—lx)_1 -
=Sx - SxX"S'E;

(I, —H;-ETS'E;)+ ETS'XSxX"S'E;) ' EIS'XSx =
=Sx - SxX"S'E;V,;'ETS'XSx.

Dados los dos lemas anteriores, en el siguiente teorema se presenta la componente de dis-
persién de la medida de Fréchet asociada al EMV de la matriz de coeficientes de regresion del

MCC.

Teorema 3.4.2 En el MCC, la componente de dispersion de la medida de Fréchet 51(]§) es

= wc C _ _
DCIQ(B):nilrtr[SX]—FFISiT(w—Ftr (I, -H)'Z2](2Z")2Z/])
(tr[Sx] —tr [V 'ETS'XS%XTS'E/]) - (3.4.21)
1/2
C1% 2 2 vTgq-1 1T a-1 1/2
-2 tr| (8% — S¥XTS'E;V;'ETs'XS
((n—r)(n—k‘—r)) r[( X X I =i X) }

tr[((227)2 +(227) 22,1, - H) 2] (22T) )]
con c1 y cg dados en (1.3.18) y (2.8.3), respectivamente.

Demostracién: Por las propiedades de la traza de matrices, se puede descomponer DC’I2 (1§),
dada en (3.4.9), de la siguiente manera,
/ 2}
B

[ (1)})1/2} —

~ — ~ — ~ — o~ —— o~ 1
DC2(B) = tr [Var[B] + Var[B )] — 2 (Var[B]Var[B(I)])
— tr [\7;1«[1_?;]] bt [@[EU)]} ~otr [(VAM[E]@
= DC1(B) + DC2(B) + DC3(B).

Por tanto, usando los estimadores @[ﬁ] y @[E(I)] dados en (3.4.4) y (3.4.6), respectivamente,
y la relacion entre la traza y el producto de Kronecker recogida por el teorema B.0.5, se tiene

DC1(B) = tr [@[E]} = w[(22") e Sx] = —tr[(2Z") Vtr[Sx],

n—r n—r
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n—k—r
— %tr [(Z( i) %}))7 } [(XTS(Il)X) 1} .

Por otro lado, aplicando la propiedad (vii) del mismo teorema, se obtiene

DC2(B) = tr [\75«[1?([)]} S R [(zmz{[))_l ® (XTS(_I;X)_I} _

DC3(B) = —2tr [(@[B}@[ﬁm])m] _

— 9 C1C
(n—r)n—Fk—r)

)

o[ (1227) e 5x) (@t o s )] -
)
)"

1/2

., c1ce 1/2
B (n—r)n—Fk—r)

[((ZZT) NZ2Zh) ' © Sx(XTS\X)" )1/2]

A continuacién, se calcula separadamente cada una de estas cantidades. Para el célculo de
DC1(B), como

1 1
(ZZ7)™! = diag [ ] ,

ni Ty
entonces
T
1
tr[(ZZTH) =) —= 3.4.22
(2277 =2 - =w (3.4.22)
j=1
por tanto,
= wcer
DC1(B) = tr[Sx]. (3.4.23)
n—r

Se observa que DC 1(]§) es una constante que no depende del subconjunto Y7 de las observa-
ciones omitidas. Para el cdlculo de DC2(B), del lema 3.4.2, se obtiene

t|(Zw2ly) | = (227)7 +(227) 2,0, - H) ' 2](227)7] = (34.24)
=t [(22") " +u [(22")' 2,1, - H)) ' 2](22")7] =
=w + tr |:(Ik - H])_l Z? (ZZT)72 ZI} )

con w dado por (3.4.22). Por otro lado, del lema 3.4.3,

tr [(XTS(—I§X)—1} —tr[Sx] —tr [V;'ETS !X S} XTS'E,].

DC2(B) = $ (w+tr [(Ix — H) ' 27(227)"%Z,]) (3.4.25)
(tr[Sx] —tr [V/'E]S'XSXXTS'E/[]).
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Finalmente, para el cdlculo de DC’3(]§ ), como las matrices incluidas en la traza son definidas
positivas, usando la propiedad (ix) del teorema B.0.5, se obtiene

DC3(B) = -2 ((n _ mfifﬁ_ - T)>1/2

[( ZZT Z([)) )1/2} tr [SX( TS(ﬁX) }1/2:
-~2(a= Cifi =) s
tr [ <ZZT ZZT) 2Z1(Ik — Hl)flz?(ZZT)*l)l/ﬂ

tr[(S% - S%X"S'E,;V;'Efs'x5x) "],
la tdltima igualdad es obtenida teniendo en cuenta los lemas 3.4.2 y 3.4.3. m

A través del teorema 3.4.2, se determina la componente de dispersién de la medida de Fréchet
para la i-ésima observacién de Y.

Corolario 3.4.2 FEn el MCAC’, cuando k=1 e I = {i}, 1 <i <mn, la componente de dispersion
de la medida de Fréchet 6;(B) es

DCA(B) = 24 ~tr[Sx] +
n —
2 T 71X 2 XT -1 ;
+69(w+pu> (tr[sx]_ezs SxX's e>_
n—r—1 L — pii Vi
€169 12 2 l @2 vTo-1, Ta-1 12
-2 i b S%x ——S% XS ee; STXS ,
(<n—r><n—r—1>> o ( X Ty x T e X>
donde 0
n—r-—
o — 7 3.4.27
YTn—r—(p—q) -2 ( )
wi:LJrZi (3.4.28)
(1 —pi)/2 n;

J#i
Y pii, dado en (2.3.15), el elemento i-ésimo diagonal de la matriz de proyeccion P ,r.

Demostracién: Se obtiene usando las expresiones DC1(B), DC2(B) y DC3(B) dadas en
(3.4.23), (3.4.25) y (3.4.26), respectivamente, y considerando la descomposicién

DC?(B) = DC1; + DC2; + DC3;. (3.4.29)

Como se ha indicado en el teorema 3.4.2, DC'1 no depende de las observaciones omitidas, luego
DC'1; no depende de la i-ésima observacion, siendo

DC1; = DO1 = 24

tr Sx]. (3.4.30)

n —
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El segundo término de la descomposicién (3.4.29) se obtiene teniendo en cuenta que para k = 1
. -1 - _ -2

el = {7,}, H] = ZZT (ZZT) Zi = Piiy (Ik—H[> 1 = (1 _pii) 1 y ZZT (ZZT) zZ; = pi

Usando estas cantidades en (3.4.25), se obtiene

DC2; = % (w + tr [(1 — pii)*lziT(ZZT)ﬂzi])

(tr[Sx] —tr[v;'el STIX S5 XS 1e]) = (3.4.31)
2 T 71X 2 XT —1 ;
() (s - 8K e
n—r—1 L —pii Vi

Por ultimo, de la expresion (3.4.26), resulta que

DC3; = —2 (<n s 1)> w; (3.4.32)

tr

(%73

1 1/2
(S?X — HS?XXTSIeieZ-TSlXSX> ] .

Para obtener w; se ha de tener en cuenta que

1 1 1 1
Ty—1 _ 1 TV=2 _ 1
(ZZ") —dlag[ o ] y (ZZ") —dlag[ 2’“"712}’

ni’ 7 n,

donde n; es el tamano del grupo j-ésimo, j = 1,...,7, por lo que
1
(ZZT) 22,21 (2Z7)™! = diag [0, .0, =0, 0] ,
n

es decir, una matriz compuesta por ceros con excepcién de la posicién de la diagonal principal
que corresponde al grupo j-ésimo del cual fue omitido la i-ésima observacién, y toma el valor %,
j
pues z;; =(0,...,0,1,0,..,0) donde el valor 1 estd en la posicién correspondiente al grupo donde
se ha eliminado la i-ésima observacién. Por otro lado, p;; = %, para cualquier observacién ¢ que
J

pertenezca al j-ésimo grupo, y asi

1 1
ZZ1) 22,25 (2Z7)"! =diag |0,...,0,—————,0,...,0| =
1 _pii( JmiE ) & (1 — pii)n?
3
— diag {0,...,0, Pii ,0,...,0] :
L = pii
Como la matriz
(zz™) " + (2Z") 2220 (2ZT)!

es diagonal,
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es la matriz diagonal con elementos diagonales la raiz cuadrada de los elementos diagonales de
la matriz original. Entonces se puede hacer la simplificaciéon

w; = tr ((ZZT)2 + : 1

— Dii

V-2, T T\-1 V2 _
(ZZ") *ziz; (ZZ") =

Dii 1
N A — S
(1 — pii)l/Q ; nj
donde >’ ot n—lj quiere decir que se suman los % que no corresponden al grupo de la observacién
i-ésima. Asi, la cantidad w; es constante en cada grupo. m

Usando los teoremas 3.4.1 y 3.4.2, se concluye que la medida Fréchet para evaluar la influ-
encia del subconjunto de observaciones Y7 en la distribucién del EMV B para el MCC es

31(B) = Lc%(ﬁ)+DC,2(J§)]1/2

donde la componente de localizacién LC%(E) viene dada por (3.4.19) y la componente de
dispersién DC?(B) dada en (3.4.21).

Como consecuencia, de los corolarios 3.4.1 y 3.4.2, resulta que la medida de Fréchet para
analizar la influencia de la observacion i-ésima de Y sobre la distribuciéon del EMV B del MCC
es

~ o = o = 71/2
5:(B) = [Lc,. (B) + DC: (B)} - (3.4.33)
1 _ _ _
— sz{(zzT) 2kiel STIXSYXTS e +
2 T —1X 2 XT -1 ;
L wa tr[Sx] + co S tr[SX]erS SxX'S5 e\
n—r n—r—1 1—pi Vi;

. 1/2171/2
(s?x — %sﬂsz—leieiTs—lxsX> :

(= 1))1/2 i

Un valor elevado de §; indica que la correspondiente observacién es influyente en la estimacion
de B, una vez que su omisién provoca una considerable variacién en la distribucién de B. En el
caso del estudio de la influencia individual, la representacion gréfica de LC?(B) versus DC?(B),
para i = 1,...,n, puede ser muy ilustrativa para determinar el sentido de la influencia que ejerce
cada observacién.

3.4.1. Influencia en combinaciones lineales de B

La distancia de Fréchet puede ser extendida como medida de influencia de las observaciones
parciales Y sobre las distribuciones de los estimadores de combinaciones lineales de la matriz
de coeficientes de regresién B, o sea, en los estimadores de ¥ = DBL, donde los rangos de
las matrices conocidas D (sxq) ¥ L) vienen dados por rg(D) = s < gy rg(L) =1 <,
respectivamente. Teniendo en cuenta Kollo y von Rosen (2005), el EMV de ¥ es

¥ = Do) B(gur)Lirnt)- (3.4.34)
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En la seccién anterior, para la aplicacién de la distancia de Fréchet como medida de influ-
encia, la distribucién del EMV vec(B) fue aproximada por la distribucién normal

Ny(vee(B),c1(Z2ZT) ' @ (XTS1X)h),

teniendo en cuenta el teorema C.1.2 resulta que vec(DE L) puede ser aproximada por la dis-
tribucién normal

Ny (vee(DBL), ;LT (2Z")"'Le D(X"=7'X)"'D"),

donde

Var[DBL] = L7(zz")"'L ® DSxD”, (3.4.35)

n—r

con ¢; y Sx dadas en (1.3.18) y (1.3.10), respectivamente.

Para el MCC(I), de la aproxunacmn a la distribucién de Vec( (1)), dada por (3.4.5), con-

(I
siderando el EMV
por

)
(1 = DB([)L la distribucién de Vec(DB( yL) puede ser aproximada

T,
( ¢o(DBL),csL7(Z(21) 'L © D(XTS71X) 1DT)
donde

Ce

Var[DB (L] = L"(z2(;) 'Le D(X"S }X)"'D”, (3.4.36)

(1)

n—k—r

con ¢¢ dado por (2.3.3).

El célculo de la medida de Fréchet para las combinaciones lineales de B es andlogo al de
la seccién anterior. En los siguientes teoremas se presentan expresiones generales de las com-
ponentes de localizacién y de dispersion de la medida de Fréchet asociada a las combinaciones
lineales ¥ para Y7, o sea, para 07(¥) = (51(DBL)

Teorema 3.4.3 En el MCC, la componente de localizacion de la medida de Fréchet 61(@) es
LC}H®) = tr [V['ETS'XSxD'DSx X7
ST'E,V;'K](zz")'LL"(2Z")"'K/],
donde E1, K1 y V| estin definidas en (2.3.6), (2.3.9) y (2.3.10), respectivamente.

Demostracién: Teniendo en cuenta (3.4.8) y usando la relacién (2.3.8) entre By E’( 1), dada
por el teorema 2.3.1, se tiene

LC}H(¥) = ||DBL - DB(ILH ~||pB - B LH
— |DSxXTS'E;V;'KT(2Z ) 'L||’
— tr [(DSXXTs—lEIV;lK?(zzT)—lL)TDSXXTS—IEIV;lK(zzT)—lL] -
=tr[V;'E]S'XSxD"DSxX"S'E,V;'K](ZZ") 'LL"(2Z")'K,],

la tdltima igualdad es obtenida de la relacién entre la norma y la traza de una matriz definida
por (B.0.6). m
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A partir del teorema 3.4.3, se obtiene la componente de localizacién para la medida de
Fréchet asociada a la i-ésima observacion de Y.

Corol/z\lrio 3.4.3 En el MCC, cuando k =1 eI = {i}, 1 <i <mn, la componente de localizacion
de 5;(P) es

1
LC}(W) = — e/ ST'XSxD'DSxX"S ekl (zZ") 'LL"(ZZ") k. (3.4.37)

1

En el siguiente teorema se presenta la componente de dispersién de la medida de Fréchet
asociada a W.

Teorema 3.4.4 En el MCC, la componente de dispersion de la medida de Fréchet 51(\/1\1) es

DC}(¥) = 2 —tr [L7(227)7'L] & [DSxD"] +
+ —— (r[DSxD"] - tr [DSxX"S 'E;V;'E]S ' XSxD"])

(tr [LT(Z2Z") L]+ [LT(2Z2")'Z,(I, - H,;)'Z](ZZ")'L]) -

7 (m—mffik—r))m

tr [((LT(ZZT)‘IL)2 +LY(zz")'LLT(2Z2") ' Z(I, - H) ' 2T (2Z27)'L)\/?

tr[(DSxD”)* - DSxD"DSxX"S™'E,V;'E}s7' X SxD")"/?|.
Demostracién: Se aplica la misma descomposicién usada en la seccién anterior, o sea,

~ - S SN 1/2
DC*(DBL) = tr [Var[DBL} + Var[DB ;L] -2 (Var[DBL]Var[DB([)L]) } -

RN SN L 1/2
— tr [Var[DBL]} Ftr [Var[DB(I)L]} —9tr [(var[DBL]Var[DB(I)L]) ] _
= DC1(¥) + DC2(¥) + DC3(W).

Asi, usando los estimadores @[DEL] y \//EE‘[DE([)L] dados por (3.4.35) y (3.4.36), respecti-
vamente, y las propiedades del producto de Kronecker, se tiene

DC1(¥) = tr [nc_lrLT(zzT)—lL ® DSXDT} = (3.4.38)
- nc_l ~tr [L7(22") L] tr [DSxD"],

obsérvese que, también en este caso, esta cantidad no depende del subconjunto de observaciones
omitidas Y7, es decir, es una constante. Por otro lado,

%LT(Z(I)Z%)*L ® D(XTS(AX)_IDT} = (3.4.39)
C6

B Er [LT(Z(I>Z(TI))_1L] tr [(D(XTS(}%X)*DT} _
= —— (r[DSxD"] —tr [V;'ES ' XSxD"DSxX"S ' E/])

(tr [LT(Z2Z") 'L+t [(I, - H) 'Z7(2Z")'LL" (22" 'Z,]),

DC2(¥) = tr [
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dado que, del lema 3.4.2,
tr [LT(Z( \ZT)" 1L} =tr [L7(227)"'L] + (3.4.40)
+tr [(Ix—H;) 'Z27(2Z2")'LLY(2Z2") ' Z/]

y, del lema 3.4.3,

tr [D(X"S;X)7'D"| = tr [DSxD"] -
—tr [V, 'ETS'XSxD'DSxX"SE/].

Finalmente, aplicando nuevamente los lemas anteriores,

DC3(¥) = —2tr [<<61LT(ZZT)1L ® DSXDT>

1/2
Ce -1 T 1T _

1/2
C1C
- ((n—r)(vlzi k—r) > v (L (z2") Ll (2 20) e

1/
®DSxD'D(X"S1X) 1DT) ]

(i) el aay

+LY(zz")'LLY(2zZz") 'z, (I, - H;)~ z?(zzT)—lL) ®

© ((DSXDT)2 - DSXDTDSXXTS_lEIV;lE}FS—l)(SXDT))1/2} _

_ C1C6 1/2 T Tyl 1\ 2
- 2<(n_r)(n_k_r)> tr[((L7(227)'L)" +
YLT(Z2ZD) LY (ZZT) Z (1, — HI)—lz?(zzT)—lL)W}

R [«DSXDT) - DSxD"DSxX"S'E;V;'E]S'XS DT)1/2}
lo que completa la demostracién. m

A partir del teorema 3.4.4 se obtiene la componente de dispersién de la medida de Fréchet
asociada a la i-ésima observacién de Y.

Corolario 3.4.4 En el MCC, cuando k=1 el = {i}, 1 <i < n, la componente de dispersion
de 5;(P) es

DC?(®) = DC1; + DC2; + DC3;, (3.4.42)

con
DC1; =

tr [L"(ZZ")"'L] tr [DSxD"], (3.4.43)

n—r
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MNzz")'LLY(Z2Z") 'z
DC2; = —2 <tr L7 (zz") 'L + 2220 (2z7) z)
n—r—1 1 —py
'S 'XSxD'DSxX"S e
(tr [DsxpT] - 45 X5xD DS5xX'5 e) (3.4.44)
Vig
y
c1¢9 1/2
DC3; = 2
on =2

1/2
LT(ZZT)_ILLT(ZZT)_1ziziT(ZZT)_1L)

<(LT(ZZT)—1L)2 n

— Dii

1 1/2
r !((DSXDT)2 — DSXDTDSXXTS_leieiTS_lXSXDT> ] . (3.4.45)

Vii
donde cg dada en (3.4.27).

Demostracién: Se utilizan las expresiones DC1(¥), DC2(¥) y DC3(¥) dadas por (3.4.38),
(3.4. 39) y (3.4.41), respectivamente. Como se recoge en la demostraciéon del teorema 3. 4.4,
DCl( ) no depende del conjunto de observaciones omitidas, por tanto DC1; = DC1(W),
tampoco depende de la i-ésima observacion.
De DC2(W¥), resulta que
DC2; = ——— (tr[DSxD"] —tr[v;;'el S ' XSxD'DSxX"S "e/])
n—r—
(tr [L7(227) L] + tr [(1 —pii) " z?(ZZT)’lLLT(ZZT)’lziD -
C9

= (tr [DSxD'] - L [eiTleSXDTDSXXTsleiD

n—r— Vi

(tr [L7(zzT)"'L] + — -t [zf(zzT)—lLLT(zzT)—lzi]> =
- % (tr [LT(zz")'L] +

2I(ZzZT)'LLT(ZZ") 12
1 —pii
eiTSIXSXDTDSXXTslei)

Vi

(tr [DSxD”] -

Finalmente, de forma andloga, se obtiene DC3; a partir de DC3(\/I\J). ]

Usando los corolarios 3.4.3 y 3.4.4, se obtiene la expresiéon general para la distancia de
Fréchet como medida de influencia asociada a las combinaciones lineales ¥ = DBL para la
i-ésima observacién de Y en el MCC,

~ ~ ~ 11/2
0i(®) = |LC}(®) + DCE(¥)|
donde LCE(\TI) y DCZQ(\TI) estan dadas por (3.4.37) y (3.4.42), respectivamente. Diferentes com-
binaciones lineales de B requieren la imposicién de algunas restricciones a D y L. Tres de esas
restricciones se recogen en los siguientes casos. Otras posibles elecciones de dichas matrices se
recogen, por ejemplo, en Kshirsagar y Smith (1995).

Nota 3.4.1 La expresion general de la medida de Fréchet para ¥ = DBL ncluye la medida
de Fréchet para B, sin mds que considerar D =1, y L =1I,.
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3.4.1.1. Influencia en las filas de B

Para el estudio de la influencia de la i-ésima observacién y, de Y en la j-ésima fila de IAB,
se puede escoger L =1, yv D = d]T, donde d; € RY es un vector de dimensién g con todas sus
componentes nulas salvo la j-ésima componente igual a la unidad. Asi, (3.4.34) se reduce a

L
¥ =djaxg By,

y, de los corolarios 3.4.3 y 3.4.4, se obtiene la medida de Fréchet para evaluar la influencia de
y, en la j-ésima fila de B para el MCC,

= o A o o =.11/2
9i(j-) (B) = [ch’(j~)(B) + DCi(;(B) . (3.4.46)
De (3.4.37), la componente de localizacién es
~ 1 B -
LCZ;)(B) = — k[ (227) ?ki(d] SxX"S\e:)?, (3.4.47)

i
dado que d;‘.FSXXTsflei € R.Y de (3.4.42), la componente de dispersion es

DC3;y(B) = DClyjy + DC2(j.) + DC3y;.),

obteniéndose las siguientes expresiones para los tres sumandos.

De (3.4.43),
DCl;y = —2—tr [(227) ] tr [d Sxd;] = " dSxd; (3.4.48)
iG) = ot L ox ] = 4 2X%) -
con w dada en (3.4.22).
De (3.4.44),
T T\—2
Cg T\—1 Z,L' (ZZ ) ZZ'
DC2(jy = — —7 (tr (zz")'] + S (3.4.49)
dSx XS e;)?
(i) - B
2 d'Sx XTS le;)?
o Cg p” T L ( 'j X 7
_n_r_1<w+1_ zz) (dJSXdJ Vi ’
dado que 27 (ZZ7) " z; = p2.
Y de (3.4.45),
c1co 1/2
DC3iiy = —2 ; 4.
C3i) <(n—7“)(n—r— 1)) w (3.4.50)

Vi

2 dJTSde(dJTSXXTS_lei)2> V2

(@sxa)

con ci, ¢g y w; dados por (1.3.18), (3.4.27) y (3.4.28), respectivamente.
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Nota 3.4.2 La componente de dispersion DCZ?(J,) se puede expresar como funcion de la com-

ponente de localizacion LC’Z?(]..). De (3.4.47), se obtiene que

T Ta—1,1\2
Vi kiT(ZZT)—%i i(j-)

por lo que

2 v;; LC?
2 aw p €9 bi; T i)
DC(J) d Sxd, +7r—1 <w+'> <dj Sxd; _—kiT(ZZT) kl> _

1/2 d'S xd;vi LC2. \/*
Ly < €1 > 0, (d?Sde)2 % > j . i(j-)
(n—r)(n—r-1) k' (ZZT) 2k,

Nota 3.4.3 En el MCC, para el estudio de la influencia asociada a las filas de ﬁ, la medida

de Fréchet, d;;., puede expresarse como funcion de la medida de Cook, DL;;.y. De hecho,

considerando
kT (Z2ZT) 'k,
A= —* ( ; —, (3.4.51)
1 —pii—€; S e
se tiene
Vii Vij 1—pi—e/S'e

k] (ZZT)"'k; 1—pi—elS e kI'(Z2ZT) 1k, ‘

donde T;, dado en (2.4.2), es un estadistico para determinar si la i-ésima observacion de Y es

outlier. Por tanto, de DL;(;.), dada en (2.4.9), resulta

(d] SxX"S 'e;)?

- :d?Sdek;(Z;;)lkirDL( y=df st]A Ligj-
Asi,
LGy = df Sxdik![ (ZZ")?k; U“AlDL( )
y
DCZ(J) - dTSXd T CT?— 1 <w 1 fl%}%) d]TSde (1 - TiDLi(j-) -

c1co 1/2 - T'z 1/2
_2<(n—7“)(n—7“—1)> W; djSde (1—TAiDLi(j.)> .
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3.4.1.2. Influencia en las columnas de B

Para evaluar la influencia de la i-ésima observacion y, de Y en la m-ésima columna de IAB,
se puede considerar D = I,y L = h,, y, la expresién (3.4.34) se reduce a

¥ = B(q><7‘) hm(rxl)a

donde h,, € R" es un vector de dimensién r con la m-ésima componente la unidad y las restantes
nulas.

Por tanto, de los corolarios 3.4.3 y 3.4.4, se obtiene la medida de Fréchet asociada a y; sobre
la m-ésima columna de B para el MCC,
~ 9 ~ N . 71/2
Si(:m)(B) = | LG} (B) + DCi(-m)(B)] :

De (3.4.37), la componente de localizacién es

1
2
i

LC} .y (B) =

i(-m

(kN(ZZT) 'hy)?el STIX 8% X TS e, (3.4.52)
(Y

dado que k7 (ZZ")"'h,, € R.
Por otro lado, de (3.4.42), la componente de dispersién es

DCZ 1 (B) = DCli(n) + DC24(.ny + DCBimy. (3.4.53)

de forma que, de (3.4.43),

DOy = ——tr [R],(ZZ7) k] tr[Sx] = (3.4.54)
— B (227) Bt [Sx].
n—r
de (3.4.44),
c el'S71X 8% XTS e
DOy = n—if—l (tr [Sx]—— f ) (3.4.55)
r'"zz")"'h,,)?
(tr (RI(ZZT) ' hy) + (= ( )" hm) ) =
L — pii
IS 1XS8%X"S e
Z(:'g(tr[SX]—el X e)
n—r—1 Vii
Nzz") 'hy)?
L= pii
y, de (3.4.45),

(%73

C1C9 1/ 2 l q2 vTa-1. Ta-1 1/2
chi('m):_2<(n—r)(n—r—1)> tr (SX—HSXX S ee; S XSX)

T TN—1 T Ty—1 2\ 1/2
— Dii

(3.4.56)
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Nota 3.4.4 En el MCC, para el estudio de la influencia en las columnas de B es posible hacer
la siguiente descomposicion. Obsérvese que
. iy hm = 2
2] (ZZ")  hy = : (3.4.57)
0 ) hm 7é 2

donde h,, = z; representa que la columna de B para la cual se pretende estudiar la influencia
corresponde al grupo de la observacion omitida. Ast, dado que

Pii s him = 2z
hr(zz") " 'h,, = , (3.4.58)
Pmm> hm 7& Zi
se tiene )
i hy, = 24
T zZ")"1h,,)? 1—py> 'm T <
WL (ZZTY 4+ Zil = ) . S (3.4.59)
bii DPmms Pm 7é Zj
)
(3.4.60)
2
_ _ 1/2 Pi; — ..
((hT(zzT)—lh 2, (220 (=] (227) lhm)2> _ ) Ve hm=z
" " 1 — pii

Pmm hp, 7& zZ;

Por tanto, es posible calcular separadamente la componente de dispersion DCZQ( m)? dada por
(8.4.53), y consecuentemente la medida de Fréchet 6;(.,, cuando hy, = z; y hy # z;. En par-
ticular, comparando las componentes DC1;(.ny, DC24(.p) y DC3;(.m) dadas en (3.4.54), (3.4.55)
y (3.4.56) y las componentes DC1;, DC2; y DC3; dadas en (3.4.30), (3.4.31) y (3.4.32), res-
pectivamente, se obtienen las relaciones

DC(pyy = 1 (ZZ") ' hpyw™ ' DC1,,

_ (z1(ZZ") " h)? 2\

W (ZZT) ' h (27 (ZZ7) hyy)?
1 — pii

1/2
DC3i(m) = <(h§(ZZT)1hm)2 + > w; ' DO,

En consecuencia, aplicando (3.4.59) y (3.4.60), se obtiene
2
DC( )= DCli(m) + DC2 .y + DOy = (3.4.61)

i(-m
~<wlDCl-—|— Lo (w2 )71DC2-—|—,/ L wlDC3<> B = 2
Pii v 1-pis 1—pi; v 1—pi; 1 v)o thm ¢

2 1
Drm (w_lDCli + (w + %) DC2; + w[1D03i> . o # 2




64 Influencia a través de la distancia de Fréchet

con w y w; dadas por (8.4.22) y (3.4.28), respectivamente. Ademds, teniendo en cuenta la
componente de localizacion LC?, dada en (3.4.20), de (3.4.52) se obtiene

T Ty\—1 2

kF(227) ke

LC?

i(-m) —

(3.4.62)

Por tanto, es posible calcular la medida de Fréchet para las columnas de B usando las com-
ponentes de la medida de Fréchet ¢; dada en (3.4.33). Este hecho conlleva ventajas computa-
cionales para el cdlculo de O;(.y,)-

3.4.1.3. Influencia en los elementos de B

Para analizar la influencia de la i-ésima observacién y; de Y en el elemento (j,m) de IAB,
donde 1 < j<gy1l<m<r, seconsidera D = djT v L = h,, y, a través de la expresién
(3.4.34), se obtiene

~ . ~
v = dj(lxq)B(qu)hm(rxl) €R,

con los vectores d; € R? y h,, € R" definidos anteriormente.

Asi, la medida de Fréchet asociada a y; sobre el elemento (j,m) del EMV B en el MCC es

~ . 11/2

donde las componentes LCf(jm) y DCf(jm) pueden ser obtenidas usando los corolarios 3.4.3 y

3.4.4, respectivamente.

De (3.4.37), se obtiene que la componente de localizacién es

~ 1
imy(B) = = (k] (ZZ") hyn)*(d] Sx XS e;)”. (3.4.63)
Vii

LC2(

Por otro lado, teniendo en cuenta LC?, LC’Q(]) y LCQ( m) dados en (3.4.20), (3.4.47) y (3.4.52),
respectivamente,

2
LCitmy
LC?

2
2 | LGy

LC?

2 2
LGy LC m)

Gm = Loz :

LC2 (3.4.64)

q q
LC? =Y LCE) ZL o) = 22D LCym):
j=1

j=1m=1

LC? . c? o
Nota 3.4.5 Los factores Lgé') Y LZC(';") representan las contribuiciones de las componentes

de localizacion, de la medida de Fréchet, para las filas y columnas de B enla componente de
localizacion de la influencia sobre B. Ademds, la igualdad (3.4.64) también indica que LC(

ya LCi(m)'

Jjm)

es proporcional a LC? i)
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De (3.4.42), la componente de dispersién para la medida de Fréchet asociada a los elementos
de B es

. -
DCiljy(B) = DCli(jpm) + DO2i(jmy + DC3Bijmy, (3.4.65)
con
DCLigjny = ——telh}(ZZ27) " hyJtr[d] Sx dj] = (3.4.66)
C1 _
= ——hu(Z2") " hydj Sx d;,
T Tg-1
C9 T (dSXX S ei)
DC2igm) = =1 (” 4 Sxd] ==
_ T ZzT -1 hm 2
(“" h (227) " b + G ZZ) AnS) (3.4.67)
1 — pi
dr'SxXTS e;)?
n—r—1\" Vi
—1
WL (ZZT) " by + (= (227) " hn)’
" " 1 — pi
y

n—rn—r—1 Vii

1/2 d'S xd;(d'SxXTSe;)?\
C1 Cg ) ((d?Sde)2— ' X](j X 6)

hTTn(ZZT)1hm(ziT(ZZT)1hm)2>l/2

T T\—1 2
<(hm(ZZ )" k)" 1 —pi

Desarrollando (3.4.65), se obtiene

DCfljpmy = dj Sx djhy (ZZ7) Ay (3.4.68)

c1 \l C9 (1 1 (d?SxXTsleiP) <1+ 1 (27 (ZZT)fl hm)2> 2

Vis d]TSX d;
= (/PCLiGm - \/D02i(jm))2.

Por otro lado, teniendo en cuenta las cantidades DC1;, DC1;(;.), DC1;(.p,) dadas en (3.4.30),
(3.4.48) y (3.4.54), respectivamente, se concluye que

n—r n—r—1 1—pi h,gl(ZZT)_lhm

(3.4.69)

q

q r T

7=1 m=1 j=1lm=1
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Ansdlogamente,
i(jm) = DC2; ( e )
Y q
DC2; = DC2;, ZDC’Q (m) = ZZDCQZ(W),
Jj=1 j=1lm=1
con DC2;, DC2(j.y y DC2i(.yy, dadas en (3.4.31), (3.4.49) y (3.4.55), respectivamente.
Finalmente,
N DC3( )DC3Z( m)
DC3y(jmy = (3.4.71)

DC3; ’
con DC3;, DC3;(;.y y DC3;(.y dadas en (3.4.32), (3.4.50) y (3.4.56), respectivamente.

Por tanto, usando (3.4.64), (3.4.69), (3.4.70) y (3.4.71), también se puede expresar la medida
de Fréchet asociada a los elementos de B, para la i-ésima observacién de Y, por

- 1/2
iim) = [ECjmy + DC | = (3.4.72)
1/2
— LC imy T DCLigim) + DC2;(jmy + chi(jm)] _
1/2
[LC3)LC 0y DOYiGyDClimy  DO2i)DC2(my . DO3i5)DC3i0my |
B LC? DC1,; DC?2; DC3;

Otras relaciones que pueden ser ttiles en algunos casos para el cdlculo de estas medidas de
influencia y sus componentes son las que a continuacién se recogen.
En primer lugar,

2
(VDCLi(jm) = v/DC2(jm)) " b = zi
DCiQ(jm) = = (3.4.73)

(VDCTiGm) = /D) ” s b # 2

2
1 (dTSXXTS_le,L-)2 .
pid; Sxd; (\/ \/n e (U n drskg )) » fim = 24
2
/ dTS xTs-1

con prm = hL (ZZ*)~'h,,, obtenida aplicando (3.4.57), (3.4.58) y (3.4.68).

En segundo lugar, aplicando las relaciones (3.4.61), (3.4.69), (3.4.70) y (3.4.71), se tiene que

2 -1
pii <w_1DCli(j.) + s (v 2)  DC2y + 11piiwi1Dc3i(j.)> Y —

“1DC01y; %\ DOy 4w DC3yi ) s o £ 2
Pmm | W i(3-) + (w+ T—pi; i(5-) + w; i(j) ) » Tm 7é 2
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Finalmente, aplicando (3.4.62) en (3.4.64)

(k1 (ZZT) "hpn)?
LC%?(J'm) T T\ 2 LCE(J")‘
kI (227) " ki

Por tanto, es posible calcular la medida de Fréchet para los elementos de B usando la medida
de Fréchet para las filas de B dada en (3.4.46).

Nota 3.4.6 La componente de dispersion, DC’f(jm), puede ser expresada como funcion de la

componente de localizacion, LC’iQ(jm). En efecto, de (3.4.63), se tiene

1 ii
f(d?SXXTS_le,’)Q = v

LC?.
Vi (kl(ZZT)"1h,,)? Citymy

por tanto, de (3.4.73), se obtiene

2

d’'S x d; g hom = zi

Dii X n— r 11 p“ d?SXd](kT(ZZT) 12;)2 »ome
2

'S x d; s o2 hm # 2

Pmm X n— 7“ 1 dJTSXdJ(k:.T(ZZT) Lhi,)? P m ‘

Nota 3.4.7 En el MCC, para el estudio de la influencia en los elementos de E, la medida de
Fréchet, 6;(jm), puede ser expresada como funcion de la medida de Cook, DL;y,. De (2.4.8),
se obtiene

i(jm) —

\

(df SxX"S e)* (kI(ZZ") h,,)?

, (3.4.74)
d] Sx d; nr(zz")-h,,

1
DLim) = 5

utilizando (3.4.58), resulta
piidy Sx d;DLi(jm, hm = zi

(jm) — ’

pmmd Sxd DL, i(Gm)» h #Zl

LC?

y, de (3.4.73), se tiene

2
PiiVii DLj(jm
p”d SXd <\/ \/n r—11— p“ (kZT(ZZT)(J ))2>> y hm = 2,
2
_ pmmUuDLl(]m) .
pmmd SXd (\/ \/n r—1 kT(ZZT) 1hm) )) s hm?ézz

DC{jmy =

\
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3.5. Lamedida de Fréchet en el modelo de curvas de crecimiento
con estructura simple de Rao

Teniendo en cuenta las ideas presentadas en la seccién 3.3, se propone la utilizacién de

la distancia de Fréchet, dada en (3.3.1), como medida de influencia de un subconjunto de

observaciones Y en la distribucién del EMV B de la matriz de coeficientes de regresién del

MCC con estructura de covarianza simple de Rao, MCC(SCS), definido en la seccién 1.4. Para

ello, es necesario considerar el MCC(SCS) con la omisién de dichas observaciones, el modelo
perturbado MCC(SCS)(I), obtenido de (2.3.1) usando la estructura simple de Rao.

Como queda recogido en la seccién 1.4,

vec(B) ~ Ny, (vec(B),(ZZ7)"'aT) (3.5.1)

Var[B] = (227) ' ®T, (3.5.2)
con T dado en (1.4.4). Anélogamente, en la seccién 2.5, se recoge que, para el MCC(SCS)(I),

-1
vec(B (1)) ~ Ny <vec(B), (Z(I)Z{I)> ® I‘> (3.5.3)

— ~ T 1 ~
Val"[B(])] = (Z(])Z(I)> ®F([), (3.5.4)

con f‘(l) dado en (2.5.1).

Asf, la versién muestral de la medida de Fréchet (3.3.1) para evaluar la influencia de un
subconjunto de observaciones Y sobre el EMV B, para el MCC(SCS), es

51(B) = [LC}B) + 3B

de forma que la componente de localizacién viene dada por
0 = ~ o~ 2
LC¥(B) = HB - B(,)H

E[R?]

y, dado que en este caso, por la nota C.1.2, =1, la componente de dispersién es

DC2(B) = tr [@[E] +VarB ) - 2 (@[E]@[E(I)])lﬂ .

En los teoremas siguientes, se presentan expresiones de las componentes de localizacion y
dispersion de la medida de Fréchet asociada al EMV B del MCC(SCS).

Teorema 3.5.1 En el MCC(SCS), la componente de localizacion de la medida de Fréchet §1(B)
es

LO¥(B) =tr [(Iy — H)'ETX(XTX)2XTE[(I, - H;)™! (3.5.5)
Z1(zz")*Z;],

con Er y Hy las matrices dadas en (2.5.6) y (2.3.7), respectivamente.
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Demostracién: Andloga a la realizada en el teorema 3.4.1 para el MCC, teniendo en cuenta
la relacién entre los EMV By By dada por (2.5.4). m

A partir del teorema 3.5.1, se obtiene la componente de localizacién de la medida de Fréchet
para B asociada a la i-ésima observacién de Y.

Corolario 3.5.1 En el MCC(SCS), cuando k = 1 e I = {i}, 1 < i < n, la componente de
localizacion de la medida de Fréchet 0;(B) es

~ 2
LC(B) = ajgﬁefX(XTX)*XTei, (3.5.6)
— Dii
dado que zZT (ZZT)71 Zi =Dii Y ziT(ZZT)_2zZ- = p?i, siendo z; la columna i-éstma de Z y e;,
dado en (2.5.14), es la columna i-ésima de matriz de residuos E definida en (2.2.2).

Nota 3.5.1 Teniendo en cuenta la medida de Cook, D;, para la i-ésima observacion de Y
definida en (2.5.11),

ni;

~ D; \2
LC%*B) = (T> el X(XTX) 22X e,

donde T;, dado por (2.5.8), es un estadistico que se aplica para determinar si la observacion
i-ésima de Y es outlier en el MCC(SCS).

Para obtener la componente de dispersién de la medida de Fréchet, en el MCC(SCS), es ttil
el siguiente resultado.

Lema 3.5.1 Sean T y f‘(I) las matrices de dispersion para el MCC(SCS) y el MCC(SCS)(I)
dadas, respectivamente, por (1.4.4) y (2.5.1), entonces:
(i)
e ] = —
SO

<ntr[f‘] —tr[(Iy — H))'ETX (XTX)*2XTEI]) . (3.5.7)

(ii)
== 1 ~2 = _ _ B
Ty =—— (nF ~TXTX)'XTE; (I, -H;) 'ETX(XTX) 1). (3.5.8)

n —

Demostracién: Estos resultados se obtienen a partir de la relacién (2.5.5) entre T y f‘(l),
presentada en el teorema 2.5.1. m

Teorema 3.5.2 En el MCC(SCS), la componente de dispersion de la medida de Fréchet 6;(B)
es

DC?(B) = wtr[T] + % (w+tr [(Ix,—H) 'Z1(227)?Z/)) (3.5.9)

(ntrll) -t (L — H) " EfX(X"X) X" E] ) -
2

Vn—k

tr |:(nf‘2 ~T(XTX)'XTE (I, — HI)IE?X(XTX)1>1/2] |

tr [((ZZT)—2 +(2Z2")2Z,(Iy - HI)‘IZ?(ZZT)_I)W}
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Demostracién: Teniendo en cuenta los estimadores de las matrices de covarianza @[E] y
Var[B )] dadas por (3.5.2) y (3.5.4), respectivamente, y aplicando las propiedades de la traza,

DC}(B) = tr [@[E] + Var[B(p)] — 2 (@[E]@[Em])”?} =
= [((ZZT)I oT) + ((z([)z{,))_l ® f(f)) -
-2 <((ZZT)_1 oT) <<Z( )ZU))_l ® f(r)>>1/2] =

— tr [(ZZT)_l ® f] +tr [(Z([)Z(T}))‘l ® f(])] -
(o) (i o70) ]
= DC1(B) + DC2(B) + DC3(B).

Las expresiones de estas tres componentes son obtenidas aplicando las propiedades del producto
de Kronecker recogidas en el teorema B.0.5. Por un lado,

DC1(B) = tr [(zzT)—1 ® f] =tr [(2Z")™] &r[[) = wtr[T),

con w dado en (3.4.22), que no depende de I, es decir, la cantidad DCl(E’) es una constante.
Por otro lado, de (3.4.24) y de la expresion (3.5.7), se concluye que

DCQ(E) =tr [(Z([)Z{I))_l X f‘([)] =tr [(Z([)Z{ﬂ :| tI‘[ (I )]
= %k (w+tr [(I,—H) '27(227)2Z)))
(m[f] —tr[(Iy — H)'ETX (XTX)_QXTE]]) .

Finalmente,

DC3(B) = —2tr ( (22Z7) ) ((Z(I)Z(TI))_l @fm))m] _

1 1/2

Z(I) (1))_1>1/2>} tr [(f‘f‘u))l/ﬂ —

:V% [(<ZZT> +(22") 7?2, (1, - H) ' 2] (227) )]

~ ~ 1/2
tr [(nI‘2 CD(XTX)'XTE (I — HI)*lE?X(XTX)*) / ] ,

= —2tr

donde la tltima igualdad se obtiene usando el lema 3.4.2 y la expresién (3.5.8). m

A partir de este teorema, se obtiene la componente de dispersién de la medida de Fréchet
para B asociada a la i-ésima observacién de Y.
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Corolario 3.5.2 En el MCC(SCS), cuando k = 1 e I = {i}, 1 < i < n, la componente de
dispersion de la medida de Fréchet §;(B) es

DC?(B) = DC1; + DC2; + DC3; =

- 1 2 =~ eI X(XTX)2XTe
= wtr[T] + (w 4 p”) <ntr[I‘] g X( 1 _p)“ e ) _

2uw; ~2 1 = 1/2
— tr <nr -7 I‘(XTX)lXTeieiTX(XTX)1> ,
— Pii

con w y w; dados en (3.4.22) y (3.4.28), respectivamente, y p% = z! (ZZ)~ - z;.

De los teoremas 3.5.1 y 3.5.2, se concluye que la medida Fréchet para evaluar la influencia
del subconjunto de observaciones Y en la distribucién del EMV B para el MCC(SCS) es

51(B) = [LC}(B) + DCi(B)]

donde la componente de localizacién LC?(E) es dada en (3.5.5) y la componente de dispersién
DCQ( ) dada en (3.5.9).

Por otro lado, teniendo en cuenta los corolarios 3.5.1 y 3.5.2, la medida de Fréchet para estu-
diar la influencia de la i-ésima observacién de Y en la distribucién del EMV B del MCC(SCS)
es

§:(B) = [LCE(E) + DCE(E)}”2 _

2 ~
= [(p el X (XTX)2X T e; + wtr[[)+

1 —pii)? G
1 2 ~ el X(XTX)2XTe;
+— <w + _Pu ) (ntr[I‘] _ & ( ) eZ) _
n—1 1 —pii 1 —pii
QIUZ'

Ly 1 1/2171/2
<nI‘— T(X"X)~ 1XTeie§FX(XTX)_1> ” .

3.5.1. Influencia en combinaciones lineales de B

También en el MCC(SCS), la distancia de Fréchet puede ser extendida para estudiar la
influencia de las observaciones Y7 en la distribucién de un determinado subconjunto del EMV
B. En este caso, el EMV de la expresién general para las combinaciones lineales de B es

=D B L
(sxq)(gxr)(rxI)
donde, los rangos de las matrices conocidas D y L son rg(D) = s < gy rg(L) = | < r. Por otro
lado, para el MCC(SCS)([) se obtiene Wy = DBy L. El desarrollo que se sigue es andlogo al
realizado en la seccién 3.4.1 para el MCC.

De las distribuciones de vec(B) y vec(fi(f)) dadas en (3.5.1) y (3.5.3), respectivamente, y
usando el teorema C.1.2, se tiene

vec(DBL) ~ Ny (vec(DBL), LY (ZZ")™'L ® DT D7),
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Var[DBL] = L7(ZZ") 'L ® DTD”,
vec(DB(;)L) ~ Ny (vec(DBL), L"(Zp2l) 'L & DI‘DT>
Var[DB L] = L"(Z (1 Z{;)) 'L ® DT (;)D”.

A continuacién, se obtienen las expresiones generales de las componentes de localizacién y
dispersion de la medida de Fréchet para analizar la influencia del conjunto de observaciones Y7,
y de la i-ésima observacion y,, sobre W.

Teorema 3.5.3 En el MCC(SCS), la componente de localizacion para la medida de Fréchet
07(¥) es
LO}(®) =tr [(I, — H)'ETX(XTX)'DT'D(XTX)"'XTE,
(In—H;)'z7(zz")'LL"(zz")'z,],
donde las matrices Er y H estan definidas por (2.5.6) y (2.3.7), respectivamente.

Demostracién: Andloga a la realizada en el teorema 3.4.3, para el MCC, teniendo en cuenta
la relacién entre los EMV B y B () dada en (2.5.4). m

Corolario 3.5.3 En el MCC(SCS), cuando k = 1 e I = {i}, 1 < i < n, la componente de
localizacion de §;(¥) es

~ 1
LC2(W) = ﬁeer(XTX)_lDTD(XTX)_lXTeZ- (3.5.10)
— Dii
21(z2z") LY (2Z27) 2.
Teorema 3.5.4 En el MCC(SCS), la componente de dispersion para la medida de Fréchet
07(P) es _ ~ _ ~
DC3(¥) = DC1(¥) + DC2(¥) + DC3(P),

o DCL(W) = tr [LT(2Z7)~'L] tr[DT D],
DC2(W) = niik (r [£7(227)7'L) + ul(T, - Hy) ' 27 (227) ' LLT (227) ' 2)))
(ntr[Df‘DT] —tr [(T — HI)—lE?X(XTX)—1DTD(XTX)—1XTEI])
y
. 2
DY) = ———

tr [((LT(ZZT)_lL)Q +LT(zzT) 'L (2Z27) 1 Z (1), — HI)_IZ?(ZZT)_lL)l/Q}

~ ~ 1/2
tr [(n(DrDT)2 _DID'D(XTX)'XTE (I, — H,)*lE?X(XTX)*lDT) / ] .
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Demostracién: De forma andloga al teorema 3.5.2, se obtiene
DC}(¥) = tr [VAM[DEL] + Var[DB L] - 2 (@[DE’L]@[DE’U)L})I/Q} _
—tr[(L7(22")"'L & DIDT) + (L7 (Z1)2{)) 'L ® DT (D" ) -
-2((£"(22") "L e DTD") @ (L7(2(2) 'L @ Df(I>DT>)1/2] -
= [LT(ZZT)_lL © DfDT} i [LT(Z(I)Z(TI))‘lL ® Dfu)DT} -
o [((LT(ZZT)_lL © DIDT) (L7(22{)) 'L ® Df(I)DT))1/2] _

= DC1(®) + DC2(¥) + DC3(®).
En primer lugar,
DC1(¥) = tr [LT(ZZT)*L ® DfDT} = tr [L7(22")"'L] 2[DTD].
Por otro lado, considerando la igualdad (2.5.5), resulta
n = 1

tr[DT(y D] = tr [D < T k(XTX)_lXTEI(Ik - HI)—lE?X(XTX)—1> DT] =
n — n —

! (wt:IDTDT) - tr [D(XTX XTE;(I,-H;) 'ETX(XTX)'D"]),
2 I

por lo que, teniendo en cuenta la expresion (3.4.40), se obtiene
DC2A(¥) = tr |[L7(Z 1) 2{})) 'L © DT (D" | = tr |L7(Z(n2{;)) "' L] u[DT () D] =
— % (tr [LT(Z2Z") L]+ (LT (2Z27) 2,1, - H)'Z](ZZ") L))
n —
(ntr[Df‘DT] — tr [D(XTX) ' XTE (I — HI)—lE?X(XTX)—lpT]) -

= - i - (tr [LT (zzT)‘lL} +tr [(I) — HI)’1Z}F(ZZT)*1LLT(ZZT)*1ZI])

(ntr[Df‘DT] —tr [(Ik ~H;) 'ETX (XTX)_lDTD(XTX)_lXTEID .

Finalmente, usando la propiedad (ix) del teorema B.0.5,

DC3(®) = —2tr _((LT(ZZT)JL ® DfDT> (LT(Z(I)ZZ))*L - Df‘(I)DT>>1/2] _

[ ~ ~ 1/2
= —2tr (LT(zzT)*lLLT(z(I)zz}))*lL ® DI‘DTDI‘(I)DT) } =

[ 1/2 ~ ~
— _otr (LT(ZZT)‘lLLT(Zu)Z(TI))‘lL) / ] tr [(DFDTDF(I)DT)V?] -
2
Vn—k
1/2
tr [((LT(ZZT)_lL)2 +LT(zzT) LY (227) 1 Z (1), — HI)—lz?(zzT)—lL) / }

_ _ 1/2
tr {(n(DI‘DTf _DID'D(XTX)'XTE (I, — H,)*lE?X(XTX)*lDT) ] .
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La ultima igualdad se obtiene teniendo en cuenta el lema 3.4.2 y la relacién (2.5.5). m

Corolario 3.5.4 En el MCC(SCS), cuando k = 1 e I = {i}, 1 < i < n, la componente de
dispersion de 6;(¥) es

DC3(®) = tr [LT(2Z")7'L] r[DT D7)+ (3.5.11)
1 _ T(zzT)'LLT (2ZT) " 2
+ <tr (L7 (zz") ")+ = (27) (227) =
n—1 1 —pii
~ X (XTX)"'DTD(XTX) 1 XTe; 2
<ntr[DrDT] _ & XA ) ( ) e > _
1 —pii Vn—1

-1 .\?2 1 —1 -1 1/2
tr <<LT(ZZT) L) +1_p“LT(ZZT)_1LLT(ZZT) ziz] (ZZ7) L)

- 2 1 - 1/2
tr <<n <DI‘DT> -1 DrDTD(XTX)—leeZ-e?X(XTX)—lDT> ) .
— Dii

Asi, usando los corolarios 3.5.3 y 3.5.4, se obtiene la expresiéon general de la medida de
Fréchet asociada a las combinaciones lineales de B para la i-ésima observaciéon de Y en el
MCC(SCS)

5:(®) = [LC2(®) + D@ (3.5.12)

con LC2(®) y DC2(W) dados, respectivamente, por (3.5.10) y (3.5.11).

3.5.1.1. Influencia en las filas de B

_ Para estudiar la influencia de la i-¢sima observacién y; de Y en las filas de B basta considerar
v = d]TB, donde d; es un vector de dimensién ¢ con la j-ésima componente igual a la unidad
y restantes nulas.

Razonando de forma andloga que en la seccién 3.4.1.1, de (3.5.12), se obtiene que la medida
de Fréchet asociada al MCC(SCS) para estudiar la influencia de y; sobre la j-ésima fila de B
es

~ 5 y =.11/2
di(j)(B) = [LCZ-(j,)(B) +DC};(B)|
donde, del corolario 3.5.3, la componente de localizacién es
~ 2
LC3)(B) = —Pi (] (XTX) ' X Te;)? (3.5.13)

(1 = pii)
y, del corolario 3.5.4, la componente de dispersién
o =
DCZ.(j,)(B) = DC1;;.y + DC2;.y + DC3y;.,

con

DCly;y =t [(2Z2") 7' u[d]Tdj] = wd[T'd;,
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simple de Rao e
DC2y5) = —— [t (zz")7'] + ! tr [27(Z227) 2]
i(j) = n—1 1— pi Z; Zj
=~ 1
(ntr[dfl"dj] ~3 tr [(d]T(XTX)_lXTei)Q]) =
— Dii
1 P2 e (df(XTX) 71X Te;)?
_”_1<w+1—1’ii> (ndjrd]_ L — pii
y
= _ 1/2
DC3yy = — 20 T AR djTd;(d] (XTX) ' X"e;)?
i(3) — Jn—1 n\a;ta; 1— s ,

con w; dada por (3.4.28).

Nota 3.5.2 También de forma andloga a la citada seccién, la componente de dispersion DC? G

puede expresarse como funcidn de la componente de localizacion LC'( ys 0 sea,

DC2 . .(B d'Td 71 P\ (nd'Ta — Lo Pice
i(j)(B) =w o\t ) \ndiTd - = LC, ) -

—%(Mdgffdj) B Mt

Nota 3.5.3 En el MCC(SCS), para el estudio de la influencia en las filas de E, la medida de
Fréchet puede ser expresada como funcion de la medida de Cook

13

p 1/2

Z

D; T;
T 7 7
61(] )= pmd Fd DL, i(G) T wd Fd —|— d Fd <w +pn’nTi> <1 — DLZ-(j.)> —

D;
1/2
g [ T

3.5.1.2. Influencia en las columnas de B

Razonando de forma semejante para las columnas del EMV B, para evaluar la influencia
de la i-ésima observacién y; de Y basta considerar ¥ = Bh,,,, donde h,, € R" es un vector de
dimensién r con la m-ésima componente unitaria y las restantes nulas.

En estos términos, de (3.5.12), la medida de Fréchet asociada al MCC(SCS) para estudiar
la influencia de y, en la m-ésima columna de B es

)

~ 11/2
Bim) (B) = |LC ) (B) + DCE,,)(B))|
con componente de localizacién
9 ~ 1
LCiy(B) ="

a ) el X(XTX)2XTej (2 (ZZT)  h,n)? (3.5.14)
— Dii

y componente de dispersién

DC( )( ) = DCli(.my + DO2.) + DOy,
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donde
DC1y(ymy = h1(ZZ") " hpytr[T),
~ el X(XTX)2XTe;

hT (ZzT)f1 h (ZZT(ZZT>71hm)2

" " 1 —pii
y

2 2 l < T \—lyT, T T711/2
DOy = ==t <nr -, TXTX) X el X (XTX) )

hg(zzT)—lhm(z;f(zzT)—lhm)2>1/2

hl(ZZ") " h,,)?
((#22") ) + w2

Nota 3.5.4 Usando la descomposicion (3.4.57), de (3.5.14), se obtiene

LC'2 — (1,1’2;)2 ezTX(XTX)_2XTei7 hp =2z; _ { LC7,27 hin = z;
e 0 b # 2 0 hn#zi

con LC? dada en (3.5.6). El hecho de que para h,, # z; se tenga LC’ZQ(

(m) = 0, significa que,
como las columnas de B corresponden a los diferentes grupos, la componente de localizacion
solamente contribuye para la medida de Fréchet cuando la observacion eliminada pertenece al
grupo correspondiente a la columna para la cual se pretende estudiar la influencia. Ast, cuando
hy # zi, la medida de Fréchet viene dada por &2 = DC2( ) la influencia de un grupo en

otro es solamente en dispersion.

3.5.1.3. Influencia en los elementos de B
Para estudiar la influencia de la i-ésima observacién y; de Y en los elementos del EMV ﬁ,
se considera W = dJTB h,, € R, con d;‘»F € R?y h,, € R" definidos anteriormente.

La medida de Fréchet para evaluar la influencia de y; sobre el elemento (4, m) de B , 1<53<¢q
yl<m<r es

5 2 B 2 =112
Si(jm)(B) = | LCj(jmy (B) + DCi,,0(B) |
donde la componente de localizacién es
~ 1 B B
LGy (B) = e (d'(X"X)"' X" e (2 (ZZ") " b’ (3.5.15)
y la componente de dispersion es
) ~
DCj(jmy(B) = DCLi(jm) + DC2(jimy + DC3B;jmy, (3.5.16)




3.5. La medida de Fréchet en el modelo de curvas de crecimiento con estructura
simple de Rao s

con

DC1;

i(jm) —

W (ZZT) 'h,d!Td;,

]. T""

T T -1 h 2
(hﬁ (Z2Z") " by + (= (le—;-- ) >

(dI(XTX) 1 XTe)?
1 —pii

2 (arfap - GRG0 X e\
vn —1 MG 1 — pii

hg(zzT)—lhm(zgf(zzT)—lhmy)1/2

T T\—1 2
(i 22) ) + piz

Desarrollando (3.5.16), se obtiene

DCZ,, (\/Dm,(]m \/DCQ jm))Q . (3.5.17)

Otras relaciones que se verifican en el MCC(SCS) son

2 2 1/2

Oitim) = Lq? DClZ DC2; D03i ’

q T
LOf = sz ZL fomy = 222 LCjmy:

j=1m=1

DC1; = ZDClZ» ZDC’l (m) = ZZDCIZ(W),

j=1 j=1m=1

DC2; = ZDC2 Gy = ZDCQ my = ZZDCQ,W).

j=1lm=1

Nota 3.5.5 Usando la descomposicion (3.4.57) y la expresion (3.5.15),

1—pi;

2 _ —
LCijm) = =

2
(L) (d;“F(XTX)*lXTei)z, hy, = z; { LCZQ(J) i
0 9 hm # Zi

0 7h’m7ézi
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con LCZ.Q(],.), dada en (3.5.13), y de (3.5.17), se obtiene

2
T 1 1 dF(XTX)"1XTe;)? .
piidj Ld; (1 N Tﬁl 1-pii <1 - n(1-pii) : d!'Td, » B = 2i

2
TT n 1 (4 (XTX)"1XTe;)?
Pmmd; T'd; (1 - \/n—l <1 Talpn) 4Tt B 7 21

(3.5.18)
El hecho de que para h,, # z; se tenga LCf(jm) = 0, significa que la componente de localizacion
solamente contribuye en la medida de Fréchet cuando la observacion omitida pertenece al grupo
correspondiente a la columna para la cual se pretende estudiar la influencia.

;

Nota 3.5.6 Para el MCC(SCS), la medida de Fréchet, di(jm), puede ser expresada como funcion
de la medida de Cook, DL;(jp). De (2.5.14), se obtiene

1 (27 (Z2Z7) " hy)? (d] (XTX) 7 XTe;)?

DL’L im) — =~ )
Um = (1= pu)? hL(2ZT) h,, d'Td

(3.5.19)

por tanto, de (3.5.15), resulta

2 TH 3. 3,T Ty—1
LCZ = ' T d;RE(ZZ")  hyu DLy,
es decir, N
Piid) D'd;DLijmy, hm = z;
LCi{m) =

0 ahm#zi

Por otro lado, se observa que solamente para hy,, = z; es posible expresar DC’Z?(jm)

de DL;(jm), dado que (21(ZZ")"'h,,)? = pii # 0. En efecto, de (3.5.19), resulta

como funcion

dU(XTX) ' XTe)?2 1—_p. e
(d; (X' X) S Lo pi g pr,
1—pi Dii

y, de (3.5.18), viene

2
2 _ . T n 1 T: — 5.

Se concluye que, para hy, = zi, la medida ;) es una funcion creciente de DLy, o sea,
ambas medidas detectan las mismas observaciones influyentes en cada grupo.

= T
m) = ndg’rdjEDLi(jm), B = zi,




Capitulo 4

Influencia a través de la distancia de

Rao

4.1. Introduccién

La estrategia de introducir una distancia entre diferentes poblaciones estadisticas como
medida de influencia ha sido considerada en el capitulo anterior. En este capitulo, se usa la
distancia de Rao (Rao, 1945 y Rao, 1949) para el anélisis de observaciones influyentes en el
estimador de méxima verosimilitud (EMV) de la matriz de coeficientes de regresion B del
modelo de curvas de crecimiento (MCC) y del MCC con estructura simple de Rao (MCC(SCS)).

El presente capitulo estd organizado como sigue. En la seccién 4.2, se presenta la distancia
de Rao para su utilizacién como medida de influencia en el MCC. En particular, se evidencia
el interés de la aplicacién de dicha distancia por sus buenas propiedades.

En la seccién 4.3, se define una expresion general de la distancia de Rao y su férmula
particular para una distribucién normal matricial gr-variante. Después se propone esta distancia
como medida de influencia asociada al EMV de la matriz de coeficientes de regresién del MCC,
asi como para combinaciones lineales del mismo. Se discute su aplicabilidad, asf como algunas
diferencias y relaciones respecto a las medidas expuestas en la seccién 2.4 y a la medida de
Fréchet.

Para finalizar, en la seccién 4.4, se hace el mismo desarrollo que en la seccién 4.3 para el

MCC(SCS).

4.2. Distancia de Rao y su utilizacién en el andlisis de influencia

Los trabajos de Rao (1945) y Rao (1949) introducen la distancia de Rao, que se presenta a
continuacién de una forma simplificada.

Sea X un vector que describe la poblacién bajo estudio, de forma que su funcién de densidad
de probabilidad pertenence a una cierta familia paramétrica

$ = {p(@,0).0 = (6:,62,..6,) € © C R*}

con respecto a alguna medida o-finita p en alguna o-dlgebra de los subconjuntos del espa-
cio muestral. Suponiendo que S verifica determinadas condiciones de regularidad (Atkinson y
Mitchell, 1981) puede definirse la distancia propuesta por Rao por el procedimiento siguiente.
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Sean (01,0z, ..,0k) v (01+db1,02+dbs, .., 0 +db) dos puntos contiguos del espacio paramétri-
co 0. La diferencia relativa entre las funciones de densidad de probabilidad correspondientes a

dichos pardmetros es
k

Olnp(z,0)
; ) db;. (4.2.1)

La distribucién de (4.2.1) recoge las consecuencias de reemplazar 0; por 0; + df;, i = 1,2, ...k.
En particular, Rao (1945) considera la varianza de (4.2.1), dada por

k
ds*(0) = ) _ gi;(0)d0;db;;, (4.2.2)
ij=1

una forma diferencial cuadréatica definida positiva, donde

Olnp(z,0) dlnp(z,0)
06; 00;

gij(0) =E [ } y 6,7 =1,2,..,k, (4.2.3)
es el elemento (i,7) de la matriz de informacién de Fisher, la cual se asume definida positiva
para @ € ©. La cantidad (4.2.2) es una métrica del espacio de Riemann inducida por la matriz
de informacién de Fisher, con elemento del arco ds = (ds?)%/? y tensor métrico fundamental
9ij(0), 1,5 =1,2,....k, sobre ©.

Rao (1945) propone usar la forma cuadrética (4.2.2), con tensor métrico fundamental g;;(0),
como una medida de la divergencia entre dos distribuciones asociadas a pardmetros que son
puntos contiguos del espacio paramétrico.

Ademids, Rao (1949) propone (4.2.2) como medida de distancia entre distribuciones corres-
pondientes a dos puntos cualesquiera del espacio paramétrico, no necesariamente contiguos, 61
y 02 de O, o sea, entre las funciones de densidad de probabilidad p(z, 01) y p(x, 82), la distancia
geodésica entre 01 y B2, con respecto a la métrica inducida por (4.2.3) (usando el elemento del
arco (4.2.2)). Asi, la distancia geodésica sobre ©, basada en la matriz de informacién de Fisher,
recibe el nombre de distancia geodésica informacional o distancia de Rao y es utilizada como
distancia entre dos densidades de probabilidad de S. Las siguientes propiedades (Cuadras, 1989)
hacen que el uso de la distancia de Rao sea de gran interés:

(i) Es invariante por transformaciones admisibles de los pardametros, entendiendo por tales las
transformaciones biyectivas definidas a través de funciones diferenciables con continuidad.

(ii) Es invariante por transformaciones admisibles de las variables.

(iii) Es la generalizacién natural de la distancia de Mahalanobis (Mahalanobis, 1936) para
cualquier distribucién paramétrica. La distancia de Mahalanobis fue introducida en el
ambito de la distribucién normal multivariante.

(iv) Posee mayor poder de separacion que otras distancias. En particular, que la distancia de
Matusita (Matusita, 1955), extensamente utilizada en problemas de inferencia estadistica,
como se refleja en la relacion

m(Fng) S S(FlFQ),

donde F} y F5 son dos distribuciones, m representa la distancia de Matusita y s la distancia
de Rao.
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Las propiedades presentadas en (i) y (ii) son de gran interés, pues es razonable requerir
que la distancia entre dos miembros de la familia sea invariante para cualquier transformacion
admisible de los pardmetros. También, debe de ser invariante para transformaciones admisibles
del vector aleatorio X (por ejemplo, transformaciones de localizacién y escala). Segiin se recoge
en Cuadras (1989), ”esta propiedad de invarianza précticamente sélo la verifica la distancia de
Rao” (véase, también, Cuadras et al., 1985 y Oller y Cuadras, 1987).

Como Atkinson y Mitchell (1981) afirman, las dificultades matemdticas para calcular la
distancia de Rao para una familia particular de distribuiciones son considerables. No obstante,
algunos autores la han calculado para algunas familias de distribuciones de interés, véase, por
ejemplo, Atkinson y Mitchell (1981), Burbea (1984), Mitchell y Krzanowski (1985), Oller y
Cuadras (1985), Oller (1987) y Reverter y Oller (2003).

En particular, para la familia de distribuciones normales g-variantes con matriz de covari-
anzas definida positiva, Atkinson y Mitchell (1981) obtienen las siguientes expresiones para la
distancia de Rao:

(i) Silas poblaciones tienen vectores de medias g y uo, y matriz de covarianzas comiin X,

s, 19, 3) = (11 — 1) 7S (g — 1)) 2,

es decir, la distancia de Mahalanobis de estas distribuciones.

(ii) Si las poblaciones tienen media comin g y matrices de covarianzas ¥p y 3o,

1/2
1 q
s(p, 21, o) = 521112 N2 D], (4.2.4)
=1

donde para cualquier matriz cuadrada A
lores.

axq)» Ni(A), i =1,...,q, representan sus autova-

Nota 4.2.1 FEl célculo de la distancia de Rao entre modelos normales multivariantes con me-
dias y matrices de covarianza diferentes es un problema ain no resuelto. Se obtienen algunos
resultados parciales y aproximaciones en Oller y Cuadras (1983), Burbea (1984) y Krazanowski
(1996).

Un estudio amplio sobre esta distancia y sus aplicaciones estd recogido en Cuadras (1989).
En relacién a la aplicacion de la misma al andlisis de influencia, se puede citar a Jiménez-Gamero
et al. (2002), en el modelo lineal multivariante, y a Munioz-Pichardo (2006), en el modelo lineal
general multivariante y en la regresién logistica.

En las siguientes secciones se define una expresion general de la distancia de Rao y su férmula
particular para dos distribuciones normales matriciales gr-variantes. Después se propone esta
distancia como medida de influencia asociada al EMV de la matriz de coeficientes de regresion
(y en algunas combinaciones lineales del mismo) del MCC y del MCC(SCS).
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4.3. La medida de Rao en el modelo de curvas de crecimiento

Siguiendo las ideas presentadas en la seccién 3.2 del capitulo anterior, en este apartado se
recoge la aplicacién de la distancia de Rao como medida de influencia sobre el EMV B de la
matriz de coeficientes de regresiéon del MCC, bajo la hipdtesis de normalidad. En particular,
se pretende estudiar la influencia de un subconjunto de observaciones en el EMV E, y en
combinaciones lineales de dicho estimador. El modelo perturbado usado es la omisién de un
conjunto de observaciones con un nimero arbitrario de casos, o sea, el MCC(/) definido por
(2.3.1).

Para la aplicacion de la distancia de Rao como medida de influencia en el MCC, se considera
la distribucién normal matricial N, ,.(B;c(XT271X)~1 (ZZ1)™!), presentada en la seccién
1.3, como aproximacién a la distribuciéon del EMV B. Asi,

E[B] = B

Var[B] = ¢1(Z2Z7) ' o (XT2'X)7 1,

con ¢; dado en (1.3.18). Como se recoge en el capitulo anterior, un estimador consistente de

Var[B] se obtiene substituyendo ¥ por su estimador insesgado nirS, resultando

C1

Var[B] = (zZ") ' ® Sx, (4.3.1)

n—r
matriz simétrica de dimensién (gr x gr), con Sx = (XTS71X)~1.

Considerando el MCC([]) presentado en la seccién 2.3, la distribucién del EMV I§( 1) puede
ser aproximada por la distribucién normal matricial

Ny (Bieo( XS X) N (Z(nZ (1)),
asi
E[B) =B
Var[Bp)] = cs(Z(n2{;) ' ® (XTETX) T,

con ¢g dado en (2.3.3). Andlogamente para el MCC(I), un estimador consistente de Var[]g’( nl

1
n—k—r

es obtenido substituyendo ¥ por el estimador S (1), por tanto

—— A~ C _ _ _
Var[B )] = n—ilS—r(Z(”Za’)) '® (XTS(ﬁX) g (4.3.2)

matriz simétrica de dimensién (gr x gr).

Asi, se verifica que los estimadores B y B (1) se pueden aproximar por distribuciones normales
gr-variantes con la misma matriz esperanza y que difieren en sus matrices de covarianzas. Por
tanto, siguiendo la aproximacién genérica al problema de la influencia recogida en la seccién
3.2, como Var[ﬁ] es no singular, teniendo en cuenta (4.2.4), la versién muestral del cuadrado de
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la distancia de Rao para evaluar la influencia que sobre la distribucién de B ejerce el conjunto
de observaciones subindicadas por I, es

PH(B) = ;iw i (Var( B (VarB)) )] (4.3.3)
=1

donde \;(A), i = 1,...,qr, son los autovalores de la matriz cuadrada A (g xqr)-

Nota 4.3.1 Por simplicidad, como medida de influencia se utilizard el cuadrado de la distancia
de Rao, p2.

Para utilizar (4.3.3) como medida de influencia en el EMV B del MCC, son itiles los
siguientes resultados consecuencia directa de los lemas 3.4.2 y 3.4.3.

Lema 4.3.1 Sean Z y Z ;) las matrices del diserio entre individuos del MCC' y del MCC(I),
respectivamente, entonces

(Zy2l) (22" =1, + (227) " Z; (1, - H)) ' 27,
donde Hp es dada en (2.3.7).

Lema 4.3.2 Sean S y Sy las matrices definidas por (1.3.5) y (2.3.2), respectivamente, para
el MCC y MCC(I). Entonces

(XTS&§X)—1S;(1 =1,-SxX'S'E,;V;'ETS'X,

con Er y Vi dadas en (2.3.6) y (2.3.10), respectivamente.

En el siguiente teorema se presenta la distancia de Rao como medida para estudiar la
influencia de Y7 en el EMV B del MCC.

Teorema 4.3.1 Para el MCC, la medida de Rao asociada al subconjunto Y sobre el EMV
B es

~ 1 LS
pi(B) = 5 DD W [ewo (14 A (L) (1 = pa (R1))], (4.3.4)
h=1 j=1
con
L =(2zz") "'z, (I,-H;) ' 27, (4.3.5)
R;=SxX'S'E;V;'ETs 'X (4.3.6)
' (1)
cg(n—r
__en—r) 4.3,
CIO Cl(’fl,-k’-?”)’ ( 37)

donde \j(Ly), j=1,...,r, y pn(Rr), h =1,...,q, son los autovalores de las matrices cuadradas
L; y Ry, respectivamente.
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Demostracién: Teniendo en cuenta los estimadores \//z;[]g’] y \//z;“[ﬁ( ) definidos en (4.3.1) y
(4.3.2), respectivamente, las propiedades (vi) y (vii) del producto de Kronencker dadas por el
teorema B.0.5 y los lemas 4.3.1 y 4.3.2, se tiene que

Var(B p)) (Var[B]) ™! =

Ce - — —
B <n—k—r(z(1)zg})) Lo (XTSHX) 1> (

ce(n —r)

(ZzZ")tw sX> B —

n—r
= T \—1 T Ta—1 1a-1) _
_m(@(l)z(l)) (2Z") o (X'SHX) SX>_

=co (I, +(22")7' 2,1y - H)7'Z]) ® (I, - SxX"ST'E; V[ 'E] §7'X),

matriz simétrica de dimensién (gr x gr). Asi, de (4.3.3),

2= Zln[ (Var ()](@[B])-l)}:

=2 Z1n2 [clo A ((I + (22" Z, (I —H)) ! Z?) ®
=1

®(I,—SxX"S'E;V'E]S'X))] =

_ ;zq:ihﬁ [010 (1+ ((ZZT)_l Z;(Iy—Hp)™! Z?))

h=1j=1
(1—pn (SxXTST'E; V;'ETST'X))].

La ultima igualdad resulta de la aplicacién de la propiedad (xii) del teorema B.0.5 y del hecho
de que el producto de Kronecker es de orden qr. m

Un valor grande de p% indica que el correspondiente subconjunto Y; es influyente en la
estimacién de B, dado que su omisién provoca una considerable variacién en la distribucién de
B.

Del teorema 4.3.1, se concluye que p% es funciéon de dos componentes, L; y R; dadas
por (4.3.5) y (4.3.6), respectivamente. A continuacién, se interpretan las cantidades A;(Lj),
j: 17"'7T7 yuh(RI)7 h: 17"'7q

Se comienza por el caso mds simple, cuando k =1 e I = {i}, 1 <i < n, es decir, cuando se
elimina una observacién del modelo. En este sentido, usando la medida de Rao para estudiar la
influencia del subconjunto Y sobre la distribucién del EMV ]3’, se obtiene la distancia de Rao
como medida de influencia de la i-ésima observacién de Y sobre B en el MCC.

Corolario 4.3.1 En el MCC, cuando k =1 e I = {i}, 1 <i <n, la medida de Rao asociada
al EMV B es

p?(B) = zzln ci1 (14 A (L) (1 — pn, (Ri))]
h 175=1
con 1
Li=-——(227) 227,
1 —pi
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1
R;= —SxX'S el S7IX
Vis
co(n —r)
cin—r—1)

donde pii, vi; y €; estdn definidos por (2.3.15), (2.3.13) y (2.3.14), respectivamente.

C11 = (438)

En este caso, para la componente L;, se obtiene

1
1 —pi

A(Li) = A < (zz")™" zizT> Ly ((z27) " 22T

Y) T 1-pa '
. . -1 .
y, teniendo en cuenta el lema B.0.2, la matriz (Z ZT) ziziT tiene solamente un autovalor

no nulo p;; = ziT (Z ZT)_1 z;, el elemento i-ésimo de la diagonal principal de la matriz de
proyeccién P ,r. Por tanto,

)

N ((227) 22T ) = | | :

es decir, todos los autovalores de la matriz L; son nulos con excepcién de A1, asi

i 4 .
Topi J = 1,i=1,..,n

N(Li) = . (4.3.9)

En consecuencia, A\;(L;) es constante en cada grupo.

Nota 4.3.2 En el modelo lineal multivariante, el factor lf—zii es conocido como el potencial
de la i-ésima observacion y;, una medida usada para detectar los casos denominados como
“leverage” del espacio de Z. En el MCC no tiene sentido dicha designacion dado que pi; es
constante en cada grupo al depender sélo de Z, véase nota 2.5.1.

Andlogamente para la componente R;, se obtiene

1 _ _ _ 1 _ _

i (Ry) = g, <“SXXTS lew;tel S 1X> = —un (SxX"S 'eie] ST'X),
K12 i3

donde e; es la columna i-ésima de la matriz del residuo E. Del lema B.0.2, resulta que la matriz

SXXTsfleie;fpsle tiene solamente el autovalor e?SilXSXXTSAei no nulo, asf

Tg—1 Tg—1

FSTIXSx XS i .

= v)_(_ “ h=1,i=1,..,n
kX3

pn (Ri) = :
0 yh=2,..,q1i=1,...,n

o sea, todos los autovalores de la matriz R; son cero con excepcién de p;.
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Como el estadistico para determinar si la observacién i-ésima es outlier en el MCC, T; dado
por (2.4.2), es

elSTIXSxXTS e Vi

T.=A1=1+ —
' 1—pi—el'S e 1—p;—e'S7le

]

)

y dado que, por (2.3.13),

E?S_1XSXXTS_1GZ‘ = Vi — (1 — Pii — C;S_lei)

entonces
e’STIXSxX S te; wvi— (1—pii— el S 'e)
/’Ll prmnd g =
Vi Vii
1 1—p;—el'S7le 1 _Tn-1 A,
Vg T; T;
por tanto,
TiT—il, h=1,4i=1,...n
un (R;) = . (4.3.10)

0 ,h=2,...,q, 1=1,...n

La cantidad Tif_ L es una funcién creciente de el'S ~le; (funcién del residuo internamente stu-
1
dentizado en el modelo lineal multivariante) y es también usada como estadistico para detectar

outliers en el MCC (véase Srivastava y von Rosen, 1998).

Asi, la medida de Rao, p?(]g’ ), para el MCC, puede ser interpretada como funcién de dos
componentes: L; constante en cada grupo del modelo y R; que puede ser interpretada como
una componente para la deteccién de outliers basada en los residuos.

Teniendo en cuenta el corolario 4.3.1 y los autovalores (4.3.9) y (4.3.10), la medida de Rao,
p?, se reduce a

1 1 r—1
R e A N

+ q§1 In2 [011 (1 jpii)] - 1)2(T e leu]

con ¢ dado por (4.3.8) y A; = T;l. O sea, p? es una funcién creciente de T;.

Para el caso general, la interpretacién de las cantidades A\;(Ly), j = 1,...,7, y pp (Ry),
h = 1,...,q, dadas por el teorema 4.3.1, es andloga al caso anterior, para k = 1 e I = {i},
1 < ¢ < n. En este caso, teniendo en cuenta el lema B.0.2, se obtiene que la matriz L;, dada
por (4.3.5), tiene los mismos autovalores no nulos, con la misma multiplicidad, que la matriz

* _ —1 _
Ly=I,-H;) 'z7(zz") Z;=(1,-H;) "Hy.

La igualdad en la multiplicidad de los autovalores no nulos de L; y L7 se justifica por el
siguiente resultado. Teniendo en cuenta el lema B.0.1, considerando las matrices

Ay = (ZZT)_l Zry Clxry = (I — H;) ' Z7, resulta que
det[I, — AC] =det [I, — CA],
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entonces, si k > r

det [\I;, — CA] = \*"det [\I, — AC],

por tanto para A # 0, los autovalores no nulos de L} = CA son los mismos que de L; = AC,
ademas la multiplicidad de A en L7 = CA es la misma que de A en Ly = AC.

Por otro lado, tambien del lema B.0.2, se obtiene que la matriz Ry, dada por (4.3.6), tiene
los mismos autovalores no nulos, con la misma multiplicidad, que la matriz

R;=V;'E{S'XSxX'S'E,.
Como de la expresién de V7, dada por (2.3.10), resulta que
ETS'XSxX'S'E;=V;—-(I,-H;-ETS'E),

entonces
R;=I,-V,; (I,-H;-E[S'E/),
o sea, los autovalores no nulos de R; son
1—pp (V' (Ix—H;— E[S™'Ey))
y, por tanto,
1—pp(Ry) = p;, (Vi (I —H;— E]ST'E))).

Ademsds, como

det [I,—H;—EYS™'E
ot [V (1~ By - Bfs )] = I RS B gy,

se concluye que, en el caso general, R; puede ser considerada como una matriz basada en los
residuos para detectar outlier y, asi, valores grandes de p1 (Ry), pu2 (Ry), ..., g (Ry) indican
que el conjunto de observaciones indexada por I no sigue el patrén sugerido por las otras n — k
observaciones.

Nota 4.3.3 En la mayoria de los modelos estadisticos, las medidas de influencia se pueden
expresar como funcién de una componente “leverage” y de una componente residual (véase,
por ejemplo, Barrett y Ling, 1992). En el MCC, mientras la matriz Ry puede ser consider-
ada como una componente residual, la matriz Ly no puede ser considerada una componente
“leverage”. Teniendo en cuenta la definicion del MCC, Z es la matriz indicador del grupo com-
puesta por 1 y 0, que indican el grupo del cual fue omitida una observacion, entonces, la matriz
P,r=H = zT (ZZT)71 Z es constante en cada grupo y no puede ser considerada como una
matriz "leverage”. Para la obtencidn de una matriz “leverage” generalizada para el MCC' se
puede intentar usar el procedimiento recogido en Wei et al. (1998). Por otra parte, la matriz
L;, y consecuentemente LT, no es constante en cada grupo, dado que cuando se elimina el
conjunto I no todas las observaciones pertenecen al mismo grupo.

La siguiente descomposicién, sugerida por Jiménez-Gamero et al. (2002), muestra la relacién
de p% con las componentes Ly y Rj.
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Teorema 4.3.2 FEn el MCC, sea

Lr=(1,® a), donde a” = (In[1 + A\ (Lg)],....In [1+ \(Ly)])

R[ = (b® 17«), donde bT = (ln [010 (1 — ,ul) (R])] y ...,ln [Clg (1 — /J,q) (R[)]) s

con c19 dada por (4.3.7), entonces
207 = |[L1]1* + |[Re|* + 2| £1l| [|R1]] cos b1,

donde ||-|| es la norma euclidea y 6; es el dngulo entre los wvectores L; y Ry, siendo
1,=(1,...,1) e R%.

Demostracién: Teniendo en cuenta (4.3.4), se obtiene

207 =¢> W’ [L+X (L] +2> ) In[l+ X (L)) [ero (1 — o (Ry))] +

j=1 h=1 j=1
q
+7 ) In® [ero (1= pn (R))]
h=1
y, dado que
L1117 = ¢ I [1 4+ X(Lp)],
j=1
q
IR11? =7 1* [er0(1 — pg(R))]
h=1
y .
1Lo|[[[Ri]]cos by = £ - Ry => > [+ X; (L)]In[ero (1 — pa (R1))]
h=1j=1

se obtiene el resultado enunciado. m

Asi, p? se puede expresar en funcién de tres componentes: ||Lr||?, [|R1|[* v [|£r]] [|R1]| cos 01,
que puede interpretarse como la interaccién entre las dos componentes anteriores.

Teniendo en cuenta los autovalores (4.3.9) y (4.3.10), se puede aplicar el teorema 4.3.2 a la
medida de Rao, p?, asociada a la i-ésima observacién de Y sobre el EMV B del MCC, como se
recoge a continuacion.

Nota 4.3.4 A partir del teorema anterior, cuando k=1 e I = {i}, 1 < i < n, se tiene

1
L;=(1,® a), donde a’ = <ln [1 } ,(),...,()>
— Dii

Ri = (b® ].q«), donde bT = (hl [CHAZ‘] ,IH[CH], ...,ln[cn]) s
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con c11 dado por (4.3.8), \; = Tfl y1ls=(1,...,1) € R®. En consecuencia, la medida de Rao,
p?, puede ser descompuesta por

207 = [1Cill* + [|Ril|* + 2 |1Call IR cos 6,

donde .
2 =0 3o [ 0B = g |
jzl 7
q
IRil1? =r> I [enn(1 = pn(R:))] = rIn® [ernAd] + (¢ — 1)r In® [ena]
h=1
)

q r
IRl ||£il| cos 0; = LT Ry => > In[1+X; (L) In [ens (1 — pn (Ri))] =
h=1j=1

—n L fpii] In[enAd] + (¢ — 1) In [

1-— pu} = [cn] -

I L _1%] (In [Ad] + gIn [enn]) -

4.3.1. Influencia en combinaciones lineales de B

La distancia de Rao puede ser extendida como medida de influencia sobre las combinaciones
lineales del EMV de la matriz de coeficientes de regresion B del MCC. Sea ¥ = DBL, con
D y L matrices de dimensiones (s x ¢q) y (r x l), respectivamente, donde rg(D) = s < q y
rg(L) =1 < r. Teniendo en cuenta Kollo y von Rosen (2005), el EMV de ¥ es

~

¥ = D (o) B(gur)Lirnt)- (4.3.11)

En la seccién anterior, para la aplicacién de la distancia de Rao como medida de influencia,
la distribucién de B fue aproximada por la distribucién normal

N (Bie(XTE71X)™ (22T,

por el teorema C.1.2 se puede aproximar la distribucién del EMV \i'(sx = DBL a través de
la distribucién normal

N;, (veo(DBL); e, D(X'27'X)"'D", L7 (2Z")"'L),

por lo tanto,
C1

Var[DBL] = L7 (zz")"'L @ DSxDT, (4.3.12)

n—r
matriz simétrica de dimensién (sl x sl).

Por otro lado, considerando las combinaciones lineales de B en el MCC(I), la distribucién
del EMV ¥y = DB ;)L puede ser aproximada por la distribucién normal

N (DBL;sD(X"S7'X) ' D", L"(Z 1) Z{})) ' L)
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-1
© LT(ZZT,) LoD (XTs—lx) D7, (4.3.13)

Var[DB(I)L] = (I)

n—k—r

matriz simétrica de dimension (sl x sl).

Por tanto, se verifica que la distribucién de los EMV U y \il( 1) bueden ser aproximadas por
distribuciones normales sl-variantes con esperanza comun y matrices de covarianza diferentes.
Teniendo en cuenta (4.2.4), como Var[DBL] es no singular, la versién muestral del cuadrado
de la distancia de Rao, para evaluar la influencia que sobre la distribuciéon de ¥ = D BL ejerce
el conjunto de observaciones subindicadas por I, es

Zln[ (VarDB(I)L](Var[DBL]) )} (4.3.14)

donde \;(A), i =1, ..., sl, representan los autovalores de la matriz cuadrada A ()

Usando la expresién anterior, la medida de Rao para estudiar la influencia del subconjunto
de observaciones Y en combinaciones lineales del EMV B para el MCC es presentada en el
siguiente teorema.

Teorema 4.3.3 En el MCC, la medida de Rao asociada a Y sobre U es

l

PH®) = 5 35 I fers (14 Ao (£0)) (1~ us ()],

a=1 b=1

stendo
L;=LYzz" 'z, (1,-H;) 'Z2Y(zz") ‘LY (zz") L)}

R;=DSxX'S™'E,V;'ETS'XSxD"(DSxD")™*,

con cio dada por (4.8.7), donde A\o(Ly), a = 1,...,1, y up(Ry), b = 1,...,s, representan los
autovalores de las matrices cuadradas Ry y Ly, respectivamente.

Demostracién: De los lemas 4.3.1 y 4.3.2, resulta

(LT(Z(I)Z(TI))*lL) (L7(zz")'L) ' =1,+ L7 (227) ' Z, (I, - H)™"

z7(zz") 'L (LY (zzT)"'L)""

( (XTSAX)" 1DT) (DSxDT) ' =1,- DSxXTS™'E,;V;'EFS'X
SxD" (DSxDT)™".
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Por tanto, teniendo en cuenta los estimadores de las matrices de covarianza, (4.3.12) y (4.3.13),
y el teorema B.0.5, se obtiene

— —~ — ~ —1
Var[DB L] (Var[DBL]) -

_ C6 T T T 1T
_<n_k_rL (Z12}h) 'L D(XTS ;1 X) D>

—1
< a LT(ZZT)_1L®DSXDT> =
n—r
= e (L7 (220 'L (227) D) @ DOCTSEX)- 'DT(DSxD™)) =
= c10 (I, +L7(22") "z, (1, -H) ' 27 (2Z2") 'L (LT(zzT)*lL)‘l) ®
@ (I, - DSxX"S™'E;V'Efs7'XSxD" (DSxD") ),

matriz simétrica de dimensioén (sl x sl). Asi, de (4.3.14),

Zln [ <Var DB L] (@[DEL])IH _
:%E)“P“M(L—IBXXTS*EHGUﬁS*XsXDT@wxpﬁfv@
=1

St (1 i (D57 BV B x0T (D7) )
a=1b=1
(1 + A (LT (ZZT)—1 Zr (I, - HI)A z7 (ZZT)—l L (LT(ZZT)*lL)_l)ﬂ .

Como el producto de Kronecker es de orden sl, la demostraciéon queda concluida. m

La medida de Rao, para estudiar la influencia del subconjunto Y7 sobre las combinaciones
lineales, ¥ = DBL, se puede particularizar como medida de influencia de la i-ésima, observacién
de Y.

Corolario 4.3.2 En el MCC, cuando k=1 eI ={i}, 1 <i<n,

pi(T) = §:§:m e (14 Aa (L)) (1 = iy (R2))] (4.3.15)
a=1b=1
con 1
Li=——LY(ZZ") 22/ (22") ' L(L'(22") L)~
— Dii
R, = %DSXXTS_leiefS_lXSXDT(DSXDT)_l

y c11 dado por (4.3.8).
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Ademas, por el lema B.0.2, se concluye que las matrices L; y R; implicadas en la medida
de Rao (4.3.15) tienen solamente un autovalor no nulo

El corolario 4.3.2 proporciona la distancia de Rao, para el MCC, como medida de influen-
cia cuando se pretende analizar el efecto de la i-ésima observaciéon de Y en un determinado
subconjunto de ]§, basta para ello sustituir D y L por matrices adecuadas. A continuacién,
se presenta la distancia de Rao como medida de influencia para tres posibles elecciones de las
matrices D y L.

4.3.1.1. Influencia en las filas de B

Para estudiar la influencia de la i-ésima observacién y, de Y en la j-ésima fila de B, se

puede escoger L = I, rg(L) = ry D = djT, rg(D) = 1 < ¢, donde d; es un vector de

dimensién ¢ con la j-ésima componente la unidad y las restantes cero y, de (4.3.11), se tiene
Wik = djT(lxq)B(qX,,). Por tanto, del corolario 4.3.2, se obtiene

1 (dFSxXTs1e)?
Ri:f(] ); e) eR
Vi djSde

_ 1
1 — pi

L, (ZZT) 22T,

Teniendo en cuenta (4.3.12) y (4.3.13), se observa que
Var[d! B;)](Var[d! B))~!

es una matriz simétrica de dimensién (7 x r), concluyéndose que la medida de Rao para estudiar
la influencia de y; sobre la j-ésima fila de B en el MCC es

Pi)(B) = %Zan [enn (1= Ri) (1+ Ao (L)) (4.3.16)

Para el desarrollo de la medida de Rao para las filas de B , se observa que para p?(j.), la

componente L; es la misma que para la medida de Rao, p?, por tanto, usando (4.3.9), de (4.3.16)
se obtiene

2 _ Lo 1 L (df SxXTS 'e;)?
Pi(j) = 5 M| cit . y T
2 1 —pii Vig dj Sxdj

—I—T_11n2 . 1_i (dgﬂSXXTS_lel-)2
2 H (%1 d?Sde '

+ (4.3.17)
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Nota 4.3.5 En el MCC, para el estudio de la influencia en las filas de E, la medida de Rao,
p?(j,), puede ser expresada como funcion de la componente de localizacion, LC’ZZ(].,), de la medida
de Fréchet 0,(;.). En efecto, de (3.4.47), se obtiene

(dJTsXXTs—lei) Vii
Vii "kl (zzT) "k,

2
LCi.y,

por tanto, de (4.3.17),
1 1 Vi
2 = —1 2 1— uw L 2
Piti) = ™ |1 = s d'Sx d;k (ZZ7) 2k Citr)

r—1 Vii
+ In? |c¢ 1-— “ LC?.
2 [”( d'Sxd;kT(zZ7)2k; 'V >>]

Nota 4.3.6 Teniendo en cuenta que
(%73 —1
L —— N
k'(zz")-k;

(véase nota 3.4.3), de la expresion de DL,;.), dada en (2.4.9), se concluye que

1 dTS XTS_lei 7 E
L > - o DLy = < DLy,
Vi d; Sx d; k (ZZ1) 1k, A;

De este modo,

1 1 7T} r—1
2 2 7
pi(j-) = iln [611 (1 —pii) (1 — A,DLZ(]))] + In? |:611 < A, DLl(j)>] .

Es decir, en el MCC, la medida de Rao, pg(j,), asociada a la influencia de la i-ésima observacion

de Y sobre las filas de E, puede ser expresada como funcion de la medida de Cook, DLy.,
del estadistico T;, una medida que permite identificar outliers, y de la cantidad A;, dada en
(8.4.51), la cual es una distancia generalizada en el espacio C(Z).

4.3.1.2. Influencia en las columnas de B

Para evaluar la influencia de la i-ésima observacién y; de Y en la m-ésima columna del
EMV B del MCC, se puede escoger D =1I,,rg(D) =qy L = hy,, 1g(L) =1 <r, con h,, € R"
un vector de dimensién r donde la m-ésima componente es la unidad y las restantes son cero,

y (4.3.11) se reduce a \Il(qxl) = (qxr)h (rx1)- Por tanto, del corolario 4.3.2, se obtiene

1
R;= —SxX'S el S7IX

Vis

1 (21(Z2Z") " hp)?
1—pi WL (ZZT)~1h,,

eR.

i =
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Como, por (4.3.12) y (4.3.13),
Var[B i h) (Var[B hy,]) 7

es una matriz simétrica de dimensién (¢ x ), se obtiene la medida de Rao para estudiar la
influencia de y; en la m-ésima columna de B para el MCC

Pim)(B) = % > I [en (14 L) (1 — o (Ra))] - (4.3.18)
b=1

Como p?(.m) tiene la misma componente R; que p?, usando (4.3.10) y (4.3.18),
1 1 (2Fzz")"'h )2> }
2 2 4 m
v =—=1In"|c 1+ A; 4.3.19
Pim) = 3 [ " ( 1—p; WL (ZZT)h,, ) ' ( )

qg—1. 4 [ < 1 (zf(zzT)—lhmﬁﬂ
+ | 1+ )
g M 1—pi hL(ZZT)'h,

con A; = T[l.

Por otro lado, como de la descomposicién (3.4.57) se obtiene

T T\=17 12 2 by, = 2
1 (7 (Z2Z7) hw)” _ = (4.3.20)
P T T\-1 - ) o
P B (225 R 0, b # %
la medida de Rao, p?(.m), se reduce a
17,2 1 —1,.2 1
3 In [011 (17;0“_) Al} + quIl [611 (17}7”)} , hy, = 25
2
Pi(m) = . (4.3.21)
%1D2 [CllAi] + q;21 In? [011] , ho, 75 Z;

Nota 4.3.7 Se observa que las dos cantidades de p?(,m) dadas en (4.8.21) no dependen de m
(columnas o grupos) solamente de i (observaciones). O sea, usando la medida de Rao para el
estudio de la influencia en las columnas de f}, se concluye que la influencia de una observacion
en los grupos no correspondientes a dicha observacion es siempre la misma, es decir, cada grupo
de observaciones ejerce la misma influencia en cada uno de los restantes grupos. En este sentido,
cuando r > 2, la simplificacion (4.3.21) tiene ventajas computacionales en relacion a (4.3.19).

4.3.1.3. Influencia en los elementos de B

Se considera ahora la influencia de la i-ésima observacién y; de Y en el (j, m)-ésimo elemento
del EMV de la matriz de coeficientes de regresiéon B, con 1 < j < gy 1 < m < r. En este
caso, D = djT, rg(D)=1<gq,y L = hy, rg(L) =1<r,y laexpresion (4.3.11) se reduce a
U = df(lxq)ﬁ(qxr)hm(rxl) € R. Del corolario 4.3.2, se obtiene

1 (dISxXTSs 'e;)’
R, = — T eR
Vis dj Sx d’f
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1 (ZH(2ZZT) )’
 1—pi hL(ZZT)1h,, ’

i
donde la componente R; coincide con la de p?(j,) y L; con la de p?(.m).
Como, de (4.3.12) y (4.3.13), se observa que
Var[d! B ;) hn) (Var[d! Bh,,)) ! € R,

del corolario 4.3.2, se obtiene la medida de Rao asociada a y; sobre el (j, m)-ésimo elemento de
B para el MCC

~ 1
Pijm)(B) = 510 len (14 Li) (1 = Ry)] = (4.3.22)
1 1 TZZ") 1 h,,)? 1 (dfSxXTS 1e;)?
= —In? ¢y <1+ (zzT( 12 ) ) 177( j XT e;) .
2 1—pii h, (ZZ*)'h,, Vi d; S x d;

Por otro lado, usando la descomposicién (4.3.20) se obtiene la siguiente simplificacién

112 | ¢ 1 1 @] SxXTS le;)? [ ——
2 1 T=pi Vi d] Sxdj; »om T

Pijm) = . (4.3.23)
dT'Sx XT8 1e;)?
%1112 |:Cll <1 - Ui“( : ;(?Sde ) >:| 9 hm 7é z’i

Nota 4.3.8 Se observa que las dos cantidades en la medida p?(jm) dada por (4.3.23) no depen-
den de m (columnas o grupos), solamente de i (observaciones) y j (filas). O sea, la influencia
de una observacion en los elementos de B que pertenezcan a columnas no correspondientes
al grupo de dicha observacion es siempre la misma. Asi, la expresion (4.3.23) tiene ventajas

computacionales respecto a la expresion (4.3.22) para el cdlculo de p?(jm), cuando r > 2.

Nota 4.3.9 La medida de Rao, p?(jm), para los elementos de B se puede expresar como funcion

de las componentes de la medida de Fréchet, 0;(jp,). En relacion a la componente de localizacion,
LC?. ) de (3.4.63),

i(jm

(dfSxX"S 'e;)? Vi Lo
Vii B (kI'(ZZ7)'h,,)? igm)

entonces de (4.3.23), se tiene
11,2 1 1 Vi LO ) ho — 2.
2\ 1= T dTSxd; (KT (22T Az ) |0 T A

Im? |en (1 - 0L Gty h,, # z;
2 u dlSxd; (kI (ZZT) Thy,)? » Bm 7 <1
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Para la componente de dispersion, DC’?(jm), efectivamente, de (3.4.68), se obtiene

o
1 2 C z( m
§1n (\/71 \/dTSXd AT ST 1hm) » DO2i(jm) > DCLigjm)

,

2 —

Pi(jm) = o ’
1 2 C 7( jm)

§1n (\/T \/dTSXd hT (]ZZT) lhm> ’ DCQZ(Jm) < DC]"L(jm)

donde DC1;(jmy y DC2i(jpy, definidas en (3.4. 66) y (3.4.67), respectivamente, son dos de las

componentes de DCf(jm) Por tanto, la medida pz(]m) es una funcion creciente de DC?

i(jm)”

Nota 4.3.10 La medida de Rao, p?(jm),

de Cook para los elementos de B. Como de (8.4.74), se puede considerar

se puede expresar como funcion de DL;(;p), la medida

UupuDLz(]m) h = 2.
1 (d] SxX"S e;)? (k[(227)" 122 T

» T ’
Vii d; Sx d; _vipmmDLigm) _ p o
(kT (ZZT)"Thm)?’ !

de (4.3.23), se obtiene
kX3 ’LZDLZ m
310 [C“ <1flpn~) (1 CAvza (jlzfﬁ)} » B =2

2
Pi(jm)
11p2 1 — _vuPmmDLigm) hon # 2;
2 AL KT(ZZ7)"Thm)? rom T

4.4. La medida de Rao en el modelo de curvas de crecimiento
con estructura simple de Rao

En este apartado se recoge la aplicacién de la distancia de Rao como medida de influencia
sobre el EMV B de la matriz de coeficientes de regresién del MCC(SCS), bajo la hipétesis de
normalidad.

De las secciones 1.4 y 2.5, si las columnas de las matrices del error £ y £y, para el MCC(SCS)
y MCC(SCS)([), respectivamente, satisfacen £ ~ N, (0,X), j = 1,...,n, con ¥ no singular,

vec(E’ )y Vec(E’( 1)) se distribuyen segtin distribuciones normales gr-variantes que difieren sola-
mente en sus varianzas. En efecto,

vec(B) ~ Ny, (vee(B),(ZZ7) ' ®T)

Var|B] = (ZZ") ' ®T,

matriz simétrica de dimensién (gr X gr), con T’ dado por (1.4.4).
Andlogamente,

vec(B (1)) ~ Ny (Vec(B), (Z(I)Z{I))_l ® I‘)
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Var[B(n] = (Z(n2 ()" @ L),

matriz simétrica de dimensién (gr x gr), con f‘(l) dado por (2.5.1).

Entonces los estimadores B y E'( 1) siguen distribuciones normales gr-variantes con matrices
de valores esperados iguales y matrices de covarianzas diferentes. Asf, siguiendo el razonamiento
de la seccién anterior, como Var[B] es no singular, teniendo en cuenta (4.2.4), la version muestral
del cuadrado de la distancia de Rao para evaluar la influencia que sobre la distribucién de B
ejerce el conjunto de observaciones subindicadas por I, en el MCC(SCS), es

Zln[ (Var ()](@[E})—l)}, (4.4.1)

donde \;(A), i =1, ..., gr, son los autovalores de la matriz cuadrada A (grxqr)-

El siguiente lema es titil para el desarrollo de (4.4.1) como medida de influencia en el EMV

B.

Lema 4.4.1 Sean T Yy f‘(I) los EMV de la componente de dispersén T’ del MCC(SCS) y del
MCC(SCS)(I), respectivamente, entonces
~ ~-1 n

Iyl = — (I,—(X"X)"'XTE[(I,-H) 'E]X(X"SX)"(X"X)).

Demostracién: Usando la relacién entre T y f‘( 1), dada en (2.5.5), se obtiene

T = < "opo b xTx)IXTE (I, — HI)—lE?X(XTX)*) r =

n—=k n—=k
e 1 ~
- " rrto (XTX) ' XTE[(I, - H) 'ETX(XTX)"'T ' =
n—=k n—=k
=" - ! C(XTX) ' XTE (I~ Hp) BT X (XTX) (X TX)
n — n —

(XTsxX) H(XTX) =

n - — —
:n_k(Iq—(XTX) 'XTE/(I, - H;) 'ETX(XTSX) '(XTX)),

con E; y H; dadas en (2.3.6) y (2.3.7), respectivamente.

Teorema 4.4.1 Para el MCC(SCS), la medida de Rao asociada al subconjunto Y sobre el
EMV B es

2 zzln[ (14 X (E0) (L o (RD)))
h=1j=1

L;=(zz")'Z,(I,-H;)'Z]

R =XTE[(I,-H;)'ETX(XTsx)!

donde \j(Lp), j=1,...,7, y up(Ry), h =1,...,q, son los autovalores de las matrices cuadradas
L; y Ry, respectivamente.
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Demostracién: Teniendo en cuenta las propiedades (vi) y (vii) del producto de Kronecker,
dadas por el teorema B.0.5, y los lemas 4.3.1 y 4.4.1 se tiene

Var(B )| (VarlB)) ' = (220 9 F) ((227) o F) =

- ((Z(I)Z%}))il ®f(1)> ((ZZT) ®f‘_1> _

_ ~ =~-1
(ZnZ{y) N (Z2Z2T) T (T~ =

= (L, +(22") ' Z,(I, - H))'Z]) ®
®(I,— (X"X)'X"E;(I, - H;) 'E] X(X"S$X) '(X"X)),

matriz simétrica de dimensién (gr x gr). Asi, de (4.4.1), se obtiene

o = 5 o [Ni(Var[B )] (Ve [B)) )] =

qr
= %Zan [ n k)\i (I, +(ZzZ")'Z(I,-H) 'Z]) ®

®(I,— (X"X)'XTE;(I, - H;) 'ETX(XTSX) 1(XTX)))] =

1 q T
= | (1 (227)7 241 - H) ' 2Y)
h=1j=1 b

(1= (XTX)'XTE (I - H)T'ETX(XT8X) /(X7 X)))] =

1 &
=323 w? |- ﬁ S+ (227) ' 2,1 - H) ' 2]))
h=1 j=1 L

(1—pn (XTE/(I,-H)'ETX(XTSX)™))].

Usando la propiedad (xii) del teorema B.0.5, teniendo en cuenta que el producto de Kronecker
es de orden gr y el lema B.0.3 se concluye la demostracién. m

También para el MCC(SCS), se puede interpretar la medida de Rao, p%, como funcién de
las componentes L; y R;. Como se puede observar, la componente Lj es idéntica a la obtenida
en el MCC. Por otro lado, del lema B.0.2, se concluye que la componente R tiene los mismos
autovalores no nulos, con la misma multiplicidad, que

R; =EfX(XTsX) 'XTE;(I,-H;) " (4.4.2)

De la expresién (2.5.6) se obtiene que A; = det [I, — R7], por lo que la matriz R}, basada en
los residuos, puede ser usada en la deteccién de outliers.

Nota 4.4.1 Por razonamientos andlogos a los usados para el MCC' en la seccion 4.3, también
para el MCC(SCS) se puede descomponer la medida de Rao de la siguiente manera

207 = ||L111* + [|R1][* + 2| L1]] || Ry | cos b,

donde
Lr=(1,®a), cona’ =(n[l+ A (Lp)],...In[1+ N\ (L1)]),
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Ri=(b®1,), con bl = <1n [n i (- m(RI))} o ln [n ﬁ -(1- ,uq(R]))]> :

||| es la norma euclidea y 05 es el dngulo entre los vectores L1 y Ry, siendo 15 = (1,...,1) € R,

Usando el teorema 4.4.1, se obtiene la distancia de Rao como medida de la influencia de la
i-ésima observacién de Y sobre la distribucién del EMV B.

Corolario 4.4.1 Para el MCC(SCS), cuando k =1 e I = {i}, 1 < i < n, la medida de Rao
asociada al EMV B es

2B - 1YY e [ (14 A (L) (1 - (R

]].h].

con 1
—1
Li=—(zz" 2T
! 1—pu‘( ) ZiZi

XTeel X (XTSX) ",

R; =
1 —pii

donde p;; y e; estan definidos por (2.8.15) y (2.3.14), respectivamente.

Para el desarrollo de la medida p?(]g’ ), se observa que L; es la misma que en el MCC, asi de
(4.3.9), se tiene que

P _
I ;“, j=1Li=1,...n

Ai(Ly) = . (4.4.3)

Por otro lado, teniendo en cuenta la relacién entre los autovalores de las matrices Ry y R} dada
n (4.4.2), la matriz R; tiene solamente el autovalor no nulo e/ X (X78X) !X Te;, o sea,
T —-1yT,.
XX S0 X h=1,i=1,..n
pun (Ri) = :
0 ,h=2,...,q,1=1,..,n

y como, en el MCC(SCS), un estadistico para determinar si la observacién i-ésima de Y es
outlier (véase la seccién 2.5), es

X (XTSX) T X e
o 1 —pii ’

el residuo internamente studentizado para el MCC(SCS), se concluye que

Ti,h=1i=1,...n
pn(R;) = . (4.4.4)
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Asi, usando los autovalores (4.4.3) y (4.4.4) en el corolario 4.4.1, la medida de Rao, asociada
a la observacién y; sobre el EMV B del MCC(SCS), se reduce a

p?(ﬁ):;IHQ[ n < ! >AZ}+’”;11H2[ n Ai]+

n—1\1—ps n—1

+qglln2 [nnl <11pii>] +(q_1)2(T_1)1n2 [nnl]

donde, A; =1 — T;. En consecuencia, la medida de Rao, p?, es una funcién creciente de T;.

Nota 4.4.2 En el MCC(SCS), cuando k =1 e I = {i}, 1 < i < n, teniendo en cuenta los
autovalores (4.4.8) y (4.4.4), la medida de Rao puede decomponerse de la siguiente manera

207 = [1Cil1* + IRl |* + 2 || Call IR cos 6,

con

1
L;=(1,® a), donde a’ = (ln [1 _pl ,O,...,O)

R = (b®1,), dondebT:(ln[ n Ai],ln[ n ]m[ n D

n—1 n—1 n—1

donde Ay =1—T; y1,=(1,...,1) € R*. En este sentido, se obtiene

r 1
1il[* = ¢ I [1 4 Aj(Li)] = gl [1 _p“] :
j:l (2

W%W—rézm2[flﬂ—udRm]—rm2[

n n
A; —1)rin? | —
n -1 1}+(q Jrin {n—l}

n

r q
IRill L3l cos 0 = L] R = > "In[l+ A; (L;)] In [
j=1h=1

—In [1 _1%] (m [Ai] + ¢ln [nﬁlb .

Nota 4.4.3 En el MCC(SCS), es posible expresar p?(]g’) como funcién de las medidas presen-
tadas en la seccion 2.5. Por ejemplo, de la medida de Cook, D;, para la i-ésima observacion de
Y, dada en (2.5.11), se obtiene

(1 (R)| =

n—1

1 — pi;

Ai =1- Di7
npii
entonces
~ 1 1 1—pu —1 1
pH(B) = 5 In? | 1-—Pip )|+ | +
2 n—11—mp; nPs; 2 n—11—p;
-1 1—p;; —1 —1
+ ! In? i 1— Pii D; )| + (g )(r ) In? n .
2 n—1 nP;i 2 n—1

Es decir, la medida de Rao puede ser considerada como una funcidn creciente de p;; (constante
en cada grupo) y D;.
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4.4.1. Influencia en combinaciones lineales de B

La extensién de distancia de Rao como medida de influencia en combinaciones lineales del
EMYV de la matriz de coeficientes de regresion del MCC(SCS) es similar al realizado para el MCC.
En este caso, se consideran los EMV U = D(sXq)E(qX’r’)L(TXl) y \TI(I) = D(sxq)E(I)(qXT)L(rxl),
donde rg(D) =s<gqgyrg(L)=1<r.

Teniendo en cuenta las distribuciones de vec(B) y vec(B (1)), usando el teorema C.1.2, se
obtiene

vec(DBL) ~ Ny (vec(DBL); LT(ZZ")'L ® DT DY)

y
vee(DB L) ~ Ny (vee(DBL), L (Z(1)Z{) 'L © DD ),
resultando
Var[DBL) = L"(ZZ")"'L ® DT D" (4.4.5)
y —— ~ ~
Var[DB()L] = L"(Z)Z{;) 'L ® DT (;)D", (4.4.6)

matrices simétricas de dimensién (sl x sl).

Entonces, de (4.2.4), como Var[DBL] es no singular, la versién muestral del cuadrado de
la distancia de Rao, como medida de influencia del subconjunto de observaciones Y7 en las
combinaciones lineales de B, es

sl
~ 1 - N |
PHE) = 5> In? [A,- (Var[DB(I)L] (Var[DBL]) )] , (4.4.7)
i=1
donde \;(A), i =1, ..., sl, representan los autovalores de la matriz cuadrada A (-

A partir de la expresién general (4.4.7) se enuncia el siguiente teorema.

Teorema 4.4.2 Para el MCC(SCS), la medida de Rao asociada a Y7 sobre T es

l

) = 5 3o | (1 (L) (- (R

a=1 b=1

con
L;=L"zz") 'z, 1,-H;) ' z¥(zz") 'L (zz¥)"'L)™!
1 -
R;=-DX"X)'X"E;(I,-H) 'ETX(X"X)'D"(DrD")!,
n

donde \o(L1), a =1,..,1, y up(Ry), b =1,..., 8, son los autovalores de las matrices cuadradas
L; y Ry, respectivamente.
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Demostraciéon: Del lema 3.4.2, se obtiene

(LT(Z1y21) ') (L7 (22T)7'L) " =L+ L7 (22") ' Z; (I, — Hp) ™!
zT(zz") 'L (L7 (zz")"'L) ",

y, de 2.5.5,

~ —~ 1 B
(DF(I)DT)(DFDTY1 = (Is— ED(XTX)AXTEI (I.—Hj) !

—k
Efx(x"x)"'D"(Drp")1).

Usando los estimadores de las matrices de covarianza, (4.4.5) y (4.4.6), y el teorema B.0.5, se
obtiene que
Var[DB ()L ](@[DEL])—I

= (L"(22{;) 'Le DT ()D")(L"(22")"'L @ DTD")™!

= (L"(2)2{;) 'Le DT () D")(L"(22")"'L)™" (DI‘DT) D=

(LT( Z([ )'L)(L"(22")"'L)"! ® (DT ;) DT)(DTDT)™!
k(I; +LT(zz" 'z, 1, -H) ' ZzY(zzT)'L(LT(2zT)'L) Y
® (I, — %D(XTX)*XTE] (I,-H)'ETX(X"X)'D"(DLD")™),

matriz simétrica de dimension (sl x sl), de (4.4.7), teniendo en cuenta que el producto de
Kronecker es de orden sl, se concluye la demostracién. m

El corolario siguiente permite considerar la distancia de Rao como medida de influencia de
la i-ésima observacién de Y en un determinado subconjunto del EMV B.

Corolario 4.4.2 Para el MCC(SCS), cuando k =1 e I = {i}, 1 < i < n, la medida de Rao
asociada a ¥ es

I s
)= 5 S | (1A (L) (1 ().
a=1b=1
con
L=+ _1% LY(ZZ") 2z (zZ")'L(L"(zZ2")"'L)™"
y
R, = MD(XTX)_lXTeieiTX(XTX)_lDT(Df‘DT)_l

A continuacién, se presentan las medidas de Rao resultantes de tres posibles elecciones de
las matrices D y L.
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4.4.1.1. Influencia en las filas de B

Para estudiar la influencia de la i-ésima observacién de Y en la j-ésima fila de E‘, en el
MCC(SCS), se tiene ¥ = d]TB. Entonces, del corolario 4.4.2, la medida de Rao en este caso es

n—1

piy(B) = ;21112 [ " (1-R) 1+ A (L) (4.4.8)

con 1
Li=——(ZZ") 2,27
' 1—pn'( )7 EE

R 1 (GXX)XTe)’

= = e R.
n(1 — pi;) d]TI‘dj

Por otro lado, teniendo en cuenta que la componente L; es la misma que en la medida de Rao
p?(B), usando (4.4.3), se obtiene

o=t | L (L XXX
@2 n—11-py n (1 = pii) d/Td;
LT Lo n [, 1 (dI(XTX) X Te;)?
2 n—1 n (1 —pi) d'Td; .

Nota 4.4.4 En el MCC(SCS), la medida pf(j.) puede expresarse como funcion de LC’f(j.), la

componente de localizacion de la medida de Fréchet para las filas de B. En efecto, de (3.5.13),

L i T—lvT . 2 L= Dii o
[ (@ XTX) X e = PO,

por tanto

+

1 n 1 1 1—py
2 2 % 2
Py =3 ™ [n —11—ps ( dITd; npg; Z(]')>

T — 1 n 1 1 — Pisi 9
+ In? 1— —— Lc?. 1.
2 [” -1 ( diTd; npi, )

Nota 4.4.5 En el MCC(SCS), se puede expresar la medida de Rao pg(j,

DL;g;.y, la medida de Cook para las filas de B. Dado que, por (2.5.15), se tiene

) como funcion de

1 (d]T(XTLX)—leei)2 1— py nT;
Z = DLy = —DLj.. (4.4.9)
- - i(j°) DL,
1-— Dii d?rdj DPii D;

en Cconsecuencia

1 n 1 T; r—1 n T,
2 — Z1n2 — DL 2 — DL

siendo D; la medida de Cook dada en (2.5.11) y T; dado en (2.5.8).
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4.4.1.2. Influencia en las columnas de B

Para evaluar la influencia de la i-ésima observacién de Y en la m-ésima columna de ]§, en
el MCC(SCS), basta considerar ¥ = Bh,,. Entonces, del corolario 4.4.2, la medida de Rao en
este caso es

~ 1 n
Pitm) (B) = 5 > _In’ {n —7 A+ L) (1= (Ra))] (4.4.10)
b=1
- 1 (2{(2Z") "'hp)’
i T T eR
L —piu hl(ZZT)-'h,
’ 1
R = XTe el Xx(XTSX)™t.
— Dii

Teniendo en cuenta que la componente R; es la misma que en la medida de Rao p? (]§), usando
(4.4.4), se obtiene que

T Ty-1p )2
= 1ln2 [ o <1 + ! (ziT(ZZ 72 ) ) Ai] +
n—1 1 — pi; hm(ZZ )_1hm
_ T Ty—1p \2
4 1m2[n <Lk L (={(z27) ?“)}
2 n—1 L—pii h,,(ZZ") 1h,,

Por otro lado, considerando la descomposicién (4.3.20),

b? [ oA+ 5?2 ] Ry = 2
2
Pi(-m) =

e e e o £ 5

En resumen, las cantidades de la medida de Rao p?(,m) no dependen de m. En este sentido, se
tienen las mismas ventajas computacionales que las mencionadas en la nota 4.3.7, para el MCC.

4.4.1.3. Influencia en los elementos de B
En relacién al estudio de la influencia de la i-ésima observacién de Y en el (j, m)-ésimo
elemento de B, para el MCC(SCS), se considera ¥ = d;fB h,, € R. Teniendo en cuenta la

medida de Rao asociada a las filas y columnas de B dadas por (4.4.8) y (4.4.10), respectivamente,
del corolario 4.4.2, se obtiene

1 n
Pitim) = 3 1° L — A+ L) (- Ri)} = (4.4.11)
1 T Ty\—1 2
e (L (lEZZ2T) )
2 In-1 1= pi hL(ZZT) " hpy,

X 1 (df(XTX) 11X Te;)?
(1 - pa) d'Td;

la medida de Rao asociada a la observacién y; sobre el (j,m)-ésimo elemento de B.
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Por otro lado, considerando la descomposicién (4.3.20),

%1112 [ n_ 1 <1 1 (d}“(XTX)IXTeiV)] R

n—11-p;; ~ n(1-pii) dI'Td;
Pi(jm) =
9 (dT(XTX)_IXTe»L‘)Q
%ln |:nzl <1 o ﬂ(lipii) : dI'Td, B 7 2i

Se observa, como en el MCC, que las cantidades de la medida de Rao p?(jm) no dependen de m,
es decir, se tienen las mismas ventajas computacionales que las mencionadas en la nota 4.3.8.

Nota 4.4.6 En el MCC(SCS), se puede expresar p?(jm) como funcién de DCf(jm), la compo-

nente de dispersion de la medida de Fréchet 0;(j,,). En efecto, de (8.5.17), se obtiene

12 | (1 DOlm) | ey, > powy,
2 T hI(2ZT)h,d!Td, ’ i(jm) = i(jm)

2 | (1 DOl 1 pes DC1
2 -~V rL(zZ")1h,dlTd; ) |’ i(jm) < ijm)

Nota 4.4.7 También es posible establecer una relacion entre la medida de Rao p?(jm) y las

medidas de Cook. De (4.4.9) y (2.5.16), usando (4.4.11), se obtiene

1 n Dii 1 —pii
2 2
ooy ==1 1+ DL, 1-— DL, =
PiGim) = 5 ™ n—1 < (1 —pis)D; it )> ( np;; Z(]')ﬂ

1 5[ n 1 T;

1. ,[ n T; 1 1

donde las medidas de Cook D, DL;.y, DLj(.pm) y DLj(jm), para el MCC(SCS), estdn definidas
en (2.5.11), (2.5.15), (2.5.16) y (2.5.18), respectivamente.
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Capitulo 5

Implementacién y casos practicos

5.1. Introduccién

Para ilustrar esta memoria, en este capitulo se aplican, a algunos conjuntos de datos reales,
las medidas de influencia presentadas en el capitulo 2 y los planteamientos metodolégicos de
deteccién de observaciones influyentes, bajo la utilizacién de distancias entre distribuciones de
probabilidad, desarrolladas en los capitulos 3 y 4. El an4lisis de influencia, llevado a cabo en los
ejemplos, se realiza desde el enfoque de la influencia individual.

El primer conjunto corresponde a los datos recogidos por Zerbe (1979) en un trabajo sobre la
asociacién entre la hiperglucemia y la hiperinsulinemia, a través de diversas medidas repetidas
de fosfato inorgdnico plasmaético. Este conjunto de datos ya ha sido utilizado en la bibliografia
para el MCC, en particular para el andlisis de influencia en este campo. En Pan y Fang (2002)
es utilizado en el dambito del anslisis de influencia en el EMV de la matriz de coeficientes de
regresion. Esto permite la comparacion del andlisis de influencia realizado mediante la distancia
entre distribuciones con las técnicas utilizadas por otros autores.

En el segundo ejemplo, se estudia la identificacién de observaciones influyentes en el EMV
de la matriz de coeficientes de regresién del MCC(SCS). Para ello, se utiliza un conjunto de
datos incluido en un articulo clésico del MANOVA generalizado de Potthoff y Roy (1964). Los
datos corresponden a una medida dental (la distancia, en milimetros, del centro de la glandula
pituitaria a la fisura pterigomaxilar) a un conjunto de nifios y ninas a distintas edades. Estos
datos han sido utilizados en el estudio de técnicas de deteccién de observaciones influyentes en
diversos trabajos, pudiéndose citar, entre otros, el trabajo de Pan (2002).

Con estos ejemplos sé6lo se pretende ilustrar el uso y la aplicacién de las técnicas de anélisis
de influencia propuestas a través de la aplicacién de las distancias de Fréchet y de Rao, por lo
que no se pretende realizar un analisis detallado de los datos y de los modelos aplicados.

En general, en el andlisis de influencia, algunos autores proponen para las medidas de influen-
cia puntos de corte a partir de los cuales se deben considerar las observaciones influyentes. Sin
embargo, otros autores proponen medir la influencia de todas las observaciones y considerar
como influyentes aquellas que obtengan valores considerablemente mayores en relacién con el
resto. Ello puede realizarse a través de una representacion grifica de los valores del diagndstico
considerado frente al indice de casos (index plots). Ambas estrategias estdn cargadas con cierto
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nivel de subjetividad. No obstante, posiblemente, la segunda esté méds en la linea de la propia
definicién de observacién influencia, por lo que en esta memoria se ha optado por ella.

El software basico utilizado para desarrollar e implementar las medidas de influencia pro-
puestas en esta memoria ha sido MATLAB, aunque facilmente pueden ser trasladas para su
implementacién en R.

5.2. Datos de Glucosa

Zerbe (1979) analiza un conjunto de datos obtenidos en un estudio sobre la asociacién en-
tre la hiperglucemia y la hiperinsulinemia, a través de diversas medidas repetidas de fosfato
inorganico plasmatico. El estudio se realizé en el Area de Investigacién Clinica Pedidtrica del
Medical Center de la Universidad de Colorado. En la experiencia, se administran diversos tests
de tolerancia a la glucosa a dos grupos (r = 2) de pacientes: grupo control, con n; = 13 indi-
viduos, y grupo de pacientes afectados de obesidad, con ne = 20 individuos. Las observaciones
son mediciones de fosfato inorgdnico plasmatico (mg/dl) obtenidas a partir de muestras de san-
gre, para cada uno de los n = 33 pacientes, tomadas en p = 8 instantes sucesivos de tiempo
(0 h.,0,5h.,1h,1,5h,2h.,3h.,4h. y5h.) después de ser administrada la dosis estdndar
de glucosa oral.

Este conjunto de datos ha sido posteriormente analizado por Reinsel (1984b), Chi y Reinsel
(1989), Keramidas y Lee (1995) y, en el &mbito del andlisis de influencia, por Pan y Fang (2002).

Grupo Control

Grupo Obesidad

variacion glucosa
variacion glucosa

horas horas

Figura 5.2.1: Curvas de crecimiento de los niveles de fosfato inorganico plasmético (mg/dl) en
individuos del Grupo Control y del Grupo Obesidad

Para la aplicacién de las medidas de influencia es necesario el ajuste de los datos a través
del MCC, en este sentido la figura 5.2.1 ilustra las curvas de crecimiento de los niveles de fos-
fato inorgédnico plasmaético en los dos grupos. A partir de ella, parece razonable considerar un
polinomio de grado 2 o superior para modelizar el crecimiento medio de la variable objetivo.
Pan y Fang (2002) consideran el ajuste de un MCC con matriz de covarianzas no estructura-
da, a través de un polinomio de grado 2, obteniéndose como coeficientes de determinacion
R? = 0,6564, para el grupo control, y R? = 0,9423, para el grupo obesidad. Si se utiliza un
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polinomio de grado 3, los coeficientes de determinacién son R? = 0,903 y R? = 0,971, respectiva-
mente. Por ello, en esta memoria se opta por un modelo basado en el polinomio de grado 3.

En consecuencia, el modelo de curvas de crecimiento considerado en la modelizacién de esta
experiencia tiene las siguientes dimensiones: dos grupos (r = 2), el grupo control (ny = 13
pacientes) y el grupo obesidad (ng = 20 pacientes); ocho medidas repetidas o instantes de
tiempo considerados (p = 8); polinomio de tercer grado (¢ = 4). Asi, las matrices de disefio son

1 1 1 1 11 1 171"
|0 05 1 15 2 3 4 5 (15 o
X=10 02 1 22 4 9 16 25 Y Z‘[ 0 12To]'
0 0,125 1 3,375 8 27 64 125

Al considerar un MCC con matriz de covarianzas no estructurada, la uinica restriccién sobre la
matriz de varianzas y covarianzas es que X > 0. En este sentido se obtienen los EMV (B) y
GLSE (B) para la matriz de coeficientes de regresiéon B del MCC,

4,0106  4,5038 4,0040  4,5924
5 _ | —L7660 —1,0475 B_ | —L7702 ~1,1939
0,6491  0,2920 Y 0,7370  0,3278
—0,0608 —0,0204 —0,0777 —0,0222

La figura 5.2.2 ilustra el ajuste de las curvas obtenidas de los EMV y GLSE, respectivamente.
Para el grupo control se concluye que existe una gran diferencia entre las dos curvas, mientras
que en el grupo obesidad dicha diferencia es menos significativa. Considerando los EMV, los
polinémios ajustados para el modelo son: y = 4,0106 — 1,7660t + 0,6491¢% — 0,0608t> (grupo
control) e y = 4,5038 — 1,0475¢ + 0,2920t% — 0,0204t3 (grupo obesidad), donde ¢ es la variable
tiempo.

Grupo Control Grupo Obesidad

wvariacign glucosa
wvariacign glucosa

horas horas

Figura 5.2.2: Modelo de Curvas de Crecimiento ajustado al nivel de fosfato inorgdnico plasmatico
a traves de los estimadores MV (B) y GLS (B) (linea continua: variacién media muestral; linea
discontinua: EMV; linea "punto-raya": GLSE)
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Una vez realizado el ajuste del modelo, a continuacién, se desarrolla el estudio de la diagné-
sis del mismo, especialmente el andlisis de influencia. En primer lugar se aplica el criterio de
deteccion de outliers (2.4.3), a través del estadistico T; dado en (2.4.2).

2 4
15 4
18 4
1.7 4
16 1

(30)

B 15 A (21)

14 4
13 4
1,2 4
11 4

1

(12) (18)

o 3 6 9 1z 15 18 21 24 27 30 33

observaciones

Figura 5.2.3: Medida T; para deteccién de outliers

La figura 5.2.3 muestra que los valores mayores de 7; (1 < ¢ < 33) se alcanzan en el caso 12
(Th2 = 1,4050), para el grupo control, y en los casos 18 (T1g = 1,3908), 30 (739 = 1,9003) y 31
(T51 = 1,5444), para el grupo obesidad. Si se utiliza el criterio (2.4.3), para a = 0,05,

qCs;

n—r—p

1+ =1,4863,

solamente las observaciones 30 y 31 (grupo obesidad) pueden ser consideradas outliers.

Identificadas las observaciones outliers, a continuacién, se presentan los resultados de la
aplicacién de las medidas de influencia existentes en la literatura sobre B.Enla figura 5.2.4 se
representan diagnésticos de influencia propuestos, recogidos en el Capitulo 2 (donde se senalan
aquellas observaciones con valor del diagnéstico més elevado).

A partir de estos grificos se pueden senialar diversos aspectos:

= Las medidas de Cook, D;, v de Welsch-Kuh, W K, proporcionan resultados similares,
determinando a los individuos 1, 10 (grupo control) y 24, 30 (grupo obesidad) como las
observaciones mas influyentes.

» Las medidas de Andrew-Pregibon, AP;, y de Cook-Weisberg, |CW;|, detectan los indivi-
duos 5 (grupo control) y 30 (grupo obesidad) como las observaciones més influyentes.

» La medida de razén de informacion, I R;, detecta los individuos 30 y 31 (grupo obesidad)
como las observaciones mds influyentes.

» La medida de razén de covarianzas, |CR; — 1|, es la que proporciona menor informacién
sobre las observaciones influyentes en este caso, al no existir observaciones que se separen
marcadamente de las restantes respecto de dicha medida.
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Figura 5.2.4: Medidas de influencia propuestas en la literatura

= El estudio conjunto de las medidas anteriores conduce a poder afirmar que las observa-
ciones mds influyentes corresponden a los individuos 1,5 y 10 (grupo control) y 30 (grupo
obesidad).

= De un modo general, se puede observar que las medidas de influencia propuestas en la lite-
ratura proporcionan informacién diferente sobre la influencia, dependiendo del estadistico
o estimador sobre el que se centra el andlisis. Asi, este ejemplo es 1til para ilustrar que
el uso de una tnica medida de influencia proporciona informacién incompleta sobre las
posibles observaciones influyentes.
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A continuacién, se presenta la aplicacién de las medidas de influencia desarrolladas en esta
memoria a este conjunto de datos.

La figura 5.2.5 representa la medida de Rao, p;, pudiéndose observar su semejanza con la
grifica 5.2.3 del estadistico T;. De hecho, como se ha comentado en el desarrollo tedrico, dicha
medida es funcién creciente de T;. En conclusion, la medida p; determina como casos mas
influyentes los casos outliers detectados por T;.

06 - (30)

05 +

04 - (31

Pi

(12)
03 (18)

0,2 4

01 T T T T T T T T T T 1
a 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 33

observaciones

Figura 5.2.5: Medida de Rao

La figura 5.2.6 recoge la medida de Fréchet, 9;, a partir de la cual se puede determinar los
individuos 1, 9 y 10 (grupo control) y los individuos 18, 22, 24 y 30 (grupo obesidad) como
las observaciones méds influyentes. La figura también recoge el grafico de dispersién de las dos
componentes de la medida de Fréchet, es decir, de LC’Z-2 (componente de localizacién) versus DC’Z-2
(componente de dispersién), para i = 1, ...,n, que puede ser muy ilustrativo para determinar el
sentido de la influencia que ejerce cada observacion.

0,2 - (30) 0,03 -
0,18 - {3.0]

016 | 0,025
014 -
012 -

0,02

b
w01 = 0015 4
%]
0,08
0,06 0,01
i (22) (18
0.04 0,005 . (.zll (10)
0,02 - ° (9)
0 , et euf o . o
T T T T T T T T T T | T T T T T T !
a 3 6 9 1z 15 18 21 24 27 30 33 o 0,005 0,01 0,015 0,02 0025 0,03 0035
observaciones Lc#

Figura 5.2.6: Medida de Fréchet
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El andlisis detallado de esta medida y de sus componentes en este conjunto de datos, ademéds
de permitir confirmar la idea de que es una medida de influencia que proporciona informacion
mds completa que las anteriormente analizadas, permite senalar diversos aspectos que se recogen
a continuacion:

» El individuo 30 (grupo obesidad) es el caso méds influyente, segin la medida de Fréchet.
Este caso, detectado como outlier, también es determinado como influeyente por las medi-
das AP; de Andrew-Pregibon, CW; de Cook-Weisberg y la razén de informacién, I R;. Las
medidas D; de Cook y W K; de Welsch-Kuh la detectan, pero de forma menos relevante.
La concordancia de las distintas medidas se debe a que este caso influye en la componente
de localizacién de la distribucién muestral del estimador B y en la componente de disper-
sién o estructura de covarianzas de la misma, como se puede ver en el plot de dispersién
de ambas componentes.

» El caso 9 (grupo control) se detecta como el segundo caso mds influyente a través de la
medida de Fréchet, debido especialmente a su impacto sobre la componente de localiza-
cién de la distribucién muestral del estimador B. Sin embargo, esta observacién no es
detectada por las restantes medidas de influencia.

= Los individuos 1 y 10, ambos del grupo control, también son detectados por la medida de
Fréchet por su influencia sobre la componente de localizaciéon. Ambos casos son detectados
por las medidas D; de Cook y W K; de Welsch-Kuh, aunque no por las restantes medidas.

= En el grupo obesidad, ademds del caso 30, se detectan como moderadamente influyentes
a través de la medida de Fréchet las observaciones 18, 22 y 24. El primer de ellos presenta
valores de las medidas T; y p; elevados, asi como valores moderados de las medidas de Cook
y Welsch-Kuh. También los casos 22 y 24 son levemente resaltados por estas medidas.

Una vez presentadas las medidas de influencia sobre el EMV de la matriz de coeficientes de
regresion, a continuacion, se recoge un resumen del estudio de la influencia en las filas, columnas
y elementos de dicho estimador. Teniendo en cuenta la definicién de B, las filas de B contienen
los estimadores de los coeficientes de los polinomios ajustados de los dos grupos, mientras que las
columnas contienen los estimadores de los coeficientes de regresién asociados al grupo control y
al grupo obesidad (cada columna de B corresponde a un grupo). Los diagnésticos de influencia
utilizados son las medidas de Cook, de Fréchet y de Rao. Se han obtenido dichas medidas y las
siguientes graficas recogen los resultados més relevantes.

Como ilustracién se presenta el estudio realizado en los coeficientes del término de 2° grado
de las curvas ajustadas, o sea, para la fila tercera de B, cuyos resultados se recogen en la figura
5.2.7. De una manera general se pueden realizar las siguientes consideraciones:

» Como se ha comentado en la seccién 3.5.1.1, la medida de Fréchet, d;(;.), se puede expresar
como funcién de la distancia de Cook, DL,.), por lo que mantienen un cierto nivel
de coincidencia los resultados obtenidos a través de ambas medidas. Sin embargo, no
hay coincidencia completa (véanse las observaciones 30 y 31). Por otra parte, la medida
de Fréchet tiene la ventaja de permitir obtener informacién sobre la influencia de las
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Figura 5.2.7: Medidas de influencia sobre la fila tercera de B

observaciones en la localizacién y en la dispersién de la distribucién del pardmetro bajo
estudio. Como ilustraciéon de este comentario se puede observar que los casos 10 y 18
presentan similares niveles de influencia segin las distancias de Cook y de Fréchet, aunque,
a través del estudio de las componentes de localizacién y dispersién, se puede afirmar que
el caso 18 ejerce la influencia en ambas componentes, mientras que el caso 10 la ejerce
fundamentalmente en la localizacion.

= La medida de Fréchet y la de Rao detectan observaciones diferentes como més influyentes
para las filas de B. Mientras la medida de Fréchet detecta observaciones influyentes en
los dos grupos para todas las filas de ]3‘, la medida de Rao, de una manera general, sola-
mente presenta relevancia en la influencia de las observaciones del 2° grupo. En particular,
la medida de Rao presenta cierta concordancia en los resultados con la componente de
dispersion de la medida de Fréchet.
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En las figuras 5.2.8 y 5.2.9 se recogen los resultados correspondientes al estudio de la influ-

encia

sobre las columnas de B. A partir de este andlisis, sin entrar en detalles especificos de las

distintas observaciones, se pueden realizar diversas consideraciones:

Se observa nuevamente la falta de coincidencia en los resultados y conclusiones que se
pueden extraer con las medidas de Cook (DLj(.,)), de Fréchet (0;.,)) y de Rao (pi.m)),
ademds de la mayor informacién proporcionada por la distancia de Fréchet.

Los casos més influyentes sobre el estimador de la matriz de coeficientes de regresiéon no
son necesariamente los més influyentes sobre el estimador de cualquier subconjunto de
pardmetros de la misma, en particular, sobre sus columnas. Este aspecto puede quedar
ilustrado por la figura 5.2.6, en la que se puede ver que el individuo 9, un paciente del
grupo control, es la observacién més influyente de dicho grupo para el ajuste del modelo
de curvas de crecimiento del nivel de fosfato inorgdnico plasmaético, no es una observacién
influyente sobre la 2% columna del estimador, como se ilustra en la figura 5.2.9.
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Figura 5.2.8: Medidas de influencia sobre la columna primera de B
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Figura 5.2.9: Medidas de influencia sobre la columna segunda de B

El estudio de la influencia de las observaciones en los elementos (j,m) de B es ilustrado en
las figuras 5.2.10 y 5.2.11, a partir de las cuales se pueden corroborar algunas de las conclusiones
generales anteriormente expresadas, independientemente de las conclusiones concretas que sobre
los individuos se pueden extraer a partir de un andlisis detallado de las mismas.

Como conclusion, con este ejemplo se muestra la validez de las medidas propuestas en esta
memoria para detectar observaciones altamente influyentes en el Modelo de Curvas de Creci-
miento. Los casos determinados como influyentes son basicamente los mismos que en los estudios
realizados mediante otras técnicas, aunque con nuevas aportaciones y algunos matices diferen-
ciales propios. Por tanto, se puede afirmar que las medidas de Fréchet y de Rao constituyen
una buena alternativa y un buen complemento a las medidas propuestas en la literatura para
el MCC.
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Figura 5.2.10: Medidas de influencia sobre el elemento boy
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Figura 5.2.11: Medidas de influencia

sobre el elemento 342




118 Implementacién y casos practicos

5.3. Datos dentarios

Potthoff y Roy (1964) recogen un conjunto de datos resultantes de un estudio de ortodoncia
sobre la relacién entre una medida dental y la edad de un conjunto de ninos de ambos sexos
(r = 2). La variable objetivo es la distancia, en milimetros, del centro de la glandula pituitaria
a la fisura pterigomaxilar, en n; = 11 ninas y ng = 16 ninos a las edades de 8, 10, 12 y 14 afios

(p=4).

Este conjunto de datos ha sido analizado en numerosos articulos sobre el MCC, entre otros,
en Ohlson y von Rosen (2010) y Hamid et al. (2011) y, en particular, en el &mbito del diagnéstico
de influencia para el MCC(SCS) por Pan (2002) y Pan y Fang (2002).

A continuacién, se aplican los planteamientos metodolégicos desarrollados anteriormente
para la identificacién de observaciones influyentes en el EMV de la matriz de coeficientes de
regresién del MCC(SCS) y en algunas de sus combinaciones lineales.

La figura 5.3.1 ilustra las curvas de crecimiento dental en los dos grupos, Pan y Fang (2002)
sugieren la aplicacién del ajuste lineal (polinomio de grado 1, ¢ = 2) a tales curvas en ambos
grupos.

Grupo Nifias Grupo Nifios
29 33 4
27 a0 4
25 27 4
23

24
21

19
17 4 /

15 T T T 1 15

21 A

crecimienta dental
crecimiento dental

18

afios afios

Figura 5.3.1: Curvas de crecimiento dental

Las matrices de diseno vienen dadas por

T
11 101 (1 o
X_[S 10 12 14] Y Z‘[o 1{6]‘

Por otro lado, Pan (2002) afirma que la estructura SCS, dada en la seccién 1.4, es una
estructura de covarianza apropiada para este conjunto de datos. En este sentido, el EMV de la
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matriz de coeficientes de regresién B del MCC(SCS) es

5 _ [ 17,3727 16,3406
~ | 04795 0,7844

Teniendo en cuenta las columnas de f)’, las rectas y = 0,4795¢t 4+ 17,3727 e y = 0,7844¢ 4 16,3406,
donde t es la variable tiempo, son usadas para el ajuste de las curvas de crecimiento del grupo
de las ninas y del grupo de los nifios, respectivamente. El ajuste de las rectas obtenidas del
EMYV a la variacién media del crecimiento de las observaciones de los dos grupos se presenta
en la figura 5.3.2, con coeficientes de determinacién R? = 0,9988 (grupo ninas) y R? = 0,9818
(grupo ninos).
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Figura 5.3.2: Modelo de Curvas de Crecimiento ajustado a la media de los dos grupos

Ajustado el modelo, a continuacién, se realiza el andlisis de diagndstico de las diferentes
observaciones en B. Para la identificacién de las observaciones candidatas a outliers, se usa el
estadistico T; dado en (2.5.8) a través del criterio (2.5.9), presentado en la seccién 2.5. Para
a = 0,05, se obtiene

qCy,
(n—7r—q)+4qC}

= 0,2293,

por lo que las observaciones 21 (T2; = 0,2367) y 24 (To4 = 0,5119) del grupo de los ninos
pueden ser consideradas outliers. Estas conclusiones se ilustran en el grafico de T; (1 < i < 27),
recogido en la figura 5.3.3, a través del cual se observa que también conviene prestar atencién a
las observacion 10 (Th9 = 0,2011), 11 (771 = 0,1679), del grupo de las ninas, y 15 (715 = 0,1791).

En relacion a las medidas de influencia propuestas en la literatura, cuyos gréaficos se presentan
en la figura 5.3.3, se pueden realizar las siguientes consideraciones:

= Se observa una semejanza entre los gréficos de las medidas de Cook, D;, de Welsch-
Kuh, WK1, y de Andrew-Pregibon, AP;, o sea, dichas medidas identifican las mismas
observaciones como las més influyentes sobre B: los individuos 10, 11 (grupo de las ninas),
15, 21 y 24 (grupo de los nifos). Esta conclusién concuerda con la deteccién de outliers,
de hecho, dichas medidas son todas funciones crecientes de T; (véase seccién 2.5).
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» Existe analogia entre la forma de los grificos de la medida de Cook-Weisberg, |CW;|, y de
la medida de razén de covarianzas, |CR; — 1|. No obstante, esta tltima medida detecta los
individuos 1, 5, 7 (grupo de las ninas), 14 y 24 (grupo de los nifios) como las observaciones
més influyentes del conjunto de datos, mientras |C'W;| proporciona una mayor relevancia
al individuo 24 como observacién maés influyente.

= El estudio conjunto de las medidas anteriores conduce a poder afirmar que las observa-
ciones més influyentes corresponden a los individuos 1, 5, 7, 10, 11 (grupo de las Eiﬁas),
14, 15, 21 y 24 (grupo de los ninos), siendo el individuo 24 el més influyente sobre B para
este conjunto de datos.
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Figura 5.3.3: Medida de deteccién de outliers y medidas de influencia propuestas en la literatura
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Respecto a la aplicacién de las medidas de influencia desarrolladas en esta memoria a este
conjunto de datos, la figura 5.3.4 presenta el grafico de la medida de Rao, p;, y la figura 5.3.5
presenta la medida de Fréchet, d;, y el grafico de dispersion de LCZ.2 versus DL
las dos componentes de dicha medida. Este tltimo grafico ilustra la influencia de las diferentes

observaciones en localizacién y dispersién en la distribucién de B.

Analizando dichas figuras y compardndolas con las medidas propuestas en la literatura
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Figura 5.3.4: Medida de Rao

(figura 5.3.3), se puede concluir lo siguiente:

= La medida de Rao, p;, determina las mismas observaciones influyentes, en el mismo orden
de magnitud, que D;, WKi y AP;, por tanto, la deteccién de observaciones influyentes
por la medida p; estd de acuerdo con la deteccién de outliers a través del estadistico T;.
De hecho, también para el MCC(SCS), la medida p; es una funcién creciente de T; (véase
seccion 4.4).
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» La medida Fréchet, d;, también detecta el caso 24 (grupo de los nifios) como la observacién

més influyente en el ajuste del crecimiento del conjunto de datos dentarios. Por otro lado,
se concluye que la observacién 24 influye en la distribucién de B tanto en su localizacién
como en su dispersion.

La medida de Fréchet, ademds de detectar, de una manera general, las mismas obser-
vaciones influyentes que las restantes medidas (con mds o menos relevancia), detecta el

individuo 8 como la observacién més influyente del grupo de las ninas sobre B, observin-
dose que dicha influencia es més grande en la localizacién de la distribucién de B.

También en el MCC(SCS), se puede obtener la conclusién de que la medida de Fréchet
es la que proporciona informacién mds completa en la identificacién de observaciones
influyentes sobre B.

A continuacién, sin entrar en grandes detalles especificos de las distintas observaciones y;,
(1 <14 < 27), se estudia la influencia en las filas, columnas y elementos de B. Sus filas correspon-
den a las intersecciones en el origen y en las pendientes del tiempo en el anédlisis del crecimiento,
respectivamente, para los dos grupos, mientras que las columnas corresponden a los coeficientes

de las rectas ajustadas a los dos grupos.
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Figura 5.3.6: Medidas de influencia sobre la fila primera de B
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En relacién a las filas de E’, de las figuras 5.3.6 y 5.3.7 sobresalen las siguientes conside-
raciones:

= La medidas de Cook, DL;g., y Fréchet, d;;.), detectan las mismas observaciones in-
fluyentes (véase la nota 3.5.3), en la que d;(;.) se puede expresar como funcién de DLZ-(j,)).
Pero, la medida de Fréchet tiene la ventaja de dar informacién sobre la influencia de cada
observacién en la localizacién y la dispersién.

Hay una gran diferencia entre los graficos de las medidas d;(;.) y pi(j.)- La medida de

Fréchet detecta observaciones influyentes en la distribucién de las dos filas de B para los
dos grupos, mientras que, de una manera general, la medida de Rao detecta bdsicamente
la observacién 24 como influyente en las dos filas. La medida de Rao presenta cierta
concordancia en los resultados con la componente de dispersién de la medida de Fréchet.
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Figura 5.3.7: Medidas de influencia sobre la fila segunda de B

Para el andlisis de la influencia en las columnas de E, las figuras 5.3.8 y 5.3.9 recogen los
resultados obtenidos para las medidas de Cook, DL;(.,), Fréchet, d;..,), y de Rao, p;.m). Se
puede concluir lo siguiente:

= De una manera general, no hay concordancia en los resultados y conclusiones que se
pueden extraer de las medidas de Cook, Fréchet y Rao con respecto a la deteccién de
observaciones influentes en el ajuste lineal del crecimiento de los dos grupos.
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Figura 5.3.8: Medidas de influencia sobre la columna primera de B

» Contrariamente a las medidas de Fréchet y Rao, la medida de Cook para el MCC(SCS)
asume que cada grupo tiene una curva de crecimiento diferente, de manera que las obser-
vaciones de un grupo no tienen influencia en la variacién del otro grupo.

= Para la medida de Fréchet, la influencia de una observacion en la estimacién de la ecuacion
de un grupo al que dicha observacién no pertenece sélo se presenta en la componente de
dispersion (véase nota 3.5.4), es el caso de la observacion 24 en el ajuste lineal del grupo de
las nifias. La influencia de las observaciones 8 y 10, que pertenencen al grupo de las nifas,
en el ajuste del dicho grupo se presenta en ambas componentes, localizacién y dispersién.

= La medida de Rao, de una manera general, detecta observaciones influyentes en concor-
dancia con los outliers (como se recoge en la seccién 4.4.1.2, p;(.,) €s una funcién creciente
de T3).

= Usando las medidas de Fréchet y de Cook, se concluye que el individuo que ejerce mayor
influencia en el modelo ajustado no es necesariamente influyente (o el méas influyente) en
la estimacién de un subconjunto de los pardmetros.
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Figura 5.3.9: Medidas de influencia sobre la columna segunda de B

El estudio de la influencia de las observaciones en cada elemento (j,m) de B corrobora
algunas de las conclusiones generales anteriormente expresadas, ademds puede servir como un
complemento al andlisis previamente realizado. Como ilustracién en las figuras 5.3.10 y 5.3.11
se presentan los resultados de la medida de Cook, DL;(jy,, de Fréchet, &;jm), y de Rao p;jm)

para dos de los elementos de B (las pendientes de las curvas ajustadas a los dos grupos).

Como conclusién, al igual que en el caso anterior, con este ejemplo se muestra la validez de
las medidas propuestas en esta memoria para identificar observaciones altamente influyentes en
el Modelo de Curvas de Crecimiento con estructura simple de Rao. Por tanto, se puede afirmar
que las medidas de Fréchet y de Rao constituyen una buena alternativa y un buen complemento
a las medidas propuestas en la literatura para el MCC(SCS).
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Conclusiones y futuras lineas de
investigacion

El objetivo planteado para esta memoria fue el estudio del anédlisis de influencia en el modelo
de curvas de crecimiento (MCC) a través de la aplicacién de las distancias entre distribuciones
de probabilidad. Tradicionalmente, el andlisis de influencia sobre un estadistico se ha centrado
en la comparacion de los valores obtenidos tras una perturbacién del modelo y/o del conjunto de
datos. Esto es, sélo sobre el valor del estadistico obtenido en una muestra concreta. La aproxi-
macién al problema que se propone en esta memoria se centra globalmente en la distribucién de
valores que puede tomar el estadistico bajo estudio. Ello proporciona medidas de influencia méas
globales y, por tanto, menos sensibles a posibles fluctuaciones muestrales. En este sentido, se
proponen dos nuevas medidas de influencia alternativas a las medidas existentes, basadas en dos
distancias entre distribuciones de probabilidad clédsicas en Estadistica, la distancia de Fréchet
(Fréchet, 1957) y la distancia de Rao (Rao, 1949), para el estimador de maxima verosimilitud
(EMV) de la matriz de coeficientes de regresién del MCC y del MCC bajo la estructura simple
de Rao (MCC(SCS)). Para ello, se usan las técnicas de andlisis de influencia global, consideran-
do como modelo perturbado uno de los més cominmente utilizados en la literatura estadistica
del andlisis de influencia, la omisién de un conjunto de observaciones que se ha denotado por

MCC(I).
Las principales aportaciones y conclusiones de este trabajo se resumen a continuacion.

En el MCC, bajo la hipétesis de normalidad de las observaciones, el EMV de la matriz
de coeficientes de regresién B es una funcién no lineal de la matriz de respuestas, que no se
distribuye segin una distribucién normal multivariante. No obstante, su distribucién puede ser
aproximada bien por una distribucién normal matricial o bien por la mixtura de dos distribu-
ciones elipticas matriciales, una distribucién normal y una distribucién de Kotz. Por otro lado,
el EMV de B en el MCC(SCS) es una funcién lineal de las respuestas que se distribuye segin
una normal matricial. Sobre estas distribuciones y las correspondientes en el modelo perturbado
se aplican las distancias de Fréchet y Rao, obteniéndose medidas de influencia que se suman
y complementan a los diagnésticos de influencia ya propuestos. Estas medidas proporcionan
informacién relevante sobre aspectos de interés no contemplados en las existentes, tales como
las componentes de localizacién y dispersién de la distancia de Fréchet.

La metodologia antes citada se ha aplicado en el MCC(SCS), dado que el modelo posee
una estructura de covarianzas que engloba un amplio nimero de estructuras de gran interés
practico, tales como la estructura de efectos aleatorios y la estructura uniforme (véase seccién
1.4). De forma similar al modelo general, se obtienen medidas de influencia que complementan
a las ya propuestas en la literatura.
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En lineas generales, este trabajo ha ido especialmente dirigido a la obtencién, mediante las
distancias de Fréchet y Rao, de medidas de influencia sobre el EMV de la matriz de coeficientes
de regresiéon del MCC y del MCC(SCS), que complementaran y fueran alternativas a las me-
didas existentes. La principal conclusién que se puede obtener de este trabajo es que, como se
ha puesto de relieve, es posible la utilizacién de las distancias de Fréchet y Rao como medidas
de influencia en el MCC y en el MCC(SCS). Ademas, dichas medidas son titiles para detectar
observaciones influyentes y para interpretar diferentes aspectos de los efectos de dichas obser-
vaciones. La medida de Fréchet tiene la gran ventaja de permitir la interpretacién de los efectos
de las observaciones en las componentes de localizacién y dispersién de la distribucién de los
estimadores bajo estudio. Por otra parte, la medida de Rao es funcién creciente de los residuos,
por lo que estd directamente relacionada con las técnicas de deteccién de outliers.

A partir de los comentarios anteriores y el nimero elevado de medidas de influencia pro-
puestas previamente en la literatura, cuestiones que pueden plantearse son: ”;qué medida de
influencia debe ser usada en cada momento?”, ;cudl es la mejor medida de influencia?”. Resulta
complejo encontrar respuestas para estas cuestiones, dado que en un modelo estadistico hay
miltiples aspectos que deben ser analizados, estimados o contrastados, y cada diagnéstico de
influencia centra su interés sobre uno de estos aspectos, proporcionando, por tanto, informacién
complementaria al resto de los diagnésticos.

Partiendo de los resultados incluidos en la memoria y las conclusiones antes recogidas surgen
algunas futuras lineas de investigacién que pueden extender y ampliar el trabajo realizado en
esta tesis.

Una de ellas es el andlisis de influencia sobre modelos con otras estructuras de covarianza.
Ante los resultados obtenidos, parece razonable desarrollar la aplicaciéon de las distancias de
Fréchet y Rao como medidas de influencia a otras estructuras de covarianza usadas en el MCC.
Por ejemplo, la estructura esférica (Pan y Fang, 2002) y la estructura autoregressiva de 1* orden
o serial (Lee, 1988 y Kanda, 1994).

Otra linea de investigacién abierta es explorar la posibilidad de desarrollar las medidas de
influencia basadas en las distancia de Fréchet y Rao en el modelo de curvas de crecimiento
extendido

m
Y=> X,BiZ;+¢,
i=1
que se configura como suma de modelos de curvas de crecimiento, ampliamente desarrollado en

Kollo y von Rosen (2005). Este modelo es también conocido como modelo de suma de perfiles
(Verbyla y Venables, 1988).

También se pueden ampliar los resultados de esta memoria con el estudio de la relacién
entre las medidas propuestas y los residuos del modelo definidos por von Rosen (1995b). Para
los modelos univariantes, el andlisis de los residuos ha sido ampliamente abordado y la mayoria
de las técnicas de diagndstico estdn basadas en los mismos. Los trabajos dedicados al estudio
de los residuos en los modelos multivariantes son més limitados, en particular en el MCC. von
Rosen (1995b) concluye que, debido a la estructura bilineal de este modelo, los residuos ordi-
narios se pueden descomponer en tres componentes que dan informacién sobre las estructuras
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"entre” y ”"dentro” de los individuos. Los diagndsticos para la deteccién de outliers y observa-
ciones influyentes en el MCC y en el MCC(SCS) propuestos en la actualidad dependen de la
componente de los residuos que proporciona informacién sobre la estructura ”entre” individuos,
es decir, los residuos definidos por (2.2.2). No obstante, puede ser 1til analizar las relaciones
de estas medidas con las otras componentes de los residuos, no sélo desde el punto de vista del
andlisis de influencia, sino en la validacién de las hipétesis subyacentes en el modelo.

Finalmente se podria abordar el problema del enmascaramiento, que se produce cuando la
muestra incluye un grupo de observaciones tales que su influencia conjunta enmascara el efecto
individual de cada una de ellas, provocando que éste no sea detectado mediante el uso de los
estadisticos que analizan la influencia individual de cada observacién. Aunque en la presente
memoria se han incluido las medidas de influencia conjunta basadas en las distancias de Fréchet
y Rao, puede resultar de interés profundizar en el estudio de estas medidas con objeto de evi-
tar el efecto enmascaramiento. Como se recoge en Pan y Fang (1995) y Pan y Bai (2003), los
problemas del enmascaramiento en el MCC pueden ser parcialmente tratados usando la influ-
encia local o siguiendo los planteamientos de Rousseeuw y van Zomeren (1990) y de Pan et al.
(2000). No obstante, el problema del enmascaramiento no ha sido atn satisfactoriamente resuel-
to para el MCC. Por ello, parece conveniente intentar encontrar una estrategia para estudiar
este problema basada en las medidas propuestas en esta memoria. Para ello, se pueden seguir los
planteamientos de Pena y Yohai (1995), un método usado para el modelo de regresion lineal que
permite seleccionar eficientemente grupos de observaciones influyentes que pasan desapercibidos
al emplear estadisticos de influencia individual y con un coste computacional muy inferior al de
otros métodos propuestos en la literatura. Otra alternativa, es el enfoque de Lawrence (1995),
usado para la distancia de Cook como medida de influencia en el modelo de regresion.
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Anexo A

Notacion

Funciones
I'(z) — Funcién gamma
Iy (a) — Funcién gamma multivariante
Notacién matricial
1, — Vector (p x 1) compuesto por unos
A (1 xn) — Matriz de orden (m x n)
A = ((a;j)) — Matriz con elementos a;;
AT — Transpuesta de la matriz A
A°— Matriz ortogonal a A
diag(A) — Matriz diagonal A
I,, — Matriz identidad de orden p
E;; (p,q) — Matriz de orden (p x g) con los (i, j)-ésimos elementos 1 y los restantes 0

K, — Matriz de conmutacién (vec-permutacién) de orden (pg x pq), denotada para p = ¢ por

K,

[A : B] — Matriz particionada en bloques

A > 0 — Matriz A definida positiva (d.p)
Funciones y operadores matriciales

rg (A) — Rango de una matriz A

tr [A] — Traza de una matriz cuadrada A

det [A] — Determinante de una matriz cuadrada A

||A|| — Norma de Frobenius (o euclidea) de una matriz A
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1AT

P 4 — Matriz de proyeccién de A, i.e., P, = A (ATA)i
vec (A) — Operador vec de una matriz A
svec (A) — Operador svec de una matriz A
A ® B — Producto de Kronecker de las matrices A y B
Var[X| — Matriz de covarianzas de la matriz aleatoria X, i.e., Var[X | =Var[vec (X)]
Espacios vectoriales
C (A) — Espacio columna de A, el espacio generado por las columnas de A
C(A°) = C(A)* — Espacio ortogonal a C (A), las colunmas de A° generan el espacio C (A)*"
V1 H V3— Suma ortogonal de los subespacios vectoriales V1 y Vi
V ® W— Producto tensorial de los espacios vectoriales V.y W
Distribuciones de probabilidad
E,n(M,V,W,¢) — Distribucién eliptica matricial
Npn(M;V, W) — Distribucién normal matricial
Kpn(M; V, W) — Distribucién de Kotz matricial
Wp(n, %) — Distribucién de Wishart

GT? (p, vp, ve) — Distribucién T 2 de Hotelling generalizada




Anexo B

Algebra matricial

En este anexo se recogen diferentes definiciones y resultados correspondientes, fundamental-
mente, al dlgebra matricial. Para demostraciones y otros detalles véase, por ejemplo, Muirhead
(1982), Searle (1982), Seber (1984), Bilodeau y Brenner (1999), Rencher (2002), Timm (2002),
Abadir y Magnus (2005), Kollo y von Rosen (2005) y Seber (2008).

Lema B.0.1 Dadas las matrices Amxn) Y B(nxm) entonces

det [T, + AB] = det [I,, + BA].

Lema B.0.2 Para las matrices A(yxn) Y Bnxm), los autovalores no nulos de AB y BA son
1dénticos.

Lema B.0.3 Si B= CAC™!, donde A, B, C son matrices (m x m), entonces A y B tienen
los mismos autovalores.

Lema B.0.4 Sean A(pxp) Y B(qxq) matrices no singulares, considerando las matrices C(pxq) Y
D (4xp), entonces:

(i)
(A+CBD)'=A"1'-A"'CB(B+BDA'!CB)"'BDA™ . (B.0.1)

(ii) Si B =1, en (i), resulta

(A+CD)'=A'-A'Cc(I,+DA'C) ‘DAL (B.0.2)
ii) Cuando, A =1, y B =1, en (i), se obtiene
(ii) ’ pY q’ ,

(I,+CcD)'=1,-C(I,+DC)"'D.
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Lema B.0.5 Sea
Q- A B
| C D |’
donde Q puede ser rectangular. Cuando A es cuadrada y no singular, la matriz D — CA™'B
se denomina complemento Schur de A en Q, ademds

(D-CA'B) '=D'+D'Cc(A-BD'C)"'BD . (B.0.3)

Teorema B.0.1 Sean C(A) y C(B) los espacios columna de A y B, respectivamente. Entonces
C(A) CC(B) siy solo si A = BQ para alguna matriz Q.

Teorema B.0.2 Sea A, ) una matriz arbitraria de rango total, la matriz Pa = A (ATA)71 AT,
asociada a la proyeccion ortogonal sobre el espacio C(A), es simétrica, idempotente y tiene rango
tgual al rango de A.

Nota B.0.1 Dada A(,yq) una matriz arbitraria con rg (A) = q < p, existen infinitas matrices

A?‘px (r—q)) tales que

C(A") =C(A)",

el espacio matricial ortogonal a C(A). En particular, la matriz I — P 4, de rango p — q, puede
representarse por

I-Py= [Ao : Q],
donde Q((p—q)xq) €S una matriz arbitraria y A?px(p_q)) es tal que
C(A) = C(A)* = {A%: A%px (p—q)),r (A%) = p—q, ATA® =0}, (B.0.4)

o sea, A° es una matriz cuyas columnas generan C(A)l. Es decir, la matriz A° puede ser
obtenida con p — q columnas linealmente independientes de I — P 4,

C(I-P,)=C(A°) =C(A)*.

Lema B.0.6 Sea S,y >0y A( una matriz arbitraria con rg (A) = q, entonces

pXq)
ST1=8"T1TAATS 1A TATS™! + A2(ATS A% 1A (B.0.5)
donde C(A°) = C(A)* .

Del lema anterior, se puede concluir que, mientras (B.0.5) depende de la matriz A‘(’px(p_ 9)
que satisface AT A° = 0, ésta no depende de la eleccién especifica de A° en C (A)*, una vez que
A°(A°TS A°)"1 A°T no depende de una eleccién especifica de A°, por ser ésta arbitraria. Para

mads detalles véase, por ejemplo, Searle (1982).

Nota B.0.2 De (B.0.5), resulta A(ATA)_1 AT + A° (A"TA")_1 AT = I,, es decir,
Pp+Pyo= Ip.
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Definicién B.0.1 Sea A,y = ((aij)), se representa por vec(A) el vector

vec (A) = (au, veey A1, A124445 An2, A .-,y amn)T

Definicién B.0.2 Sea A(;,xn), se llama matriz de conmutacion a la matriz dnica Ky, de
orden (mn x mn) tal que
K, nvec (A) = vec (AT) ,

m n
donde K ,,,, = ZZE'LJ(m7”) ® E;I;(m»n)
i=1j=1

Definicién B.0.3 Sea A(,n) = ((ai5)),<; j<, una matriz simétrica, se representa por svec (A)
el vector
T *
svec (A) = (ai1, .., Gn1, G22.., Gp2, ..y Gp)” € R™

donde n* = % El vector svec (A) es también denotado por vech (A).

Teorema B.0.3 Sea A = ((a;j)) una matriz de orden (p x q), entonces
p
tr [ATA] =tr [AAT] =D "l
i=1 j=1

Ademds, tr [ATA] =0 si y solo si A=0.

Definicién B.0.4 La norma de Frobenius (o euclidea ), ||A||, de una matriz A = ((a;j)) de
orden (p X q), se define por

zp: zq: a2, (B.0.6)

i=1 j=1

1Al =

Teorema B.0.4 Sea A una matriz de orden (p X q) y a = vec(A), entonces ||A]| = ||al] .

Definicién B.0.5 Sean A(,xm) ¥ Bpxq), se define el producto de Kronecker de A por B como
la matriz por bloques de orden (np X mq) tal que

anB ... a1, B
A9B=| : ..
amB ... apmB

k 0
En general, para cualquiera matriz A, A®* = A =AQA®..0A yQA=1.

k vezes
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Teorema B.0.5 Son vdlidas las siguientes propiedades para el producto de Kronecker:
(i) a®A=aA=A®a,VaeR.

(ii) (@A) ® (BB) =aB(A® B),Va,B € R.

(iii) (A®B)" = AT @ BT.

(iv) 18(A® B) = rg (A) g (B)

(v) Sea A(nxn) v By entonces K, (A®B) = (BRA)Ky, vy Ky (A B)K,y =
B® A.

PXq)>

(vi) Si A y B son no singulares, entonces también A ® B es no singular. Ademds,
(AB) '=A1leB L

(vii) Sean A(nxn)s Bpxq)y Cnxr) ¥ D(gxs), entonces (A® B)(C® D) = AC® BD.

(viii) Sean A(,n) ¥ B(gxq) entonces:
a) tr[A ® B| = tr [A] tr [B].
b) det [A ® B] = (det [A])? (det [B])" .

(ix) A >0y B >0=3AY2y B>y Ac B = (AY?> @ B'/%)(A2 @ B'/?), o sea,
(A® B)'/? = A2 @ BY/2,

(x) SSA>0y B >0 entonces A® B > 0.

(xi) ||A® B|| = ||A||||B||, donde ||-|| es la norma de Frobenius.

(xii) Sean las matrices A(mxm) Y Bnxn) con autovalores Ai, ..., Am, ¥ 1, ..., n, TeSpectiva-

mente. Los mn autovalores de A ® B son A\juj (i=1,...,m;j=1,...,n).

Lema B.0.7 Suponiendo que las siguientes matrices son de dimensiones apropiadas, entonces:
(i) vec(ABC) = (CT ® A) vec(B).
(ii) tr[ABCD] = vec' (D)(A ® CT)vec(BT).

Definicién B.0.6 Sean V y W dos espacios vectoriales de dimensiones m y n respectivamente.

Sean {v1,...,vm} y {wi,...,wn} bases de los espacios V' y W, respectivamente. Se denomina
producto tensorial de V y W, y se nota por VW, al espacio vectorial generado por los vectores
{viww; :i=1,...,m; j=1,...,n}, donde v; ® w; representa el vector mn-dimensional

producto de Kronecker de los vectores v; y wj.

Definicién B.0.7 Sean V; y Vo dos subespacios de un espacio vectorial V', ortogonales entre
si (Vi C Vgt 6 Vo CVih). Se define la suma ortogonal de Vi y Va, y se denota por Vi B Vs, al
subespacio vectorial definido por

VlEBVZZ{'Ul—F’UQ:’UlEVl, ’UQEVQ}.




Anexo C

Distribuciones multivariantes

En este anexo se recogen algunos resultados bésicos de distribuciones multivariantes ttiles
en el desarrollo de esta memoria. Las demostraciones de estos resultados, asi como un estudio
mds detallado, estédn recogidas en Anderson y Fang (1990), Fang et al. (1990), Gupta y Varga
(1993), Gupta y Varga (1994), Gupta y Nagar (2000) y Kollo y von Rosen (2005).

C.1. Distribucion eliptica

La familia de distribuciones elipticas puede ser considerada como una extensién de la nor-
mal multivariante, de gran interés practico en tanto que conserva muchas de las propiedades
de esta tltima, tales como la simetria o constituir una familia cerrada ante transformaciones
lineales. Por otra parte, muchos de los resultados y propiedades de la distribucién normal mul-
tivariante pueden ser facilmente trasladados, de forma directa o con leves modificaciones, a la
familia eliptica. Asi, ademds del interés que tiene para la modelizaciéon de poblaciones multi-
variantes, representa una herramienta relevante en técnicas estadisticas robustas en el anélisis
multivariante.

La familia de distribuciones elipticas es una clase general de distribuciones cuyos contornos
de densidad constante tienen forma eliptica, como la familia normal, con colas mas o menos
pesadas.

Existen diversas formas de introducir la clase de distribuciones matriciales elipticas, con
el objetivo de describir una matriz aleatoria Uj,y,), cuyas columnas pueden ser consideradas
como observaciones de una poblacién p-dimensional.

Definicién C.1.1 Una matriz aleatoria U,y se dice que tiene distribucion matricial elipti-
ca si admite la funcion caracteristica oy (T) = exp(tr[iTE M])é(tr[TT VIW]), con Tpxn)
M pxn)s Vipxp) 20, Wisny =20y ¢ [0,00) — R la funcion caracteristica generadora. Se
denota por U ~ Ep, ,(M; V, W, ¢).

Sin =1 se dice que U sigue una distribucion eliptica multivariante, y se representa por
Ey(m, V, ), siendo su funcién caracteristica py(t) = exp(it! m)p(tf Vt).

El siguiente teorema establece la relacién entre la distribucién eliptica matricial y la dis-
tribucién eliptica multivariante. Permite generalizar los resultados de las distribuciones elipticas
multivariantes al caso matricial. Mds precisamente, si Uy, tiene una distribucion matricial
eliptica entonces es posible aplicar los resultados conocidos de los vectores a vec(U).
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Teorema C.1.1 Sea Uy, una matriz aleatoria, entonces U ~ E,,,(M; V, W, ¢) si y solo
si vec(U) ~ Epy(vec(M), W ® V, ).

Nota C.1.1 Las matrices M (,xn); Vipxp) ¥ Winxn) son los pardmetros de la distribucion,
donde M € RP*™ puede ser considerado el pardmetro matricial de localizacién y WQV € RPW>P
el pardmetro matricial de escala.

Teorema C.1.2 Sea U~ E,,(M;V,W,0) y sean Axp), Bnxn) ¥ C(gxm) matrices cons-
tantes, entonces

AUBT + C ~ E;,(AMBT + C; AVAT BWBT  ¢).

Para distribuciones elipticas, la existencia de la funcién densidad de probabilidad (f.d.p.)
no estd siempre garantizada. No obstante, la existencia de la f.d.p. estd garantizada si Uy,

es una matriz aleatoria cuya distribucién conjunta es absolutamente continua (Gupta y Varga,
1994).

Teorema C.1.3 Sea U(,y,) una matriz aleatoria cuya distribucion conjunta es absolutamente
continua. Entonces U ~ Ep, ,(M;V, W, ¢) siy solo si la f.d.p. de U puede ser expresada por

Ju(U) = Cop VI3 W[ g (1 [V (U= M) W (U= M)T]),

donde la funcion g : R — [0,00), denominada funcién generadora de densidad, es tal que

/ w2 g (u)du < oo
0

y Cnp es la constante de normalizacion

I'(np/2)
Crp = = : C.1.1
P oqnp/2 Jo o umP=1g(u?)du ( )

con I' : [0,00[— R la funcidn gamma. En este caso, se denota U ~ E, ,(M; V, W, g).

Lema C.1.1 Toda funcién g : R — [0,00) tal que

/ w2 g(u)du < oo
0

es funcion generadora de una distribucion eliptica, con constante de normalizacion Cy,, dada
por (C.1.1).

Teorema C.1.4 Sea U,y una matriz aleatoria y M (puny; Vipxp) = 0, Wiy = 0 matrices
constantes con rg(V) = q y rg(W) = m. Entonces U ~ Ep, ,(M; V, W, ¢) si y solo si se puede

L d
representar estocdsticamente (=) por

UL M+ RraqT, (C.1.2)

donde R es una variable aleatoria no negativa independiente de A (gxm), Vec(AT) estd uni-
formente distribuida en la esfera unidad de RY™, V = 771 con T una matriz arbitraria de
dimensiones (p X q) y W =~~T con v una matriz arbitraria de dimensiones (n x m).
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Nota C.1.2 Si U ~ E, ,(M;V, W, g) entonces la f.d.p. de la variable aleatoria R incluida en
su representacion estocdstica (C.1.2), es

2m"P/2

— np—1 2
fr(r) Cnpif(npﬂ)?q g(re), r > 0.
Teorema C.1.5 Sea U~ E,,,(M; V, W, ¢).

(i) Si U tiene momentos de primera orden finitos, entonces E[U] = M.

(ii) Si U tiene momentos de sequnda orden finitos, entonces

Var[U] = Var|vec(U)] = —2¢'(0)(W @ V) =

Teorema C.1.6 Sea X una miztura de k distribuciones Ey (p, V, g;) con funcion de densidad
de probabilidad f;, entonces la f.d.p. de X se puede expresar por

k
—~1/2 _
Ix (@) = VI Y wiCg; [(w = )" V@ — )]
j=1
donde C; son las constantes de normalizacion de cada distribucion componente.

C.2. Distribuciéon normal matricial

La distribucién normal matricial generaliza la distribucién normal multivariante en un con-
texto matricial sus propiedades se exponen ampliamente en Kollo y von Rosen (2005). La
distribucién normal matricial puede ser definida por su funcién densidad de probabilidad.

Definicién C.2.1 Se dice que la matriz aleatoria U,y ,) sigue una distribucion normal matri-
ctal cuando admite la siguiente funcion de densidad

fu(U) = 21)~F | V|78 | W[ & exp <—; tr [V*I(U— M)W~ (U - M)TD . (C.2.1)

donde M (,xn) s Vipxp) > 0y W(nxn) > 0. En este caso, se denota U ~ Npn(M;V, W).

Teorema C.2.1 La distribuciéon normal matricial es un caso particular de la distribucion elipti-
ca matricial con funcidn caracteristica generadora

o) = exp (=3 ) .
g(u) = exp (-

2)

funcion generadora de densidad

y constante de normalizacion
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Corolario C.2.1 Sea U,y una matriz aleatoria con distribucion normal matricial con pardme-

tros M, V.y W, U~ Ny, ,(M;V,W). Entonces:
(i) E[U] =M.
(i) Var[U] = W® V.

Nota C.2.1 Si m; representa la i-ésima columna de M, entonces si W = I, las columnas
de U estdn independientemente distribuidas segin Np(m;, V), para i = 1,...,n. Ademds, si
V =1, todos los elementos de U son mutuamente independientes.

C.3. Distribucion de Kotz matricial

La familia de distribuciones tipo-Kotz fue introducida por Kotz (1975) como una generali-
zacién de la distribucién normal multivariante. Nadarajah (2003) recoge una revisién de esta
familia de distribuciones, con referencias a diferentes aplicaciones. Véase Kollo y Roos (2005)
para una aplicacién al MCC.

Definicién C.3.1 Se dice que una matriz aleatoria U,y ) sigue la distribucion de Kotz matri-
cial con pardmetros M, V .y W, y se denota por U ~ K, , (M; V, W), si su funcién densidad
de probabilidad es

fu (U) = nlp ) v E Wi g (v v U- M) W (U-M)T]),

donde g (u) = wexp (—u/2), M (,xn), Vipxp) >0y Winyipn) > 0.

Teorema C.3.1 La distribucion de Kotz matricial es un caso particular de la distribucion
matrical eliptica con funcidn caracteristica generadora

funcion generadora de densidad

y constante de normalizacion

Corolario C.3.1 Sea Upyy,) una matriz aleatoria con distribucion de Kotz matricial con pa-
rdmetros M, V. y W. Entonces:

(i) E[U =M.

(i) Var[U] = (1 + nlp) (WR V).
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C.4. Distribucién de Wishart

La distribucién matricial conocida por distribucién de Wishart (Wishart, 1928) estd asociada
a la distribucién normal matricial, generaliza la distribucién x? y juega un papel importante en
inferencia multivariante, en particular, en el anélisis de covarianza y en la deteccién de outliers
y observaciones influyentes.

UU" tiene
> 0, deno-

Definicién C.4.1 Sea Ugyupny ~ Npn(0;%,1,), entonces la matriz W,y =
distribucion de Wishart centrada con n grados de liberdad y matriz asociada X,y p)
tandose por W ~ Wy (n,X).

Teorema C.4.1 Sea W ~ Wy(n,X) conn > p, la funcién densidad de probabilidad de W es

fw (W) = 9—pn/2 [Fp (g)} -1 Iz;rn/z ‘W|(nfp—1)/2 exp <;tr [2—1 W]) W >0,

donde I’y (-) denota la funcion gamma multivariante

[p(a) = Wp(pl)/4£[ll“ <a — %(z — 1)>

y T (-) es la funcién gamma.

Lema C.4.1 Sea W ~ W,(n,X) entonces:
(i) E[W]=nX.
(i) Var[W]=n(I,2+K,2) (2 ® %), donde K 2 es la matriz de conmutacion.

A continuacién, se presentan algunas propiedades sobre la distribuciéon de Wishart, para
mas detalles véase, por ejemplo, Kollo y von Rosen (2005).

Teorema C.4.2 Se verifican las siguientes propiedades para la distribucion de Wishart:

(i) St W~ Wp(n,X), conn>pyX >0, entonces P(W > 0) =1, es decir, con probabilidad
1 tiene sentido hablar de W1,

(ii) Suponiendo que W ~ Wy (n,X) y que C(
CWCT ~ W, (n,CECT).

gxp) con 1 (C) = q entonces la matriz no singular

(iii) Suponiendo que W ~ Wy(n,X) y que C(,xq) con v (C) = q. Entonces
(CTWC) ™ ~ Wy(n—p+q (CTE'C) 7).

(iv) Sea X (pxny ~ Npn(M;X,1,) y P(yxpn) una matriz simétrica. Entonces XPXT tiene
distribucion de Wishart si y solo si P es una matriz idempotente.

(v) Sea X (pxn) ~ Npn(M;X,1,) y P,xn) una matriz simétrica idempotente, tal que,
MP = 0. Entonces XPXT ~ W,(1g(P),X).

(vi) Las variables Wishart XTAX y XTBX son independientes si y solo si AB = 0.

(vii) Es reproductiva con respecto a los grados de libertad.
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C.5. Distribucién 7? de Hotelling generalizada

Las distribuciones basadas en la traza y los autovalores de matrices aleatorias definidas posi-
tivas son muy utilizadas en modelos multivariantes. Un caso particular de estas distribuciones
es la distribucién 72 de Hotelling generalizada.

Definicién C.5.1 Sean H ~ W), (v, X) y E ~ W), (v, X) independientes con ve > p, entonces
se define el estadistico traza de Lawley-Hotelling o Tg2 de Hotelling generalizado por

T? = vtr [HE™'] = v.tr [ET/2HE 2]

La distribucion de Tg2 se denota por GT? (p, vy, ve) y se denomina distribucion T? de Hotelling
generalizada o distribucion de Lawley-Hotelling con parametros p, vy Yy ve.
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