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PRESENTACION

Problemas de Resistencia de Materiales, Nivel Basico, reline un conjunto de
gjercicios resueltos que completa e libro de teoria, Resistencia de Materiales, Nivel
Bésico, que publicd laUniversidad de laRiojaen el afio 1999.

En primer lugar es justo pedir disculpas por las erratas que € lector haya podido
encontrar en € libro de teoria y las que pueda encontrar en este. Espero que puedan ser
corregidas en una segunda edicién y de las cuales, como su autor, me hago totalmente
responsable. Espero que el lector sepa disculparme y comprenda que escribir un libro de
estas caracteristicas y que una sola persona se ocupe de su entera elaboracion dificulta
en gran medida el resultado del mismo.

Yaen € libro de teoria, se explico la problematica de esta asignatura en los nuevos
planes de estudio de las ingenierias. Se resume en una carga docente insuficiente lo que
obliga a sintetizar los contenidos y prescindir de muchos de ellos que pueden ser
importantes parala formacion del estudiante.

En Problemas de Resistencia de M ateriales, Nivel Basico, se presentan g ercicios
resueltos dirigidos a disefio elemental de vigas y de forma practica en acero segun la
NBE-EA-95, Norma Bésica de la Edificacion “Estructuras de acero en edificacion”.
También aparecen disefios en otros metales y hormigon. Sin embargo, en €l caso del
hormigon se plantea algin gercicio sin aplicar los conceptos tecnologicos de la
normativa actual la EHE, “Instruccion de Hormigon Estructural”, por lo que son
meramente ilustrativos desde el punto de vista de la Resistencia de Materiales y se le
asumen unas propiedades a hormigdn que s bien se pueden asemejar en alglin caso a
su comportamiento no corresponden a la realidad tecnoldgica. La razén de esto ultimo
es que € disefio en estructura de hormigbn es excesivamente complejo para poder
ilustrarlo convenientemente en estas pocas lecciones.

L os problemas presentados siguen las lecciones del libro de teoriay corresponden a
los contenidos de la asignatura, por ello no me extenderé mas en desglosar |0s objetivos
y contenidos remitiéndome ala publicacion mencionada.

Todas las lecciones cuentan con sus gercicios salvo la primera que es de repaso y
la Ultima, correspondiente al potencial interno que se aplica en € resto de lecciones y se
introdujo como complemento. Ademés, cada leccion de egercicios incluye una
presentacion con la formulacion bésica de la leccion. En esta formulacion se han
corregido algunos errores detectados en la teoria y en alguna leccion se han incluido
figuras que fataban en la edicion del libro de teoria, e incluso se han ampliado agunos
contenidos. Respecto a los gjercicios presentados, aquellas lecciones que se consideran
mas relevantes cuentan con un mayor nimero de problemas, o bien, aunque sean pocos
son completos y ampliamente desarrollados.

Las figuras que aparecen en los gjercicios se han numerado con un primer digito
referente alaleccion, un segundo al gercicio. Si el gercicio cuenta con varias figuras se
distinguen afiadiendo ala numeracién unaletra.



Presentacion.

También se afiaden los anexos con tablas, incluyendo las tablas de perfiles que
recoge laNBE EA 95.

Lo mismo que se dijo en la presentacion del libro de teoria, que estas lecciones se
dedican a los estudiantes con € &nimo de que se esfuercen y trabajen para ser unos
buenos profesionales.

Logrofio Noviembre del afio 2000

Eduardo Martinez de Pison Ascacibar
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LECCION 1

Concepto y Situacion de la Resistencia
deMateriales

Introduccién: Estaleccion esintroductoriay no incluye gercicios.

Objetivos dela leccidn: Situar la Resistencia de Materiales como disciplina dentro
de la Mecanica. Repaso de conceptos elementales de la Fisica.

Contenidos de los problemas. Repaso de las unidades en los sistemas. Sl
(Sistema Internacional) y en el SM (Sistema Métrico), que se aplicaran en la asignatura
en las lecciones sucesivas.

Problemasresueltos: No se hanincluido al ser unaleccién de repaso.
Formulas basicas:

Segunda ley de Newton

- -

F=ma
Ley dela Gravitacion Universal.

m,-m, »
T
r

F=G







LECCION 2

Fundamentos de Resistencia de M ateriales

Objetivos de la leccion: Conseguir que € estudiante comprenda y mange
correctamente los conceptos y contenidos de laleccidn que son la base de la asignatura.

Contenidos de los problemas: Introducir los conceptos basicos de la Resistencia
de Materiales como son la introduccién al concepto de solido deformable, distincién
entre acciones y esfuerzos, resistencia mecanica y rigidez, modelo del solido elastico,
planteamiento de las ecuaciones de equilibrio elastico y obtencion de los esfuerzos,
andlisis de las reacciones en vigas e introduccién al concepto de isostatismo e
hiperestatismo en vigas.

Problemasresueltos. Los problemas se pueden separar en varios grupos:

i) Céculo de esfuerzos en secciones concretas de vigas planas de vital importancia,
dado que la mayoria de |os casos que se estudian en la asignatura y muchos de los casos
reales se pueden estudiar como problemas planos. Ademas de |os contenidos sefialados,
el estudiante se familiariza con el estudio de acciones de tipo puntual, uniformemente
repartido y triangular.

ii) Célculo de esfuerzos en secciones concretas de elementos tridimensionales con
cargas sencillas para no complicar excesivamente |0s g ercicios.

iii) Determinacion de esfuerzos en estructuras planas sencillas en determinadas
secciones por aplicacion del método de las secciones que en estructuras se denomina
método de Ritter

Formulacion basica;

Segunda ley de Newton

desarrolladas

ZFX |EXT =0 ZFV |EXT =0 Z FZ |EXT =0



Ejercicios propuestos Ejercicios de Resistencia de Materiales Basica

ZMGX EXT:O ZMGV'EXTZO ZMGZ'EXTZO

Ecuaciones de equilibrio elastico

N

>F

-

=0

-0

> Mo

se diferencian de las de equilibrio estético en que las primeras solo incluyen acciones y
las incognitas suelen ser las reacciones, mientras que en estas por aplicacion del método
de las secciones incluyen los esfuerzos gque suelen ser las incognitas del problema.

NOTA: En € céculo de esfuerzos los signos pueden salir cambiados dependiendo
de la eleccion del tramo, o del criterio de signos empleados, € es usados, etc. En temas
sucesivos se interpretaran los valores y signos de |os esfuerzos. Esta nota es extensible a
todos los gjercicios y problemas de esta leccion.

Aclaraciones al método de Ritter

El método de Ritter es el método de las secciones aplicado a estructuras. Se puede
aplicar a cualquier estructura obteniendo los esfuerzos en las vigas que interese. Sin
embargo, no siempre permite obtener todos |os esfuerzos de la estructura.

En esta leccion se aplica a estructuras planas con disposiciones triangulares de
barras y cargas puntuales en los nudos, de forma que los momentos en los mismos se
desprecian pudiéndose considerar que la estructura trabaja con nudos articulados, y las
vigas con esfuerzo normal exclusivamente.

Si a aplicar e método se aisla un nudo, se podra resolver cuando confluyan dos
barras, y si confluyen mas cuando solo se tengan dos incognitas planteando €l equilibrio
de fuerzas en el nudo. Se puede cortar la estructura aislando més de un nudo, siempre
gue las incognitas sean tres y aplicando las ecuaciones de equilibrio de fuerzas y
momentos.



Ejercicios de Resistencia de Materiales Ejercicios resueltos

2 | (I]]

2m 2,3m 2m 2m

Figura 2.1a

1.- Para la viga cargada y apoyada segun la figura 2.1a. Determinar los esfuerzos
en las secciones con posicionesx =1, x =4, x =5y x =7. Tomar € origen de x €
extremo Ay g esx horizontal, y vertical.

En la figura 2.1b se ha representado un diagrama de solido libre de la viga. La
accion del pasador en A se representa mediante las componentes de fuerza Ha y Va.

4000 N | 6000 N

1250 N m

HA 4‘\

<+— )
%; A N B

Vv
L om ‘ 2,3m ‘ Ve
7,3 m
Figura 2.1b

La accion del apoyo en B estd representada por la fuerza Vg, la cual actua
perpendicularmente a la superficie horizontal en B. Para determinar las reacciones la
carga distribuida de 3000 N/m puede representarse en el diagrama de sélido libre por
una resultante ficticia R que sea estaticamente equivalente, y que se situa en la mitad de
la carga distribuida. Asi pues, R = A = 3000-2 = 6000 N a una distancia x = 6,3 + %2 (2)
=7,3m.

La resultante R deberia dibujarse a trazos en el diagrama a fin de indicar que
puede utilizarse solamente para calcular los efectos exteriores (reacciones). Para
determinar los esfuerzos debera utilizarse la carga distribuida real. La viga esta
sometida a un sistema coplanario de fuerzas paralelas al eje y; por tanto, Ha = 0. De las
dos ecuaciones de equilibrio restantes se pueden despejar Va Yy V.
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Determinacion de Vg:

Z|\7|A= 6;—>vB .8,3 + 1250 — 4000-4,3 — 6000:7,3 = 0— Vg = + 7199N; V; =
7199 N T

Determinacion de Va:

S'M_ = 0;—> -V 8,3 + 1250 + 40004 + 6000-1 = 0

M, = 0;—Va=+2800N;  Va=2800N T
Alternativamente (o como comprobacion) :
> Fy=0;—Va—4000 - 6000 +7200 = 0—V = +280IN; -V, =2800 N T

Resueltas las reacciones se pueden evaluar los esfuerzos. Se aplica el método de las

secciones

Va My VAl 1250 N m 9PN

: | Ms
. |

I :T TD I 'T Ts
! - i
I .
x=1 ! X=95 ik

!

Va 4000N  3000N/m

1250 N'm Va
. ETz M T 1250 N m l My
I /' E? ) 5 >I §¢T4§

>0 X=6,3

V._.

Figura 2.1c

Enx=1:

zE:6_> Va +T1=0 —Ty=-Va=-2800N

M| =0 Vax;—M; =0 M, =X:Va=1m- 2800N — M; = 2800 N-m

S
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Enx=4:

zE=6_>VA +T,=0 = T,=-Va=-2800N

S'M| = 0 Va X 1250 - Mo = 0 = M, = Va Xo — 1250 — M, = 4-2800 —
S

1250 =
M, = 9950 N-m

Enx=5:
S F=0-> Va + T5=4000 = 0 — T5= 4000 — Va = 1200 N
> M| == 0-Va Xs - 1250 - (5 4,3 )-4000 - Ms= 0—
s
Ms = VaXs — 1250 — 0,7-4000 = 9950 N-m
Enx=7:
> F=0-> Va—4000 - (7 - 6,3)-3000 + T4= 0

Va—-4000-2100+T4=0 — T4=-Va+4000+ 2100 - T,=3300N

NOTA: En el célculo de esfuerzos los signos pueden salir cambiados dependiendo
de la eleccién del tramo, o del criterio de signos empleado, ejes usados, etc. En temas
sucesivos se interpretara los valores y signos de los esfuerzos. Esta nota es extensible a
todos los ejercicios y problemas de esta leccion.

6 KN/m 3 kKN/m

: 2

3m 3m

Figura 2.2a

2.- Una viga esta cargada y apoyada segun se indica en la figura 2.2a. Deter minar
los esfuer zos en las secciones con posicionesx =1, x =2, x =3y x =4. Tomar €
origen dex €l extremo A, gjesx horizontal, y vertical.
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En la figura 2.2b se ha representado un diagrama de sélido libre de la viga. La
accion que soporta del pasador en A se representa por las componentes de fuerza Ha y
Va. La accién del apoyo en B estd representada por la fuerza Vg, la cual actia
perpendicularmente a la superficie horizontal en B. Por ahora, en el diagrama de solido
libre, las cargas distribuidas pueden representarse por resultantes ficticias Ry, R, y R3
cuyas rectas soporte (las que tienen direccion de la carga y pasan por el centro de
masas) se hallan a distancias X1, Xz Yy X3 respectivamente, del apoyo de la izquierda.

R1=%6:3=9kN; x1=(2/3)3=2m
R, = %:3-3 = 4,50 kN; X2=3+ (1/3)-3=4m
Rs=3-3=9kN; Xs=3+%(3)=45m

La viga esta sometida a un sistema coplanario de fuerzas paralelas al eje y; por lo
tanto, Ha = 0. De las dos ecuaciones de equilibrio restantes se pueden despejar Va 'y V.

4,50 kN

- 9 kN
|IIIII“::“I“““||| e —

IRRRRRRRNNNNNNNNNNNRAL ARRRRRRRRRRRRRRRNNR

2m Vg

4m

45m

Figura 2.2b
Determinacion de Vg:
S M, = 0;—Vg6-92-4504-945=0
Vg =+ 12,75 kN Vg =12,75kN T
Determinacion de Va:
SM_= 0, -Va6+94+452+9.15=0

Va=+9,75kN Va=9,75 kNT
Alternativamente (o como comprobacion):
YFy=0: Va-9-45-9+1275=0

Va=+975kN VAa=975kNT
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Antes de plantear los esfuerzos es conveniente obtener el valor de la carga
trapezoidal para cualquier posicion. Como en el futuro se tomaran las x a partir de un
extremo, casi siempre A, pues lo hacemos asi. La carga distribuida triangular entre
0<x<3 también conviene conocer su distribucion, sin embargo, es mas sencillo.

02 (X) q

a1 (X)

Figura 2.2¢

Carga triangular: Por semejanza de triangulos:

() _9q
X a

g 6
= X)=—X=—X=2:X
%) a 3

Carga trapezoidal: Es suma de una triangular y una uniforme. La uniforme vale q".
La triangular tiene una altura q — q°, asi por semejanza de triangulos:
q-9q
b

9-9"_ 9,(¥)-q
b (a+b-x)

= q,()-q'= (a+b—x>;q2<x)—3=%(3+3—x)

qz(x):3+(6—x) qz(x):9—x

Ahora, conocidas las distribuciones para Vx se pueden calcular los esfuerzos:
Enx=1:

ZE:B—NA -Y%i(1) X1+ Tyu=0 — 975-%21+Ty =0

Ty1=-975+1=-875kN

>M| = 0 x1:Va—1/3%; (%0a(1)%1) — My = 0

S
M; = X1-Va — 1/6-01-%:° = 1.9,75 — (1/6)-2- 1> = 9,75 - 1/3 = 9,42 kN

Enx=2:
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S F=05Va+ Ty - %q(@2)%=0 — 9,75+ Ty, ~%42=0

Ty2:'9,75+4=-5,75 kN

Z|\7| = 6—) X2V — (1/3)X2[1/2ql(2)X2] -M>,=0

S
My = Xo-Va — (1/6)-01(2)-X2° = 2- 9,75 — (1/6)-4-2° = 16,83 m kN

Enx=3:

S F =0 Vat T 0% =0 - Tp=-975+9=-075 kN

M| = 0 XgVa- (1/6)0%:2-Ms=0 > Ms= 39,75 (1/6)-6:3°

S
Ms = 20,25 kN

Enx=4:

z F =6 —>Va+ Ty4 —Y2:Q:X3 — 02(4)- (X4 — X3) = Y2 [q — 92(4) |- (X4 — X3) =0

9,75 + Tys —¥26:3 = 5:(4 — 3) — ¥%:(6 — 5)-(4 —3) = 0—> 9,75 + Ty — (18/2) - 51 —
Y =0

Ty=-975+9+5+05=475kN

Figura 2.2d Método de las secciones en la viga

10
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Z|\7| = 6—) XaVa — (Xg — (2/3)-X3)Y2:Q-X3 — Y2:02(4)- (X4 - X3)2 — (213):(X4 — X3):
Y2 [q = 02(4)] (Xa = X3) - Mg = 0— X4 VA = (X4 = (2/3)X3) ¥Y2:0-X3 — Y21 (X4 — X3)0J2(4) (X4 -
X3) = (1/3)-[q — 02(4)]-(Xs —X3) - M4 = 0

My = XgVa = (Xa = (2/3):X3) Y2:QX3 = ¥2:(Xa = X3)-02(4)-(Xa- X3) - (1/3)-[d - q2(4)]
(Xq —X3)°

M, = 4.9,75 — (6/2)-3-(4 — (2/3)-3) - (5/2)-(4 - 3)* — (1/3)-(6 - 5)-(4 — 3)* = 39 — 18
~(5/2)-1/3

M, =18,17 kN-m
2,25 kN/m 1&'\‘
im
A 1,5 kN
1m
1m /
N { o
A
B
' 13m ' 1,3m 0,65m
Figura 2.3a

3.- La estructura de la figura 2.3a estd cargada y apoyada segun se indica.
Determinar las reacciones en los apoyos A y B. Determinar también los esfuer zos
paralabarra AB aunadistanciade2 m deA.

En la figura 2.3b se ha representado un diagrama de sélido libre del entramado. La
accion del pasador en A esta representada por las componentes de fuerza Ha y Va. La
accion del rodillo de apoyo en B estd representada por la fuerza Vg, que actla
perpendicularmente a la superficie horizontal en B. La carga distribuida puede
representarse, por ahora, en el diagrama de solido libre, por una resultante R, cuya recta
soporte se haya a una distancia y por encima del apoyo A. Asi pues:

R=1%(225)(2) =2,25kN;  y=1+(2/3)(2)=2,33m

Como el entramado estd sometido a un sistema de fuerzas coplanarias, disponemos
de tres ecuaciones para despejar Ha, Va 'y Vs.

Determinacién de Vg:

11
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M, = 0;5V325-22523+126-152=0Vg=+1715kN T

Determinacion de Ha:
Y>F=0 > HA+225+15=0— HA=-3,75kN — Ha=3,75 kN «

Determinacion de Va:

>'M_= 0;— -Va3,25-2,252,3-1.0,65-152=0

Va=-2,715 kN
2,25 kN/m 1kN
P 15kN
1m
1m /
— ( o
Ha A B
Va VB
' 13m 13m 0,65m
Figura P-2.3b

La reaccion en el apoyo A es:

Ra=+(HA)+(Va)? =4/(3,75)% +(2,75)% =4,650kN
la direccién la da el angulo

0 =arctg Va = arctg 275 = 36°
H 3,75

A 1

para la posicion tomando a partir del eje x negativo. Si el angulo se toma desde el eje
positivo de x (que es la referencia habitual por convenio) sera de 180° + 36° = 216°.

12
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M

4

|
i
i
i
i
|
i
T
i
|
i
i
|
i
i

1,25
Figura 2.3c Método de las Secciones

Si se corta la barra en x = 2 y seleccionando la parte de la derecha ver figura 2.3c,
para las orientaciones dibujadas se tiene:

SF=0- Ty=Va=1715kN

M| =0—>M-Vg125=0—M=125Vg =125 1,715=2,144 kN-m

S

Figura 2.4a

4.- Labarradelafigura 2.4a pesa 1250 N esta soportada por un poste y un cable
segln se indica en la figura. Se suponen lisas todas las superficies. Determinar la
fuerza del cable y las fuerzas que se gercen sobre la barra en las superficies de
contacto. Establecer a una distancia del extremo A de 2 metros los esfuerzos en la
barra.

En la figura 2.4a también se ha representado un diagrama de solido libre de la
barra. Como todas las superficies son lisas, la reaccion en A sera una fuerza vertical A y
la reaccion en C sera una fuerza C perpendicular a la barra. El cable ejerce sobre la
barra una traccion F en la direccion del cable. Como la barra se halla sometida a un
sistema coplanario de fuerzas, se dispone de tres ecuaciones de equilibrio de las cuales
se pueden despejar las incognitas que son los modulos de las fuerzas Va, Rc y F.

13
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Determinacion de F:

La determinacion de la traccion F del cable se puede simplificar tomando
momentos respecto al punto de concurso (exterior a la barra) de las fuerzas Va y Rec.
Asi

>'M_=0;—  F[24/sen 50°- 0,6:5en50°] - 1250-1,8-0s50° = 0

F=+541N  F=541N—

Determinacion de A:
z I\%/IB = 6;—) -V a2,4-c0s 50° + F-1,8-sen50° + 1250-0,6-c0s50° = 0

-Va-2,4-c0850° + 541-1,8-sen50° + 1250:0,6:c0s50° = 0

Va=+796 N VA=T796NT

Determinacion de C:
M =0;—  -F0,6:5en50° - 1250-1,8.0s50° + V2,4 = 0

-541.0,6 sen50° — 1250-1,8:cos50° + C-2,4 =0

Ve =+ 822 N a 140° respecto la x positiva.

—»
Fs g —»
Ms
~
2m P

F
f.

Figura 2.4b Meétodo de las Secciones

Para determinar los esfuerzos, se parte por x =2 m segun la direccién de la barra.
Me quedo con la parte inferior. Puedo calcular vectorialmente o escalarmente.

Vectorialmente:

14
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- -

V,=796Nj F=B54LNi Fy=-1250
?AS: -2-(cos50° i +sen50° Aj)

?FS: - 1,4 (cos50° i + sen50° Aj)

?125()3: - 0,2 (cosb0° i +sen50° Aj)

- - - - - - FSX 0 541 0 -
ZFZO st Vat F+Fpg = + + + =0
r [ |796 0 ~1250

x) F+541=0 F'=-541N
y) )+ 796-1250=0 F!=1250-796 =454 N

- - - - - - -

N
=0—> Ms +rasAV,+ resaF + rosssAF ., =

M
S

cos50 0 cos50 541 cos50 0
Ms+(-2) A +(-1,4) A +(-0,2) A =0
sen50 796 sen50 0 sen50 —-1250

X) Mg + (-2)-796-c0s50° - 1,4 (- sen50°)-541 - 0,2:cos50°:(-1250)= 0

Mg - 1023,32 + 580,2 + 160,7 =0 Mg = 282,42 N-m

Figura 2.4c

¢Cuales son los esfuerzos normales y cortantes?

15
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E _ -541
S 454

xy
Para determinar el esfuerzo normal y el cortante hay que proyectar la fuerza interna

I?S dada para los ejes X, y sobre los ejes de la seccion.
X") T= F -sen50°- K -cos50°
y) N= F cos50°+F sen50°
T=(-541)-sen50° - 454-cos50° = -706,26 N

N =(-541)-c0s50° - 454-sen50° = 0,04 N

practicamente nula. La barra trabaja fundamentalmente a flexion y cortadura.

.03 .,014 016 _

400 N 400 N
C 600 N ) ///’ C 600 N
A B ‘ A g A B
Ra Ve
Figura 2.5a

5.- Para la estructura del gemplo figura 2.5a determinar los esfuerzos seguin los
gj es para la seccion situada en (150, 200) mm.

En la figura 2.5a se ha representado un diagrama de sélido libre del entramado. La
accion del pasador en A esta representada por la fuerza Ra de direcciéon conocida (ya
que la barra AC es un miembro de dos fuerzas) definida por el angulo 64 = arctg (200/
300)=33,69°.

La accion del pasador en B esta representada por las componentes de fuerza Hg y
V. Como el entramado se halla sometido a un sistema general de fuerzas coplanarias,
se dispondré de tres ecuaciones de equilibrio para despejar las incognitas que son los
maodulos de las fuerzas Ra, Hg y V5.

Determinacién de Ra;

M =0 -Rasen33,69°(0,6) +400.0,16 + 600.0,1= 0— Rp=372,6 N

Determinacion de Hg y V.
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S F=0 —x) Rac033,69 + Hg — 600 =0 — 372,6:C0533,69° + Hg — 600 =
0— Hg = 290 N

S'M, = 0 —Vg0,6-400-0,44 +6000,1=0 — Vg = 1933 N

La reaccion en el apoyo B es

Rg = \/(HB)Z +(V, )P = /(290) +(193,3) =3485

0g = arctgVe/Hg = 33,69°

Para determinar los esfuerzos se corta por (150, 200) mm y se elige la parte
izquierda. Aqui los esfuerzos normales no son nulos.

SF=0

x) N + 373.c0s3369° = 0 —» N = - 373.c0s33,69°—> N = - 310,36 N
(compresion)

y) T+ 373:5en33,69°=0 — T=-373-s5en33,69° — T= - 206,9 N (cortante)

> M| = 0 — 373:56n33,69(Xas) -373 €05 33,69 (Yas) - M = 0

S

M = 206,9-0,15 - 310,36:0,2 = - 31,037 N-m

4"

A

Ra=373 N

Figura 2.5b Método de las Secciones

6.- El gedelafigura 2.6a transmite e movimiento con dos poleas de pesos 136 kp
y 82 kp y radios de 50 cm y 40 cm, respectivamente. Los extremos del ge son
apoyos que no transmiten momentos. Deter minar los esfuerzos en x = 80 cm.

17
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R =50cm 544 kp

Figura 2.6a

- - -

D Fexr =0 Ry+R+F+FR+F+F+FR+F =0

o

-

Tu+ AHA F, + BHA Fot CHA Fut DHA Fot EHA Fut FHA ot JHA R, = 0

0,229 0,229 0,229 0,915 0,015
AH=] 0 BH={ 0 CH=!{ 0 DH=1{-0/4 EH=] 0
05 0 05 0 0
0 0 0 0 0
R, = 1R}, R, =1{RY F, =408 F, =1-136 F.=1{-136
R, R? 0 0 0
0 0 0
F=10 F=l-82 F={0
204 0 544
0,915 1144
FH=1 04 H=] 0
0 0

- - -
Tw = Es el par del motor o momento de torsion en el eje X; T,, =T,, i que acciona el
eje, puede ser nulo si esta en equilibrio en algln instante del movimiento.

0,229 0 0,229 0 0,229 0 0915 0 0,915 0
To+1 0 bad—408+] 0 tal-1360+] 0 tAl-136L+{-04tnd 0 b+d 0 bal-82}+
05 0 0 0 05 0 0 — 204 0 0
0,915 0 1144) (0 [ 0,5408—0,5-136 + 0,4 204 — 0,4544
104 Al 0 i) o LalrY =T, Tt 0,915204 +0,915544 — 1144 R’ -0
0 — 544 0 R’ | —0,229408 - 0,229136 — 0,229136 — 0,91582 + 1144 R?

18
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Figura 2.6b Diagrama del cuerpo libre

0,5408-0,5136 +0,4-204 - 0,4-544

T, i+ 0,915-204 + 0,915 544 — 1144 R® -0
—0,229-408 —0,229:136 — 0,229-136 — 0,915:82 +1,144-R?
T,, = (136 —408).0,5+ (544 — 204)0,4 = 0
R: = 0,915:204 +544) _ 5983 kp
1,144
RY - 0,229:(408 +136 +136)+ 0,915 82 = 2017 kp
1144
Z Fexr =0
0 0 0 0 0 0 0 0
RY, |+|201,7 |+|—408|+|-136 |+|-136|+| O |+|-82|+| 0 |=0
R% | |5983 0 0 0 — 204 0 —544

R}, =—-201,7 + 408 + 136 +136 + 82 = 560,3kp
R}, =-598,3+ 204 + 544 =149,7 kp

Reacciones
0 0
R, =1560,3 ; =42017
149,7 598,3
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Figura 2.6¢c Método de las secciones

En x =80 cm. Seleccionando la parte izquierda.

Y F=0 Fs+ Fy+F +FR+F. =0
0 0
F = —{FH+ Fot+ Fot FC} = —{560,3-408-136 -136; = 1119,7
149,7 149,7
Momentos:
> M[g=0 Mg+ ASAF,+BSAF,+CSAF.+HSAR, =0
-0,571 -0,571 -0,571 -08

AS = 0 BS = 0 CS= 0 HS=4 O

0,5 0 -05 0

-0,571 0 -0,571 0 -0,571 0 -08 0
Ms =~ 0 Ay—408; + 0 A9—136;+ 0 Ay—136:+9 0 »A<560,3; (=

05 0 0 0 -0.5 0 0 149,7
0,5408-0,5136 ~136

=— 0,8149,7 =4119,76 kpm

0,571408+ 0,571136 + 0,5712136 — 0,8 560,3 59,96
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_>
R 750y

250 mm

\

Figura 2.7a

7.- El arbol de dos palancas, figura 2.7a, soporta una fuerza P que lo mantiene en
equilibrio. En A hay un cojinete de bolasy en B uno de empuje. Los cojinetes no
€j ercen momentos de reaccion sobre el arbol. Calcular los esfuerzos en la seccion
situada a 200 mm de A, indicando como trabaj a.

Se consideran los ejes x segun la barra, y vertical y z. El origen en A. Las fuerzas:

0 R
R, =<RX R, =<RY . P=-Pj; F. =-750K
R% RZ
0 R 0 0
D Fext =0 = Ro+Rg+P+Fg =0 — JRX+{REp+{-Pr+y 0 =0
RZ| |R% 0 ~750
RX =0
= RY¥+R.L-P=0 = R)=P-R)=750-519=231N

RZ +R%,-750=0 = R, =750—R% =750-231=519 N

- - S Y

- - -
D Mext| TgpgAFgg+ g AP+ AR, =0
B

-0,2 -0,45 -0,65
Ms0s =7 0.2 g =7 0 o=y 0
0 0,2 0
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—>
Ra —»
Fs
—>
200 mm Ms
A
x<0,2m
Figura 2.7b
-0,2 0 ~0,45 0 ~0,65 0
02 Al 0 t+4 0 (Ad=Pi+: 0 tA<RY:=0
0 ~750 0,2 0 0 R%
0,2(-750)] [-0,2(-P) 0
—0,2(750)} + 0 +4—(-0,65)R%+ =0
0 —-0,45(-P) —0,65R%
~150+0,2P =0—P :10%) =750 N - —0,2750+0,65R% =0 - R’ = 02 50 53N
0,45P-0,65R% =0 R _045, 519N
0,65

Ahora sustituimos en **; obteniendo = R} =231 N Rg =519 N

0 0 0
R, =519} R, =4231 P={-750
231 519 0

En el punto x = 200 mm = 0,2 m, debido a que la carga P esta en dicha coordenada
se produce una discontinuidad para los esfuerzos. Se considera X <0,2 my x>0,2m
para obtener los dos valores.

Para x<0,2 m:
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0
ZE = aaR—:ﬁ —; = 6—)2 = —RﬁA =<-519; — T, =-519 N Cortante —» T, = —231 N Cortante.
-231
d>M=0  Mg+rgaR,=0
X [(-02) (o0 M 0 MX =0
M{t+3 0 PA<B19:=0 {MZ;p+< 02231 =0 M{=-0,2231=-4,62 N'm
: 0 231 MZ| |-0,2519 MZ = 0,2:519=103,8 N-m

8.- Enlabarradelafigura 2.8alos cojinetes per miten el desplazamiento segun €
g ezy notransmiten momentosalabarra. El extremo C apoya sobre una placa en
formadeL segun losplanosyzy xy. Deter minar

A) Reacciones en los apoyos

B) Esfuerzosen el codo E como
1) Seccién pertenecientea DE
2) Seccion pertenecientea FE

3) Esfuerzoen el codo F como pertenecientealabarraEF = AF =EB

200 mm

200 mm

Figura 2.8a
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Las reacciones son Ra= (Ra*, Ra’,0); Re=(Rg", Rg’,0); Rc =(Rc*,0,Rc?)
A) Equilibrio estatico
- - - - - - — RAX RBX RCX —400 -
D Fexr=0  Ra+Re+Rg+Fa=0; {RaY} + {Rg/I+1 0 (+! 300,=0
0 0 Re’) |-200

BN - o > N
=0 lncARa+IBcARB+IAcAFA=0

— — —
Fac = (0,3 -0,25 0,3) ; 'ec (0,3 -0,25 0,5); fac=(0,3 0,2 0,7)

03 R X 03 Ry 03 —400] [0

—025; AR Vi +1-0,25 A{RgY 44 0,2 p A 3oo]= o]

0,3 0 0,5 0 0,7 -200/ |0
-03R,’ - 05R,’ 0,2:(~200)— 0,7-(300)] [0
03R," + 05Rg" +< 0,3(200) - 0,7-(400) = o}
03R, +025R," | |03R," +025R," 0,3(300) +0,2:(400) 0

1) -0,3R Y-05R,’-250
A
2) 03R “+05Ry-220
A

3) 0,3-RAy + O,25-RAX +0,3R; +0,25R;* +170 = 0

X X X
4) R,“"+R;+R." =400
5) RAy+ Ry’ =300 - R’ =—300—RAy —>1.e—o,s.RAy—0,5-(—300—RAV)—250 =0

6) RCZ = 200 +o,3-RAy +150 +0,5R ,” —250 =0 — 0,2R . —100 = 0 RAy =100 /2

Afadimos las del equilibrio de fuerzas

Enresumen: Ra=(-1900 500 0); Rg= (1580 -800 0); Rc = (720 0 200)
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B) Esfuerzos en el codo E: Los esfuerzos a nivel numérico valen lo mismo.

RAy =500 N: 5. — RByz—soo—RAyz -300-500 = — 800N

X X

2. 503R *+05R *-220=0 3.-503R Y+025R *+03R Y +025R *+170=0
A B A A B B

X

0,3:500 + o,25-RAX +0,3(~800) + 0,25 RBX +170=0; 80+025R "+ 0,25-RBX =0

X

R *=-80/025 —-R *=-320-R * >
B A A

X X

03R *+05(-320-R *)-220=0;03R “-160-05R *-220=0; —-0,2R ™ =380
A A A A A
R *=-1900; R * =-320+1900=1580; R "=400-R *—-R " =
A B C A B
RCX = 400 + 1900 — 1580 = 720
Se considere EE€ DE o E € EF, lo Gnico que cambia es su interpretacion.

Si nos quedamos con las secciones a la derecha de E, es decir tramo ED —

F
2%1/ D

. Toe=(0 0,45 0)

400 0 —400] (MX| ~045-200)
E=-Fp=]-300\; 1 045;A! 300{+/MYl=0= 0 + Me=
200 0 —200| |[MZ 0,45 - 400

%
0

N —-0,45-200 90 N'm
Me= — 0 = 0 en resumen:
0,45 - 400 —180N‘m

N 400 N 90
FE={-3000 N Me =y 0 N-m
200 —-180

25



Ejercicios resueltos Ejercicios de Resistencia de Materiales

)E€ ED

90 N'm

Fuerzas en la seccidn Momentos en la seccién

En la figura se expresan los esfuerzos positivos al dibujarse con su orientacion
correcta. Esto indica que trabajan asi:

FeX= 400 N— Cortante Tx =400 N Momento flector McX=90 N-m My =90 N-m
FeY=-300 N— Traccion N =300 N Momento torsor nulo Mg¥=0 Mt=0

FeZ =200 N— Cortante Tz=200 N Momento flector Mgz =-180 N-m M, =-180 N-m

ii)E€ EF
180 N'm
: 300 N
180 N-m Por igualdad de esfuerzos %
internos en la barra EF .
400 N T
300 N = 400N 90N'm
90 N'm

Esfuerzos en la barra EF
Para que sea de EF por la igualdad de esfuerzos internos

’

F :?E ; FE,Z—ME

FEX,: +300 N — Ty = 300 N cortante

FEV, =+400 N — Tx=-400 N cortante

FEZ, = -200 N — N=-200 N compresion

MX =-90 N'm  — Myx =-90 N-m momento flector

MeY =0 — My = 0 momento flector
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M2 =180 N'm  — Mz=180N-m momento torsor

iii) por el método de las secciones es mas facil considerar el tramo FC —

> F
F
MF
_)
Rc
720 —720
- — e e -
> F=0—>Ff+Rc=0 ; FF=-Rc=-{0 =, 0
200 —200
—> - - e - B~ e —> -
ZMS=0 — Mg+l csARc=0 - Mg=-TcsARc

N -0,3
lcs=4 0,25 ;;
-0,2
720 -0,3 —0,25-200 -50
- S -
Mr=RcATcFr={ 0 !A] 0,25 $=40,2-720—-0,3-200; =MF=184 };
200 -0,2 0,25-720 180

Para que sea de la barra EF —

720 50
-/ = — -7’/ = -/ =
FF+FF=0 — FF=-Fr=:{0 Mr =—MF=,-84

200 180
Asi para la seccion € EF—

200 N 180 N'm
s 84 N-m
50 N'm X

FX =720 cortante Tx =720 N
FY =0 cortante Ty =0
Fz =200 compresion N =-200 N

MX =50 N'm  momento flector My =50 N-m
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MX =0 momento flector My=0

MgX =180 N-m  momento torsor Mz=180 N-m

9.- Determinar los esfuerzos para lafigura29aenx=1m,x=3m,Xx=5my x =
7m desde & extremo inferior, teniendo en cuenta el peso propio. Datos: El material
esacero dedensidad y= 8 kg/dm?®, &reas Q= 325cm? Q1 =2:Q, Q1 =3Qs.

C——1 ; Na

N
Ay 2m | f-l_ "
\ 4
N
2m

A, 1t v 1t

A

* 2m‘ * X=7m

A

Ag 2m l
A4

2t 2t

a) b)

Ll

Figura 2.9a

Primero se debe valorar el efecto del peso. Para ello, se calcula el peso de cada
tramo.gPara una densidad y = 8 kg/dm® le corresponde un peso especifico de p=28
kp/dm

P; = p-Qi-Ly = 8(kp/dm®)-2:325 (cm?)-2 (m) = 8-1073(kp/cm?®)-650(cm?)-200-(cm)
=1040 kp = 1,04 t

P, = p-Q,-Ly = 8(kp/dm?®)-325(cm?)-4(m) = 8-107%(kp/cm?®)-325.(cm?)-400(cm) =
1040 kp = 1,04 t

P3 = p-Qs-L3 = 8(kp/dm?)-2:325/3(cm?)-2(m) =
8-10°.(kp/cm®)-216,7-(cm?)-200(cm) = 347 kp = 0,347 t

Esta claro que los pesos son significativos.

Ahora se calcula por el método de las secciones el valor de los esfuerzos que en
este caso es claro que so6lo son esfuerzos normales.

En x =1 solucién: el esfuerzo normal vale N; = 2,17t

En x =3 solucién: el esfuerzo normal vale N, = 2,607 t

En x =5 solucién: el esfuerzo normal vale N3 = 2,127 t

En x =7 Resolucién:
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Se plantea el equilibrio elastico para la figura 2.9aa) asi s6lo se necesita una sola
ecuacion:

Ny =Py*+ P+ Py +2t-1t

donde P;* es el peso de la porcion del tramo superior, P, y P3 los pesos de los tramos
inferiores, calculados anteriormente. Asi:

Pi*=P/2=1,04/2t=0,52t
0 bien

P1* = p-Qy-Ly* = 8(kp/dm?)-2:325(cm?)-1(m) = 8-10(kp/cm®)-650(cm?)-100(cm) =
1040 kp = 0,52 t

asi se obtiene que:

Ny=052t+1,04t+0,347t+2t-1t=2907t

v 3

6t

LR v v v
LI I M I
v v|at i i4t i
f N—
2m v * +q:15t/m+ * v e
v v v v
_}[_i_* v v * v
+6t v +6t v
2m i i + +_V[
A $ $ ;Ns
a) b)

Figura 2.10a

10.- Determinar los esfuerzos para lafigura210aenx=1m,x=3myx=5m
desde € extremo superior, teniendo en cuenta € peso propio de la viga S es
imprescindible.

Datos: EI material esacero dedensidad y= 8 kg/ldm?®, &rea Q = 20 cm?
El peso de la viga es:
P = p-Q-L = 8kp/dm?*.20cm?6m = 8-10*kp/cm*.20cm?*600cm = 96 kp = 0,096 t

que a todas luces es despreciable frente a las cargas del problema. No considerar el peso
simplifica los calculos. Asi, si no se considera el peso los esfuerzos normales (no hay
otros esfuerzos) valen:
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En x =1 solucién: el esfuerzo normal vale N; =-7,51t

En x =3 solucién: el esfuerzo normal vale N, =-6,5t

En x =5 Resolucién:

Se plantea el equilibrio elastico para la figura 2.10ab), asi se necesita una sola
ecuacion:

N3=-6t+4t-6t-g5m=-8+15({t/m)bm=-155t

F Va

L/2 L/2

Y

1)
Figura 2.11a

11.- Determinar los esfuerzos paralafigura2.1lalenx =L/4y x = 3L/4, el peso
propio esdespreciable.

Datos: L =3m; F=4t;g=5t/m

Lo primero es determinar las reacciones. A partir de las ecuaciones de equilibrio:
YFo|x =0=Ha=0

SFoly =0=>Va+Ve=qL+P=15+4=19

A L L _ 3 3 19
ZMEXT‘Z =0 :q-L-E + P. E -Vg-L=0; 15-5 + 4-5 -Vg3=0=> V= ?t

19 _ .
y por tanto Va = 19 - Vg = ?t. Para determinar las reacciones bastaba una sola

ecuacion ya que hay simetria de geometria y carga respecto al plano medio de la viga
por lo que Va = V3.

Enx=L/4 Resolucién:

En la figura 2.11a2 se muestra la viga seccionada en x = L/4. Los esfuerzos en la
viga son el cortante Ty y el momento flector M,. Eligiendo la parte de la izquierda y
planteando el equilibrio los esfuerzos y para los ejes de la figura se obtiene:
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L 23

M, -Vl 4 g ot oo m, =183
2 VA Ty g TV M= g

si se aplica para la parte derecha los esfuerzos que se obtienen son del mismo valor pero
con sentido contrario de forma que se anulan.

., 23 183
Enx=3.L/4 Solucion: Ty = T t; M, = E tm

12.- Determinar los esfuerzos para lafigura212aen x =1, x =3y x =5, € peso
propio esdespreciable. Datos: a=b=c=2m; M:=6tm; P=3t; q=2t/m

P
q
uT AT 2
a b c
Figura 2.12a

Lo primero es determinar las reacciones. A partir de las ecuaciones de equilibrio:
Y Foxr|x =0=Ha=0

YFoly =0=>Va+Vg=gb+P=22+3=7
b
SMey|s =0 = M- Qb - P(b+c) + Vb = 6 - 22:2/2 - 32+2) + Va2 = 0=
VB =5t
yportantoVa=7-Vg=2t.

Enx=1 Solucion: Ty=0t; M, =-6tm

Enx=3 Resolucion:

En la figura 2.12c se muestra la viga seccionada en x = 3. Los esfuerzos en la viga
son el cortante Ty y el momento flector M,. Eligiendo la parte de la izquierda y
planteando el equilibrio los esfuerzos y para los ejes de la figura se obtiene:

b
ZF‘Y=0:>-Ty+VA—qE:0:> T,= Ot
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SM[4 =0 =M, + M- Va(3-) + ¢-(3-8)-(3-8)/2= 0= M, = - 5 t:m

Enx=5  Solucion: Ty= -3t; M;=3tm

P
q
A
M B
VA VB
1)
Figura 2.12b

13.- Determinar losesfuerzosparalafigura2.13enx=L/8, x=3L/8, x=5L/8y X
=7 L/8. El peso propio esdespreciable.

Datos.a=b=c=d;L =4m; P=6t;q=3t/m; M:=2tm; M} =3tm

P q
/m Y ’/'
A = B
ML, R/ ML, Re A MY, A
777
a b C d
< >« >« P >
Figura 2.13

Lo primero es determinar las reacciones. A partir de las ecuaciones de equilibrio:
Y Foyr|x =0=Ha=0

> FEXT‘Y =0=Va+ Vg =Q +P; siendo Q la carga neta triangular y cuyo valor es:
1 L 1 _4

Q :E.q.E: E'3'E:3t:>VA+VB:3t+6t:9t

ZMEXT‘Q =0= M}-M} = 0; se equilibran y por tanto se puede estudiar como
caso plano considerando esos momentos torsores en el eje X.
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. L 2L L 24 4 _
ZMEXT‘Z:03M2+§-E-Q+P-Z-VB'L—2+§-E-Q+6-Z-VB'4—0:>VB
=3t

y portanto VA=9-Vg=61.

Enx=L/8=1/2 Resolucioén:

Se aplica el método de las secciones y seleccionando la parte de la izquierda. Los
esfuerzos en la viga son el cortante Ty y el momento flector M,. Planteando el equilibrio
los esfuerzos y para los ejes de la figura se obtiene:

> F‘ v =0=Ty+Va-Q'=0;siendo Q" la carga triangular que queda a la izquierda

y S SR N i _ 29 L._3
de la seccion y de valor Q"= 5 q(x = 8" 2) 2,IafunC|on qx) = L= Q(Z)— 4
Q—lél — =T,+6 3 0=>Ty= %t
242716 V716 0 Y 18
L 1L 93
ZM\’;:O:MZ-VA-§+Q-§-§:O:Mz:3—2

Enx=3L/8=3/2 Solucion:

2r g _ 165
Ty = 6 t;Mr=3tm; M, = 32 t-m; el resto nulos.

Enx=5.L/8 =5/2 Solucioén:

Ty=3t Mr=3tm; M, =4,5tm; el resto nulos.

Enx=7.L/8=7/2 Solucioén:

Ty =31t M,;=1,5tm,; el resto nulos.

VA Corte III VD
Corte I
Figura 2.14a

14.- Para la estructura de las figuras 2.14a establecer los esfuerzos en todas las
barras por aplicacion del método de Ritter
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En primer lugar se calculan las reacciones:

)3 FEXT‘ « =0 = Ha = 0; las componentes de las cargas en el eje x se anulan.

P 3
Y Foxr|y =0=Va+Vp= (2P + 4) cos30°= 4-P-§ =2P3

Como hay simetria respecto al plano medio de la estructura, tanto de carga como de
geometria se puede asegurar: Va = Vp no siendo necesario el planteamiento de la

ecuacion de momentos. Asi, las fuerzas en las barras que son simétricas respecto a este
plano medio, también seran iguales.

En la segunda figura 2.14a se muestran cuatro cortes que permiten resolver la
estructura por el método de Ritter. Con estos cortes se aisla cada nudo y basta aplicar el
equilibrio de fuerzas. El cuarto corte solo sirve de comprobacion. Analizando estos
cortes.

Corte | (figura 2.14b1):

P
S Fx =0=Ny+ N7cos30° + —send0° = 0

P
2 F‘ v =0=Va + N7sen30° - ?COSSOO = 0. Resolviendo se obtienen: N; = 2.P; Ny

_ 343P

- 2

Corte Il (figura 2.14b2):

En este caso se puede proyectar sobre los ejes x’, y dando ecuaciones mas
sencillas.
YF,=0=>Ng=N;= -0

34/3P
2

YF, =0= Ng=-P

Corte Il (figura 2.14b3):

Primero debe conocerse el angulo. Si H es la altura de la cercha se cumple que:

H H
tgp = Ua ademas tg30° = U2~ tgp = 2:tg30°= 3 = 49,106605°

> = 0=Ngsen30° + Ny - Ng-cosp - N, = 0

2 F‘ v =0 = Ns:c0s30° + Ng-senf} = 0 — Resolviendo se obtienen: N, = % Ny =

1,1456439-P
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y
P/2
30° N7
30°
A X
N1
Va
1) 2)
y
No
N R30°
B
< O P—> X
N1 B N>
3)

Figura 2.14b

Corte IV (figura 2.14b4):

La ecuacién en el eje y sirve de comprobacion, se debe tener en cuenta que hay
simetria y que por tanto Ns = Ng; N1p = Ng

P
2 F‘ y=0=¢ 23-C0$30° + 2:Ng'sen30° + 2:Ng:senf3 = 0?

P
sustituyendo los valores se comprueba: 23-005300 + 2:Ng-sen30° + 2:Ng:senf =

V3 343P
2

P
2

15.- Parala estructura de la figura 2.15a establecer los esfuer zos en las barras GF,
FBy BC por aplicacion del método de Ritter

+2:1,1456439-P-0,7559289 = 0 comprobado.
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Figura 2.15a

Este ejemplo sirve para ver otra aplicacion del método de Ritter cortando tres
barras a la vez, de forma que se debe aplicar también la ecuacion de momentos para la
resolucion. Para determinar los esfuerzos en dichas barras se puede cortar directamente
(figura 2.15a) al ser tres barras y, por tanto; tres esfuerzos las incognitas. Para resolver
se necesitan tres ecuaciones, como es un caso plano; con las dos de fuerzas y una de
momentos basta.

Asi se aplica el método de Ritter o de las secciones en estructuras como se muestra
en la figura 2.15b. Se elige el corte izquierdo por ser mas sencillo. Por comodidad se
numeran las barras como en el ejercicio anterior.

Para poder resolver primero se deben calcular las reacciones. Esto se hizo en el
ejemplo anterior por lo que no se repite aqui.

Se plantean las ecuaciones de equilibrio para el corte:

P
)3 F‘ x =0 = N3 + Ng:c0s30° + Ng-c0s49,1° + P-sen30° + E-senSOO: 0

P
)3 F‘ v =0 = Ng:sen30° + Ng-sen49,1° + Va — P-cos30° - 5-00330": 0
Los momentos se toman en B por ser mas facil.

P
2 M‘ 5=0= VaAB- ?AG + Ng'BG = 0 la geometria que se necesita es:

L L L A3 L
BG=—sen30°= —: AG=—-c0s30°= *—L: AB=—
4 8 4 8 4

Figura 2.15b
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Resolviendo la ecuaciéon de momentos

L P _u3 L ) ) - - - .- = -
Var -3 L +Ne =0Ng=— 343P que coincide con el ejercicio anterior.
Las ecuaciones de fuerzas:
33P \/— 1 P1
-+ O+P—+——=
ZF‘X 0= N: 5 Ng-c0s49,1 P2 55 0
3 P43

YHy=0= - 3\/_P—+Ngsen491°+2\/_P £-—.£:0

2 2 2 2
Se resuelve:

Ng=1,146:-P N,= BT valores que coinciden con los del ejercicio anterior.

300 kN

200 kN
100 kN

Figura 2.16
16.- La figura 2.16 es una viga en cruz que esta empotrada en O. Establecer los
esfuerzos en la seccion media del tramo OB. Datos. OB =40 cm, AB = BC =30 cm.

El planteamiento del método de las secciones se realiza en un caso tridimensional
con esfuerzos en el centro de masas de la seccion de célculo.

Aplicar el método de las secciones es dividir por la seccion de calculo y considerar
una parte, bien la de la derecha o la de la izquierda. Si en este caso se considera la parte
izquierda seria necesario calcular las reacciones en el empotramiento, o que no es
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necesario si tomamos la parte derecha. En la figura 2.16a de se muestra la situacion
elegida para el célculo de esfuerzos.

- —

En la seccion de corte se toman las acciones internas cuyas resultantes son F y M

para fuerzas y momentos respectivamente. Se resuelve planteando directamente el
equilibrio elastico.

i) Equilibrio de fuerzas:

-

ZE=6:FZ+FB+F_;+ E:B

- -

F, = (150 100 0): F,, = (0 250 -200); F, = (00 300); = F =- F,.- F, - F.. = - (150

100 0) — (0 250 -200) — (0 0 300) = (-150 350 -500) = -150 i - 350 j - 100 k=Fy = -
150 kN, Fy = -350 kN; F; = -100 kN

Si se identifican los esfuerzos se tiene para los ejes absolutos:
Esfuerzo normal: N = Fy = -350 kN; N =-350 kN Aj

Esfuerzos cortantes: Ty = F, =-150 kN; T, = F, =-100 kN:'T’ =-150 kN ? - 100
KN K

ii) Equilibrio de Momentos:

Se toma en la seccién

- - - - - -

- - - -
XM=0=>R, AF,+Ry AF; +R. AF.+M =0

R,=(030720); R,=(0020): R.=(-0'30°20)

i ik
R, AF,=|0'3 02 0 =(0,3100-0,2:150) k = 0
150 100 O
4 - I j k A A
RoAFz=10 02 0 [=(0,2-200) i =-40 i
0 250 —200
i ]k
R.AF.=|-03 02 0|=0,2:300 i-(-0,3):300 j =60 i+90 j
0 0 300
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- - - - - - -

SM=0= M = (R, AF,+R 5 AF, +R, AF.) = ~(-40 i)-(60 i + 90 j) = -20
i-90 j=Myei+M,j+M, k= My=-20; M, = -90; M, = 0.

Si se identifican los esfuerzos se tiene;
Momento Torsor: l\7h =My ] =-90 kN-m ]
Momento Flector: I\7IF == My ? + M, IA< =-20 kKN-m ?

15 kN 20 kKN

Figura 2.17a

17.- Determinar lasfuerzas, paralaestructuradelafigura 2.17a, que soportan las
barrasBC, BE y EF. Todaslas barrastienen longitud 2 m.

Aplicando el método de Ritter y cortando por las tres barras se elige la parte
superior. Ver figura 2.17a.

Se aplican las ecuaciones de equilibrio.

SF=0= XF=0 Ngccos60°+ Ngg+ Nercos 60° =0
XFy=0 Npcsen 60° + Ngr-sen60°+15+20=0

SM¢ = 0= 15.CE-cos 60° - 20-ED-cos 60° + Nc-CE-sen 60° = 0

1 1 J3

152=-202=+ Ny 22 =0
2 2 2

20—152325-;/5 N Noc= 5;/5

NERE

Ngc =
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15 kN 1 120 KN

Figura 2.17b

Sustituyendo en las ecuaciones de las fuerzas

1
%C05600'|‘NBE'i'NE|:COS600_03i E+NBE+NEF > =0
3 .
%SEH60+NEF -$5en60°+ 35=0=> 5;/— \/2_ + Ngr - \/2_ +35=0 35\/5 + Nge
1
+NEFE=0
5 NE) ~70-5_ 75 _—7543
— +Negp—— +35=0—>Ngr= —>Ngr =
5 2 EF = NG EF = 3
54/3 —75+4/3 1 5/3 —754/3 704/3
V2 | Nge - Szt FNae=0 13 4 Nge=0
6 BE 3 2 6 6 BE 6 BE
70+/3
Npp = — Y2
BE = 6
Solucién: NBc—%kN Neg = 72\/_ kN NBE_ykN

5t 10t 5t

\ 4 .
5m Y 5m vSm 5m
A B c D E
o
5m
F B H 2m
E
Figura 2.18a
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18.- El puente de la figura 2.18a se va a disefiar para las cargas marcadas.
Determinar por Ritter los esfuerzos en todaslas barras.

En los nudos A y E solo hay reacciones verticales Vay VE.

Como hay simetria en la geometria y en la carga respecto al plano medio se puede
escribir Va = Vg —

VatVe=5+10+5=20t— VaA=Ve=10t

Por simetria se verifica.

Nag 15 t Nce
A A B Nec
45° Ner Nen
VAT Nck
Nar VAT F E
Ner

Figura 2.18b
Nag = Npe; Nec =Nco; Ner=Npwm; Ner=Nen; Ncr = Nch
Hacemos el primer corte. Nudo A. Por equilibrio de fuerzas. El &ngulo o = 45°
2 Fx=0 Nag+ Nar-c0s45°=0

> Fy=0 NAF-sen45°-VA=0

V 10 20 2042
N :—A:—:—:—:]_.Zt
M send® T 22 V2 02
2 2
NAB:-NAF-cos45°:-NAF%:-10\/5 %:-mt

Nar= 10 /2t Npg= -10t

La barra BF es inmediata por equilibrio en el nudo B. Ngg = - 5t.
. 2
Hacemos 2° corte. El &ngulo 3 =21,8° tgP = T B=21,8°

Aplicamos el equilibrio:
XFx=0  Ngc+ Ncg-c0s45° + Ngp-c0s21,8°=0
YXFy=0-5+Va+ Ncr-sen45° - Ngr -sen45° - Ngr -sen21,8° =0

SMe=0 V,5+ Ny 5=0>Ngc=-Va=-10t

41



Ejercicios resueltos Ejercicios de Resistencia de Materiales

V2
V2 10— NCF-7 V2

-10 + Ncg 7 + Ngr 0,93 =0 —Ng = 0.93 —--5+10 + NCF'? -

2
NEF 0,37 =0 -5+ NCF % - 0,37(10,75 - 0,76'NC|:) %1,02 + 0,99'Nc|: =0 —)NCF

_102
T 099

-1,03—>Nc¢r =-1,03— Ngr = 10,75 - 0,76-(1,03) = 11,53
Falta la barra CE. Equilibrio en el nudo E.
Ner -SenB + NEH-SenB + Nce=0 —Ngr = Ngy

2-Nge -senB + Nce=0 —Nce=-2-Nge-sen B =-2.1153.0,37 =-8,53 = Ncg=-
8,53

En resumen: Nag = Npg =- 10t
Ngc =Nca=-10t
Ngr=Npn=-5t
Ner = Ngy = 11,53 t
Nce=Ncy=-1,03t
Nar = New = 10-4/2

NCE =- 8,53 t
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LECCION 3

Geometria de masas. Secciones planas

Introduccién: En el estudio de la mecéanica de los cuerpos es de vital importancia
conocer en profundidad sus propiedades como son la masa, los centros de masa, sus
inercias, etc., para poder analizar sus movimientos y, si es el caso, puedan disefiarse con
la mayor fiabilidad posible.

En la teoria se estudia la geometria de masas tanto de los cuerpos como de las
secciones planas. El estudio de las secciones planas es fundamental en el disefio de los
elementos estructurales para que el disefiador de estructuras las optimice en todos sus
aspectos como pueden ser la resistencia mecanica, la rigidez, estabilidad, economia, etc.

En este curso de Resistencia de Materiales se insiste el estudio de las secciones
planas evitando la geometria de masas de los cuerpos, con la finalidad de no recargar
los contenidos.

Objetivos de la leccion: Conseguir que el estudiante aprenda a calcular las
propiedades fundamentales de las secciones de los elementos estructurales y métodos de
obtencion de las mismas, con el objetivo de que los disefios que realice sean adecuados.

Contenidos de los problemas: Célculo de areas, centroides, momentos estaticos,
momentos de inercia, radios de giro, etc., por los métodos directos del calculo o por la
aplicacion del teorema de Steiner. Ademas se estudian los teoremas de Pappus y
Guldinus para el calculo de areas y volimenes.

Problemasresueltos: Los problemas se pueden separar en varios grupos:

i) Determinacion de las propiedades de las secciones por los métodos de calculo
tradicionales.

ii) Determinacién de las propiedades de las secciones por descomposicion en
secciones de propiedades conocidas y con la aplicacion del teorema de Steiner.

iii) Célculo de areas y volimenes con los teoremas de Pappus y Guldinus.

Formulacién bésica:

Momentos estaticos de masas, volimenes, secciones y longitudes, como sistemas
discretosy continuos:

Masa m: SM= DM, Sm= Lr-dm
i=1

Volumen V: Sv = Zn:ri -V, Sv = Lr-dv
i=1

Area Q: So = Zn:ri Q So = Lr-dQ
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Longitud L: s.= ) 1L, SL= [r-dL
i=1

Centroides de volUmenes

_ dQ _ -dQ _ dQ
b b
Centroides de lineas

_ -dL _ -dL _ -dL
S L (T

Centroides de secciones compuestas

M=

- 19 - 1
x= =Y QX ==Yy
Qi:l 1 1 y Qi Iyl

I
JuN

Teoremas de Pappusy Guldinus

Primer teorema:

z.dL
En general: Q=6-zZ-Lconz = J:L cone=2n—->Q=2mnZ-L
Segundo teorema:
_ Lz-dQ
En general: V=06zQconz = 0 cone=2n->V=2n7-Q

Momentos de inercia de una superficie 2
= [ y*do ly = [x*dQ
Momentos deinercia polar de una superficie 2

lp = er-dﬂ = L(x2+y2)-d£2 = sz-dQ + Lyz-dQ =1y + Iy
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Teorema de Steiner o delos ges paralelos
Respecto a un eje paralelo a x: Iy = lyc + y*-Q
Respecto al eje polar z: I = I,c + (22 +y2) Q=lc+ d?>Q

Radio de giro de una superficie

= 2, = 0.j2 i, = . [—=%
ly = Ly dQ = Qil— =G
|

- 2, —0.i2 i = y

ly = [ x*dQ = Qiy— =4S

L=lp= [1PdQ = Qi Q= 2
i22 — ix2 + iy2

Teorema de Steiner para losradios de giro

ix'2 = i><C2 + 72 iy'2: iy02 + X° iz'2 = izCZ+ (X2 + y2) = izC2 +d?

Momentos de inercia de superficies compuestas
n

=t b+t by = D
i=1

Productos de inercia de una superficie

Iy = _Lx-y-dQ

Teorema de Steiner para productos de inercia de una superficie

Loy = lyc + X ¥ Q

Momentos deinercia respecto aun gje 1 girado un angulo @ respecto al ge x.
|1 = 1,,c08°0 + 1,-5en°0 - 2-1,,-5enH-c0so

Momentos principales de inercia de una superficie

1, +1 I -1

2:1 . , iy : . L
tan(2:0) =- ¥ siendo 0 el angulo que sitda los ejes principales de inercia.
x ly
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1.- Para el rectangulo delafigura 3.1al determinar:
a) Centroide de la seccion.
b) Momentos estaticos dela seccidn respectoalosegesx ey.

c) Momentosdeinerciapor integracion respecto alosgesx ey, e momento polar
deinerciay los productosdeinercia.

d) Momentos estaticos y de inercia por integracion respecto al centroide de la
seccion. Comprobarlos por e teorema de Steiner seguin o obtenido en c).

e) Determinar el momento de inercia respecto a la diagonal por integracion.
Comprobarlo con la férmula de transformacién del momento de inercia para
un gegirado un angulo 6.

y y y L X, 0x
dy
h y
X X X
b b b
1) (2) 3)
y y Yc y Ye | x £X
dy dy
X dx y
y C Xc C Xc
X X X
b b b
(4) (%) (6)
D, D, .
y d : r
NE |
' R
d r
X t t
b D T
(7) (8) )
Figura 3.1a

46



Ejercicios de Resistencia de Materiales. Ejercicios resueltos.

a) La simetria del sistema exige que el centroide de una superficie rectangular se
encuentre en el centro del rectdngulo. Asi pues, en el caso de la superficie rectangular
representada en la figura 3.1al, X = b/2 y y =h/2. Para obtener estos resultados por
integracion, se opera de la manera siguiente: para el elemento de superficie representado
en la figura P-3.1a2, dQ =b-dy. El elemento d<2 esta a una distancia y del eje x; por
tanto, el momento de la superficie respecto al eje x sera:

_ 0 _ WT_Eﬁ
s,= [[ yd@= | y(bdy)—b[7 =5

De las ecuaciones:

s, _bh*>_h
Y=0  boh 2

De manera analoga, utilizando un elemento de superficie de area dQ = h-dx, el
momento de la superficie respecto al eje y sera:

2 b

b X h b?
s, = || xdQ=| x(hdx =b[_l =
y .[ -[O ( ) 2 0 2

De las ecuaciones:

_ s, bhi2 b
X=—= = —
Q b:h 2

El elemento de superficie dQ2 = b-dy, utilizado para calcular sx no se ha utilizado
para calcular sy porque las distintas partes de la franja horizontal se hallan a diferentes
distancias x del eje y. En este ejemplo, vemos que X = b/2 para el elemento de
superficie dQ = b-dy representado en la figura 3.1a2.

b) Se calculo en a).

c) Aplicando las definiciones integrales de los momentos de inercia se calcula siguiendo
la figura 3.1a2, el Iy como sigue:

L= [[y*da = fyz-(b-dy)= b[ygl = bf

De forma analoga siguiendo la figura 3.1a3, el I, como sigue:

b 3
ly = Isz-dQ = Iobxz- (hdx)=h |§lo = h:

Para el producto de inercia lxy siguiendo la figura 3.1a4, se hace como sigue:
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= “;x-y-dQ = _[Lx-y-dx-dy = Iohy(jobxdx) dy = johy[)(?z]: dy = b—zz_[ohydy

y

El momento polar se obtiene facilmente:

d) Si se hace igual que en c) pero para las figuras figura 3.1a5 y figura 3.1a6.

H i Fyz'h/z

:ILde: Lh/zy(bdy):b_ =0
L2 dh)2
bro ’XZ'blz

Syc= ILXdQ:I_b/zX(bdX):bz__blzzo

este resultado era de esperar ya que el momento estatico de una seccidn respecto a un
eje de simetria es nulo.

Los momentos de inercia:

B y3]h/2_bh3
SUSER SR A

2

h b

-h/
3 |b/2

_ j_sz.dQ - jb’zxz.(hdx):hlx_] _
~b/2 34,

= [[xyan= [[xyacay = [\ y( [ xe)ay =0

también era de esperar ya que los ejes de simetria de una seccién plana son direcciones
principales de inercia, es decir; el producto de inercia es nulo.

El momento polar se obtiene facilmente:

La comprobacién por el teorema de Steiner se deja como ejercicio dada la
sencillez del caso.

e) Para determinar el momento de inercia respecto al eje d, figura 3.1a7; se puede girar
la figura, figura 3.1a8; y se definen las distancias.
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Como el tridngulo por encima del eje tiene la misma area y a igual distancia que el
triangulo inferior, basta calcular el momento de inercia del triangulo superior y
multiplicarlo por dos para obtener el del rectangulo respecto a la diagonal.

Ahora el triangulo superior se divide en dos tridngulos rectangulos, cada uno con
un cateto en el eje. De esta forma, basta calcular de forma general el momento de
inercia de un triangulo rectangulo, segun la figura 3.1a9; y particularizar para ambos
obteniendo el momento de inercia como suma de los dos.

Primero se define la geometria segun la figura 3.1a8:

2 2 .
D = \/h*+b? ;a:\/—D12+h2 = \/—D22+b2 ‘D; = %; D, = %ea: h_Db

Ahora se puede calcular para el tridngulo rectangulo respecto al eje t segun la
figura 3.1a9:

o= [[rtde = joer-UtTdtjdr:jORrZ-(T—t)-drz

. o T . .
La relacion geométricaest = r-E que sustituyendo en la integral:

0

°T T TR
3 4R 12

R T
Ik = [ r*(T-r—=)-dr=
= [T {
0
Este resultado se puede verificar en las tablas de momentos de inercia.

Con esto para el triangulo rectangulo de la izquierda se tiene:

D,a®> _ h®b®
12 12.D*

la1 =

y para el de la derecha:

D,a® _ hb’®
12 12.D*

la2 =

el momento de inercia total del rectangulo sera:

h®.b®

| =20+ 2y = — 0
MR T G (b2 +h?)

Este resultado se puede comprobar en las tablas.
El momento de inercia para una seccion girada un angulo 6.

| = 1,-c0S%0 + 1,-5en?0 - 2-1,,-5end-coso
y y
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b-h® h-b® b?-h? b h

Ixk=—ly = —; lxyy= ——;C0S0 = —; senf = —

3 3 Y g D D

_bh® b’ hb®  h? b2h?  h b _  hb

I = YITY ez T2 ' ' - 2 ne
3 h®+b 3 h®+b 4 Jh?+b? ht+b2  6:(b°+h?)

2.- Determinar e momento de inercia respecto del g e x del rectangulo de la figura
3.2a aplicando €l teorema de Steiner. Como g ercicio determinarlo por integracion

A
Y
h
r
v
.1
» X
Figura 3.2a

Como dato se conoce que respecto al centroide de un rectangulo de base a
y altura b el momento de inercia vale .= a-(b%12).

Aplicando el teorema de Steiner se obtiene de forma réapida.

IX=IX(;+6)2('QX
V3
|xc:h'E
. 0 2
5. :s+x; 52 :(25+v)2 _ (2s5+V) Q. =hv
2 2 4
3 2
IX=hv +(25+v) hy
12 4
y 4 y 4
1/3d
T
d d +
> . >
d d X d d X
Figura 3.3
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3.- Determinar & momento de inercia respecto del ey del triangulo de la figura
3.3 por integracién. Comprobarlo por €l teorema de Steiner.

El camino més rapido es la doble integracion.

= sz-dQ;dQ = dx-dy

ly= ”xz-dx-dy; y = ax+h
0O=a2d+hb

d=ad+b—sa=1— b=2d

y=-x+2d;x=2d-y

2d-y
d- x3 2d-vy)® o 2d-y)* d®
L= [ yxz-dX>-dy=fH 'dy=ﬂ%‘ﬂdy:‘%‘?y|3:
d

—(2d-d)* (2d-0)* d*_-d* (2d)* d*_-d* 16 , 4d* 11,
12 12 3 62 12 3 12 12 12 12

11
l, ==—=d*
Y12

Comprobando por Steiner:

3 4
(Tablas) => Para este caso ly.= @
6 36

Para un triangulo lyc=

— 2 _

4 2 4 4 2
d_+ld2(d+1'.d :d_+d_. ij :d4. i+§j:d4. i+%j:§.d4zgd4
36 2 3 36 2|3 36 18 36 36 36 12
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4.- Para el cuadrante circular delafigura 3.4a determinar:

a) Centroidey los momentos estaticos de la seccion respecto alosgesx ey por los
métodos integrales estudiados.

b) Momentos de inercia por integracion respecto a los ges x e y, segun los
métodos integrales conocidos.

¢) El momento polar deinercia
d) Losproductosdeinerciapor dobleintegracion.
€) Losradiosdegiro.

f) Determinar las propiedades de los apartados anteriores en e centroide por €
teorema de Steiner.

g) Determinar lasdireccionesprincipalesdeinerciay los momentos principales de
inerciarespecto al centroide.

y y dy y dy
X dx ¢
R
y y
X X

) ) 3)

TN PoX

(4) (5) (6)

Figura 3.4al

a) Para resolver este problema se utilizaran cuatro elementos diferentes.
METODO 1: Integral doble en coordenadas rectangulares

Para el elemento representado en la figura 3.4a2, dQ = dy-dx. El elemento dQ esta
a una distancia y del eje x por tanto, el momento de la superficie respecto al eje X es:
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S, = IL y-dQ =

A e L .S
0 J0 2 0 2 2 6 3

r
0

De las ecuaciones:

y=S_ /3 _4R
Q nr*/4 3n

METODO 2: Integral simple utilizando una franja horizontal
De otra manera, se puede seleccionar el elemento de superficie en la forma que se

indica en la figura 3.4a3. Para este elemento, que se halla a una distancia y del eje X,
dQ =x-dy =,/r>—y? -dy. Por tanto, el momento de la superficie respecto al eje x sera

R

R? — 2\3/2 R?

3
0
De las ecuaciones:

s I3 _aR
Q nri/4 3¢

METODO 3: Integral simple utilizando una franja vertical

El elemento de superficie podra también tomarse segun se indica en la figura 3.4a4.

para este elemento, dQ = y-dx = +/r’> —x” -dx, pero ahora todas las partes del elemento
se hallan a diferentes distancias y del eje x. Para este tipo de elemento, se puede utilizar
momento ds, de una franja rectangular que puede integrarse para tener el momento s,
asi pues,

ds, = Ydo =Y ydx =L dx =
2 2 2

De las ecuaciones:

s I3 _aR
Q nri/4 3¢

METODO 4: Integral doble utilizando coordenadas polares

Por ultimo, se pueden utilizar coordenadas polares para localizar el centroide del
cuadrante circular. Con las coordenadas polares, el elemento de superficie es dQ =
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r-do-dr y la distancia al eje x del elemento es y = r-sen6 segun puede verse en la figura
3.4a5. Asi pues:

R
s,=[[yda = [* [“risenodedr = [ r2[-cosofidr = [ rz,dr:[g} _R?

De las ecuaciones:

_ s, r’/3 4R
y:—: =

Q nr*/4 3=n
De manera anéloga, se obtendria para la coordenada x del centroide

- S, r’/3 4R
X=—= = —
Q mnr’l4 3n

b) Se emplearan los mismos métodos sefialados en el apartado anterior.
Para el cuadrante circular se cumple X =y, sy =5y, Ix = ly.
METODO 1: Integral doble en coordenadas rectangulares

Para el elemento representado en la figura 3.4a2, dQ = dy-dx. El elemento dQ esta
a una distancia y del eje x por tanto, el momento de inercia de la superficie respecto al
eje x es:

= flyaa=] [ v (7

0

nR*
16

(B2 _ 2 3/2 D2y, o2 2 "
1] x(R*-x’) fIROXVREZX 3 pisent X | = 3Resen1=
3 4 8 8 R], 8

0
METODO 2: Integral simple utilizando una franja horizontal

Como se hizo anteriormente para el elemento de superficie en la forma que se
indica en la figura 3.4a3. Para este elemento, que se halla a una distancia y del gje X,

dQ =x-dy =R?-y? -dy. Por tanto, el momento de inercia de la superficie respecto
al eje x sera

2 _\2PB'2 ap2,, [p2_\2 D4
Ixzfyz'\/Rz—yz-dy=y(R 4y) SRy 8R y +§-R4-5en1%=%

METODO 3: Integral simple utilizando una franja vertical

El elemento de superficie se puede tomar segun se indica en la figura 3.4a4. para
este elemento, dQ = y-dx = vR? —x” -dx, pero ahora todas las partes del elemento se
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hallan a diferentes distancias y del eje x. Para este tipo de elemento, se puede utilizar
momento dly, de una franja rectangular que puede integrarse para tener el momento de
inercia Iy, asi pues:

2 2 3
dl, =Y do =Y ydx = L dx
3 3 3

que al integrar se obtiene la misma integral que en el método 1.
METODO 4: Integral doble utilizando coordenadas polares

Por ultimo, se pueden utilizar coordenadas polares para localizar el centroide del
cuadrante circular. Con las coordenadas polares, el elemento de superficie es dQ =
r-do-dr y la distancia al eje x del elemento es y = r-sen6 segun puede verse en la figura
3.4a5. Asi pues:

% 4 4
_ 2 (R (%2002 (R4 6 sen2:6 _R'm_mR
IX_ILy dQ = J'O IO risen er-dedr—J'O r-{z— ; O.dr_?g_ =

c) El momento polar se obtiene facilmente:

nR*

d) Para el producto de inercia Iy siguiendo la figura 3.4%5 , se hace como sigue:

2 R?-x?

by = “;x-y-dQ = _[Lx-y-dx-dy = IORX(_[/WyddeX = fx[y7 dax =

252 4R 4
EJ‘R)(.(RZ_XZ).dX :1. xR _X_ = R_
290 2 2 4 0 8

e) Se verifica tambien que ix = iy.

Por definicion:

o [LR
Vo 2
. P R
f) Aplicando el teorema de Steiner:
_ _ 9-n° —64)R*
I =lc+ ¥ Q= lc=lx- 2-Q=(—
X xC y xC X y 1441t

IyC = Iy
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(9n—32)R*

lxyc = bey - X-y-Q= 721

_ .2_ . 4
o oot B0 s oo = (27T —128)R

1441t
P _ ) RA/9-m? — 64
i’ S+ YE e = —
61
.2 . 2 =2 . R- 9-11:2 —64
ip"=ipc" +d“ = lpc= —M—
P PC PC 3\/51.5

g) Las direcciones principales de inercia vienen dadas por la ecuacién: tan(2-6)

2:1 , . . o N
=- ¥ siendo 0 el angulo que sitta los ejes principales de inercia. En este caso el
(I -1y)
denominador es nulo, o lo que es igual la tangente del angulo doble se hace infinita.

Esto ocurre para dos valores del angulo 2:6 que son: 2.6 = g y 20 = 3775 Asi las

direcciones principales de inercia son los angulos de 45° y 135°.
Los momentos principales de inercia se obtienen de la ecuacion:

| o+ I -1
he= =2 {(F) Y

que en este caso queda reducida:
|1’2 = IX i Ixy
que sustituyendo valen:

_ (9m*+9m-98)R* _ (9m*-9n-32)R*
14471 ? 1441

1
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5.- Para el areadelafigura3.5al limitada por lafuncién cosx determinar:

a) Centroide y los momentos estaticos de la seccion respecto a los ges x e y con
integralessimples.

b) Momentosdeinerciarespectoaloseesx ey, con integrales smples.
c) El momento polar deinercia.

d) Losproductosdeinerciacon integralessimples.

€) Verificar losapartados anteriorescon laintegral doble.

f) Losradiosdegiro.

g) Determinar las propiedades de los apartados anteriores en e centroide por €
teorema de Steiner.

h) Determinar lasdirecciones principalesdeinerciay los momentos principales de

inerciarespecto al centroide.
£ 2K
/2

1) @)

y y
Yy = COSX

Figura 3.5a

a) Para resolver este problema en primer lugar se calculara el area de la seccion. Para
ello se utilizara la integral simple a partir de una banda vertical, segin se indica en la
figura 3.5a2. En dicho caso d€2 = y-dx. Si se integra:

nl2 nl2 /2
Q= IO ydx = IO cosxdx=senx|; " =1
Ahora se calculan los momentos estaticos de la seccion. Para este tipo de elemento,
se puede utilizar momento dsy, de una franja rectangular que puede integrarse para tener
el momento sy, asi pues:

1
dx = Z[sen xcos x+x[5'2

_(rl12€08” X
X_I 2
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/2 /2 T
5, = jdsy :_[ x-ydx:_[ xcos x dx =[cos x +xsen x|F'* ==—1
0 0 2
Q

De las ecuaciones:

S
i:ay: Sy: E_l
2
V—S_X— S —E
Q 8

b) Se calculan los momentos de inercia. Para este tipo de elemento, se puede utilizar
momento dly, de una franja rectangular que puede integrarse para tener el momento de
inercia Iy. Como el momento de inercia para un rectangulo de base b y alto h respecto a

la base vale:

_ bh?

IX
3

por analogia para el elemento diferencial de base dx y altura y vale:

3

di, =L dx
3

X

que al integrar se obtiene:

Janlz cos® x

IX=§_2[dIX= 3

dx=l l(senx)-(coszx+2 _2
313 9

nl/2

0

n/2
0

2 /2 2 /2 2 2 TEZ
Iy:(!.x-dQ:J'0 x-ydx:J'0 x-cosx-dx:[Zx-cosx+(x —2)-senx] :7—2

2
C)lh=I+1y= s + n__2

d) Para un rectangulo de base b y altura h el producto de inercia vale:

b?-h?
Xy = 4

si se expresa para el elemento diferencial:

Xy

2
dl =Y ax
2

2 2

2 2 2
lxy = IZX'y—'dX = EIZX-COS X-dX = %|:XT
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e) se deja como ejercicio.

. I 2 . I, T
Ix = 4| = = ,|= ly= 4= —=2
O \/; \g ’ \/; \ 4
L2 .2 . . 2
|p2:|x2+|y2—>||:>:."§+7—2

g) Aplicando el teorema de Steiner:

= hee + V2Q — he=ly- y2-Q = g ; g_4
|y=|yc+72'9—)|yc=|y-72'9=ﬂ?-1
2 2
_ _ -4 g T —n°—4+47
I =lyy- X Y- Q= —(=£1)—1=
S 2 V% 32
— — 2 2 2
|p=|pc+d2'Q—)|pC=|P-d2-Q=E+Tc__2-([£_1j+n_)1:_z -
9 4 2 64 9 64
2
ixzzix02+y2'g—>ixc = 6_6_4

2
iy’ =iy’ + X2Q >y = \/(%_1)2 —(g_l)z

TCZ

.2 . 2 . T32 . 2 T 2
Ip"=lpc"+d° > ipc = 4| =+ ——-2+(=-1)° +
P PC PC \/9 4 (2 )

TCZ

h) Las direcciones principales de inercia vienen dadas por la ecuacion: tan(2-6)

2 . . L . _— L i
= ¥ siendo 0 el angulo que sitGa los ejes principales de inercia. Para los ejes

(,-1,)

que pasan por el centroide:

—’ —4+47

2
he= 2 - ™ 2006845 he=m-1=2141 ¢ lye= —~ 22T _ 5041
“T 9 64 ye e 32
2.1 (-
tan(2o)=- < = . 20004 500 og=.227
(-1, (0,068-2,141)

Las direcciones principales seran: -1.14° y 178,86° o lo que es igual 178,86 y
358,86.

Los momentos principales de inercia se obtienen de la ecuacion:
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I, +1 I, -1 0,068+ 2,141 0,068-2,141

0,041%}Y2 = (1,= 0,067 1, = 2,155)

l12 =

)* +

6.- Una viga se ha construido con perfiles UPN 300 segun la figura 3.6. Para
comprobar € disefio es necesario determinar las propiedades de la seccién en €
centroide. Se pide determinar dichas propiedades.

A
v y o
1 1 !
N 1]
U
X e X
L=
2 y-—-—- » | |- >
~ —3 o
Vo
4
Figura 3.6

Consultando las tablas de perfiles de la norma EA-95 “Estructuras de acero en la
edificacion” se obtienen las propiedades geométricas del perfil UPN, ver la figura
derecha de la figura 3.6.

Q = 58,8 cm?; I,c = 8030 cm*; l,c = 495 cm”; ixc = 11,7 cm; iyc = 2,9 cm; ¢ = 2,7
cm; e = 1lcm.

Para la figura formada por los cuatro perfiles:

Quiga = 4-58,8 = 235,2 cm?

Ix=la+ het s+l

et = b = lycupn + Yic™Q = 495 + 13,3%.58,8 = 10896 cm”

con yi;c = h/2 + e — ¢ = 13,3 cm, la distancia respecto al eje x que pasa por el centroide
de la viga.

ly2 = lxa = lc,upn = 8030 cm*

ly = 2:1ey + 215 = 37852 cm*

ly = lys + ly2 + ly3 + lya

lys = lya = lxc.upn = 8030 cm*

ly2 = lys = lycupn + €2 Q = 495 + 2,7°.58,8 = 924 cm*

ly = 2:1y; + 2-1y, = 17908 cm”
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lp = Iy + 1, = 37852 + 17908 = 55760 cm’

, “
iXC = I_X = @ = 12’69 cm; in = | Y = % = 8,73 cm
Q 235,2 Q 235,2

Los productos de inercia son nulos ya que al haber simetria para los ejes que pasan
por el centroide son direcciones principales de inercia.

7.- Enlafigura 3.7 se muestra un perfil en L con una geometria genérica. Para €
disefio de vigas con perfil en L se necesita conocer sus propiedades geométricas
basicas. Se pide determinar las siguientes propiedades en funcion de la geometria:
situacion del centroide, momentos de inercia respecto alos g esx ey que pasan por
el centroide.

A
y Yy A
e
o = J_dé‘
Ya
2
X o
h
d2
> >
C y X \I/ C I d1 X
e > 10 |
/I\ X’
b ds
Figura -3.7

Para determinar las propiedades, se partird de las propiedades geométricas de los
rectangulos, ampliamente conocidas. En este caso la figura se ha dividido en dos
rectangulos, segun la figura 3.7.

La posicion del centroide se localiza en funcion de las posiciones de los centroides
de los rectangulos:

Y1'9'1"'Y2'Qz y:71-91+72-§22
Q +Q, Q +Q,

X=

siendo las areas Q; = b-e, y Q, = (h-e)-e. Los centroides de los rectangulos respecto a
losejes X’ ey “ valen:
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Los momentos de inercia respecto a los ejes x e y que pasan por el centroide seran
la suma de los de cada rectdngulo. Asi:

Ix = hat e Iy = Iyl + Iy2

Los momentos de inercia respecto a los ejes x e y para cada rectangulo los
determinamos por el teorema de Steiner a partir del momento de inercia del rectangulo
respecto a un eje horizontal que pasa por su centroide, que vale si tiene base B y altura

BH®

H, . Asi:
be* _ _
La = bac + d1%Qq = +(y-V.) be
e(h-e)® _ _
o = lxoc + A Qp = % +(Y-¥,)%(h-e)e
be®  _ _ eth-e)® ,_ _
Ix=la+ he= > +(y-y,)"be+ BECEE +(Y-y,)"(h-e)e

3

e - -
ly1 = lyic + dgz-ﬂl = + (x—xl)z-b-e

3 —
b= bac + 0o = S0 4 (x5, )2 - ey
_ _eb® . e(h—e) _ _
ly=ly1 + Iy = +(X-X,) -b-e+T+(x—x2) -(h-e)e

no se sustituyen los valores para no recargar las férmulas.

8.- Los pilares de una nave industrial son del tipo HEB 300, ver figura 3.8. Para
guelatransmision delas cargasal terreno sea apropiada, se apoya sobre una placa
de acero de 20 mm de espesor y de dimensiones 600-600 mm?. Para el disefio
correcto de la placa se requiere que la seccidn resistente de la placa que coincide
con la cara del pilar tenga un médulo resistente de 600 cm® respecto al ee
horizontal. El médulo resistente W = I/r, siendo | el momento de inercia respecto a
un g e que pasa por €l centroide, y r la distancia maxima al extremo de la seccién y
perpendicular al ge. Para que resista la placa, es decir; tenga un W mayor a 600
cm®, se refuerza la unién con cartelas de igual espesor que la placa y soldadas
como marca la figura. Se pide la altura h de las cartelas para que la union sea
resistentey en unidades de centimetros.
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o y
[ L.—> L. —>
y
==i=!
. I [ .
==|=' y
i . ——>
i 1 Tt
D

Figura 3.8

En la figura 3.8 quedan representadas las vistas y planta del pilar seccionado y
segun los ejes x,y de la nave, los espesores de placa y cartela se muestran exagerados
para una mejor comprension.

Lo primero serd verificar que la placa sola no resiste. En el caso de una seccion
2

, : a : .
rectangular el modulo resistente vale W= siendo la base a y b su altura. Asi para

60-2°

la seccién de la placa de dimensiones en 60-2 cm?, el médulo resistente vale W=

= 40 cm?, que es muy inferior al buscado.

Ahora se deben determinar las caracteristicas de la seccion de célculo para
comprobar el disefio de la base. Es necesario calcular el médulo resistente Wc en el
centroide y por tanto el momento de inercia Ic de la seccion. En primer lugar se debe
calcular la posicién del centroide C que al haber simetria esta sobre el eje z y bastara dar
su posicion zc . Para ello se consideran los tres rectangulos con centroides C;, C, y Ca.
Si Qq, Q, y Qs son las areas de dichos rectangulos el centroide respecto al valor z = 0
que esta en la base del rectangulo que representa la placa base sera:

_ 2o 26,0 + 26505 260, +27,Q,
Q +Q,+Q, Q +2€Q,

ZC
en este caso los valores son: Q; = Dit; Q, = th; z¢; = t/2; zc, = t + h/2; que
sustituyendo se obtiene:

_ Dtt/2+2th(t+h/2) D-t/2+2h(t+h/2)
B D-t+2th - D+ 2h

Cc
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Ahora para determinar el momento de inercia respecto a un eje horizontal e que
pase por el centroide, se aplica el teorema de Steiner en funcion de los momentos de

inercia de una seccidn rectangular que pasen por el centroide del rectangulo. El
3

. , a
momento de inercia de un rectangulo de base a y altura b vale 1=

El momento de inercia total para el eje e que pasa por el centroide de la pieza es la
suma de los momentos de inercia de las piezas por separado, respecto al mismo eje, es
decir:

le = lert lez + lez = lert 2:le2

El momento de inercia en el eje horizontal del centroide del conjunto de cualquiera
de los rectangulos, se puede escribir segun el teorema de Steiner:

lei = li + d>Q

Asi, se pueden determinar los momentos de inercia de cada uno de los rectangulos.

lei = Igi + d°Q
l,= [i: +(2¢ —%)Z-D-t
l,=1,= %Jr(zﬂ—zc)z-t-h
de donde:
le = lea+ 2:lep = [i; +(z, —%)Z-D-t + %Jrz-(%ﬂ—zc)z-t-h

El modulo resistente vale:

|
W, ==
r

donde r = maximo {t + h — z¢, z¢}
Sustituimos los valores en las ecuaciones anteriores y se tiene:

, _602/2+2h(2+h/2) 60+4h +h?
¢ 60+ 2h 60+ 2h

2:h°

60-2° h
+2:(=+2-2.)%2h
5 (2 c)

5 +(z.-1)%60-2 +

le =

2-h®

=40+(z.-1)°120 + 5 +4-h-(g+2—zc)2
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r=maximo {2 + h - z¢, z¢}
se deja z¢ sin sustituir para no extender las ecuaciones.

El problema se resuelve igualando el modulo resistente obtenido al valor minimo
necesario, es decir W, = 600 cm®. Sin embargo dado que las ecuaciones son complejas
de resolver, aqui se hace por tanteo.

Se prueba h = 10 c¢m, obteniendo: z¢ = 2,5 cm; I = 1453,3. cm*; r = 9,5 cm y asf
W, = 153 cm®. NO SIRVE.

Se prueba h = 20 cm, obteniendo: z¢c = 5,4 cm; | = 11181,3. cm*; r = 16,6 cm y asf
W, = 673,6 cm®. SI SIRVE.

La solucion anterior es valida. Sin embargo queda la duda de si con valores de h
menores, se obtiene una cartela que resista y sea mas economica. Para ello se prueba el
valor siguiente mas pequefio dado que el valor obtenido no es muy alejado del buscado.

Se prueba h = 19 cm, obteniendo: z¢c = 5,07 cm; I, = 7456,31 cm*; r = 15,93 cm y
asi W, = 468 cm®. NO SIRVE.

La solucion es h =20 cm.

9.- Para e arealimitada por lacurva5y = X, € gede abscisasy un ge paralelo al
deordenadasa 5 cm del origen, ver figura 3.9 se pide:

a) Propiedades geométricas fundamentales de la seccion respecto alosgesx ey.

b) Aplicando € teorema de Steiner obtener las propiedades, que permita el mismo,
a partir de las obtenidas en a) para los ges paralelos a x e y que pasen por €

centroide.
y / y /

dQ = dx-dy

5cm 5cm

Figura 3.9

a) Para resolver este problema se utilizara el método de la integral doble en
coordenadas rectangulares.

En primer lugar, se calcula que para x = 5 cm, el valor de y = 5 cm. Para el
elemento representado en la figura 3.9, dQ = dx-dy. Si se integra el valor de Q es:
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5
Q =_[LdQ = ff " dy-dx = f[y]éz’sdx = f%z-dx ={§L =§ cm?

Los momentos estaticos valen:

x215 5
S = I_Ly-dQ = LSJOX lsydy dx = .[os[yle dx = f %dx =%{X€5} = 321_52::12,5
cm?®

475

syz_[Lx dQ = .[05_[:2/5)6 dy dx = _[Osx- [y]X "®dx = Ij%sdx :B—O} =%=31,25 cm®
0

De las ecuaciones se obtiene el centroide:

s, 3125

X=—=>=——=375cm
Q 25/3

V=S—X_£:15cm
Q 25/3

Los momentos de inercia de la superficie valen:

=[] y*da =

2 3% /5 6 775
Isj /5y2-dydx: Is Y| oax=ip X—de L X :%:29,76cm4
0o o 3, 3% 5 375\ 7| 2625

5
=[x = [ “xtdydx = [xAly]y Cdx = | X?“dx = D—;} ~125¢m*

0

x% 15 5
B 5 (x5 s Y xS o x| 4
Ixy—ILx-y-dQ = jo jo x ydy dx = jox-{?l dx = | %dx_[ﬁl =52,08cm
lp = Iy + 1y = 154,76 cm*,

Por definicion:

|
ix = I =1,89cm  iy=,/-~ =3,87cm
Q Q
ip” = ix’ + iy’ = ip= 4,31 cm

b) Aplicando el teorema de Steiner:
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=l + V2-Q — lye= Iy - ¥2-Q=2976-1,5%25/3=11,01 cm*
ly =l + X2 Q— lyc=ly,- X*-Q=125-3,75%25/3 = 7,81 cm*
lyyc = lyy - X-y-Q =52,08-3,75.1,5:25/3 =52 cm*
lp = lpc + d?-Q — lpc = 154,76 — (1,5% + 3,75%)-25/3 = 18,82 cm*
i = ixc® + Y2 > ixe = 1,15¢cm
iy’ = iyc? + X* = iyc = 0,96 cm
ip” = ipc’+ d* > ipc=1,5cm
10.- La curva de la figura 3.10 engendra un volumen de revolucion tipo conico, al

girar en torno al ge x. Determinar por los teoremas de Pappus y Guldinus, la
superficie exterior (no seincluyelabase) y €l volumen.

y =X 1m

1m
Figura 3.10

La superficie por los teoremas de Pappus y Guldinus vale:
Q=2my-L
En primer lugar se calcula L.

L:[dL:'[W/dx2+ dy?

como 2:y-dy = dx, se sustituye:

L ={\/4y2- dy? + dy? =I:\/4y2+ldy=2 Jj,/y%zldy

La integral:

X4/ X*+a® a?
_[ x*+a’ -dx=T+%-Ln(x+w/x2+a2 )

asi:

67
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1
2

YaY +—  —
L=2 —4+iLn(y+\/y2+£) =\/1+l +1Ln2(1+ 1+i )=1,48m
2 2 4 4 4 4

0

Para la curva la posicion y del centroide vale:

1 1
2| yP+-
__S [y'dL 2, 1 ( 4)
= X _ — S = .dL= 2 +—dy=|—<| =0,85m
y == =y [yyie gy 3
0
y =228 _g5m
L 148

Asi la superficie exterior vale:

Q=2m0,5741,48 =534 m’.

El volumen por los teoremas de Pappus y Guldinus vale:
V=21yQ

En primer lugar se calcula Q que es el area entre la curva y el eje.

1

Q=] _Ldﬂz | _de- dy= j:x dy= I:yz- dy:[yg} =0,33 m?.

0

Ahora;

g
Q

El momento estatico vale:

1
S, = ILde: ILydx- dy= J'le-ydy: I:y3- dy:{y%} =0,25m°

0

y= —0’25:0,76m
0,33

V =2-7:0,76:0,33 = 1,57 m’.
11.- Lacurva dela figura 3.11 engendra un paraboloide de revolucion al girar en

torno al gey. Determinar por los teoremas de Pappus y Guldinus, la superficie
exterior (no seincluyelabase) y e volumen.
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Im

Figura 3.11
La superficie por los teoremas de Pappus y Guldinus vale:
Q=2mX-L=2msy

En primer lugar se calcula L. El valor se calcul6 en el problema 10, dado que es la
misma curva.

Para la curva la posicién X del centroide vale:

X = fy: £XdL—>s—[de— 2[x,/y+ dy= 2J.y1/y+ dy=

La integral:

2 2\3/2 2 2 2 4
x-(x*+a a?x+/x’+a’ a
_[xz- x*+a’ = ( > —ELn(x+1/x2+a2)

4 8
asi:

1

1 1
Yy2+ oy Hy\/y
sy=2Jy2-w/y2+%=2 4 416 n(y+ yr et ) =

4 8 8

(1+£)3/2 1+7
5, =—4 “ 4|_n(1+,/1+ )+—Ln(\/7) =0,606m?

Y 2
Q = 2-msy = 2.1:0,606 = 3,81 m?

El volumen por los teoremas de Pappus y Guldinus vale:
V =21y

El momento estatico vale:
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1
s, = I_Lx dQ= _[_Lx dx dy= f%zdyzéfy“- dyz[ﬁ} =01m®

0
V=27r0,1=0,63m

12.- En lafigura 3.12 se muestra la geometria de un depdsito. Determinar por los
teoremas de Pappusy Guldinus, la superficie exterior y e volumen.

A

3m _
5m

Lineas y superficies generatrices de la
superficie y el volumen

3m

Figura 3.12

La superficie por los teoremas de Pappus y Guldinus vale tomando los ejes x e y
vertical y horizontal del deposito proyectado en el plano:

Q=2mX-L=2msy

Los parametros buscados se calcularan como suma de los engendrados por cada
linea o superficie.

Primero se calculan las longitudes. Se calculan las longitudes de los tres perimetros
que componen la figura. Asi la longitud de la parte conica es la hipotenusa del triangulo

yvale Ly = 4/3°+15% =3,354m, L, =5 my Ls es la longitud de un cuadrante de

. . . Tr
circulo, o sea la cuarta parte su longitud, asi: L3 = > =2,356 m.

Los centroides de estas longitudes son: X, = 0,75; X, = 1,5, y X, que hay que
calcular integrando.

Para la curva la posicion X, del centroide vale:

-dL
5 i—yz#e sy=[3x3-dL3= flzrz-sene-drz[—rz-cose];”2=r2
3 3

X

siendo dL =r-d6; x =r-senf

asi:
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Ejercicios resueltos.

s 2 r 2
%y= = 2T 215 4 g55m
/2 m® =w

X .
3 L3

Las superficies engendradas:

Q; =21 X,-Ly =270,75-3,354 = 15,8 m?
Q=21X,L,=2m1155=471m?

Q3 =271 X,-L3=2m0,955-2,356 =14,1 m?

La superficie total Q = Q + Q, + Q3 =158 + 47,1 + 14,1 = 77 m?
El volumen por los teoremas de Pappus y Guldinus vale:
V=Q=21XQ

V=Vi+V,+V3

1 1

X,==15=0,5m Q= =315 =2,25m°.
3 2
X, :% =0,75m Q,=515=75m"
S .r? 152
%=L =12 _ge3em 0= T = T _ g 772
Q, 177 4 4
1o —R3 /2
S, :J'Lx dQ= ILX dxdy= J'Lrsenerdedr:jo senedefrz-dr:[ 3 cose}
0
3 3
Ly
3

V=2m( X, Qi+ X, Q+ X, Q) =2m(052,25+0,757,5 + 0,636:1,77)

=495 m?®,
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13.- En la figura 3.13 se muestra la geometria de un cuerpo de revolucion.
Determinar por los teoremas de Pappus y Guldinus, la superficie exterior y €
volumen sin tener en cuenta la base.

<—>
05m

Figura 3.13

La superficie por los teoremas de Pappus y Guldinus vale tomando los ejes X e y
vertical y horizontal del cuerpo proyectado en el plano:

Q=2n%X-L=2ms,

Los parametros buscados se calcularan como suma de los engendrados por cada
linea o superficie.

Primero se calculan las longitudes. Se calculan las longitudes de los dos perimetros
que componen la figura. Asi la longitud del cuadrante se obtuvo anteriormente y vale:

L, = n?r = 1,571 m. La parte conica vale L, = 4/(1-0,5)*+1* =1,12m.

Los centroides de estas longitudes son: X, = :ﬂzé:0,637m ; X, =0,75.
T T

Las superficies engendradas:

Q=21 X, -Ly = 2mwr* = 6,28 m?

Q=2mX, L, =2m0,751,12 = 5,28 m

La superficie total Q = Q; + Q, + Q3= 6,28 + 5,28 = 11,56 m?
El volumen por los teoremas de Pappus y Guldinus vale:

V =21y

El volumen por los teoremas de Pappus y Guldinus vale:

V=Q=271XQ
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Ejercicios resueltos.
V=V;+V,
= A4r mr?
Xl = Ql =

3 4

2
V=2 AT T

=209 m’.

Para V, el area es de un trapecio. Para el trapecio de altura b y bases a; y ay, el
centroide y el area valen:

2
%, :%(al-az +%)= 0,389 m. Q,= %-(al —a,)b=075m?

V, = 210,389 -0,75 = 1,83 m°.

V=V;+V,=2,09+183=3,92m®
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LECCION 4

Caracterizacion estatica delos materiales

Introduccién: Otro de los aspectos importantes del disefio mecanico es el
conocimiento de los materiales con los que se van a diseflar. El estudio de las
propiedades de los mismos, solo es posible mediante la practica experimental. En esta
leccion se estudia el ensayo por excelencia, que es el ensayo de traccién. A partir de este
se determinan las propiedades mecanicas mas importantes. En la teoria se presentaron
otros ensayos, sin embargo el ensayo que realmente se utiliza es el primero. En estos
ejercicios se estudiara exclusivamente el ensayo de traccion

Para su estudio, se presentan ejercicios a partir de los datos obtenidos de
normativas, tablas, etc., que se utilizan para el disefio en un afan de que sean lo més
practicos y reales posibles. El problema es que esta documentacion, por lo general; s6lo
presenta las propiedades mas importantes sin que se tenga una informacion mayor sobre
los diagramas del ensayo. Para tener una idea de cdmo son los diagramas, en la mayoria
de los casos se recurrird a la interpolacion lineal, mas como método didactico que como
método cientifico ya que al utilizar poca informacion las propiedades obtenidas difieren
ligeramente de las reales.

Objetivos de la leccién: Aprender las propiedades y caracteristicas de los
materiales obtenidas en el ensayo de traccidn, asi como su comportamiento mecanico.

Contenidos de los problemas: Estudio de las propiedades y diagramas del ensayo
de traccion.

Problemas propuestos: Se incluyen ejercicios propuestos a los anteriores como
repaso.

Formulacién bésica:

A A
a) | F b)| o

Omax |——————————= m

Oor [——Q07——~(p/——————""7""— r

ot - |

oo [er™ :

o H |
| I |
|1 | |
I |
0 |

AL I | I €
[ [l 1l

Zonal:Zona eléastica
Zona ll: Zona elastoplastica
Zona lll; Zona plastica

75



Ejercicios resueltos. Ejercicios de Resistencia de Materiales.

Valor de la tension:

Valor de la deformacion:

A
I_O

€

Ley de Hooke, y relaciones de comportamiento elastico:

Gx:E'SX
= .9% = 1.9%
€y ME €; ”E

Deformacion en un punto i de la zona plastica:
§=€E*Egp

Valores de la Ductilidad:

El alargamiento que se denota por

A(%) = % 100

O
donde Ly es la longitud entre puntos a rotura y Lo la longitud inicial.
La reduccidn de area se denota por:

Q,-Q

RA(%) = U 100

(0]

76
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1.- De un acero A-42 solo se conocen los siguientes valor es obtenidos de la Norma
Basica de la Edificacion NBE-EA-95 y son: 6. = 2600 kp/cm?, Gmax = 4200 kp/cm?
(La tensiéon de rotura se considera igual a la resistencia a la traccién, omax), €
alargamiento A = 24%. Si la probeta de ensayo es cilindrica con diametro d = 20
mm y lalongitud inicial entre puntosL o = 50 mm. Para los cdlculos considerar que
setoma E = 2:10° kp/cm? y que todas las zonas son lineas rectas. No hay bandas de
L Gders. Sepide:

a) Representar las graficas F-AL y c-¢€ para este material representando los
puntos car acter isticos.

b) Repetir € apartado anterior si la probetatuviesed =15 mm.

c) Determinar las deformaciones €astica y permanente para los puntos de
deformacion € = 0,0005, € = 0,1, &;.

d) Calcular la longitud final Ly, y los valores de la ductilidad si € éarea final
Qu =0,8Q0. Indicar s e material esductil o fragil.

€) Calcular latensiéon verdadera derotura

f) Calcular la Resiliencia, la Tenacidad, la energia elastica maxima que
absorbe el material y laenergiatotal hastarotura.

g) Dar losvaloresdelastensionesen MPay lasenergiasen € Sl.

o (kp/cm?) F (kp)
4.200 13.195
2.600 | _ ! 8.168
: i 7.422
i i € AL(mm)
0,0013 0,2413 0,065 12,065
1) 2)
Figura 4.1a

a) Con los escasos datos que se dan se representa el diagrama de tensiones, con dos
Unicos tramos, el | la zona eléastica y el 11 la zona pléstica. Se podia haber utilizado un
valor de o, = 0,8:ce, segin la DIN-4114, o bien el valor de 2160 kp/cm? que se
encuentra en la bibliografia para este material. Aqui como primer ejercicio se plantea
solo con los del enunciado. La representacion con lineas rectas muestra una grafica que
no se ajusta a la realidad del ensayo, pero que da una idea aproximada del mismo.

En la zona eléstica la tension vale ¢ = E-¢.

c, 2600

La deformacion elastica maxima es €, :Ee: 107 =0,0013. El ALe = €¢:Lo = 0,065

mm.
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La fuerza de limite elastico que hace la maquina vale F¢ = 6. Qo; siendo Qg =

N 2 0 2
nzl :nj =71t cm?, entonces Fe = 2600-7 = 8168 kp.

Para la rotura, la deformacion se calcula a partir del alargamiento, y este a partir de
la longitud final entre marcas de la probeta rota. Como el alargamiento, segun el
enunciado, es A = 24%, la deformacion plastica a rotura es e, = 0,24, por tanto en eI
diagrama la deformacion de rotura vale g, = €. + €, = 0,2413 y de esta forma el AL, =
Lo = 12,065 mm. La fuerza de rotura se calcula F; = 6,-Qo; entonces F, = 4200-t =
13195 kp.

Con estos resultados se pueden representar las graficas de la figura 4.1a.

b) La grafica tensién-deformacion es igual ya que son propiedades que no dependen de
la geometria de la probeta. La grafica fuerza-alargamiento cambia en los valores de las
fuerzas ya que ahora la maquina no necesita hacer tanta fuerza por ser la seccion méas
pequeia.

2 2
Ahora Qo = 95 1 767¢cm?, entonces F. = 26001767 = 4595 kp. La

fuerza de rotura vale F, = 4200:1,767 = 7422 kp.

La gréfica se muestra en la figura P-4.1b.

c) Para € = 0,0005 como esta en la zona elastica la deformacion plastica €, es nula y
todo es deformacion eléstica.

Para € = 0,1 se esta en zona de deformacion plastica, asi la parte eléstica es el valor
de €. = 0,0013 y la parte plastica sera la diferencia g, = € - €. = 0,1 - 0,0013 = 0,0987

Para la rotura se obtuvo e, = 0,0013, €, = 0,24 y &, = € + &, = 0,2413.

d) Los valores de la ductilidad son el alargamiento A, que es dato y la reduccion de area
RA, que se puede calcular con los datos del enunciado.

RA= 2o . 2078 190207082 1 15 _ 5004

(6] (0]
El material es ductil, los aceros son materiales ductiles.
e) La tension de rotura verdadera es:

_F 13195

"TQ, 08n

=5250kp/cm?.

f) Resiliencia = energia elastica por unidad de volumen = &rea de la zona eléstica de la
grafica tension-deformacion.
T | 1 )
Resiliencia = > ‘Oe'€e = > :2600-0,0013 = 1,69 kp/cm*®.
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Tenacidad = energia total que absorbe la probeta durante el ensayo de traccion.
. 1 1
TenaC|dad = E'Ge'ee + Ge'(sr = Se) + E(Gr = Ge)'(gr = Se) = 1,69 + 2600(0,24) +

% (4200 - 2600)-0,24 = 817,69 kp/cm®.

Energia elastica total = es la energia elastica total que absorbe la probeta =

%-Fe'ALe = % -8168:0,065 = 265,46 kp-mm.

Energia total = es la energia que absorbe la probeta hasta que rompe = % ‘FeALg +
Fe:(AL, - ALg) + %-(Fr - Fe)-( AL, - AL,) = 265,46 + 8168-(12) + %-(13195 — 8168)-12 =
128433,46 kp-mm.

g) Se utiliza para pasar a unidades del S.1 el valor de g = 9,8 m/s°.

G = 2600 kp/cm? = 2600-9,8-10* N/m? = 254,8 MPa.

o, = 4200 kp/cm? = 4200-9,8-10* N/m? = 411,6 MPa.

Resiliencia = 1,69 kp/cm? = 1,69:9,8-10* N/m? = 156,8-10>N/ m? =

Resiliencia = 156,8-10°-Js/m”.

Tenacidad = 817,69 kp/cm? = 817,69-9,8-10* N/m? = 80,13362:-10° N/m? (J/m®).

Energfa eléstica total = 265,46 kp-mm = 265,46-9,8-10° N-m = 2,6 Js (N-m)

Energia total = 128433,46 kp-mm = 128433,46:9,8:10° N-m ~ 1254,4 Js (N-m)
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Ejercicios resueltos. Ejercicios de Resistencia de Materiales.

2.- Se han ensayado dos fundiciones en un ensayo de traccién. La probeta de
ensayo es cilindrica con diametro d = 20 mmy lalongitud inicial entre puntosLo =
50,8 mm. Para los célculos se considera que todas las zonas son lineas rectas. Se
obtuvo que E = 170 GPa. Ademas se obtuvieron los siguientes resultados.

Fundicion 1. o = 290 MPa obtenida al 0,2% de deformacion permanente
especificada. 6, = 480 M Pa. El alargamientoesA =1 %.

Fundicion 2: o = 276 MPa obtenida al 0,2% de deformacion permanente
especificada. om = 414 MPa. El alargamientoes A =18 %.

Sepide:

a) Representar las gréficas F-AL y o-g para ambas fundiciones. Considerar
guelatension elastica valeigual ala defluencia.

b) Calcular la Resiliencia, la Tenacidad, la energia édastica maxima que
absorbe el material y laenergiatotal hastarotura.

¢) Discutir la ductilidad, tenacidad de ambas, y comparar los resultados con
losdel acero del gercicio 1.

6 (MPa) F (kN)
O Frl
O I:1’2
r / /
/ /
/ /
/ /
Ge2 = O12 .. / Feo=Fr|. //
Ge1 = O / Fundicion 1 Fei = Fp Fundicion 1
: Fundicion 2 Fundicion 2
€ AL (mm)
€& €n €2 ALg AL ALy AL,
1) 2)

Figura 4.2a

a) Con los datos que se dan se representa el diagrama de tensiones, se pueden considerar
tres tramos tomando ce = Gy, el | la zona elastica, el 11 la zona elastopléastica y el 111 la
zona pléastica. La representacion con lineas rectas muestra una grafica que no se ajusta a
la realidad del ensayo, pero que nos da una idea aproximada del mismo.

Fundicién 1:
En la zona elastica la tension vale o = E-¢.

6
La deformacion elastica maxima es 892&2290109 =0,0017. El ALe = €e'lo =
E 17010

0,08636 mm.
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La fuerza de limite elastico que hace la maquina vale F¢ = 6. Qo; siendo Qg =
nd®  m0,02°
4

=110~ m?, entonces Fe = 290-t:10 = 91,106 kN.

Se asume que la tension de fluencia coincide con la tension eléstica salvo que tiene
una deformacion permanente del 0,2%. Asi & = g + 0,002 = 0,0037. AL = &rLo =
0,18796 mm.

El punto de rotura se ha considerado con un valor igual a la 6. Es habitual
encontrar en la bibliografia el valor de 6, y no el de G,, dado que este ultimo al romper
la probeta puede ser errdneo o dificil de obtener. Admitir que Gy, = G, en estos casos es
apropiado, basta recordar que en la realidad la tensién crece hasta la rotura con valores
ligeramente mayores a o, Y que los valores de o, del diagrama son menores que G, por
que se divide por el &rea inicial y no por la real.

Asi o, = 480 MPa. Para la rotura, la deformacion se calcula a partir del
alargamiento obtenido a partir de la longitud final entre marcas de la probeta rota. Como
el alargamiento, segun el enunciado, es A = 1%, la deformacion plastica a rotura es €, =
0,01, por tanto en el diagrama la deformacion de rotura vale € = € + €, = 0,0117 y de
esta forma el AL, = &-Lo = 0,59436 mm. La fuerza de rotura se calcula F; = 6-Qo; ,
entonces F, = 480-1:10 = 150,7968 kN.

Fundicion 2:
K 6
La deformacién elastica maxima es 882&2276109 =0,0016. El AL, = g¢'lo =
E 17010
0,08128 mm.

La fuerza de limite eléstico que hace la maquina vale Fe = 6. Qo; siendo Qo
nd®  m0,02°

1 =10~ m?, entonces F. = 276-:10 = 86,708 kN.

El punto de fluencia es igual que el punto elastico salvo que tiene una deformacion
permanente del 0,2%. Asi & = &, + 0,002 =0,0036. AL¢ = &rLo = 0,18288 mm.

El punto de rotura se ha considerado con un valor igual a la oy, Asi 6, = 414 MPa.
Como el alargamiento, segun el enunciado, es A = 18% lo que supone que la
deformacion plastica a rotura es €, = 0,18, por tanto en el diagrama la deformacion de
rotura vale e, = €, + €, = 0,1816 y de esta forma el AL, = Lo = 9,22528 mm. La fuerza
de rotura se calcula F, = 6,-Qo; , entonces F, = 414-1:10™ = 130,062 kN.

Con estos resultados se pueden representar las graficas de la figura P-4.2.

b) Resiliencia = energia elastica por unidad de volumen = &rea de la zona elastica de la
grafica tension-deformacion.
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Fundicion 1.
Resiliencia = %-Ge-ee = %-290-106-0,0017 = 2,465-10° J/m°.
Tenacidad = energia total que absorbe la probeta durante el ensayo de traccion.
. 1 1 5
Tenacidad = E-ce-se + Ce(er - &) + E-(Gr - o) (e - &) = 2,46510° +
290-10°(0,01) + % (480 — 290)-10°-(0,0117 - 0,0037) = 3,907-10° J/m*.

Energia elastica total = es la energia elastica total que absorbe la probeta =

%-Fe-ALe = %-91106-0,08636-10'3 =3,934

Energia total = es la energia que absorbe la probeta hasta que rompe = %-FQ-ALe +
Fe(AL, - ALg) + %-(Fr — F)-( AL, - ALs) = 3,934 + 91106:(0,59436 - 0,08636)-10 +
% .(150796,8 — 91106):(0,59436 - 0,18796)-10° = 62,345 J.

Fundicién 2:

Resiliencia = %-ce-se = %-276-106-0,0016 =2,208-10° J/m”.

Tenacidad = energia total que absorbe la probeta durante el ensayo de traccion.

. 1 1 5

Tenacidad = > ‘Og'€e + OCe(g - &) + > (o - op)(er - &) = 2,208:10° +

276-10%.(0,18) + % (414 - 276)-10°.(0,1816 — 0,0036) = 62,183-10° J/m°.

Energia elastica total = es la energia elastica total que absorbe la probeta =

%-Fe-ALe = %-86708-0,08128 .10 =3,524J.

Energia total = es la energia que absorbe la probeta hasta que rompe = %-FQ-ALe +
Fer(AL, - ALg) + %-(Fr — F)-( AL, - ALy) = 3,524 + 86708:(9,22528 - 0,08128)-107 +

% (130062 — 86708)-(9,22528 - 0,18288)-10° = 992,394 J.

c) Si se observan las graficas, la fundicion 1 rompe con pequefias deformaciones
plasticas, al contrario que la fundicion 2. Ademas, los parametros de la ductilidad
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confirman este hecho. Asi, la fundicion 1 tiene un comportamiento fragil, mientras la 2
es dactil.

La fundicion 2 tiene valores de tenacidad mayores, unas 16 veces mayor que la 1.
Si se compara con lo obtenido para el acero A-42 del problema anterior, aunque los
resultados son aproximados, se ve que la fundicion 2 es menos ductil y tenaz que el
acero, muestra valores similares.

Conviene resaltar que la Resiliencia es similar en las fundiciones, algo mayor la
fragil, y algo inferior en el acero. Esto indica que la capacidad de deformacién eléstica
de un material no tiene nada que ver con el comportamiento ddctil y tenaz. Son
propiedades distintas.

3.- Una probeta de aleacion de titanio con seccion circular de d = 20 mm se ha
ensayado para caracterizar e material. Con Lo = 50,8 mm se obtuvieron los
valores. o; = 850 M Pa para la deformacion permanente especificada del 0,2%, Gmax
=950 MPay &y, = 0,098, A = 10%, seccién derotura Qy = 0,8 Qo. Se estimo que la
o =900 MPa. Con losvaloresE = 110 GPa, G = 40 GPa, u = 0,33. Se pide:

a) Representar las graficas F-AL y o-¢& para este material representando los
puntos car acteristicos. Dar latension verdadera de rotura también.

b) A partir delos datosy resultados anteriores hacer a) parad =15mmyd =
25 mm.

c) Determinar las defor maciones plasticas para las tensiones o, Gmax Y Or-
d) Estudiar la Ductilidad del material.

€) Determinar para or los valores g, €. Se considera o; coincidente con la de
limite elastico.

f) Calcular la Resiliencia, la Tenacidad, tomando los tramos como rectos y
considerando la tension derotura verdadera.

6 (MPa) F (kN)

Go=0; | Tramo corregido

Grafica de ensayo

€e & & AL¢ AL, AL,
1) 2)

Figura 4.3a
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a) Con los datos que se dan se representa el diagrama de tensiones de la figura 4.3al, se
pueden considerar tres tramos, el | la zona eléstica, el Il la zona elastopléstica y el 111 la
zona pléastica. La representacion con lineas rectas muestra una grafica que no se ajusta a
la realidad del ensayo, pero que nos da una idea aproximada del mismo.

Se considerara como en ejercicios anteriores una tension de limite elastica, igual a
la de fluencia.

En la zona eléstica la tension vale ¢ = E-¢.

L o, 85010°
La deformacion elastica maxima es ¢, =—=

E 11010°
0,3925454 mm.

=0,007727 . El AL = €¢'Lo =

La fuerza de limite elastico que hace la maquina vale F¢ = 6. Qo; siendo Qo =
nd® 10,022
4

=110~ m?, entonces F. = 850-10%1-10 = 267,035 kN.

En el punto de fluencia es igual que el punto elastico salvo que tiene una
deformacion permanente del 0,2%. Asi & = € + 0,002 = 0,009727. ALt = &rLo =
0,4941316 mm.

El valor de o, = 950, con €y, = 0,098. F, = 950-10%7:10* = 298,452 kN. ALy, =
emLo = 4,9784 mm.

Para ¢, = 900 como dato. Con este dato se puede determinar F, = 6,-Qo; entonces
F, = 900-w:10™* = 282,744 kN. Ahora se puede calcular la tensién verdadera de rotura,
ya que Qy = 0,8 Qo, luego v = F/Qy = 6,/0,8 = 1125 MPa.

Para la rotura, la deformacion se calcula a partir del alargamiento obtenido a partir
de la longitud final entre marcas de la probeta rota. Como el alargamiento, segun el
enunciado, es A = 10%, la deformacion plastica a rotura es e, = 0,1, por tanto en el
diagrama la deformacion de rotura vale €, = €, + &, = 0,107727 y de esta forma el AL, =
€rLo =5,4725316 mm.

b) En la figura 4.3a2, se han representado de forma genérica las curvas para cada
probeta. Solo se muestra la grafica F-AL, ya se dijo que la grafica c—¢ es la misma para
cualquier probeta.

Los calculos ha realizar son:

nd®  m0,015%
4

d=15mm — Qp = =1,767110"*m?

Fe = Fr = 6¢Qo = 850-10°%1,7671-10™ = 150,2074 kN.
Fr = 0m' Qo = 950-10°%1,7671-10™ = 167,87886 kN.

= 0¢Qo = 900-10%1,7671-10* = 159,04313 kN.
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nd®  m0,025%
4

d=25mm — Qg = =4,908710"*m?

Fe = Ft = 6¢Qo = 850-10°%1,7671-10™ = 417,24277 kN.
Fi = 0m Qo = 950-10°1,7671-10™ = 466,33016 kN.
F, = 6¢Qo = 900-10%1,7671.10 = 441,78647 kN.

c) Para la fluencia e = 0,002 dato del ejercicio. Para 6m — €mp = €m - € = 0,098 —
0,007727 = 0,090273. Para la rotura &, = 0,1.

d) A = 10%, RA = (1 - 0,8)-100 = 20%

Los valores representan un material ddctil con una deformacion plastica
significativa.

€) €ye = €20 = - W&y = -0,33-0,007727 = 0,00255.

f) Resiliencia = energia elastica por unidad de volumen = &rea de la zona el&stica
de la grafica tension-deformacion.

Resiliencia = %-Ge-ee = %-850-106-0,007727 = 3,285- MN/m? (MPa).

Tenacidad = energia total por unidad de volumen que absorbe la probeta durante el
ensayo de traccion.

Tenacidad = %'Ge'ee + Ce(€r - €) + %'(Gm +01)-(em - &) + %'(Gr + Om)-(& - €m) =

3,285+ 850-(0,002) + %-(950 + 850)-(0,098 — 0,009727) + %-(1125 - 950)-(0,10773 —
0,098) = 94,52 MPa.

Los valores obtenidos con la o, deben considerarse con cautela ya que dicho
corresponde al diagrama de tension-deformacion verdadera.
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4.- El acero A-42 se utiliza en la Edificacion y sus car acter isticas aproximadas son:
cp, = 2160 kp/cm?, o; = 2600 kp/cm? (al 0,2% de deformaciéon permanente
especificada), o, = 4200 kp/cm?, el alargamiento A = 24%. Si la probeta de ensayo
es cilindrica con diametro d = 20 mm y la longitud inicial entre puntos Lo = 50
mm. Para los célculos considerar que setoma E = 2,1 10° kp/cm? y todas las zonas
son lineas rectas. No se consideran las bandas de Luders y la tension de limite
elastico o. Se supone coincide con o,. Se pide:

a) Representar las gréaficas F-AL y o-€ para este material representando los
puntos car acter isticos.

b) Repetir € apartado anterior si la probetatuviesed =15 mm. (0,5 puntos)

c) Determinar las deformaciones éastica y permanente para los puntos de
deformacion € = 0,0005, € = 0,1, &;.

d) Calcular la longitud final Ly, y los valores de la ductilidad si € éarea final
Qu =0,8Q0. Indicar s e material esductil o fragil.
e) Calcular latension verdadera derotura.

f) Calcular la Resiliencia, y la energia total que absorbe el material hasta
rotura paralaprobetainicial.

g) Dar los valores de las tensiones en MPa y de las energias en € S| para la
probetainicial.

o (kg/cm?) F (kp)
o, =4.200 F,=13.195
d=20mm
o =2.600 Fi =8.168
d=15mm Fo=7.422
G, =2.160|-f F. =6.786[f S
L/ F; =4.595
F. =3.817 |},
€ AL (mm)
: 1 0,00303 . 10,1515
0,00103 0,241303 0,0515 12,0515
1) 2)
Figura 4.4a

a) Con los datos que se dan se representa el diagrama de tensiones de la figura 4.4al, se
pueden considerar tres tramos, el | la zona elastica, el Il la zona elastoplastica y el Il la
zona pléastica. La representacion con lineas rectas muestra una grafica que no se ajusta a
la realidad del ensayo, pero que nos da una idea aproximada del mismo.

En la zona elastica la tension vale o = E-¢.
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La deformacion elastica maxima es ee:& ﬂz0,00lOZS. El AL; = &Lo

E 2110°

0,0515 mm.

La fuerza de limite elastico que hace la maquina vale F, = 6., Qo; siendo Qo

N 2 0 2
nj :nj =1 cm?, entonces F. = 6786 kp.

En el punto de fluencia tiene una deformacién permanente del 0,2%. Asi & = € +
0,002 =0,00303. ALt = &rLo = 0,1515 mm. La fuerza en el punto de fluencia vale F; =
or Qo = 8168 kp.

Para 6, = 4200 como dato. Con este dato se puede determinar F, = Q0 = 13195
kp. La deformacidn se calcula a partir del alargamiento obtenido a partir de la longitud
final entre marcas de la probeta rota. Como el alargamiento, segun el enunciado, es A =
24%, la deformacion plastica a rotura es g, = 0,24, por tanto en el diagrama la
deformacion de rotura vale & = € + €, = 0,24103 y de esta forma el AL; = &Lo =
12,0515 mm.

b) En la figura 4.4a2, se han representado de forma genérica las curvas para cada
probeta. Solo se muestra la grafica F-AL, ya se dijo que la grafica c—¢ es la misma para
cualquier probeta.

Los calculos ha realizar son:

2 2
d=15mm — Qo = ”2 :”145 ~1767cm?

Fe = Fp = 0p:Q0 = 2160-1,767 = 3817 kp.
Ft = o6r Q0 = 2600:1,767 = 4595 kp.
Fr = 0rQo = 4200:1,767 = 7422 kp.
c) Ladeformacidn elastica maxima es €, = 0,00103. Asi:

€ = 0,0005 — todo es deformacion elastica al ser € < . La componente plastica es
nula.

€=0,1 — esta en zona plastica luego £° = &, = 0,00103, la componente plastica e =
e-¢=0,1-0,00103 = 0,09897

En la rotura ya se obtuvo: ey, = 0,24, €. = 0,00103, &, = € + &1, = 0,24103.

d) A = 24%, se obtuvo AL, = &-Lo = 12,0515 mm. La longitud Ly, es la longitud entre
marcas una vez rota la probeta, luego se puede obtener a partir del incremento de
longitud plastica en la rotura, o sea: ALy, = AL; - AlLe = €e:Lo = 12,0515 - 0,0515 = 12
mm. Luego Ly = ALy + Lo = 62 mm.

La reduccién de area RA = (1 - 0,8)-100 = 20%
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Los valores representan un material ddctil con una deformacion plastica
significativa.

e) o = 4200/0,8 = 5250 kp/cm?.

) Resiliencia = energia elastica por unidad de volumen = area de la zona elastica de la
grafica tension-deformacion.

Resiliencia = %-Ge-ee = %-2160-0,00103 =1,11- kp/cm®.

Energia total que absorbe la probeta durante el ensayo de traccion = %-FE-ALe +
%-(Ff + Fe)-( ALs - ALg) + %-(Fr + F)-( AL, - ALy) = 174,74+ 747,7 + 127109,85 =
128032,29 kp-mm
g) Enel S.l con g = 9,8 m/s*:

ce= 211,68 MPa, c; = 254,8 MPa, 6,= 411,6 MPa.

Resiliencia: 108,78 J/m* (Pa)  Energia total: 1254,72 J.

5.- Un acero F-1110 se suministra en barras laminadas. Se ensayan a traccion tres
probetas de este material con las siguientes caracteristicas. La probeta A se
mecaniza a partir de una barra en estado de recepcion. La probeta B ha sido
sometida a un tratamiento térmico de recocido. La probeta C es sometida a un
tratamiento de Fase-Dual a 760°C. L as probetas tienen un diametro de 10 mm en
la zona calibrada y los resultados se obtuvieron con un extensdbmetro con Lo = 25
mm. L osresultados que se suministran son:

Probeta A:

Lacurvacrece hastalaroturasin que aparezcala zonade L uders.

Limite elastico: Fe = 45560 N, AL = 0,069 mm.

Limitedefluencia (al 0,2%) F¢ = 49558 N, ALt = 0,119 mm.

Fuerza maxima: F, = 50916 N, AL i, = 1,1897 mm.

Fuerzaderotura: El valor maximo de la fuerza se mantiene hasta larotura.
Alargamiento: A = 16%

Reduccion de érea: RA =57,8%

Probeta B:

La fuerza crece linealmente hasta la fluencia que se detecta facilmente al
aparecer un pico claramente diferenciado, seguido de las bandas de Luders
caracteristicas de estos materiales. El limite elastico no se detecta con claridad.
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Limitedefluencia: Ff = 25846 N, AL = 0,0546 mm.

Para ese punto de fluencia la fuerza cae verticalmente hasta un valor
aproximado de F. = 22000 N, considerandose la zona elastoplastica a fuerza
constante con dicho valor hasta un alargamiento de AL, = 0,5144 mm. Luego la
curva crece hasta e valor maximo de fuerza.

Fuerza maxima: Fy, = 33538 N, AL i, = 5,3736 mm.

Fuerza derotura: El valor maximo de la fuer za se mantiene hasta larotura.
Alargamiento: A = 36,4%

Reduccion de area: RA = 65,2%

Probeta C: La curva crece hasta larotura sin que aparezca la zona de L iders.
No se detect6 claramente la fuerza elastica Fe admitiéndose un valor igual al de la
fuerza defluencia.

Limitedefluencia (al 0,2%) Fs = 32756 N, AL = 0,1034 mm.

Fuerza maxima: F, =57735N, AL, = 2,4598 mm.

Fuerza derotura: El valor maximo de la fuer za se mantiene hasta larotura.
Alargamiento: A =17%

Reduccion de érea: RA =43,8%

Con los datos dados y uniendo todos los tramos con rectas se pide:

a) Representar las graficas F-AL y o-¢& para este material representando los
puntos car acter isticos.

b) Calcular la Resllienciay Tenacidad de cada ensayo.
¢) Calcular latension verdadera derotura.

d) Calcular la Resllienciay Tenacidad de cada ensayo, pero si se corrige la zona
plastica no uniforme al tomar la tensién de rotura verdadera en lugar de la
habitual. Esta situacién es un supuesto, ya que para hacerlo correctamente se
debierarepresentar € diagrama tension-defor macion verdadera.

a) Para establecer los diagramas se deben determinar los valores de fuerzas,
alargamientos, tensiones y deformaciones de los puntos conocidos. Asi:
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Diagramas Fuerza-Alargamiento

70000
60000 57735 57735 probetaC
49558 50916 50916
50000 - N / ° Probeta A
— 45560
pd
~ 40000 4 Probeta B
8 33538 33538
N =
o}
>
oL
10000
0 f T T T T T T T T T 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Alargamiento (mm)
Diagramas Tension-Deformacion
800 -
735,1 735,1
700 7 631 648,3 / 648,3
600 1 580,1
<
O 500 -
s 427
e .
5 400 -
‘B
& 300
|_
200 -
100
0 J T T T T T T T 1
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4
Deformacion
Figura 4.5
Probeta A:
Fe . Ff Fm
.= = 580,1 MPa; o; =——= 631 MPa, 6, =—"-= 648,3 MPa,
o Q, Q,
AL AL AL
Or = Om' €, =—=0,00276 ; ¢, :L—f:0,00476 ; €, =—"=0,047588 ;
(0] (6] (6]

€ =€+ &p=0,16276. AL; = &-Lo = 4,069 mm.
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Probeta B:

F Ry Fn
o, =——=329,1 MPa, 6, =—== 305,6 MPa, o, =—"= 427 MPa,

Q, Q, Q,
Or = Om' & _AL =0,002184 ;

(6]
e, =20 20020576 1, =2tm —0,214944 ;
O (6]

€ =€+ &p=0,002184 + 0,364 = 0,366184.

Se ha asumido en este caso g = . AL, = Lo =9,1546 mm.

Probeta C:
K _ . F _
6, =— = 417,1 MPa = ¢¢; 6,,=—"= 735,1 MPa, 6; = G-
Q, Q,
& :ALf =0,004136 ;
(0]
€ :ALf =0,004136 eezALe =0,002136 ;¢,, =ALm =0,098392 ;
(0] (0] (0]

& =€ +&p=0,172136. AL, = &-Lo = 4,3034 mm.

b) Resiliencia = energia eléstica por unidad de volumen = &rea de la zona elastica de la
grafica tension-deformacion.

Tenacidad = energia total por unidad de volumen que absorbe la probeta durante el
ensayo de traccion.

Probeta A:

Resiliencia = %-Ge-ee = %-580,1-0,00276 =0,8 MPa.

Tenacidad = %'Ge'&'e + %'(Ge + 01)(€r - &) + %'(Gf +Om)(Em - &) + Or (& - €m) =

0.8+ %-(580,1+631)-(0,002) + %-(631+ 648,3).(0,047588 — 0,00476) + 648,3-(0,16276
—0,047588) = 0,8 + 1,212 + 27,395 + 74,666 = 104 MPa,
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Probeta B:

Resiliencia = %'Gf'ef = % -329,1-0,002184 = 0,36 MPa. Este célculo es aproximado

dado que se desconoce el valor del limite elastico.

Tenacidad = %-ce-se + Ce(eL-g) + %-(Gﬁcm)-(em-e._) + or(e-em) = 0,36 +

305,6-(0,0020576-0,002184) + %-(305,6 + 427).(0,214944-0,020576) + 427-(0,366184
_0,214944) = 0,36 + 5,62 + 71,2 + 64,58 = 141,76 MPa.

Probeta C:

Resiliencia = %'Ge'ee = %-417,1-0,002136 = 0,46 MPa.

Tenacidad %-Ge-se + Ge(€r€) + %-(Gﬁcm)-(em-ef) + or(er-em) = 0,46 +

417,1-(0,002) + % (417,1+735,1)(0,098392— 0,004136) + 735,1.(0,172136 — 0,098392)

=0,46 + 0,83 + 54,3 + 54,2 = 109,8 MPa.

C) Owa = 6ra/Qu; RA =57,8%. Qy = 0,422:Q0 — Gya = 1536,3 MPa.
one = 018/Qu; RA =65,2%. Qu = 0,348-Q0 — ons = 1227 MPa.
onc = 0rc/Qu; RA =43,8%. Qu = 0,562-Q0 — g = 1308 MPa.

d) Para calcular la tenacidad corregida TC basta quitar el Gltimo término o, (g, - €m) ¥

cambiarlo por %-(om +on) (€ - €m)

Probeta A:

TC = 104 - 74,666 + %-(cmmrv)-(sr-em) = 104 - 74,666 +
%-(648,3+1536,3)-(0,115172) = 104 — 74,666 + 125,8 = 155,94 MPa.

Probeta B:

TC = 141,76 — 64,58 + %-(om + 6n) (& - €m) = 77,18 + %-(427 + 1227)-(0,15124)
= 202,3 MPa.
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Probeta C:

TC = 109,8 — 54,2 + %-(0m+0rv)-(er-em) = 55,6 + %-(735,1+1308)-(O,172136—
0,098392) = 55,6 + 73,33 = 130,93 MPa.

Como se dijo anteriormente estos valores deben tomarse con cautela ya que la
tension de rotura verdadera corresponde al diagrama de tension-deformacion verdadera.
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CarituLo 11

FUNDAMENTOS DE RESISTENCIA
DE MATERIALES






LECCION 5

Principiosy bases del disefio en Resistencia de
Materiales

Introduccién: En el capitulo anterior se estudio conceptualmente la Resistencia de
Materiales y se situd dentro de la Ciencia. Se introdujeron los fundamentos basicos de la
Mecanica en los que gravita esta disciplina. Dado que su objetivo fundamental es el
diseio de elementos mecanicos se estudiaron las propiedades mecénicas de los
materiales y las caracteristicas geométricas de las secciones.

Ya se comento que la Resistencia de Materiales sacrifica el rigor matematico de la
Teoria de la Elasticidad, basdndose en un conjunto de principios e hipotesis
simplificativas razonables que la convierten en un instrumento valido y operativo para
el disefio de maquinas y estructuras. Algunos de estos principios ya se han planteado,
como por ejemplo la consideracion del modelo de solido elastico. Sin embargo, ahora es
necesario analizar todos aquellos que han quedado sin estudiar. En esta leccion se
analizan de forma general estos principios que son de aplicacion en la mayoria de los
disefios que plantea la Resistencia de Materiales, estableciendo a su vez sus limites de
aplicacion.

Los ejercicios siguientes estan orientados a la comprension de estos principios de
forma breve, clara y sencilla. Estos se aplicaran en adelante en todas las lecciones que
se traten, por lo que los ejercicios de esta leccion se verdn ampliados por los de las
lecciones sucesivas.

Objetivos de la leccion: Comprender los principios y bases que plantea la
asignatura.

Contenidos de los problemas: Estudio del principio de rigidez relativa, el
principio de superposicion, el principio de Saint Venant, seguridad del disefio mecanico,
criterios de resistencia y los teoremas del potencial interno.

En cuanto a los criterios de resistencia, se da exclusivamente el de Von Mises, por
su amplia aceptacion, para poderlo aplicar en el disefio en elementos mecanicos. Su
estudio detallado se hace en la leccidn 15, donde ademas se estudian otros criterios.

Respecto a los teoremas del potencial interno, se omiten los ejercicios relativos a
los teoremas de Castigliano y Menabrea ya que se planteard su uso en lecciones
sucesivas cuando se tenga un conocimiento mayor de la asignatura. A estos teoremas se
dedica la leccion ultima dada su importancia.

Problemas resueltos. Exclusivamente ejercicios referentes a los contenidos
establecidos.
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Formulacion basica;
Formulacion estudiada en lecciones anteriores.

Seguridad en el disefio de elementos mecanicos. Tension admisible.

Método de |os coeficientes de seguridad GAbMm = Ot 6c0<0 apm
Método de | os coeficientes de ponderacion Gaom = M GCO*<GCapm
i

Criterios de Resistencia. Criterio de Von Mises

2 2 2
Oco = 4/Ox + 3(Ty + TZ)
Para los casos particulares se tiene:

Traccion pura: 6¢, = Ox; por las tensiones cortantes nulas

Cortadura_pura: o =+/3-7; siendo nula la tensién normal y 1 = T2+ 12; la
resultante de las tensiones cortantes.

Teoria del potencial interno. Teoremas energéticos

¢:125a
2
Teorema de Maxwel | -Betti

ZE-si*: ZGj-rj*
i j

Teorema de Castigliano

oD
Si = a_E
Teorema de Menabrea
oD oD oD
O_axgo_axz'”’o_aXn

Estructuras articuladas planas

El grado de hiperestaticidad vale GH = b — (2:n —c ), siendo b = nimero de barras,
n = nimero de nudos y ¢ = nimero de reacciones.
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1.- Lasvigasdelafigura 5.1a se muestran sin deformar. Si se aplican las cargasy
teniendo en cuenta que son solidos elasticos, se pide:

a) Indicar s esposible aplicar € principio derigidez relativa.

b) Indicar si se puedeaplicar € principio de superposicion.

M Mo
\0 F - |<—F
1) 4) | ]
] j—
r WAV
F
2) l— 5 \} |
— -
l F N F
F 0
{
87 —_— E } I
<
Figura 5.1a

a) En las figuras 1, 2 y 4, no es posible aplicar el principio de rigidez relativa, ya que al
aplicar la carga de compresion y deformar la viga los esfuerzos en la seccién cambian.
Entonces, la fuerza F provoca, ademas de la compresion, flexion. Asi el momento
flector aumenta una cantidad F-d, siendo d la distancia ortogonal desde la seccién a la
linea de accidn de F. Esto provoca un estado de tensiones y deformaciones distinto al
que seria de considerar el estado indeformado, si se aplicase el principio de rigidez
relativa y en concreto las deformaciones pueden aumentar entrando en un sistema de
grandes deformaciones alejandose de las condiciones del principio de rigidez relativa y
pudiendo colapsar la viga. Ademas, siempre que hay una carga compresiva puede
aparecer el fendbmeno de pandeo, que se estudiara en lecciones sucesivas, por el que
dependiendo: de la geometria de la viga, de cédmo se aplique la carga, etc., la carga
compresiva puede provocar flexiones que hagan que las deformaciones aumenten
progresivamente hasta el fracaso del sistema. Esto independientemente de que existan
otras cargas que provoquen la flexion.

El resto de vigas cumplen el principio de rigidez relativa, ya que las deformaciones
al ser dentro del comportamiento eléstico son pequefias y el estado de esfuerzos no
cambia sustancialmente al considerar el sistema deformado o indeformado.

b) Aquellas vigas en las que no se cumpla el principio de rigidez relativa, no cumplen el
principio de superposicion, ya que las causas y los efectos dejan de ser independientes
entre si, y por tanto, no puede representarse el sistema global como suma de estados
individuales e independientes.

99



Ejercicios resueltos. Ejercicios de Resistencia de Materiales.

2.- En unaresistencia eléctrica de valor R, pasa una intensidad |. Recordando que
el voltajevaleV = Rl y la potenciavale P = R-1%, se pide:

a) ¢, Se podria calcular €l voltaje V que pasa por la resistencia como suma
delosvoltajesV1y V, correspondientesa lasintensidades |, y I tal quel =17 + 1,2
¢ Y lapotencia como sumade P; = R,y P, = R-1,%2.

b) Demostrarlo matematicamente.

a) El voltaje S, la potencia NO; ya que el primero tiene una relacion causa-efecto
lineal y el segundo no.

b) V=R, > Vi =R, V, = R:y; si se cumple el principio de superposicion se debe
verificar que V=V + Vy;siendo =11 + I, AsiV=V;+V, =Rl + R, =R(I1 +
I,) por lo que se verifica.

Para la potencia P = R-I°- P; = R:I: y P, = R-1,%; de cumplir el principio de
superposicién se debe verificar que P = P; + Py; siendo | = I3 + I,. AsiP =P; + P, =
R + R:1,2 = R-(1:® + 1,%) que no es igual que P = R-1> = R-(I; + 1,)?, por lo que no
cumple.

3.- Un fendmeno fisico relaciona una funcion Y con una variable X segun la
ecuacion deunalinearectaY = a-X + b, donde a esla pendientey b una constante.
Se pide:

a) ¢ Sepodriaaplicar € principio de superposicién?
b) Demostrarlo matematicamente.
a) En principio si, ya que el sistema es lineal.

b) Supdngase que se desea determinar Y = Y1 + Yy; siendo Yy =aX; + b, Yo =aX; +
b, yseverificaque X =X; + X5.SisehaceY =Y;+Y,==aX;+b+aX,+b=a(Xy
+ Xp) + 2.b = a- X + 2:b, que es distinto que Y = a-X + b. Aunque aparentemente no se
cumple, fisicamente si. Para verificarlo basta representar la funcién con origenen Y = b,
de forma que quedaria como Y =a-X, y en este caso se verifica.

4.- En las vigas de la figura 5.4a sustituir las cargas distribuidas por una carga
puntual, de forma que € sistema sea estaticamente equivalente indicando en que
tramos de la misma se verifica el principio de Saint-Venant.

Un sistema es estaticamente equivalente si para idéntica geometria, las nuevas
acciones cumplen las ecuaciones de equilibrio estatico. Basta entonces sustituir cada
accion por otra con valor igual e igual momento.

Si se sustituye cada carga por su carga puntual equivalente se obtienen los sistemas
de la figura 5.4b.

Cuando la carga es uniforme se sustituye por su valor neto g-L en el centroide, o

sea en la mitad. Una carga distribuida como triangulo rectangulo tiene un valor neto de
1/2.g:-L y el centroide es el del tridngulo que esta a 1/3-L del angulo recto.
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Figura 5.4b

Estos sistemas deben cumplir > Fexr=0 y > Mexr=0, de esta forma se obtienen

las reacciones y para ambos sistemas seran las mismas. Si al extremo izquierdo se le
Ilama Ay al derecho B, las reacciones son:

1) Para esta viga son verticales de valores Va = 5/4-g-a, ¥ Vg = 3/4-0-a, de esta forma
los esfuerzos son idénticos en la zona donde no figura la carga distribuida, es decir,
salvo el tramo central los otros dos. Estos esfuerzos provocaran idénticas tensiones.

2) Para esta viga son verticales de valores Va = Vg = ¢:L/2, de esta forma los esfuerzos
son idénticos en la zona donde no figura la carga distribuida, en el tramo izquierdo.
Estos esfuerzos provocaran idénticas tensiones.

3) Para esta viga hay uno vertical de valor Va = q:L/2, y Ma = 5/6-q-L?, de esta forma
los esfuerzos son idénticos en la zona donde no figura la carga distribuida, en el tramo
izquierdo. Estos esfuerzos provocaran idénticas tensiones.
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4) Esta es una viga sometida a esfuerzo normal exclusivamente, en este caso no hay
momentos y la carga estaticamente equivalente es la misma pero situada en cualquier
punto del tramo dando una reaccion R = F - g-a segun la horizontal positiva. Los
esfuerzos son idénticos en la zona donde no figura la carga distribuida, en el tramo
derecho. Estos esfuerzos provocaran idénticas tensiones

V1 V2

H1 H2

UL
T -

NN

Figura 5.5a

5.- La nave industrial a cuatro aguas de la figura 5.5a, se construye con porticos
paralelos formados por dos cerchas y tres pilares. Se estudia la estructura como
plana, con las cargas siguientes. cada cercha soporta una accion neta horizontal H;
y una vertical V; que se sitian en el centroide de la misma. A su vez en € lado
izquierdo hay una presion q y en € derecho una succion " que son cargas
distribuidas a lo largo del pilar y que pueden representar las cargas de viento, o
mas en general; cualquier carga distribuida uniformemente, ver figura 5.5a.

Cuando no se contaba con la potencia de la informatica, este tipo de casos se
estudiaba separando por un lado los pilaresy por otro las cerchas, y se establecian
los diagramas de cuerpo libre, ver figura 5.5b. Un célculo aproximado consiste en
considerar que la cercha no transmite momentos a los pilares de forma que en los
nudos de union con los mismos sblo se consideran empujes horizontales y
verticales.

Si se entiende que las cerchas no transmiten momentos 0 que son
despreciables, se pueden determinar los empujes horizontales y verticales que hay
entre cerchay pilar por € principio de superposicion.

Para ello se dibujan los diagramas del cuerpo libre de las cerchas y de los
pilares por separado, dgando constancia de los empujes mutuos, que son las
incégnitas del problema, ver figura 5.5b. Conociendo que € extremo de una viga

en voladizo para una carga distribuida p sufre un desplazamiento por flexion en €
4

extremo libre de § = p-L , Y que para una carga F el desplazamiento vale § =
FL® : : . -
el siendo L la longitud de la viga, E e mddulo elastico e | e momento de

inercia, se pueden calcular los empujes horizontales entre los pilares y la cercha,
gue no es posible calcular con las condiciones de equilibrio estatico. Para ello se
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considera que los desplazamientos que sufren los extremos del pilar debidos a
otros esfuerzos son despreciables y que todos pilares se desplazan igual en su
extremo superior, por indeformabilidad de las cerchas. Asi, se pide resolver €
problema por superposicion y calcular el desplazamiento del extremo superior de
cada pilar.

Vl V2

X3

X
A

— g — <+— < ©
—> X1 X2 X3 [ 5 X4
_’ _»
_’ _>
q—» >q
+ [ 5
_’ _>
_’ _>
_’ _’
_’ _>
_’ _>
NN NN BN NN
Figura 5.5b

En la figura 5.5b se muestran las fuerzas que actuan al dibujar los diagramas del
cuerpo libre. Notar que se han omitido las fuerzas verticales en los nudos que unen las
cerchas a los pilares, ya que se calculan directamente por equilibrio en cada cercha y no
resultan problematicas.

Para resolver el problema se necesitan cuatro ecuaciones ya que las incognitas son
los cuatro empujes representados X, Xz, X3, X4. Si se aplican a cada elemento las
ecuaciones de equilibrio, apareceran nuevas incognitas que son las reacciones. Asi se
tratara de utilizar las ecuaciones aprovechables.

Como las incognitas son esos empujes horizontales, se buscan ecuaciones que los
relacionen. Las dos primeras son las de equilibrio de fuerzas horizontales en las cerchas.

1)X1+X2+H1=0 Xo=-Hji-X;
2)X3+X4+H2:0 Xa=-Hy;- X3

Se necesitan dos ecuaciones mas, en este caso la igualdad de desplazamientos de
los extremos de los pilares, asi se puede escribir:

3) 8a =08
4) &g = dc
de donde:
S, :q-_h“_Xl-h3 SB:_M gczﬂ_x4'h3
8-E-1 3-E-l 3E- 8E-1 3E:
asi se tiene:
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gh® X;h® _ (X +Xg)h’

3
) 8E:l 3E 3El

(KX ght X

4)
3E 8El 3E

este sistema se resuelve, por ejemplo sustituyendo dos de las incognitas en funcién de
las otras dos y entonces:

gh® X;oh® _ (X +X)h’ . gh® X, h® _ o (H+ X, =X,)h’

1
)8-E-I 3El 3-E 8E:l 3E 3EI

_(X2+X3)-h3 - q"h4_i_(Hz"'X3)'h3_> (H1+X1_X3)'h3 — q"h4+(H2+X3)'h3

o
) 3El 8El 3EI 3E I 8El 3E I

3qh

2')—) Hy+ X;—-2X3—-H> - =0

3q-h 3q-h
q )= H, - q

SAEL =0
8 8

1) = X3 = 2:X; + Hs - % 5 Hy + X1 = 2:(2:Xq + H -

X1 = —w + %(Z-q—q’); obteniéndose todas las incognitas y asi:
(H,+H,) h .
Xy= -~ 22 4+ _(2.q-
1 3 3 (29-9)
(2H,-H,) h .
Xo= —>— = ¢ _ _(2.0-
2 3 3 (29-9)
(Hl_Hz) h .
Xg= ~L1 22 4+ _ (g-2.
3 3 g q-2q)
(H,+2H,) h ,
Xy=- ~—= - 27 _ __ -2.
4 3 g (@-2q)
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6.- Paralaviga delafigura 5.6al comprobar €l teorema de Maxwell-Betti. Se sabe
gue el desplazamiento y para una viga con car ga concentrada vale en cada tramo:

0<x<a=El,y, =ﬂx?’+ﬂ(b2 —L%)x
6-L 6-L
. . . — 3
as<x<a+b = El,y, :P—bx3+Z—f(b2— L2)-x—M
by | ?
|
i
|
; X
NN ro A-->

Figura 5.6a

Si se aplica la fuerza Q el desplazamiento en x = 1 punto de aplicacion de F vale:

1 ,Q2, P2, -4-Q
=~ {1+ S(22-5%)1}=
V1o E-IZ{6-5 6-5( )1} 3-El,

Cuando actua F el desplazamiento en x = 3 punto de aplicacion de Q vale:

F4_, F4 F(3-1)° _ -4F
=—3+——(4°-5°)3- =
Y 6-5( ) 6 3El,

se debe verificar:

Fyiqg = QYar

que facilmente se comprueba al ser F-y;q = F- 32? =Qyr=0Q SLE“; '
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7.- Paralasvigasdelafigura5.7a determinar por €l teorema de Maxwell-Betti., los
desplazamientos debidos a la carga aplicada en 1 en e punto 2 si se conoce €
desplazamiento de 1 debido a la carga aplicada en 2.

DE } \Zti Z)E 2) 1

\ 1.m ‘ 1.m 1‘ P
| | | \ b ‘ a
I | |

M A\

1
L S
| | |
Figura 5.7a

Para la figura 5.7al, la carga aplicada en el extremo que puede llamarse P,
provoca una deformacion para una seccién situada en x desde el vuelo de:

1 [P, P2 PL
y=——1-=X+ X —
El,| 6 2 3

conloqueparaP=2t,enXx=1—>yp= —

3E y entonces aplicando el teorema de

z

Maxwell-Betti y llamando F a la carga de 3 t, F = 3 t se tiene:
F-y»r =P yiF
despejando se obtiene:

5
3EL

5
3E,

5
2-El

z

oo 5 P__ 5 3__
1F E 2

Para la figura 5.7a2, el par M provoca una deformacion en el extremo:

5 = Mb(2a+Db)
t 2:E1,

segun el teorema de Maxwell-Betti se puede calcular el desplazamiento en 1, que seré el

giro lo que se podra buscar, ya que la igualdad dimensional obliga, para que se cumpla
el teorema, que:
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P-61m = M-B2p
despejando 0,p se tiene:

_ PDb(2a+b)
® o 2ElL,
Para la figura 5.7a3, el par M provoca una deformacion en 1:

_2Ma’
9-El

6lM

z

segun el teorema de Maxwell-Betti el giro en 2:
F-8om = M-03¢

despejando 0;f se tiene:

0. =
* 9El

8.- Una probeta de acero A-42 sometida a traccién deforma elasticamente hasta
una tension de 10 kp/mm? y luego se libera. En segundo lugar se somete a 13
kp/mm? y se libera. Calcular en cada caso la deformacion elastica y la energia
elastica por unidad de volumen o potencial interno por unidad de volumen. Si se
somete la probeta a una tension de 23 kp/mm? ¢Se podria calcular por
superposicion de los estados anteriores la deformacion?. ¢Y la energia elastica?.
Compraobarlo.

6=Ee—E=2110°kplem® — ¢ = 2= 10006 = 0,00047619
E 2110
, =922 3% _ g 000619047
E 2110

El potencial interno @ = 1/2:F;-& = 1/2.6i-Qo-¢i:lo = 1/2:6-€i:Vo — ¢ = ®/Vp =
1/2-6i-€; es el potencial interno por unidad de volumen. Asi;

01 = 1/2-61-e; = 1/2-:1000-0,00047619 = 0,238095 kp/cm? = 23333,31 N/m? (J/m?)
02 = 1/2-G,-€, = 1/2:1300-0,000619047 = 0,402381 kp/cm? = 39433,29 N/m? (J/m°)

Para el caso de la tensién de 23 kp/mm?, si es posible calcularlo como suma porque

se cumple la ley de Hooke, que es lineal. La ¢, =% 2300 = 0,001095238. Como

E 21.10°
03 = 01 + 02 y el sistema es lineal por superposicion €3 = € + & = 0,00047619 +
0,000619047 = 0,001095237 que vale igual.
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El potencial interno por unidad de volumen, que es energia elastica por unidad de
volumen no cumple, se comprueba:

03 = 1/2-03-€3 = 1/2:2300-0,001095238= 1,259524 kp/cm? = 123433,35 N/m? (J/m?)
03 # ¢ + 0y = 23333,31 + 39433,29 = 62766,6 N/m? (J/m°)
que es diferente como era de esperar por no tener relacion lineal.

9.- Una probeta cilindrica de acero A-52 se ensaya en una maquina de traccion de
25 toneladas. Si se desea que no apar ezcan nunca defor maciones plasticas con una
seguridad den = 1,3; determinar e diametro d dela zona calibrada.

e = 3600 kp/cm? — Gapm = Ge/n = 3600/1,3; la tension en este caso es 6 = N/Q
con N = 25t — segun el criterio de resistencia empleado 6co = 6 < 6apm — 25000/Q2 <
3600/1,3 — Q > 1,3-25000/3600 ~ 9,03 cm®. La seccion de una probeta cilindrica vale
mr?=9,03 cm? — r = 1,7 cm luego el diametro d = 3,4 cm.

iy P2 2) p,*
| 8 8 | Vae__ @ a Ve
\
Nz v B L c HL 1 vB r
300 e A . 300 c
600 a 60 5
4 3
P*
Py - D
C) N
VC Pg N4 S 3,/
N3 N, N, 600 ’%300
300 60° *
5
NUDO C NUDO B NUDO D
Figura 5.10a

10.- Diseflar la estructura de la figura 5.10a cuando P; = 2000 kp, P, = 3000 kp, c;
=2y c =15 a=2m,y d material es acero A-37. No hay pandeo, € sistema
trabaja elasticamentey todas las barras son deigual seccion.

En primer lugar se resuelve la geometria que claramente queda expuesta en la
figura 5.10a2. El tridngulo ACD es equilatero, tendré lados iguales.

Para resolver el problema por el método de los coeficientes de ponderacion, se
determinan las reacciones en funcion de las acciones ponderadas P1* = ¢;-Py y P> =
CoP>.

Planteando las ecuaciones de equilibrio estatico, figura 5.10a3:

ZFEXTZO
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X) = Ha—P1* =0 — Py* = ¢1-P; = 2:2000 = 4000 kp
y) = Va + Ve = Po* = ¢p-P, = 1,5:3000 = 4500 kp

P, *+P, *-sen60°
2

D> M_ | ,=0—a Py*-2aVc+asen60® Py*=0— V¢ =

Ve =3982 kp — Va = 4500 - 3982 = 518 kp

Conocidas las reacciones se pueden calcular los esfuerzos en la estructura, que se
puede considerar articulada por formar un sistema triangulado con acciones aplicadas en
los nudos. En la figura 5.10a3 se muestran los nudos aislados con las acciones y los
esfuerzos buscados. Para resolver el problema basta plantear el equilibrio de fuerzas en
cada nudo y en el orden de izquierda a derecha de la figura. Asi:

En el nudo C:

> F=0

X) = N2 + N3-c0s30° =0

y) = V¢ - N3:c0s30° = P,* =cp-P, = 1,5-3000 = 4500 kp — N3 = 7964 kp —
N, = -6897 kp

En el nudo B:

> F=0
X) = N2 — N1 — N5-c0s60° = 0
y) — P2* + N5-sen60° = 0 — N5 =-5196 kp — N; = -4299 kp.

En el nudo D:

> F=0

X) = - P1* — N4-c0s60° + N5-c0s60° + N3-c0s30° = 0 — N4 = -598 kp

La ecuacion en y) se puede emplear como comprobacion.

En resumen los esfuerzos valen:

Ny =-4299 kp N, =-6897 kp N3 =7964 kp N =-598 kp Ns = -5196 kp

Hasta lecciones posteriores en las que se estudie la posibilidad de pandeo, y la
repercusion que puede tener el que un esfuerzo normal sea positivo (traccion segun el

convenio aceptado) o negativo (de compresion), los esfuerzos normales maximos seran
los de mayor valor absoluto.
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La tension maxima estara en la barra 3 al considerar que todas las barras tienen
igual seccién, asi:

Gméx = Nméx/Q = 7964 kp/Q
GapM = OLm/Y = OLim = Oe = 2400 kp/cm? para el acero A-37.
Omix < Gapm — 7964/Q = 2400 — Q = 7964/2400 = 3,32 cm?.

11.- Laestructuradelafigura5.11 seva a disefiar por el método de los coeficientes
de ponderacion. La carga P = 10 t puede tener coeficientescp = 1,50c, = 1,0. La
carga Vv = 343 t puede tener coeficientes cy = 1,5 0 ¢y = 0,0. Determinar para
cada barra la combinacion critica de coeficientes que determinan su disefio, para
un acero A-52, no hay pandeo. Diseflar las barras con perfiles tubulares
rectangular es consider ando que la empresa que los suministra sigue la nor mativay
tiene una variedad de perfiles con diametros exteriores de 4, 45, 5, 55, 6, 6'5, 7,
7’5, 8y 9 expresadosen cm, y espesoresde 2, 3y 4 expresados en mm.

El estudio de la estructura es sencillo ya que puede considerarse como articulada,
de forma que los Unicos esfuerzos en las barras, son los esfuerzos normales.

Para el disefio, segun el método los coeficientes de ponderacion y poder valorar las
hipétesis o los coeficientes a adoptar en el calculo, se pueden tomar directamente las
cargas ponderadas. Asi se conocerd de forma directa como afectan al disefio de la
estructura cada una de las acciones, cuando se determinan las tensiones que provocan.

La condicion que impone el enunciado que no se considera pandeo simplifica el
calculo. Esto supone que los esfuerzos normales de traccion y compresion afectan a la
estructura exclusivamente por su valor absoluto. Esta hipdtesis es necesaria ya que el
problema de pandeo no ha sido analizado en profundidad y aun su estudio no es un
objetivo prioritario.

En una estructura articulada plana el grado de hiperestaticidad vale:
GH=b-(2n-c)=5-(24-3)=0

La estructura es isostatica y se puede resolver con los métodos estudiados hasta
ahora.

Planteando las ecuaciones de equilibrio estatico, figura 5.11:

ZFEXTZO
X) — Va+ Vg =P*

y) > Ha+2V* = 0

>'M__| ;=0 AC,V* - AD,-V* + AC,: P* - (ACx + BC):V = 0

110



Ejercicios de Resistencia de Materiales. Ejercicios resueltos.

60° Ve
N3

Figura 5.11

Las distancias valen:

V3

AC, =BCy=1-c0s30° = X m; ACy = 1-sen30° = 0,5 m; ADy = AC,tg60° = 1,5 m

Y M_ | 4=0—05V*-15V*+05 P*- y/3:Vg =0

Ahora se sustituira el valor de las acciones ponderadas en funcion del valor de la
carga y el coeficiente de ponderacién genérico. Asi:

P*=c,P=c,10t, V*=¢,:34/3 t
Operando se obtiene:
Va=5Cyt 3Cy; Vg =5:Cp- 3¢y ; Ha= -6:4/3 ¢y

El siguiente paso es determinar los esfuerzos en las barras, para eso se aislan los
nudos como muestra la figura 5.11. En cada nudo se plantea el equilibrio de fuerzas

obteniendo:

Nudo A:

> F=0
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V3

X) N1-c0830° + Ha + N4-C0s60° = 0 — Ny~ - 6:+/3 cy+ Ns0,5=0

\3

Y) Va + Ni:sen30° - N4-sen60° = 0 — 5-cp+ 3-cy + N1:0,5 - N4-7 =0

X) Np'+/3 -12:4/3 ¢, + Ny =0
y) 10-Cp+ 6:Cy + Ny - Ng+/3 =0
Resolviendo:
N; = 2,5:( - ¢+ 3-Cy ) Ns = /3-(2,5¢p+ 4,5y )

Nudo C:
> F=0
V3 3

X) V* + N,-c0s30° - N;-c0s30°=0 — V* + N2-7 - N1-7 =0

y) P* + N2-sen30° + N1:sen30° + N5 =0 — P* + N»:0,5 + N1-0,5° + N5 = 0

V3 V3

X) Cv-3-/3 + Nz == - 2.5 &t 3 )-73 =0 Np=-25¢y+15¢,

y) 10-cp + N2:0,5 + N1:0,5° + N5 =0 — N5 =-15 ¢, - 9-cy
En resumen:
N2 =-2,5:cp+ 1,5:Cy N5 =-15¢p - 9-cy
Nudo B:
> F=0
X) N2-c0s30° + N3-c0s60° = 0 — N3 = - Ny V3
y) N2-sen30° - N3-sen30° + Vg = 0 — Esta ecuacion sirve como verificacion.
En resumen:
Ny =-25¢,+7,5¢Cy
Ny =- 25+ 1,5¢,

N3 = +/3-(2,5¢,- 1,5:¢)
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Ns = +/3:(25.cy+4,5¢,)
N5 = '15 Cp = 9'CV

Para el disefio se debe cumplir en cada barra que cco < capm. La tension de calculo
Gco en cada barra sera para un valor maximo del esfuerzo normal, independientemente
del signo, por no considerar pandeo. Este criterio establece los coeficientes a emplear,
asi los valores maximos de los esfuerzos y los coeficientes para los que aparecen son:

Nimax =-2,51+7515=8,75 conc,=1 ¢, =15

Nomax =-2,5-1,5+1,5:0=-3,75tconc, =15 ¢, =0

Nawax = +/3-(2,5:1,5-1,50) =65t conc,= 1,5 ¢, =0

Namax = +/3-(2,5:1,5+4,5:1,5)=18,19tconc, =15 ¢, = 1,5
Nswax = -15:1,5-9-1,5=-36tconc,= 15 ¢, = 1,5

Hay que significar que para cada barra puede ser critica una hipotesis diferente a
las demas, como muestran los resultados.

Ahora basta con determinar las secciones.

Gco < 6apm — Oco = Nmax/Q2; 6apm = OelY = G, Ya que en los aceros comerciales
como el A-52 la normativa indica que o, esta garantizada, siendo y = 1. Para el A-52, G,
= 3600 kp/cm? = 3,6 t/cm?. Asi la seccién buscada valdré Q > Nyax/caowm, las secciones
para cada barra valen:

Q; = 2,43 cm?, Q, = 1,04 cm?, Q3 = 1,81 cm?, Q, = 5,05 cm?, Qs = 10 cm?.

Si se desea disefiar con perfil tubular segun indica el enunciado, el area en dicho
caso vale Q = 2.w-rt siendo r el radio medio y t el espesor, asi los radios medios
necesarios para cada barra serian:

Parat=02cm—r; =193cm, rn,=0,83cm, r3 =1,44cm, ry = 4,02 cm, r5 = 7,96
cm.

Los radios exteriores serdn re =r + t:

le1 = 2,13 cm, re; = 1,03 cm, re3 = 1,64 cM, req = 4,22 CM, Ies = 8,16 cm,
los didametros exteriores seran:

de1 = 4,26 cm, dez = 2,06 cm, dez = 3,28 cm, des = 8,44 cm, des = 16,32 cm,

con estos diametros se pueden disefiar las barras 1, 2, 3 y 4 dentro de las que suministra
la empresa que tiene diametro menor o igual a 90 mm. La barra 5 necesita de mayor
espesor, teniendo que utilizar el de t = 0,4 cm que da un valor de r5 = 3,98 cm — re5 =
4,38 cmy des = 8,76 cm,
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Los perfiles comerciales segln la normativa se designan & d.t, siendo & el simbolo
del didmetro, d su valor en mm y t el espesor en mm. Con esto, los perfiles necesarios
para hacer el pedido se muestran en la siguiente tabla. Destacar que estos perfiles son
validos, pero que podrian encontrarse algunos otros igualmente validos pero menos
pesados, si se juega adecuadamente con la variedad de espesores y didmetros
reduciendo asi el coste de la estructura.

Barra 1 Barra 2 Barra 3 Barra 4 Barra 5

& 45.2 0 40.2 0 40.2 ©90.2 90.4
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LECCION 6

Traccion y compresion monoaxial isostatica

Introduccién: En las lecciones sucesivas se estudiardn los esfuerzos en una
seccion recta, pero de forma individualizada. Se comienza en este capitulo por el
estudio del esfuerzo normal, luego el cortante, después los momentos flectores y se
finaliza con el momento torsor. También se veran los casos mas habituales en los que
los esfuerzos se combinan entre si.

Ya se estudio el método de las secciones aplicado a secciones concretas. El disefio
de una viga exige el conocimiento de su estado tensionado y deformado en todas las
secciones. Se aprendera ha determinar las leyes de esfuerzos y desplazamientos para
toda la viga y se representaran en diagramas que permiten una rapida localizacion de los
puntos criticos de disefio.

Las lecciones de este capitulo y posteriores, estan dirigidas al disefio final de las
vigas, en estructura metalica y aplicando el método de los coeficientes de seguridad
salvo casos excepcionales. Se realizan preferentemente disefios en estructura metalica
porque simplifica los problemas por su comportamiento eléstico. En el caso de otros
materiales como el hormigdn armado se requiere de un estudio mas profundo del que se
puede dar en este curso. S6lo se emplearan materiales no metalicos cuando se asuman
leyes de comportamiento sencillas.

Respecto a la leccion que nos ocupa, se estudia el esfuerzo normal en vigas
sencillas y tratando s6lo unos pocos problemas muy elementales. La Resistencia de
Materiales estudia en profundidad muchos otros problemas importantes donde el
esfuerzo normal es predominante como son: problemas térmicos, con concentracion de
tensiones, problemas de cables, etc. Estos no se tratan dada la sencillez de este curso y
confiando que los conocimientos que se dan son suficientes para que el alumno pueda
abordarlos por su cuenta.

Destacar que en los disefios que se realizan en esta leccidén se considera que el
problema de pandeo no aparece, dado que hasta la leccion 11 no se planteard. Se ha de
esperar hasta dicha leccién ya que las lecciones previas son necesarias para estudiar el
problema con garantias.

Objetivos de la leccion: Aprender el disefio de vigas y estructuras sometidas a
esfuerzos normales.

Contenidos de los problemas: Disefio de vigas sometidas a esfuerzo normal,
problemas del peso propio, y aplicacion de los teoremas del potencial interno,
especialmente de Castigliano y Menabrea, para la determinacion de los
desplazamientos.

Problemas resueltos. Exclusivamente ejercicios referentes a los contenidos
establecidos.
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Formulacion basica;

Formulacién estudiada en lecciones anteriores.

Esfuerzo normal.

N = ch-dQ

donde Q es el area de la seccion, y ¢ la tension normal.

Tensiones y deformaciones en traccién y compresion monoaxial.

_dU _ G _ .S

ox = E-gx &= o yTHE & T
X:d_“: L= u(x) = [edx = N
dx E °E °EQ

Solido de igual resistencia.

¥ X

F
QX)=—e°

c
Potencial interno en traccion y compresion monoaxial por unidad de volumen

(52

o
0=V %E

Ecuacion diferencial del potencial interno en traccion y compresion monoaxial

dd = ¢-dV

Ecuacion integral del Potencial Interno en traccion y compresién monoaxial

® = j%dv
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qg=3t/m

2m

R

1m

N
<—+JF<~+<—4—
FEFEFE .

qg=0t/m

Figura 6.1a
1.- Paralavigadelafigura6.1a determinar sin considerar e peso propio:

a) Lasreacciones.

b) Esfuerzos normalesy su diagrama.

c) Tensiones normalesy su diagrama, tomar Q = 10 cm?.
d) Longitud que se ha alargado la viga.

€) S e material es un acero A-42, p= 7,85 kp/cm? ¢Hubiera sido necesario
considerar el peso propio?

f) Calcular la seccion minima si n=1,5 como coeficiente de seguridad.
g) Hacer € gercicio b) pero quedandose con € otro lado de la viga.
a) Ecuaciones de equilibrio estatico
YF=0-2+Q=R
Q= IOLq(x)dx ; g(x) = a-x + b, tomando x desde abajo es mas sencillo
X=0—-9(xX)=0;x=L=3m—q(x)=3—;0=a0+b—>b=0;3=a3—>a=1;q(x) =X
q=3t/m

T

0t/m

Figura 6.1b Carga Triangular
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TNz (X)

il 1L (x) =x
N1 (X)

T q)=x > v ¢2t v

T '
¢ * g=0t/m * g=0t/m

Py (%) P1(x)
Figura 6.1c Método de las secciones
TP I S
Q= IO xdx= =2 45t

R=2+Q=2+45=65

b) Equilibrio elastico, calculo de N(x). Si no se considera el peso propio P1(x) =0

2

X X X
0 < x <1— Ny(x) = jo q(x)dx = jo xdx = =

2

1<x<3—> Ny(x)=2+ _[qu(x)dx =2+ X7

c) Calculo de tensiones

N, N x> x® ot

O<x<l—= ox)=—2=—= 2
i(x) Q Q 210 20 om?
2
X
2+— ) )
1<X<3%(52(X):&:&: 2 :(£+ X )=£+X—=0,2+0,05-x2
Q, Q Q Q 2Q° 10 20
d)8=d—u=£+du:g-dxeA|=J§-dx
dx E E E
2 31
AI;L:J-:LNl(X)dX: 1 1X—'dX: 1 X_ _ 1
"EQ EQY2 EQ 6| 6EQ

1 1s o]
_E_—Q[z-(3—1)+g(3 1)}_

2 3
Al, = 3N2(X)dx: L I3(2+X—)dx:—1 @2x+2)
1 EQ E-Q- 2 E-Q 67|,

-1 4+£(27—1) b 4+§ :L(24+26)=5—0
EQ 6 E-Q 6 6-E-Q 6-E-Q
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t
Al con las siguientes unidades E(F) y Q(m?) — Al (m)

total — ﬁ

e) Si se valora el peso propio, en las figuras del método de las reacciones, se muestra
kp t

P;(x), hay que afiadirlo ahora y vale P,(x) = p-Q-x; p = 7,85 | _7.8510°
dm dm
-2
P,(x)=7,8510°— ' 10cm?x = 7,850 '
dm 1000 cm

Mejor se expresa la x en metros

7,8510°°t
py(x)= P20

- X =7,8510"" (i m) ; a falta de sustituir x —
m m
10°*

2 2

N,(x) = Q(x)+P,(x)= X?+ 0,000785-x = X? ; el peso propio es despreciable

XZ 2

N,(X)=Q(x)+2+P/(x)=2 ot 0,000785-x = 2 +X7 ; también el peso propio

es despreciable.

N(x) (t) o(x) (t/cm?)
R S 0,65
|
|
|
|
|
p 5 R | 0,25
ot
R X (M 0,05 x ()
1 3 1 3
Figura 6.1d Diagramas de esfuerzos y tensiones normales
f) Toda la viga trabaja a traccion. Para no superar limite eléstico
Oo,m O, 2600 kp
Oy =— =—=——-=17333
ADM n n 15 2
t s kp
Ouax = 0,65 P 0,6510 ppy — antes aguantaba c,,,, =650 om? <Oppm

Ahora la secciéon minima
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Gypan = Ngx <17333 % <17333 - % <Q—Q>375cm?;
17333
cm’

— Q= 3,75cm’
g) Calculo de la seccion
2F=0 50<x'<1-5R-N, -Q(X)=0 N, =R-Q’(x)

q(x)=ax'+b—q(0)=3=a0+b—b=3
/ -3
q(3)=0=a-3+3—>a=?=—1

q(x)=-x"+3
(v’ — X (o ’_ X ’_ . X’2 _ 6'X,—X,2
Q(X)_Lq(x)'dx—L(3—X3-dX =3.x"— = 2

, . ’ 72 _A. ’ ’2
N1:6,5—6X X :13 6:X +X
2 2

YF=0--2+R-Ny-Q(x)=0 - N;=65-2-Q'(x)

, ./_ 72 _ ./ ’2
N2:4,5—6X X :9 6-X" + X
2 2

Nota: Los cortes de las secciones y la grafica se dejan como ejercicio

ip

?
Al
L

Figura 6.2a Estaca anclada en el terreno
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2.- En la figura 6.2a se muestra una estaca de madera que se ha introducido en €l
terreno arcilloso hasta una profundidad “a” y tiene un area Q constantey longitud
L. La estaca soporta una carga vertical P que egpi1] equilibrada por una fuerza de
rozamiento, que actua sobre su superficie, y cuya expresion por unidad de longitud
es g =k, siendo €l origen dex € terreno.

Deter minar:

a) Esfuerzosy tensiones normales en la estaca

b) Dibujar los diagramas para el apartado a)

c) Acortamiento de la estaca. EI médulo de elasticidad longitudinal esE.

P lp

Figura 6.2b Método de las secciones

a) La situacion de equilibrio:

YF=0

P [qdx =0 P [kax=0 Pk [20skX =p sk=2P

[ladx=0-P- [kox =0k [0k P ok= T
) -P

La zona exterior al terreno N1= -P — o, = E

Zona interior al terreno

N2=-P+ joxq-dx =—P+ ka-dx =-P +%'k'X2 = —P+£2-x2
a

(x> —a?%) (x* —a?)
N2:Pa—2 GZZPW

b) Los diagramas de esfuerzos se muestran en la figura 6.2c.

C) 6= E-e:d—u—>du =gdx :gdx —L= Igdx
dx E E
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N po °

Figura 6.2c. Diagramas de esfuerzos y tensiones normales
Para este caso:
AL = AL+t + AL+, ; siendo TE = exterior al terreno, Tl = interior al terreno

CNyL —P(L-a)

AL =
T EQ EQ
T,=rNZ'dX=ija(—P+£2-x2)-dx=i(—P-a+ P2a3):—3.P-a+P-a:—2.P.a
o EQ EQP a E-Q 3a 3-EQ 3EQ
AL:_—P(L—a)— 2Pa =_PL+ Pa 2Pa =_PL+ Pa _ P (—L+E):i(—3L+a)
EQ 3EQ EQ EQ 3EQ EQ 3EQ EQ 3 EQ

Al=—"(3L+a)
3EQ

3.- Laviga delafigura 6.3a esta construida de hormigén que defor ma linealmente
y elasticamente hasta la roturay con unas tensiones de rotura de o; = 20 kp/cm? a
trac3cién y oc = 120 kp/cm? a compresién. La densidad del hormigén son Y=23
t/m

Sepide:

a) Calcular € valor de la seccion para que ninguno de los tramos alcance la
rotura con un coeficiente de seguridad n = 1,2 y teniendo en cuenta el peso propio
delaviga

b) Dibujar los diagramas de esfuer zos y tensiones nor males
c) Determinar e aumento o disminucion delongitud del conjunto.
a)0<x<20cm

_ —10kN-yQx _10kN _

N;=-10kN-yQXx o, 5 5

v X

b) 20 cm <x <60 cm

N, = -10 kN + 20 kN - y:Qx = 10 kN - y-Q:Xx—
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llo kN
|
: 0,2m
A
20 kN
0,4m
!
30 kN 0,4 m
\ 4
/S TT 77
Figura 6.3a

. _10kN yQx _10kN
2 Q Q Q

v X

c) 60 cm < x <100 cm

N3 =-10 kN + 20 kN = 30 kN - $-Qx =-20 kN - ¥QX— o, = %O— X

Disefio. Unidades Ny cm

G ot = 163,3N/cm? 6,50 =% _ % =100 kp/cm? =980 N/cm?
n

Tramo 1: 0<x<20cm

o = _%— 204 < G pop; = ~980N/cm? — ‘_10000 ~204|< |-980
10999 < 98020y = 980—0,9508 = 979,05 > © = =020 _ 10 21¢m
979,05
10kN JokN
X  20kN 4
._l_. - ] X
N
i sokn| ¥ \

Figura 6.3b Método de las secciones
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Tramo 2: 20 cm < X <60 cm

10 kN 1000 kN
(52 = ——'YX =

o —v-X — la seccion critica es en x =20 cm

10000 10000

= q 0,02254-x < 163,2’» - <163,784 = 164

Gmaxt
A =61,05~62cm?

En este tramo no trabaja a compresion.
Tramo 3: 60 cm <x <100 cm

Todo a compresion

o, = - 222000 — VX < Gppye = —980 = Oy = - zgooo — 7100 < 980
—20000 2,254/ <|-980| » Q= 20000 5 _ 91eme?
977746

Asi el valor de la seccién para que no falle es A = 62 cm?, por ser el mayor.
Si se considera el peso los esfuerzos quedan con unidades en N y cm:
0<x<0,2

N; =-10000 - 0,02254-62-x = -10000 - 1,4-x

20cm<x<60cm

N2 = 10000 — 0,02254-62-x = 10000 - 1,4-x

60 cm < x <100 cm

N3 =-20000 - 0,02254-62-x = -20000 - 1,4-x

Las tensiones normales

0<x<20cm

o1 = -161,3 - 0,02254-x

20cm <x<60cm

o, = 161,3 - 0,02254-x

60 cm < x <100 cm

03 = -322,6 — 0,02254-x

b) Los diagramas estan representados en la figura 6.3c.
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N (N) i i o (N/cm?) i i
I S PP 1008 lise9 |

20 60 i 100 i X (Cm) 20 60 i 100 i X (Cm)
10000 __ | i i 1618 (| i |
-10028 i | 617 | |
20084 e __| : 324 | |
| 20140, m

Figura 6.3c Diagramas de esfuerzos y tensiones normales

¢) AL = jom% dx + j;f% dx + jﬁlj‘)% dx =

1 ¢20 60 100
= jo (~161,3 - 0,02254X)- dx+ jo (161,3—0,02254- X)- dx+ L | (-322,6-0,02254X)- dx

1  e20 60 100 100
== (| -1613dx + [ 1613-dx + | —322,6-dx—j 0,02254xdx)
E o 20 60 0

100
60

2
é[|—161,3-x|§0 +161,3x ), +|-322,6x[ - ‘0,02254-)(—

100
all
=é[—161,3-20+161,3-(60— 20) —322,6-(100 - 60) _%22541002}

= 1(161,3-20 — 322,640+ 0’02254-1002) _Z97%07 N
E E cm
E=1010° <P —1010°098 N 1862000
cm m cm
_ 9707 _ —5,258163265-10° cm
1862000
A
1m |4 20t |4
4 * 4 q=5t/m
R
ANy
Figura 6.4a
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4.- La viga de la figura 6.4a es de un aluminio cuyas caracteristicas son: E = 75
GPa, 0. =400 MPa, 6, = 500 MPa. Con unaseguridad den = 1,3y despreciando €

peso propio determinar:
a) El valor dela seccion paraquelavigatrabaje elasticamente.

b) Diagrama de tensiones.

¢) Alargamiento o acortamiento de la viga.

N>
ik
*

10t |4 q=5t/m

*

Figura 6.4b Método de las secciones

O<x<1 1<x<?2
N1

*

X
> > P
[EEN
o
> > >
o)
1
(6]
=
3

x
> > >

a)0<x<a
N1 =10-0gx=10-5x = 10-5%
Q
a<x<2a
Ny =10+ 10— X =20-5x o, - 202X
Q
TRAMO 1
10 5
X=0)=—: Xx=1)= —;
o1 (x=0) 0 o2 (x=1) Q
_ 10 Traccion E< _400MPa ~ 308 MPa
OmAX = 0 HQ = Oapm — n=13 =
TRAMO 2
20-5x 20-5 15 20-52 10
Xx=1)= [ — =2) = = —
o3 (x=1) o o "0 04( X=2) o Q
=2
MAX 0

. 15 .
Como el area Q es cte, en los dos tramos — Guax = o para toda la viga.
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=308 MPa = M = 3143 kp/cm?
OnoM = " 9810°cm? - P
15000 kp 15000
< Inibeh Y 2 > Y 2
Omax S0OaDM — 0 <3143 kp/cm - Q2> 3143 4.8 cm
b) 61 = 10=5X 4/ome ( X en metros)
o= 2075 yeme ( X en metros)
du d
- - u
c) o=Ee¢ = E-—u; %E:_
dx E Xx

du = JG—;X: AL = I;%-dx: J'Ol% dx + f%-dx =

— N 4 — . 4
fw dx + LZM .dx = (el 10* es para pasar ¢ de t/cm?a t/m?)

o 48E 4,8-E
4 2|} 2|2 4 104
Al=20 (10x -5 X 120k 5.5 =19 [10-3 4 40-10-20+2 | = 2020
48E 2|, 2|," 48E 2 2) 48E
9 6
E=7510° N/m? =75 - 0_10-%= P10 2 7,7107°t/m?
9,8 9,8
4
= Loﬁ =5,4112510°m =~ 5,4 mm.,
4,8-7,7-10
o (t/cm?)
2,08 .
e . x(m

Figura 6.4c Diagrama de tensiones
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5.- Construir para la figura 6.5a €l diagrama de tensiones normales, calcular la
variacién absoluta de la longitud de la barra y la energia potencial de la
deformacién acumulada en labarra s e material esacero, E = 2:10° kp/cm?. Datos
L=1m,Q=2cm? F=2t,q=1t/m.

v
L2 |y
v

“« <<
o]

L/2

v

Figura 6.5a

Primero se calcula la reaccién de la viga en su empotramiento. Planteando la
situacion de equilibrio, se tiene:

2Fet=0 = Va=F+005=25t

4 4
x|V Y. x|V v
l* v Jﬁ v

™,

0<x<0,5 0,5<x<1

Figura 6.5b. Método de las secciones

Para los esfuerzos y tensiones normales, se debe seccionar en dos partes la barra
por medio de un corte transversal ya que no sera la misma expresion del esfuerzo
normal en toda la barra. Seleccionando la parte superior:

0<x< 05

Ni(X) =Va—-0gx=25-Xx

01 = Ni/Q1 = (2,5 - X)/(2:10™) = 1250 — 500-x kp/cm?

05<x<1

No(X) =Va-qL/2=25-0,5=2t=2000 kp

02 = No/Q, = 2000/2 = 1000 kp/cm?
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o (t/cm?

1,25

x(m)

N ittt

0.5
Figura 6.5¢c Diagrama de tensiones

La variacion de la longitud de la barra viene dada por:

AL = Ilex = qu N: dx + IL N2 dx :i(lele-dx+jL N,dx =
0 E.Q o E-Q L2 E. Q> EQ ‘o L/2

2

L/2
S | Py +[2x];, | =0,53125 mm
E-Q 2

0

La energia potencial de la deformacion viene dada por la expresion:

= (N +_[L N gy = 1 ULIZ(Z,S—X)Z-dx+J‘Lzz-dx}=
v 2EQ  doEQ "  2EQLb ¥
1

vk
T 2E Q[_ (2’53 ) } +[4x];,, =567708:10" tm = 556,35 ]

0

g=2t/m

N f q(x) = (2/3) X t/m

+
+

* g=0t/m * t

,_
>>> >>p
>>> > >>

X
> > |
w

g=0t/m

Figura 6.6a
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6.- Construir para el caso de la figura 6.6a €l diagrama de tensiones normales,
calcular la variacion absoluta de lalongitud delabarray la energia potencial dela
deformacién acumulada en labarra s e material esacero, E = 2:10° kp/cm?. Datos
Q=3cm? L =3m.

La carga neta q(x) en cualquier zona de la barra va a venir dada por la expresion:
2

Q) = [ q(dx= I:Z'Txdx :% J:xdx:%

Considerando que el peso de la barra es despreciable, el esfuerzo normal en
cualquier seccion de la barra va a tener la misma expresion. Para calcularla se hace un
corte transversal en la barra eligiendo la parte de abajo:

Planteando las ecuaciones de equilibrio se tiene:

YF=0 »y) N+Q(X)-P=0—

2

N = P-Q(x):g_

s O

En este caso la tensién normal sera:

c=— = - -1-2 0 (wemd)

Representando la tension en una gréafica resulta la siguiente curva de la figura 6.6b

La variacion de longitud de la barra viene dada por:

2 1 t
AL=IL N dx = L -ILN-dx= L -_[Lg X dx = l3x-X ] =
0 E-Q EQ » EQ P 3 E-Q

L2 300

L 9
—@B-—)= —(3——)20,1cm:1mm
E-Q( 9) 2:10%3 9

La energia potencial de la deformacion vendra dada por la expresion:

2 2
o= [ N® ax=—1 -ILNZ-dx:L-IL(s—X—)Z-dx:
b 2EQ  2EQ ¥ 2EQ 0 3

1 X 2x3] L v
9 __2 dx = —— 9X+—— = 9+
2ED b O - 2x i = 259{ 45 3}0 2ea® 5 3
= 30 (9.8 g =012tem =120 kpom=1209,81102 =11,76 J
2210°3 45
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o (t/em?)

x(m)

Figura 6.6b. Diagrama de tensiones

120 8m
41
6m
Q
.
Figura 6.7a

7.- Las vigas de la figura 6.7a estan construidas de hormigon que deforma
linealmente y elasticamente hasta la roturay con unas tensiones de o; = 20 kp/cm?
a traccion y o = 120 kp/cm? a compresion. La densidad del hormigén es y = 2,3
t/m°. Sepide:

a) Calcular € valor de A para que ninguno delos dos tramos alcance la rotura
con un coeficiente de seguridad n = 1,4 teniendo en cuenta €l peso propio de la
viga.

b) Dibujar los diagramas de esfuer zos y tensiones nor males.

c) Determinar e aumento o disminucion delongitud del conjunto.
a)Para 0<x<6:

N; = y-Q-x — 2000

Nz = 2300 kp/m*.Q-x — 2000

Para 6 <x < 14:

N, = (4 — 2)-1000 + 2300-Q-6 + 2300-(1'2)- Q-(x — 6)
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| TNz
o | 4

_ _“TX Q
T 2t TZt

Figura 6.7b Método de las secciones

N; = 2300-Q - 2000
N, = 2000 + 13800-Q + 2760-Q:(X — 6) = 2000 + 13800-Q — 16560-Q + 2760-Q X
N, = 2000 — 2760-Q + 2760-Q-X

Ni=2'3:Qx -2

Ny=2-2'76:Q + 2°76:Q:x = 2 + 2°76-Q:(x — 1)

:2'3-Qx—2<

0, T— O apm
ot = 20 kp/cm? = 200 t/m? y 6., = -120 kp/cm? = -1200 t/m”°.

, 2 - L , 2
c,=2'3X ) — el valor maximo a compresion estaien x =0y es cl=—5

‘o - . : 2
el valor maximo a traccion estienx =6 yes o,= 2 3-6—5

x=0—->0, __2 < G apm _0. _ ~1200 =-857'14286 t/m* Q= 2
Q

————=23'33cm’
1'4 857'14286

X=6-50, =138— 2 < 0,5, =21 = 20 _ 14286 tm® - £ < 12906
Q n 14 Q

esta ultima desigualdad no es posible al comparar un termino negativo con otro
positivo, luego en dicho tramo no trabajara a traccion.

En el segundo tramo:

N, 2+2'76-Q-(x-1) 2
G, = = <6,py=——+23(X-1) <o
2 1|29 1'29 ADM 1'29 ( ) ADM

en este intervalo x > 1 siempre, por lo que siempre trabajara a traccion.
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N 2 , 2 :
X =14m -G, = 1'22 T 2'3-(14-1) <0 oy = ot 29'9 <6 5o
o, =2 4299< % 0 - 200 _inesr1a, 2 <14285714- 299
12.0 n n 14 120
_ 112957 50> 2 —(0'0147548m? —s Q= 147'54859 cm?’

1'2-(112'957)
El valor de Q = 147’54 = 148 cm? = 0’0148 m?

0<x<6
N; (X) =2’3:0°0148:x — 2 =0’03404-x — 2
6<x<14

N (x) =2 +2°76- 0°0148-(x — 1) = 2 + 0°040848-(x — 1)

O<x<6
01:N1—(>():2'3-x— 3:2'3%—135'13514
6<x<14

CN,(x) 2 Q

= =——=2'76
12.Q  12Q 12.Q

(x=1) = 112'61261+2'3(x-1)

2

b) Los diagramas de esfuerzos se representan en la figura 6.7c y los de tensiones en la
figura 6.7d.

N (t)
2,531 .
2,204 : |
| o xm
| 6 14
/' -1,79576
-2

N1

Figura 6.7c Diagrama de esfuerzos normales

c) Longitud que ha aumentado o disminuido

o=Ee —>g=d—u—> Lz_[Lgdx—> sz idx+_[14 %2 gx
E dx o E E s E
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|_=%( [ (23x-13513514) dx+ [ (2'3-(x-1)+117'61261)-dx j

P 4

L=11] 232 13513514.x
E 2

. & 02T . .
+|112'61261x+2'3 > — L=1'4975510"m

0 6

o (t/cmz)
142,513

124,113

x (m)

6 14

-121.336
; 135,135/

ol

Figura 6.7d Diagrama de tensiones normales

8.- Determinar los esfuerzos normales y las tensiones normales en la barra
compuesta delafigura 6.8a, indicando si son detraccion o compresion. Dibujar 1os
diagramas correspondientes. Calcular la longitud de la barra para las cargas
aplicadas. Dato: E = 2:10° kp/cm? Q. = 10 cm? €, = 20 cm? Comprobar la
longitud final aplicando e teorema de Castigliano.

Este ejercicio se puede resolver méas facilmente empezando a cortar por la parte de
abajo. Sin embargo, como ejemplo se comienza por la parte de arriba.

Célculo dereacciones: En la figura 6.8a se muestra el sistema y se ha dibujado la
reaccion R, que actla en el empotramiento. El resto de reacciones en el empotramiento
son nulas. Planteando las ecuaciones de equilibrio.

ZFEXTZO% R+60t=20t—>R=-40t

Esfuerzos normales. Para evaluar los esfuerzos normales en las barras, que son
fuerzas internas, se toman tantas secciones como sean necesarias para la resolucion del
problema. En este caso, basta considerar dos: la primera en la zona de area mayor y la
segunda en la zona de area menor. Se toma como eje coordenado el x con origen en el
empotramiento. Asi para:

0 < x < b: tomando una seccion como muestra la figura de abajo, el esfuerzo
normal Ny se puede escribir por el equilibrio de fuerzas en el eje x:

Np(X) = R =-40 t; a compresion al considerar el esfuerzo a traccion y salir con el
signo negativo.

b< x < a+ b: de igual manera el esfuerzo N, se puede escribir:

136



Ejercicios de Resistencia de Materiales. Ejercicios resueltos.

Na(x) =R +60t=-40 + 60 = 20 t, a traccion.

WW

60 t R
b AP Y| A [0 .40t
a Q. 3jm 10 cm’ 20t 4
v Q ¥ 20t Esfuerzos normales
0<X<b b<X<a +b N
R R wm| -2 tlom?
od 0

TWN X 4 2 tlom? |
-

= ;N - Tensiones normales
a

Figura 6.8

Tensiones normales: al ser para cada tramo el area constante, basta dividir los
esfuerzos normales por el area para obtener los vectores tensién. Asi:

N
0<x<b:op,=—==—— =-2t/cm? tension compresion.
% a T2 P

N, 20 ’ ., .,
b<x<a+b:o,= Q =B = 2 t/cm?, tension a traccion.

a

Célculo de la longitud: la longitud del conjunto se puede expresar como la suma
de la longitud inicial, Lo; y la variacion de la longitud del conjunto &. Si L es la
longitud final, entonces: L = Lo + & = 3 + &. Por otro lado 6 = 8, + d; donde 0, y o son
las variaciones de longitud de cada tramo, respectivamente. El incremento de longitud
N.LO = EILOj op = &b =

E E

de una viga sometida a un esfuerzo normal es AL =

~ 2000

10° 2 =-2-10" m. negativo, ya que al estar a compresién dicho tramo se acorta. Del

o
mismo modo &, = Eaa = %-3 =3.10" m. En este caso se alarga. Asi: § =8, + &, = 3
10 + (-2-10%) = 10 m. El conjunto se alarga. La longitud total serd: L = Lo + & = 3 +

10°=3,001 m
Diagramas:

Se muestran en la figura 6.8 los diagramas de esfuerzos normales y de tensiones
normales.
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Aplicacion del teorema de Castigliano:

Cuando los esfuerzos son constantes en un sistema de barras, el potencial interno
nNZ2.L.
1

1 2'EQ

se puede escribir: @ = . El teorema de Castigliano establece que el

: . v
desplazamiento en sentido de la fuerza vale §, = ——, asi en el tramo 0 < x < b se puede

oF,
D 2, oD N, - .
escribir 8, == con @, = N, y L =—2 = 2N, _ Nyb
oN, 2.E,-Q, oN, 2E.Q, E,-Q,
40000 ,, _ 3 . _
- =2 =-2:10" m que vale lo mismo de antes. Para el tramo b< x < a + b: se
210°-20
. J NZ-a 0P 2:N,-a N,-a
uede escribir §, =—> con ®, =—-2 ——a _ a _Nga
p * 7 ON, T 2EQ, Y % TN, 2E,Q, EQ,
200600 3 =3-10° m que vale lo mismo.
2:10°-20

- - 44— —
PC R Pa Pb PC
al b c
Figura 6.9a
Na _ﬁb_ = N
. G Thizpaing Baos ==
| |
|
| | |
| ! >
X X X
O<x<a a<x<a+b at+b<x<at+b+c
Figura 6.9b
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Ejercicios resueltos.

9.- La barra escalonada de la figura 6.9a esta cargada con fuerzas dirigidas a lo
largo desu g e P, =120 kN; P, = 60 KN; P, = 20 kN. Las longitudes de los tramos
sona=0,2m; b=0,4m; c=08m. En cada tramo las areas de las secciones son
constantesy valen Q, = 15 cm?% Q, = 10 cm?; Q. = 5 cm?. El médulo de dasticidad
del material delabarraesE = 2-10° MPa. Determinar:

a) Los esfuerzos y tensiones normales en cada tramo y e diagrama
correspondiente. Indicar que tramos han traccionado y cuales se han comprimido.

b) El aumento o disminucién de longitud de cada tramo, asi como la del

conjunto.
+ 40 kN
-20 kN
-80 kN

Esfuerzos Normales

a) Reacciones:

Y Feqr =0=>R=P,-Py,+ P,

Esfuer zos Nor males;

O<x<a

+

40 MPa

-53,3 MPa

- 40 MPa

Tensiones Normales

Figura 6.9¢

Na=-R=-Pa+Pp-P;=-120 kN + 60 kN - 20 kN = - 80 kN

a<x<a+b

Np=-R+P;=Pp-P;=60kN -20 kN = 40 kN

a+b<x<atb+c

NC='R+Pa'Pb='PC='20kN

Tensiones normales:
0<x<a

N 80kN

a

Gaz =

Q. 15107%*m?

a

a<x<a+b

=-53,3 MN/m? = - 53,3 MPa trabaja a compresion.
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40kN =40 MN/m” = 40 MPa trabaja a traccion

— Nb
Gb——:—74
Q, 1010"m

at+b<x<a+b+c

Oc = Ne _ —Lﬂ\lz = - 40 MN/m? = - 40 MPa trabaja a compresion
Q. 5107“m
AL o
b = =
=g
Al = Oala _ —53’3'2’2 =-5,3-10° m. acortamiento
E 210
Al = Oply _ 40'0’54 = 8-10° m. alargamiento
E 210
Al = oL, = _40'0’58 =-1,6 10" m. alargamiento
E 210

AlroraL = Al + Aly + Al = -5,3-10° + 8:10°-1,6:10* = - 13,3-10” m. El conjunto
se ha comprimido

0<x<3 3<x<6 6<x<14
Q=|1,3A

N N> N3+
& q=2tm 9 . T Y tt; At
v + | + X + X 2.t/m
6m v 2;_% *P v J i 53* X
3m 1x
vl |v 6 m ;

_ P2
Q= A g=0t/m X +

8 m

Figura 6.10a

10.- Lavigadelafigura 6.10 esta constituida por un material que deforma hasta la
rotura segun la ley de Hooke. La tensién de rotura a compresion es o, = 120
kp/cmz y la de traccion oy = 50 kp/cm?, su densidad esy= 2,3 t/m®y E = 1,9-10°
kp/cm®.

Se pide:

a) Calcular € valor A para quenorompas €l coeficiente de seguridad n = 1,4, se
considera el peso propio. Las areasdelas seccionesson Q; =1,3Ay Q, = A.

b) Dibujar los diagramas de esfuer zosy tensiones.
c) Determinar €l aumento o disminucién de longitud del conjunto.
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Si se corta por abajo no es necesario calcular las reacciones. Lo primero que se
debe hacer es valorar el valor de la carga gx, que es lo que vale la carga triangular

distribuida para un valor de x. Con una simple regla de tres gx = %-x = g-x = l-x

6 3
(t/m).
a) Esfuerzosnormales:

Cortel: 0<x<3

Se denomina P14 al peso total de viga del corte 1 para la seccidén en X, y Qyx a la
carga neta triangular para la seccion de corte en x

> F=0- N;-Py—-Qx=0

1
valorando las fuerzas Qy = Py Ox'X = %-xz ; Pix = v Q:x = 2,3-A-X; que sustituyendo:

N]_ = P]_x + QX = 2,3'A'X + %'XZ

Corte2:3<x<6

Se denomina P,y al peso total de viga del corte 2 para la seccidén en X, y Qyx a la
carga neta triangular para la seccion de corte en x

D F=0— Ni-Px-Qu+2 =0

1
valorando las fuerzas Qy = E-qx-x = %-xz ; Pox = v Q:x = 2,3:A:X; que sustituyendo

N2 = P2X + QX = 2,3'A'X + %'XZ = 2

Corte3:6<x<14

Se denomina P3 al peso total de viga de seccion A, P3* a la porcion de viga de
seccion 1,3-A del corte 3 por x, y Q es la carga neta triangular.

ZF:O% N3-P3-P3s*-Q+2-4=0

1
valorando las fuerzas Q = E-q-6 =6t P3=vQ6=23A6=138A; Ps*=vyQ:(x-6) =
v-1,3-A (X - 6) que sustituyendo:

N3 =P3+Ps*+ Q-2+4=138A+y13AKX-6)+6-2+4=8-414A+
2,99-A-x
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Célculo delastensiones normales;

Corte1:0<x<3

N x2 . ,
01= —+=2,3X +a trabaja siempre a traccion.

1

Corte2: 3<x<6

2
2= N, =23Xx+ x 2 puede trabajar a traccion y a compresion.
Q, 6-A A

Corte3: 6<x<14

_ N, 8 4,14 2,99-x
O3 = — - +

= siempre trabaja a traccion.
Q, 13A 13 1,3

Deter minacion de A:
La condicion de disefio es que 6co < Gapm-
Corte1: 0<x<3

9
Oco=Omax =01(X=3)=6,9+ 6_A

o, 50kp  50107°t

~= 357,14 /m’

CaDM = n = 1,4cm? _1,4-10’4m

9 9

6,9+ —<357,14 5> A> ——=428310°m? = 42,83 cm?
6-A 6-350,24

Corte 2: 3<x<6
Si el valor critico es de traccion

= =0y(x=6)=138+ 36 i—138+i
Oco = Otmax — 02X =0b) = 1o, 6A A_ ) A

o, 50kp 50107t 2
= On _ = 200U _a5714Um
OADM =TT T aem? 1410 m?

4 4 -3 2 2
+ — > —= . m- = m
13,8 <357,14 >A > 34334 11,65:10 116,5¢

Si el valor critico es de compresion
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9 2 1
o = Ormiy = O = = + ———=1 -
CcOo cmax Z(X 3) 6,9 6 A 3,8 .

857,14 t/m?

_ Oy 120kp 120107t
OADM = T

T l4acm?  1410°mZ

1 1

138- —<.85714 5 A> —— =0574110°m?=5,741 cm?
2.A 2.870,94

Corte3: 6 <x<14

8 414 29914 _ 8

Oco = Omax = 03(Xx=14) = - =
co = Omix = 03(x=14) 13A 13 13 13A

+29,02

o6, 50kp  50107°%

== =~ " =35714t/m?
OGADM n T LAcm? 1410 °m? 357,14 t/m
8 8 _ 3.2 2
+29,02 <357,14 - A> —————=18,75510°" m- = 187,55 cm
1,3-A 1,3:328,12
Seleccion de A:

El valor de A valido debe ser el mayor, ya que sirve para todos los tramos sin que
rompa. Asi la solucién es A = 187,55 cm® Para dicho valor se tienen las siguientes
ecuaciones.

Ecuacionesfinales:
Esfuerzos normales:

Cortel: 0<x<3
1. 1.,
N;=2,3-AXx+ =x° =0,0431-x + =X
6 6
Corte 2: 3<x<6
1.,
N, =0,0431-x + E'X -2

Corte 3: 6<x<14
N3 = 7,9224 +0,0561-X
Tensiones normales
Cortel 0<x<3

o1 = 2,3 + 8,8865-x; trabaja siempre a traccion
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Corte2 3<x<6

02 =2,3-x + 8,8865:x% — 106,6382; trabaja a traccion y a compresion.
Corte3 6<x<14

03 = 324,9518 + 2,3-x siempre trabaja a traccion

b) Representacion gréafica:

Unas y otras se pueden representar graficamente como muestra la figura 6.10b.

c) Célculo de la variacion de longitud del conjunto:

La variacion de longitud del conjunto se puede escribir como
_ 1{ 3 14 }_
AL = E J'Ool-dx+ Eﬁz'dXJFJ; oy dx (=

é{ [[(2.3x +8,8865x* Jdx+ [ [2,3:x +8,8865x* -106,6382)dx + [ (324,518 + 2,3 )-dx}:

3 2

x? Y x? X ° X N
2,3 — +8,8865— | +| 2,3— +8,8865-—-106,6382:x | +| 2,3 — + 324,9518-x =
2 3 ), 2 3 ; 2 .

m|~

6

2 14 3
{ 2,3'%] +(8,8865'X§] +(-106,6382x); +(324,9518 x )164}:
0 0

m|r

m|e

2 3
{ 2,3-%}[ 8,8865-%] -106,6382-(6 - 3) + 324,9518-x-(14 - 6)} -

E = 1,9-10° kp/cm? = 1,9:10" t/m?

AL = — 1225 4+ 639,828 - 319,9146 + 2599 6144} = % =1,6552210*m

7

AL =0,165522 mm
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8,7078 o (Xg 357,1518

N(x)
(®) — (Um’) 338 7518 —

227,0758

86,8785

x (m) -19,7597 x (m)

Figura 6.10b Diagramas de esfuerzos y de tensiones normales

P
G
P P
6 5 l
E F
P/2 7 90° 9 10 4 P2
Ha 300 8 1
—_ D
A 1 g 2 3
VA a a a ‘ jB
N 1
Figura 6.11a

11.- Determinar paralasestructuradelasfigura P-6.11
a) los esfuerzos normalesindicando s son detraccioén o compresion.

b) dimensionar la estructurasi P=51t, e acero es el A-52 y € coeficiente de
seguridad n=1,5.

a) Determinar el sistema: En primer lugar hay que ver si el sistema es isostatico o

hiperestético. Para ello se evallaGH =b -(2n-¢c)=11-(27-3)=11-14+3=0. El
sistema es isostatico.
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Célculo delasreacciones:

El nudo A es un apoyo articulado fijo, por tanto tiene dos reacciones; la primera
horizontal Ha y la segunda vertical Va. EI nudo D es un apoyo articulado movil con una
sola reaccion, en este caso, vertical Vp.

Para evaluar las reacciones se plantean las ecuaciones de equilibrio:
ZEEXT = BAZFEXXT =0— HA = 0,

v P
D FY.=0->3P+ 2~ =4P=Va+Vp

ZMEXT ‘ =0; tomando el punto A para el calculo de momentos se tiene:
Z Mexr ‘A =0.

Para calcular el sumatorio de momentos respecto al punto A se debe conocer
previamente la distancia r, proyeccion de AE en el eje X.

Asi: 1 = |AE|-00530°: a-c0530°-c0s30°= a-c0s%30°= %-a

zl\—}lm ‘A ~0- P-%a+ P-(a+%) + P-(3-a—%-a) +;-3-a =V,-3a—> Vp=2P;y
como Va + Vp = 4-P, entonces Vo = 2P

Nota: En este problema al determinar que la reaccion horizontal es nula se
observa que el sistema tiene simetria de carga y de geometria respecto a un plano
perpendicular que pase por el nudo G. Esto indica que las fuerzas simétricas deben ser
iguales por lo que no era necesario usar la ecuacion de momentos, ya que de inmediato
se intuye que Va = Vp.

Figura 6.11b Equilibrio en los nudos
Céalculo delos esfuerzosen lasbarras:

Para analizar la estructura de la figura 6.11a que corresponde a una cercha
Polonceau sencilla se planteara el equilibrio en los nudos. Para denominar los esfuerzos
en las barras lo primero sera numerarlas como muestra la misma figura. Se dibujaran las
fuerzas saliendo de nudo de forma que estan consideradas a traccion por lo que sus
signos se corresponden con el criterio adoptado en este curso, es decir positivo de
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traccion y negativo de compresion. Se debe tener cuidado al pintar los esfuerzos sobre
el nudo, ya que cada esfuerzo asociado a una barra a su vez esta asociado a dos nudos y
por tanto si en uno se pinta el esfuerzo entrando en el otro también debe entrar y si en
uno se pinta saliendo en el otro también debe salir. Ademas, para evitar errores, los
esfuerzos se deben pintar en el cuadrante en que esta la barra, tomando como origen
coordenado el nudo Yy ejes x,y. Habitualmente x se toma como eje horizontal, e y como
eje vertical.

Para comenzar el analisis se debe partir de un nudo que tenga menos de dos
incognitas o esfuerzos desconocidos, es decir que las barras que concurren de las que se
desconocen sus esfuerzos sean dos o menos. En este caso los nudos son dos: el Ay el
D. Escogiendo el nudo A.

ZFEXXT =0— N7-c0s30° = -N;

343

P
D EY.. =0—> -N7-sen30° + 5 =2Po Ny =3P Ny = == P

Para el nudo E, se hace mas rapido si se plantea el equilibrio de fuerzas para los
ejes X'y’, perpendiculares entre si y que contienen a las barras AE, EG y EB. Asi:

3 3
ZFEXXT =0— Ng=-P cos30°=-P %; Ng =-P %
Y P 5
ZFEXT:0—>-P c0s60°+ Ng=N; =-3P — - +Ng =-3P— NG:'E P. (Como

ejercicio comprobar que proyectando en los ejes Xy se obtiene el mismo resultado).

G
B ,
A B G
32a
Figura 6.11c

En el nudo B las fuerzas normales N; y Ng son conocidas. Antes se debe evaluar el
angulo a. De la geometria (figura 6.11c se obtiene:
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3 3
_ 27 _2 _ 1 _le'al _ .
cos30° = — |AG or otro lado sen30° = - = = —;
lag] ~ Gl = B AG ™ ay3
2
3 GG
IG'G| = g-a; tgo = @ J3— o = arctgy/3— o = 60°. Ahora planteando las
ecuaciones de equilibrio:
3
ZFEXT =0—> % P-sen30° = i P - Ng-c0s60° - N,
3 3 3
ZFEXT_O — Ng-c0s30° = Ng-sen60°— \/2_ P-— V3 N97 —Ny = %.p; y
. - . 3. 1 3 1
sustituyendo en la ecuacion anterior— T'PE = % % E -No— N, = +/3.P.

No es necesario continuar con el analisis ya que al haber simetria las fuerzas que
faltan son iguales a sus simétricas. Asi: N; = N3; N7 = Ng; Ng = Ns; Ng = Ni3; Ng =
Nio.

Ahora se trata de evaluar que esfuerzos estan a traccion y cuales a compresion.

Barra sometida a traccion

N N N N
O—» < —» <4+—O
Barra sometida a compresion
N N N N
Ot— —> «— —»O

Figura 6.11dEquilibrio Barra-Nudo

Cuando el esfuerzo entra en el nudo, en la barra también entra por equilibrio de
fuerzas internas. Entonces se ha dibujado a compresién y por tanto: si N > 0 la fuerza es
compresiva y si N < 0 la fuerza es de traccion. Si se ha dibujado el esfuerzo saliente del
nudo, también sale de la barra. Entonces se ha dibujado a traccién de forma que si N >0
es de traccion y si N < 0 es de compresion, ver figura 6.11d. En nuestro caso como
todas se han dibujado a traccién el signo que lleven nos dara directamente su estado, o
sea, Si es positivo estara a traccion y negativo a compresion. Los esfuerzos quedan
segun el criterio como muestra la tabla siguiente.

IN | 3600 1500045 ,
<opom= 2 5 =000 g0 om
Q SOMTTs T 3600

b) [Nmax| = 3-P= 15000 kg — Gco =
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ESFUERZOS | TRACCION |COMPRESION Comentario
N1 = N3 34/3 o Barras AB y CD se estiran.
=
N7 =Ny -3-P Barras AE y DF se acortan
N = Nsg i § P Barras EG y FG se acortan
2
Ns = N1g J3 o Barras BE y CF se acortan
-
Ng = Nyg V3 o Barras BG y CG se estiran
>
N, J3P Barra BC se estira

| | le le |

1< 1 = I
25cm 75¢cm 25cm 75cm

N

Figura 6.12a

12.- Dada la estructura de la figura 6.12a en que todos los miembros son de acero
de secciéon Q@ =50 cm?y tension admisible Gapm = 1400 kp/cm?. Determinar:

a) LacargamaximaF.
b) EIl desplazamiento del punto A y del punto C parala maximaF.

M édulo de elasticidad longitudinal E = 2-10° kp/cm?.

tgo, =0 g, ~531% —senc, =08 ; coso, =06
75

tga, :7—2:1 — o, =45° — sena, =cosa, =—2
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Se plantea el ejercicio como uno solo, es decir se haran el apartado a) y b) en uno.

Para ello tomando las fuerzas ficticias necesarias para calcular el apartado b) por el
teorema de Castigliano.

NUDO A NUDO C NUDO B NUDO D
X Qé & N1 1 N4
Qa LA Ak Hp
s Ns —p O —p N5
N1 N3 T
X AV/»)
N2 F Qc Ne N7
Ne
Figura 6.12b

Para el nudo A:
- -
D F=0

\2

X) Qx —N,-sena;, —N,-sena, =0 — Q, —0,8:N, —7-N2 =0

V2

y)—F—N,-cosa, —N,-cosa, =0 — F+0,6-N1+7-N2 =0

=

2 ) V2
—»Nz:(—F—QGNJ:E:r{F+Q6NJVE—>QA—Q8N1—7;
L (F+0,6N,)V2}=0

Q —08N, +F+0,6N,=0 02N, =F+Q~ ; Nf:E%§i=5ﬂl+Qﬁ

N, = —/2:(F+0,6-(5F+5Q%))=— (F+3F+3Q% W2 = —(4F+3-Q W2
Para el nudo C:

- -

DY F=0
X) Q; +N,-sena, — N, =0
V2 V2

N3=Qg+Nfzr=Q3+ETL45@F+3QzD=Qé—4F—3Q2

y) Q¢ + N,-cosa, — N, =0

2
N, = Q% + N,-cosa, = Q +§-(— {4-F+3-Q§\}-\/§) ;' N, =Ql-4F-3QX
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Para & nudo B:

- -
2. F=0
X)N,-sena, + N, + N,-c0s45°=0
m-% =-N,sena, — N, — N, =%-(— 08{5F+5Q% }-QL +4F+3.Q )=

- L (4P 20} -Q: +47 +3Q )= 20} 0t} 203 Q)

y)N,-cosa, — N,-sen45°-N, =0

V2 V2

N0~ "Ny =Ny =05 N, =06N, - =N,

N, =0,6-5:(F+ Q;)—g-(— J2{Q + Qi l)=3F+3.Q + Q5 +Q:

N, =3-F+4.Q} + Q¢
Para el nudo D:

- -

D F=0

X)N;+H, =0 ; N,=-H, ; H, se obtiene de la ecuacion de equilibrio
estatico:

Y Fext=0 = H,+QL+QL=0

Hp =-Q — Q¢

Ny =Qx +Q¢
En resumen:
N, =5(F+Q%); N, =—2(4F+3Q%) ; N,=Q} -4F-3Q}
N, =3F+4Q4 +Q% ; No=Q4+Q: ; N, = QL —4F-3Q}
N, =—V2{(Q) + Q)

Apartado a) El valor maximo serd para el esfuerzo maximo cuando las fuerzas
ficticias son nulas.

Qa=Qc=Qz=0

En ese caso:
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N,=5F;N,=—-4,2-F;N;=—4F; N, =3F; N, =0; N, =4F; N, =0

N .
N =N, ==42 F; o = o <O pom =1400kp/cm? — El signo -, es por ser

de compresién y para el acero y otros materiales ductiles se toman idénticos valores a
los de traccion.

Asi:

%\?'F = 1400 = F=23900 _ 19474 369 kp

42
Apartado b) : Segun Castigliano:

_o®
X

En este caso se han usado de ayuda las fuerzas ficticias.

La expresion del potencial interno sera:

=
Q

n . 2:N:1. oON.
(I): i ii Vi
Z 2-E.Q. ” X Z 2.E;Q dX

n
i=1

I
iR
Q)

— X es la fuerza segun la que se mide el desplazamiento.

Asi:
o0 & Nl oN,
60, =—=>» ————": quecuando: E, Q, =E,Q,=..=E_ Q
X a ;E,Q, ax q 1 1 2 2 n n
porser E, =..=E, ; Q=.=Q ; — EQ =EQ
Queda:

1 oN.
&, =—— 3 N —1
X E-QZ "X

Ahora se aplica para el enunciado.

El desplazamiento del nudo A:

.
& = Lz th.&
EQE ' 0Qy

F=12374,37 Kp(F ficticias nulas.)

Fmax(Ficticias nulas) — L Nl'll' aNi +..+ N7'|7'alz
E-Q aQA aQA
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N, g N g N g N Na L Na g N,
Q. Q% aQA 0Q 0Qx 0Q 0Qx
N, =5F; N, =—4+2-F; N,=—4F; N,=3F; N, =0; N, =—4F; N, =0
I, = 25 :§:125;|2: D D 752 =, = l,=1,=25
cosa, 0,6 cosa, +/2/2

25 25
I, = = = 25.4/2 .
Y LN Y )

Sustituyendo.
5% = %[5-F-125-5+ (—4N2-F) 7542 (=32) + (~4-F)-25(=3) +(3F) 254+ 0+ (~4-F)-25(=3) + O} ey =

37.(6570,5844)

. = 0,8130684 = 0,813cm
2:10°-50

= % [3125 + 1800-1/2 + 300 + 300+ 300] = 12374

1 & . N, 1 AN, aN,
SX = E s i |¥‘ F=Fmx(Ficticias nlas) — EQ(Nlll oF St I\|7 I7 oF j‘ F=Fmax (Fictcias nulas)
N, g N,y 5 Ny N, g Ny N, 0N,
oF oF oF oF oF oF oF

Notar que el signo - , obedece que el teorema de Castigliano da el desplazamiento
segun la direccion y sentido de la fuerza.

El desplazamiento del nudo C:

7
SE = : i |ﬂ Fmax (Ficticias nulas) — L N1'I1 aN L+ N | aN Fmax(Fic. nulas)
EQ S : EQl Qs FoR
-1 [c4F)2514@F)25+0+0]=" F2s_ 12374637 25 _ _31.10°%m
E-Q E-Q 2:10°-80

1 3 oN, 1 oN oN
8{; = zNi'Ii'_y‘Fmax(Fic.nulas) = Nl'll ; Tt N7'I7' ; ‘Fmax(Fic.nulas)
E-Qi= dQ¢ E-Q dQc Qe

ON, 9N, 9N, oN, ON, oN, _ _ oN,

=% _ - =% _ , =1
dQ¢ dQ¢ dQ¢ dQ¢ dQ¢ Qg 0Q¢

36y =L g, No | =4F251_—100F  —1001287437 _ 155705
E-Q aQy E-Q E-Q 2:10° 50
—12,4-103cm

c = —0,0031i—-0,0124 ] cm
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LECCION 7

Traccion y compresion monoaxial hiperestatica

Introduccién: En esta leccion se tratara el problema de la hiperestaticidad en
traccion y compresion monoaxial hiperestatica, en casos sencillos y practicos.

Objetivos de la leccion: Llegar a comprender el problema hiperestatico en el
disefio de vigas y estructuras sometidas a esfuerzos normales, asi como los mecanismos
para resolverlo.

Contenidos de los problemas. Disefio de vigas y estructuras hiperestaticas
sometidas a esfuerzo normal con la aplicacion de los teoremas del potencial interno,
especialmente de Castigliano y Menabrea.

Problemas resueltos. Exclusivamente ejercicios referentes a los contenidos
establecidos.

Formulacion basica;

Formulacién estudiada en lecciones anteriores, especialmente en la leccion 6.
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1.- Lavigadela figura 7.1a esta hecha de hierro fundido con valores E = 100 GPa,
oF = 200 MPa (traccion) y ouax = 500 MPa (compresion). A compresion el
material deforma elasticamente hasta owax. El peso especifico esy = 7200 kp/m°.
Datosa=2m,q=6t/m. Tomar unaseguridad n = 2.

a) Calcular la seccion Q considerando € peso propio. ¢Se podria despreciar €
peso propio?.

b) Establecer los diagramas de esfuer zos y tensiones nor males.

V772222

V222

Figura 7.1a

a) SFext=0 — Ra+ Rg = 37:Q-a—-qa

Hiperestatico de grado uno, la ecuacion adicional es Al = 0. Si se aplica el método
de las secciones y cortando desde el extremo superior los esfuerzos valen:

O0<x<a=2—->N;=Ratga-yQX

a<x<2a=4->N;=Rat+Qga-yQa-yQ2(x-a=Ra+Qga-yQa-2vyQX
+27Qa

=Ra+Qga+yQa- 270X

Al=0—

Al= J'aNl'dX+ J-Za N, dx = FRA +0-X — 72X dxt J-Za R, +0a+yQa-2Qyx
o EQ %k E2Q 0 EQ a E2Q

dx

a

EQ

= - {<RA-X+<qv-sz>-X—;j

1 X2 2a
+EHRA +oa+yQarx — 2-9-77} =0

0 a

2

i % {Rea+(a-ve)+ %[(RA +qa+yQa)2a-a)-(2af -a2)|=0
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2 a2 .12 0.a2
=(RA-a+%-a-RA]+(q-a—+qa jJ{_yQa +y£2a —QY3-a2J=o

2 2 2 2 2
3 ) 3 ) 2Q'Yﬁ2 — q'a2
:—.R. + 0-a°- —- Q . :R R = Q -— )
0 2Aa g-a 2y a; §.a A—>Aya3qa
2

2 1
Rg=3yQa-0a-Ra=3yQa-qga-yQa+t 3 -g-a=27yQa- 3 -g-a

Rg = 2yQ3a - 12
3
Sustituyendo y trabajando con metros (m) y toneladas (t)

2 2
N1 =Ra+qX-7QXx=7Qa "3 -ga+gx-yQx=Qa7.2 -5-6-2 +6:X-7,2:Q:X

=144.Q-8+6X-7,2QX

N . 8 6
01= = 144- %+%X—7,2-x : (14,4—§j + x-(5—7,2j

DISENO

Las funciones son lineas rectas con valores extremos en los extremos del intervalo,
osea en: x=0y x=a.
8 L, .,
x=0 —>01(0):14,4—§ ; valores que pueden ser de traccion o de compresion,

. . 0 .
segun el valor de laQ. Asi 0,(0) <0,y = Lr;'v' = dos valores posibles 6 im = SumT

(tensidn limite a traccion) 0 oy = oume (tension limite a compresion).

~20010°10°t

oLmT = o = 200 MPa = 200:10° ﬁz = 20408,163 t/m?
m

9,8m?
_ 6103
GLimc = -500 MPa = - 500-106£2 = M =-51020,408 t/m?
m 9,8m
(el signo es por estar a compresion)
) 20408,163 8
Asi 6,(0) <0oupur = oo - 10204,082 t/m?2 — 14,4 - a <10204,082 —
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8 . -
"a < 10204,082 - 14,4 — Q saldria negativa, luego no puede ser, esto indica que

51020,408

61(0) sera a compresion — 61(0) <capmc = T, = 25510,204 t/m? =
14,4 8 <-25510,204 — 8 <-25510,204 - 14,4 — 8 <Q—
QT ’ Q- ’ ’ 25510,204+14,4

Q> 313423-10*m? = 3,1342308 cm2 =~3,13 cm?

X=a

ci(a =2 m)= 14,4—§ +2: E—7,2 :14,4—§+£—14,4:isiempre serd a
Q Q Q Q Q

traccion.
o} (a)_i<(, =10204,082 —>Q>L—391999-1O*4 m2 ;
' Q= Mt ! © 10204082 !
Q> 3,92 cm?

2
N2=Ra+Qqa+yQa-2yQx=yQa- 3 -ga+ga+yQa-2yQx=

N, = 2.y-Qa + % - 29Qx
Nz ga — —

0, =—2 =7v(a—x)+—— = Los valores extremosen x =a, y X =24
2:Q) 6-Q

: 2
c,(@) = % Traccion— o, (a=2)= % < GapmT — ) <10204,082

Q> 195999-10* m* = 1,96cm? Q=1,96 cm?

ga ga
0,(2a=4)=y(@-2a)+ ——=-ya+ —=-722+—=-144+—
HamEYE-2 T e T b 6Q Q

0 es de traccion o de compresion.

2
(52(4) <oapmT = 10204,082 — -14,4 + 5 < 10204,082 —

2 2
— < = >——= -4 2
g < 10204,082 + 14,4 = 10218,482 - Q > 10218,482 19572310 cm

~ Q > 1,96 cm?
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2
62 (4) = 6apmc = -25510,204 — 14,4 + a < 25510,204 esta claro que tomando

correctamente los signos Q sale negativa, y esto no puede ser .
Asi ya queda resuelto el problema.
La solucién sera el valor mayor, asf Q = 3,92 cm?

b) Ny =14,4-Q -8+6x-7,22Qx = 14,43,92.10* 8 + 6:x - 27,2:3,92:10™ x
N; =-7,9943552 + 5,9971776-x

No= 29005 % 29Qx = 29 Q(a-x) + % = 27,2.3,92.10%(a - x) + 6;32=

5,6448-107°5,6448-10°.(a - x) + 4

Gl:&:%: :|.4-,4—L_4 + X %—7,2 =
Q 39210 3,9210 3,9210
=-20393,763 + 15298,922-x

6-2

qa
o=v@-X)+ —=7202-X)+ —————
=@+ L (2-x) 639210~

= 7,22 - X) + 5102,0408

Falta contestar. ;Se podria despreciar el peso propio?

Lo normal es que las cargas externas superen a las de peso propio, sin embargo,
esto no implica que siempre se pueda despreciar. En este problema se ve que si, si se
eliminan los términos de peso propio (los que estan multiplicando a Q en los esfuerzos)
se tiene que valen practicamente lo mismo —

—8+6-x.62 4 2

N1 =-8+6X;N2=4; 0= .02= =—
Q 2Q Q

En la figura 7.1b se muestran los diagramas de esfuerzos y tensiones tanto
considerando el peso propio como si no. Se observa que la diferencia es minima y por
tanto el peso propio si se puede despreciar.
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N (t) o (t/m?

M . 3,989 10204 f-=mmmmmg ; i
; ; 5102 [ . | 5088

/ 2 4 x(m) / 2 4 x(m)

-7,994 -20394

Diagramas de Esfuerzos y Tensiones Normales considerando el peso de la viga

N (1) o (t/m?

M . 4 10204 |---=----, ; i
/! 5102 --------/4:—:5102
/ 2 / 2 4 x (m)
-8 -20408

Diagramas de Esfuerzos y Tensiones Normales SIN considerar el peso de la viga

Figura 7.1b Valoracion del peso propio de la viga

2.- Determinar los esfuerzos en las barras de la figura 7.2 de materiales elasticos
gue soportan una barra rigida de peso Q. Hacer la aplicacion numérica s las
barras 1 son de acero con E; =2,1-10° kp/cm? Q1 = 1,3 cm? y la barra 2 es de
bronce con E; =1,05-10° kp/cm?; Q, = 1,6 cm? DatosL =1 m, a= 30 cm.

Barra Rigida Peso Q

Figura 7.2

Al ser simétrica la estructura, se verifica que las fuerzas en las barras exteriores son
iguales. Asi el equilibrio de fuerzas da: 2:N; + N, = Q. Esta ecuacién resume las
ecuaciones de equilibrio estatico de fuerzas en el eje vertical y momentos. Las fuerzas
horizontales son nulas.

Existen dos incognitas por lo que el problema es hiperestatico de grado 1, se
necesita una ecuacion adicional que no es otra que la de desplazamientos: Al; = Al,—
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Nl _ N, —>h=h-> N _ N, - N, = B, N, -
El'Ql Ez'Qz ElQl Ez'Qz El'Ql
2N, + 252N 2 Q5 N, = Q. - EQ
124 2+% 2B+ E,Q,
El'Ql
Ez'Qz'Q

2T 2E,Q+E,Q,

Si se hace la aplicacion numérica sale N;= 1147 kp y N, =706 kp

P P
3
R v
X
L 4 2 L
5
Ha Ha X
—» A 1 B —» A 1 B
Va Vg Va Vg
L L
| | | |

Figura 7.3a
3.- Resolver la celosiadelafigura 7.3a
Determinar el sistema: En primer lugar hay que ver si el sistema es isostatico o
hiperestatico. Para ello se evaltla GH=b - (2n-¢c)=6-(24-3)=6-8+3=1. El
sistema es hiperestatico. Es necesario afiadir una ecuacion a las de equilibrio para
resolver el sistema.

Planteamiento de las ecuaciones de equilibrio estético:
> e =0

D FX:=0-Ha =0

D RS =0-Va+Vg=2P= Va= Vg

ya que al ser nulas las fuerzas horizontales, el sistema presenta simetria de carga y de
geometria. Por tanto no es necesario plantear la ecuacion de momentos. La estructura es
hiperestatica interna.
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Ns A N5 P
45° Na
A D
N; ;
Naw  Ng
VA =P
Figura 7.3b

Célculo delos esfuerzos en lasbarras:
Para analizar la estructura se numeran las barras como en la figura inicial.

Como el sistema es hiperestatico de grado 1, los esfuerzos se pondran en funcion
de una unica incégnita. Se elige, por ejemplo, como incognita en exceso el esfuerzo en
la barra 6. Se comienza el andlisis por el nudo A.

ZFEXXT =0— N5-c0s45° + N; =0; N5 = Ng por simetria.

ZFEYXT =0— Ns-send5° + Ny + P = 0; Ny = N, por simetria. Asi de ambas se

V2 V2

obtiene: N; = - NG-T; YNs=-P-Ng >

Para el nudo D:

V2

ZFEXXT =0— N3 + Ng:c0s45° =0— N3 =-Npg '7;

ZFEYXT =0— Ng-sen45° + N, + P = 0; no aporta nada nuevo.

Como el sistema es hiperestatico de grado uno, es necesario aportar una ecuacion

. . . od .
mas. En este caso es posible aplicar el teorema de Menabrea — X, = 0; siendo P el

j
potencial interno de conjunto y X; cualquiera de las incognitas hiperestaticas. Para una
barra de seccion constante y del mismo material el potencial interno se expresa: ® =
N2 . nONA

; para un sistema de barras ® =
2EQ ia 2EQ

CONAL N2 NRL L ONZL O NEL O ONZ
= + + + + +
2EQ 2EQ 2EQ 2EQ 2EQ 2EQ

sustituyendo en funcion de la incognita hiperestatica elegida se tiene:
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(_Ne'ﬁ)z'a (-P— Nﬁ'ﬂ)z'a (_Nﬁ'ﬁ)z'a (-P- Nﬁ'ﬁ)z'a
o= 2 + 2 + 2 + 2 +
2:E-Q 2.E-Q 2:E-Q 2:E-Q

NZ.+/2.a N NZ+/2-a

2:.E-Q 2:.E-Q

aplicando el teorema:

V2 V2
2:(—N;—)a 2(—P—-Ny—)a
8220_)&1):0_)8(1): " 2 (—£)+ "2 (—£)+
oX, oN, oN, 2EQ 2 2EQ 2

V2 V2

2'(_N6'2)'a,(_£) , ZCPNe e 2y, 2Ne2a 2N,2a,

2EQ 2 2EQ 2 2EQ 2EQ
V2P

operando se obtiene que Ng = ; como todas las fuerzas se dibujaron

2:(1++/2)
salientes de nudo, es decir actuando a traccion en las barras, el signo se corresponde con
el convenio adoptado. Haciendo los calculos se obtienen los valores de la tabla.

ESFUERZOS | TRACCION | COMPRESION Comentario
N1 = N3 P Barras AB y CD se estiran
2-(1++/2)
N2 = Ny P-(1+2+/2) Barras AD y BC se acortan
2.(1++/2)
N6 = Ns J2.P Barras CB y AC se acortan
2(1++/2)

En este caso se ha aplicado el teorema de Menabrea. smpiiTambién, aplicando el
teorema energético de Castigliano se puede determinar el sistema. El teorema dice que
para una carga aplicada X el desplazamiento segun la direccion de aplicacion es

fo L) . .
6287; En este caso se libera el sistema de la barra 6 y en su lugar se coloca una

i
fuerza X como si fuera una carga externa aplicada (ver figura 7.3a). Ahora para este
sistema el potencial interno vale:

CONALONZL . ONZL . NZL . N
= + + + +
2EQ 2EQ 2EQ 2EQ 2EQ

y ahora poniendo los esfuerzos normales en funcion de X (basta cambiar Ng por X en lo
obtenido anteriormente) el potencial interno queda:
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(_x.ﬁ)z.a (-P - x.ﬁ)z.a (_x.E)Z a (-P- X.E)Z a NG \/E
O = 2 + 2 + 2 + 2 + Xv2a
2:E-Q 2E-Q 2.EQ 2.E-Q 2:E-Q

y por tanto el desplazamiento

2 V2 V2
o3 _ 2(-X" ") (_ﬁ) . 2(-P-X"")a (_ﬁ) . 2(-X" ") (_ﬁ) .
X  2EQ 2 2E-Q 2 2E-Q 2

V2
2CPX) V2, 2x42a
2:.E-Q 2 2-E-Q

. X
como se sabe que para la barra 6 el desplazamiento es &=

igualando las ecuaciones se obtiene:

V2 V2 V2
:aq)zz-(—x-?)-a 2 2(-P-X"")a 2 2(-X"7)a 2
ox 26 U 2T 2Ea U2 T 2Eq 00

2
2(=P-X20)a 2X+/2:a _ X+/2

(—7) + ; que operando se obtiene que:

2.E-Q 2.E-Q EQ
_ 2P . . . .
= ————  Resolviendo se obtienen los mismos valores del cuadro anterior.
2(1++/2)

Figura 7.4a

4.- Determinar €l valor del desplazamiento del nudo D delafigura 7.4a segin € ge
horizontal y en funcion deL, lacarga P, e médulo elasticoE y € area Q. Todaslas
barrastienen la misma seccion.

GH=b-(2n-c)>b=5n=4;c=4 GH=5-(24-4)=5-(8-4)=1
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> Fext|, =0 —> H,+H,=-P Ho=-P—H,
Y Fext|, =0 >R, +R. =0

> Mg, =0 PL-2LRc=0

P N3 A
Ha 4 5 Hc Aé ; Ni $ > P IN4
N1

_ Ns B N2
tr Tt Ra=-P2 No gy, 0B
Figura 7.4b
X) H, + N, + N;-c0s45°= 0
Yy)N,-send5°+R, =0
P
N3: _RA = 2 = 2P :i:NS, N?):i
send5® 2 2P 42 V2
2
V2 J2 P P P
Nl:_HA_N3.7:_HA_7'$:_(HA+EJ:Nl; Nl:_(HA+E]
P 2
x)P+N5-cos45°—N3-cos45°:0aP+N5-g—%-%:0—>—+N5-£:O
P 2 P P
N e i — N R —
5 2\/5 \/E 5 \/E
Y)N,-sen45°+N, + N.-sen45°=0 ;
P2

-P
——+N,+| —sen45° =0 N, =0
2 2 ¢ (\/E j !

N, =N,
Comprobacion:
X)N; + N;-c0s45°= H,

Y)N;-sen45°+R. =0
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P\ (-P\~2 . .
X)_(HAJFEJJF(ﬁ)T_HC ; H,-P=H.

y) (_—Pjsen 45o+2 =0 ; (i ﬁ EJ =0 Comprobado.

+
2 2 2 2
En principio:
P P —P
N, =—Hy+—|; N;=N,; Ny=—; N,=0; Nj=—F
1 (A 2) 1 2 3 \/E 4 5 \/E

CONAL N2 NALONZL . NAL O ONAL L ONZL . N2
= + + + + = + +
2EQ 2EQ 2EQ 2EQ 2EQ EQ 2EQ 2EQ

& *:] 1 (B' 1 @;]'

EQ ' 2 EQ 2 EQ

(ot (5, (e [gar)

= + L= +

E-Q E-Q EQ E-Q+/2

2{H,+—|L

oD ( A j —-P
oH, E-Q 2

P2

2 2, P. .
oo N2 _ PL 90 _ 2PL _PLv2 o

CEQA2 O EQA2 P EQ42 EQ P

6 (MPa)

600
400

Figura 7.5
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5.- Las barras de la figura 7.5 tienen secciones de Q; = 2,5 cm?, Q,= 4 cm?, Q3 = 3
cm?. SilacargaesP =5ty el material tiene curva del ensayo de traccién como la

delafigura. Determinar:
a) Valor detodos los esfuer zos en las barras

b) Coeficientes de seguridad minimos s se disefia considerando, la estructura
falla con las primeras defor maciones per manentes.

Li=3m,L,=24m,Ls=4m.

cosf :%=0,6; senf =0,8; cosa:%:z;;’:o,g;sena =06

3 1

a) > F=0 X) Ni-coso+ Nj + Na-cosp = P

y) Nisena - Nssenf=0— N1:N3ﬂ = A:N, siendo A = 08 =1,§
seno 0,6

El sistema es hiperestatico y se supone que trabaja eldsticamente. Se pueden
determinar en ese caso las incognitas con el teorema de Menabrea.

N,%L
a;q)=0—>CI)=lZ i
0X 2 EQ,
q):l N12'L1+1 N22'|—2 +:_L. N32' LS E =E =E

2EQ 2E,Q 2E;Q, + % °°

L-tomando N, ,comoincégnita hiperestatica.

o0 _NyL, oN, NyL, aN,  NyLy N,
ON, E,Q 0N, E,Q, N, E,Q, oN,

N; = A'N3, N, = P — Nj-cosaw - Nz-cosp = P — A:Ns-cosa. - N3cosp = P —
N3:(A-cosa + cospP)

N N
oN, :A;a 2 =—(A-coso.+ cosp); A-coso+ cosp=1,30,8+0,6=~167
aN, ' ON,
Sustituyendo
AN,-L P- N,-(A L N,-L
A1 A+[ o (Acoso+cosBJL, (—A-coso.—cosf) +——2=0
1 QZ QS
. 2-
L, -(A-coso.+ cosf)= i-(A-cosow cosP)’ +&+5 ‘N,
2 QZ 1 Q3
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F;Lz .(A-cos o+ cosp) 5'2’4-1,67
Ny = : = ~1,038 t = 1038 kp.
"L (A-cosa+ cosB)’ +A2'L1+ L) g 672-ﬁ+@+i i
Q, * . oQ | 7 3 2 24

N3 = 1038 kp — o3 = 346 kp/cm?.
N, = 5000 — 1038-1,67 = 3267 kp — o, = 816,75 kp/cm®.
N1 = 1,3:N3 = 1384 kp — o1 = 553,6 kp/cm?.

Los valores de las tensiones ratifican el comportamiento el&stico.

Como se vio en teoria oco < Capm = &—> n= O — 0. = 400 MPa = 4082
n Cco
kp/cm? - n = 4082 g
816,75

R N(x)

7 i [kp]
0 G 1254,4 \

b b 390,4 X

v
v P -609,6
v

v |o | |
a a l :
P Ga G(X)2 N_l&rﬂ .
7777 [kp/m°] i i '
R % 3920 i :
2 \E !
Ry ;1220 E X
R f 3810 |
ITJZZZZEZEZEI G r\\\\\\\
X 2 +Gb>< 3 y + b i ; -11610

N2
O<x<b b<x<a +b

Figura 7.6

6.- La viga escalonada dela figura 7.6 esta formada por dos tramos de longitudes a
= b =1 m, y compuestos de diferentes materiales. EI tramo superior esta
construido de aluminio y tiene una seccién Q, = 2:Q, Q= 0,16 cm® El tramo
inferior esta construido de aceroy tiene una seccion Q, = Q. En la separacion entre
los dos tramos se encuentra un carga P = 1 t, como muestra la figura 7.6. Otros
datos son:
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Aluminio

Ep = 7-10° kp/cm?, y, = 2700 kg/m?, tension de fluencia o, = 2,5-10° kp/em?.
Acero

E.=2,1-10° MPa, y, = 7800 kg/m®, tensién de fluencia ot = 2:10° kp/cm?.

Con estos datos se pide determinar, considerando que trabaja elasticamente hasta
la fluencia, los diagramas de esfuerzos y tensiones normales para lo que se
considerard el peso propio. Se discutira la posibilidad de despreciar el peso propio.
Verificar que se trabaja por debajo de la fluencia. Determinar las longitudes
finales de cada tramo.

Lo primero que se va a hacer es pasar todos los datos a las mismas unidades. En
este caso se utilizardn kilopondios kp, y metros m.

Ep = 7-10° kp/cm? = 7-10° kp/m?, o1, = 2,5-10% kp/cm? = 2,5-10 kp/m?
E.=2,1:10° MPa = 2,1.10°-10° N/m? (Pa) = 2,1-10" kp/m?, o, = 2:10” kp/m?.

Se ha utilizado un valor aproximado de 10 para pasar de N a kp, en vez del valor
habitual de 9,8.

Célculo de reacciones: Lo primero sera valorar el peso de cada tramo.
Denominando al peso total con la letra G y vale G; = p;-L;-€2;; donde p; es el valor del
peso especifico, L; es la longitud del tramo en cuestion y -Q; el valor de la seccion. El
valor de p; en kp/m?® coincide con el valor de la densidad dado en kg/m®. Se comprueba:
el peso es G = m-g = y-V-g = p:V, donde m es la masa, g la gravedad y V el volumen.
Asi p = -9, que en el S.I la densidad se expresa en kg/m®y g = 10 m/s%. Asi el valor
para una densidad de 1 vale p = kg/m*10-m/s* = 10 N/m?, que si se pasa el S.T la
unidad de fuerza es el kp y basta dividir por el valor de g, quedando p = 1-kp/m°, de
este modo la densidad expresada en el S.I tiene el mismo valor numérico que el del peso
especifico expresado en el S.T. Volviendo al problema

Gp = pp'b-Qp =2700-1-2:0,16 = 864 kp.
Ga = pa'a'Qa = 780010,16 = 1248 kp
P = 1000 kp.

El peso propio es importante, dado que tiene un orden de magnitud similar al de la
carga aplicada.

En la figura 7.6 se muestra el sistema con las reacciones. Planteando las
ecuaciones de equilibrio.

3 For =0 = Ry + R, =G, + G + P = 864 + 1000 + 1248 = 3112 kp.
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El sistema es hiperestatico de grado 1, por lo que se necesita una ecuacion mas para
poder resolverlo. Como los extremos de la viga son fijos la condicion que permitira
determinar los esfuerzos es AL = 0; la variacion de longitud de los dos tramos es nula.

Para determinar esta ecuacion es necesario plantear los esfuerzos en las barras en
funcion de la incdgnita hiperestatica. Para evaluar los esfuerzos normales en las barras,
se toman tantas secciones como sean necesarias para la resolucion del problema. En este
caso, basta considerar dos: la primera en la zona de area mayor y la segunda en la zona
de area menor. Se toma como eje coordenado el x con origen en el empotramiento
superior. Asi para:

0 < x < b: tomando una seccién como muestra la figura, el esfuerzo normal N se
puede escribir por el equilibrio de fuerzas en el eje x:

Nb(X) R -Gy =R = Pp X Qp =R, —864-x
b< x <a + b: de igual manera el esfuerzo N, se puede escribir:

Na(X) = Ry — Gp — Gax — P = Ry — 864 - py-(x-b)-Qp = Ry — 864 —7800-(x-1)-0,16 —
1000 = Ry — 1248-x + 1248 — 1864 = Ry — 1248-x — 616

Conocidos los esfuerzos se determina AL = 0.

Al=0—

Al = J-b N, -dx J-b+a N, dx = j-b R, ;864-X dxt j-za R, —12412(3)-X—616 d
°E,2Q » E_Q 0710%-2:0,16 a 2,1107-0,16

1 2

2 2
1 (Rl-x—864-x—] +#(Rl-x—1248-x7—616-xJ =0

2,2410° 2 ). 33610° )
1 1 1 22 _12
= - R1-864—+——R,(2-1)-1248 ~616:(2-1) =0
2,2410 2 33610

despejando R; se obtiene:
R,=12544kp y R,=1857,6kp.
Asi las leyes de esfuerzos normales quedan:
0<x<b
Np(X) = 1254,4 — 864-x (kp cuando x esta en m)
b<x<a+h:
Na(x) = 638,4 — 1248-x (kp cuando X esta en m)

Las tensiones normales se obtienen dividiendo por la seccion en cada tramo. Asi:
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O0<x<bhiop= % = 3920 - 2700-x (kp/m? cuando x est4 en m), trabajando a
b
traccion en todo el tramo.

a

b<x<a+bh:o,= = 3990 — 7800-x (kp/m? cuando x estd en m), trabajando a

a
compresion en todo el tramo.
Ahora basta representarlas graficamente como muestra la figura inicial.
Las longitudes de cada tramo se determinan.

. f— . 2 1
Aly= J-b N, -dx _ J-b R, 9864x dx= 1 : Rl-x—864-x— _ 1 :
©710%-2:0,16 2,2410 2 2,2410

0

2
1254,41 —864-13:3,67142-10_7 m

asi I, =1 + 3,67142:107 = 1,000000367142 m y |, = 2 — 1,000000367142 = 0,9999996

m.

7.- Un pilar de seccion cuadrada de hormigén armado debe soportar una carga
centrada de P = 187,5t. Calcular las secciones de acero y hormigon de modo que
la seccidn de acero tenga una cuantia del w = 0,8% dela de hormigon. Datos. E, =
2,1-10° kp/cm?, Ep, = 1,9:10° kp/em?, o1, = 250 kp/cm?, coeficiente de minoracion de
laresistencia del hormigon yc = 1,5, y el de mayoracion de esfuerzosy; = 1,6.

En primer lugar se supone que la adherencia entre el acero y el hormigon es
perfecta, de tal manera que las deformaciones son idénticas.

€3 = €Eh — Ga/Ea = Gh/Eh —> 03 = Ea-Gh/Eh — k= Ea/Eh =11

El esfuerzo que soportan ambos materiales es el esfuerzo normal que vale P en
todo el pilar. Asi:

P =0,Q, + onQh = op 2y (1 + k-Qa/Qh) = op'Qp (1 + kW)
donde w es la cuantia mecanica del acero. Despejando y ponderando el esfuerzo:
Qp =’Yf-P/Gh-(l + k-Qa/Qh)

en el caso de maximo aprovechamiento de la capacidad resistente del hormigén. Esta es
la situacion mas logica ya que el acero se incluye para las tracciones y al trabajar a
compresion el disefio apropiado es que el hormigén trabaje en la situacion limite a su
méaxima capacidad. Asi o, = om/Yc = 250/1,5 = 166,7 kp/cm?. Sustituyendo se tiene:

Qn = 1,6-187500/166,7-(1 + 11.0,008) = 1654 cm?
luego serd una seccion cuadrada de lado a = 40,67 cm. Q. = 0,008-Q, = 13,23 cm?.

Suponiendo una barra en cada extremo que exige el disefio de pilares de hormigon
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como minimo. 4-m-d%/4 = 13,23 cm® El didmetro d =~ 2,05 cm, se podria dar como

valido un valor de 2 al incluir seguridades en el disefio. El pilar estara armado con 2¢
20, el 20 indica el valor del diametro en milimetros.

PN

L | L
|

Figura 7.8a.

8.- En la estructura de la figura 7.8a, hallar € descenso vertical de los puntos de
aplicacion delas cargas.

Determinar € sistema;
GH=b-(2n-c)—>b=10;n=6;c=3—->GH=10-(26-3)=10-9=1

Célculo dereacciones:
X
D Fext  =0—->H, =0
> Fext]” =0 — 2P =V, +V, ; no hace falta aplicar momentos al ser la estructura
simétrica respecto al plano medio (tanto de carga como de geometria).
Porser H,=0—2P=2V, -V, =V, =P
M étodo de nudos. Calculo de esfuerzosen lasbarras:

Comenzando por un nudo con dos incognitas, por ejemplo el F:

2

> Fext]” =0 — Ny cos45°+N; = 0 — Ny~ +N; =0
2

P 2P
Fext” =0 — Nysen454+P =0 — N, = ———— = —“— = —/2.P
z | 6 6 \/E/ \/E
2
2 2 2
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Por simetria N, =N N, =N; N,=N,=P; N, =N, = /2P

Ahora el resto de nudos tienen méas de dos incognitas, al tener GH = 1 se tiene una
incognita en exceso. Calculando los esfuerzos de las barras en funcion de uno de ellos.
En este caso tomamos N,.

Ns E N,

N7 Ng=-(P+N;) 2

Figura 7.8b.

En el nudo A:

> Fext]” =0 — N, + Nycos 45°= N;cos 45°

Z:Fext|Y =0 — Ngsen 45°+N, + Ngsen 45°+P =0

Enx — N, + N, \/2_ ‘/_ _\/Epiz_
Eny —>N6-£+N7+N8-£+P:O e—\/EP£+N7+N8£+P:O
2 2 2 2
En x +N1+N8-\/§ —P - N, =(-P-N,) —(P+N,))-+2
2 f
Eny —>N7:—N8-%:——[—(P+Nl)]\/_ P+N,
N, = N, = —(P+N,)+/2; N, =N, =P+N,

En el nudo E:

> Fext|” =0 — P = N, + Ngcos 45°

> Fext|” =0 — N, +Ngsen 45°= 0 — No aporta nada nuevo.
Enx »>P=N,—(P+ Nl)-ﬁ-%

N,=P+P+N;=2P+N, = N, =2P+N,
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Obteniendo todos los esfuerzos en funcion de la incognita hiperestatica, ahora se
deben obtener las ecuaciones de compatibilidad.

=—J2P; N,=N.=P; N,=2P+N,
N, =Ny =P+N;; Ng=Ng=—(P+N,)+2
La ecuacion de compatibilidad se puede obtener del teorema de Menabrea.
El potencial interno es:

n= 2,
(I):i) Ni Ii :

todas tienen lamismaEy Q

O = 2ElQ(N Ay N2 4 N2+ N2 4+ N2+ N2 Jg + N2 4+ N2+ N2 + N2 L ) =

ﬁ(Nf-L+2-N§-\/§-L+2-N§-L+ NZ.L+2N2L+2N2+/2.L )

|1:|3:|4:|5:|7:|10—

2:N;-L+4-2-L:N,- N, +4:N, Lal\I +2:N, LaN +4:N, LaN +4:N,g LaN
29N, oN oN oN

1 1 1 1 a 1
N, _ o Ny o N, 0N, Ny
N,  ON, aN,

=0

2N, +2:(2P +N,) + 4P+ N,) + 442 (P + N2 |- (+/2) = 0

N, +2P+N, +2(P+N,)+4+/2(P+N,) =0 — 4N, +42N, +4P+4+2P =0
N, =-P; N6:Nz:_\/E'P;N3:N5:P;N4:2'P+N1:P;N10:N7:N8:N9:O

El desplazamiento de los nudos de aplicacién se puede calcular por el teorema de
Castigliano.

20 N2 1 (—J/2:P)* \/_P) 2P?L  P2L
®(P) = T L+ N2:L2+ +
( ) gz.Ei.Qi 2.E.Q( P)* 2.E 2EQ 2E§2
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2. . 2. N . 2- 2- N 2.
_PL 2P JEL2+P L PL _2P L(l+ﬁ)
2.EQ 2.EQ EQ 2EQ EQ

El desplazamiento, segun el teorema, del nudo de aplicacion segun la direccion de
0d 4PL -
la carga externa es: 2:0p = 5 = E-(H \/5), ya que el potencial interno calculado
corresponde al de dos cargas P simétricas y en nudos simétricos, luego para un nudo
sera la mitad. Asi:

2.PL
op=——->021++2
p="C @+V2)

9.- La estructura de la figura 7.9 corresponde a una pasarela que se disefia como
estructura plana formada por un pilar rigido y una viga horizontal, rigida
también, que soporta una carga uniformemente distribuida. La union entre las
vigas es una articulacion perfecta. Para mantener € equilibrio se disponen tres
barras elasticas de longitudes L, L, y L3, segun la figura. Se pide resolver los
esfuer zos que soportan las barras en funcion de L y g. Los angulos verifican: seno
=0,6y senf =0,8. Lasbarras seran dela misma seccion y del mismo material.

1) o
Ly L,
A o B i
O——==== O———————————=
a |B L |
sz

Figura 7.9a

En primer lugar se resuelve la geometria.
cosoe = 0,8y cosp=0,6;h=1,33.L;a=0,78L; Ly =2,22.L; L; =1,67-L.

Para resolver el problema se plantea el diagrama del cuerpo libre de la barra
horizontal, figura 7.9a2, donde se muestran los esfuerzos en las barras N;, N2 y N3 y las
reacciones en la articulacion. El problema presenta 5 incdgnitas y tres ecuaciones lo que
supone 2 incognitas en exceso. Para determinar los esfuerzos en las barras basta
plantear la ecuacion de momentos en la articulacion, teniendo una ecuacion vy tres
incdgnitas, de forma que las incognitas en exceso son las mismas.

3" M, =0 Ny sence1,78-L + Ny-senB-L - Ny senB-L —q2,78:0,39-L = 0
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Ejercicios resueltos. Ejercicios de Resistencia de Materiales.

Sustituyendo los valores y simplificando:
N;- 0,6:1,78 + N»-0,8 - N3:0,8 - 1,08:-L =0

Para resolver las incognitas se estudia el sistema deformado como muestra la figura
7.9a3, que muestra el sistema deformado exagerado para visualizar la geometria
correctamente. Asi se obtienen las relaciones:

AL; = AA"-sena. = 0,6-AA”; AL, = BB -senf3 =0,8:BB"; BB"'= CC".

También por semejanza de arcos se obtiene AA’/(1,78'L) = BB/L — AA'=
BB -1,78.

De las relaciones anteriores:
AA'=AL./0,6 =BB"-1,78 = 1,78-AL,/0,8 = AL; = 1,33-AL,
Como:

NL 1,33 AL, = 1,33-b ycomoE; =E,=E3y Qi =Q,=Q3 —
1759 Ez'Qz

Ni-Li =1,33:Na-Ly = N1-2,22:-L = 1,33:N2-1,67:-L — N1 = No.

AL, =

Ademas, como AL, = - ALz ya que son barras iguales, se obtiene que N, = - Ns.
Sustituyendo ahora en la ecuacion de momentos:

N;-1,067 + N»:0,8 - N3-0,8 - 1,08-g-L =0 — N;:1,067 + N;-0,8 + N;-0,8 — 1,08:q-L
=0 — que despejando se obtiene:

N; = N, = 0,405-q-L; Nj = - 0,405 L.

Este mismo resultado se obtiene aplicando el teorema de Menabrea. El teorema
dice que si X es una incdgnita hiperestatica. Asi:

El potencial interno es:

N2,

i=1 2EIQ

-0

® =

Por el teorema de Menabrea.

D

0—

oN,

Nl'Llﬂ-i- NZ'LZ'%-F N3-L3-07N3 =0
N, N, N,

omitiéndose los valores de E y Q por ser 1os mismos.
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Ejercicios de Resistencia de Materiales. Ejercicios resueltos.

A partir de la ecuacion de momentos se tiene:
N;-1,067 + N2-0,8 - N3:0,8 - 1,08:-L =0 — N3 =1,33-N; + N, - 1,35-.q-L
Ahora se tiene que: dN1/dN; = 1, dN2/ON; = 0 y dN3/oN; = 1,33.

%zO% Ni-L; + N3:L31,33 = 0 - N;-2,22.L + (1,33:N; + N, — 1,35.q'.L
1

)-1,67-L3:1,33=0— 5,1852- N; + 2,22:N, = 3-q-L

Del mismo modo:

0 _

aN,

N LN N, Nz N
N, N, N,

Ahora se tiene que: dN1/dN, =0, dN2/ON2 =1y dN3/oN, = 1

9D
N,

=0 =5 Ny L»1+N3L31=0—Ny=-N3j

sustituyendo en la ecuacion de momentos N3 = - N, = 1,33:N; + N, — 1,35.q.L —
1,33:N; + 2:N, = 1,35:g-.L que es la ecuacion que faltaba. Con estas ecuaciones
obtenidas se obtienen los mismos valores, asi:

5,1852- N; +2,22:N, = 3.q-L

1,33:N; + 2:N, =1,35-q-L
despejando:

N; =N, =0,405-g-L; N3=-0,405-g-L.
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LECCION 8

Cortadura pura

Introduccién: Se vio en la teoria que la cortadura pura en la que el esfuerzo
cortante es el Unico en la seccién, suele ser un hecho aislado. La cortadura pura se suele
admitir en el calculo de elementos de union, como tornillos, remaches o cordones de
soldadura. Esto es aceptable porque, en estos elementos las tensiones y deformaciones
debidas al esfuerzo cortante son mucho mayores que las debidas a otros esfuerzos. No
es un objetivo prioritario de esta asignatura el disefio de los mencionados elementos, por
€s0 se presentan unos pocos ejercicios a modo de ejemplo que ayuden al estudiante a
comprender mejor los esfuerzos cortantes.

Objetivos de la leccion: Familiarizar al estudiante con el esfuerzo cortante para
que sirva de base para ampliar conocimientos en el disefio de elementos de union.

Contenidos de los problemas: Célculo de uniones sencillas a cortadura pura.
Problemasresueltos: Referentes a los contenidos establecidos.
Formulacion basica:

Formulacién estudiada en lecciones anteriores.

Criterio de signos:

Lol

dx
a) b)
Figura 1 Cortadura pura.
., T
Tension cortante: Ty = —
Q
T T
Ley de Hooke acortadura: t =Gy —> y= —=——
G GQ
Potencial interno y teorema de Castigliano:
TZ T2 T2
dd=dx || ——dy-dz =dx dy-dz = -dx
”92,(_;.9 y .”Q 2.G Q2 y 2:G-Q
5 d@®)_ T 8 _ T
dT GQ dx G-Q
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Ejercicios resueltos. Ejercicios de Resistencia de Materiales.

Figura 8.1

1.- Paralafigura 8.1 determinar e diametro “d” del tornillo s la fuerza F =
3000 kp, la tensién de limite elastico del acero es 6. = 2400 kp/cm? y € coeficiente
deseguridad esn = 1,5. Para ello aplicar:

a) El criteriodeVon Mises

b) El criterio de Tresca que establece que la relacion entre la tensién
cortantey ladetraccion esc = 21

El criterio de Von Mises es 6., =+/c> +31° que para cortadura pura ¢ = 0 luego

G,..n O, 2400 1600
6,=V31" = \/31< 0oppm = —m = —= =" = 1600 kp/cm’— 1 <Orom _ Y
n n 15 V3 V3
’ . . F _ 3000
= 924 kp/cm” el cortante en la seccion vale aproximadamente Tt = — = o < 924—

3000 . .
Q> ﬁ: 3,25 cm? se observa que las secciones del tornillo, que van a soportar la

carga F, son las de los extremos de la pieza interior (basta aplicar el método de las

: . . . d?
secciones) siendo el area calculada dos veces la del circulo Q =2-nt " =325—>d =

2ﬁ = 1,44 cm solucién d = 1,55 cm
V" =«
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Figura 8.2

2.- Dimensionar los elementosdelafigura 8.2 sabiendo que esacero A-42, la fuerza
F = 5000 kp y € coeficiente de seguridad vale n = 1,3 para todos los esfuerzos.
Datoss=ey b =3cm.

Las dos piezas 1 y 2 tienen idénticas secciones. En ambas piezas existen secciones
que trabajan a traccion y cortadura despreciandose toda flexion. Las secciones criticas
tienen area Q = e:b y se puede considerar que unas trabajan a traccion y otras a
cortadura pero ninguna de las secciones criticas soporta ambas situaciones a la vez.
Dicho esto basta disefiar para que las secciones criticas soporten dichos esfuerzos.

A TRACCION

Segln Von Mises la tension de comprobacion es 6., =+vo’ +31* < 6apw. Como

5000 _ 2000 kp/cm®= e-b = > —e= > 0,83 cm
eb 2 6

A CORTADURA

Para la pieza 1 las secciones A y B son las que van a soportar todo el cortante y en
. F .
la pieza 2 las C y D. Como todas ellas soportan una carga de ) y al ser s = e tienen la

misma seccion, de tal forma que el calculo es el mismo para todas.
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Ejercicios resueltos. Ejercicios de Resistencia de Materiales.

iteri i i0 i0 G,=VO T° < GapMm-
El criterio de Von Mises la tension de comprobacion es 6, =+vo” +31° <

Para cortadura pura 6., =+/31° = G, =+/3 “T < Gapm = Ce - % = 2000 kp/cm’—
n

7 <Znom - 2000 _ = 1155 kp/cm?. El cortante en la seccién vale aproximadamente 1 =
V3 4B
FI2 = 5000/2 =1155 > eb= @— 216 - e =0,72.
Q eb 1155

Por tanto el valor de disefio correcto sera el mayor, o sea e = 0,83

O oo ©
O oJo ©
Pe—_|O_0jOo"0]1—»P
O OJo ©
, NN\ \\ NI\
| | // ////////////
N \\\\ N\

Figura 8.3

3.- En la figura 8.3 se representa una union a tope con doble fila de roblones. Las
chapas principalesresisten una carga de 1000 kp/cm. El paso de los roblones es de
p=7cm,y el diametro de los mismos es de d = 20 mm, €l espesor de las chapas
principalesesdet = 12 mm y el espesor de los cubregjuntas esde e =9 mm. Las
tensiones de rotura son: de traccion o, = 36 kp/mm?, de compresiéon G;c = 65
kp/mm?y de cortadura 1, = 30 kp/mm?. Determinar el coeficiente de seguridad de
la union basado en lastensiones derotura.

Una hilera soporta P = 1000-7 = 7000 kp
Para el disefio de la union de deben hacer las comprobaciones

1°.- Fallo por cortadura de los roblones

Cada roblon soporta una carga de P* = P/2 = 3500 kp. La tension cortante en cada

*
robldon se reparte entre dos superficies y por tanto vale T = P _ 3500 = 5,6 kp/mm? al
2Q 2314

2 2
serQ:n-dT = 20

- . T
=314 mm®. En el disefio se debe verificar que T < Tapm = —- —
n
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Ejercicios de Resistencia de Materiales. Ejercicios resueltos.

2°.- Fallo por rotura a traccién de la chapa principal vy el cubrejuntas

La chapa principal tiene 12 mm de espesor y el cubrejuntas 9 mm. Pero el
cubrejuntas esta formado de dos piezas por lo que su espesor efectivo es de 18 mm. La
rotura a traccion se produciria por desgarramiento de la chapa principal.

Asi la tension de rotura vale o; = N = P Y = 11,7 kp/mm?
Q (p-d)t (70-20)12
- - _ O, _ 06, _36 _
En el disefio se debe verificar que 6:< 6apy = ——>n= —— = i 4
n c,

3°.- Fallo por rotura a compresion de la chapa principal o el cubrejuntas

La chapa principal y el cubrejuntas pueden fallar también por aplastamiento en la

*
zona de contacto con los roblones. La tensién de compresion vale o, = %: %
1000 _ 45 kp/mm?

2012
- - O O, 65
En el disefio se debe verificar que 6. < Gapm = —~—>n = =——=56
n Opom 117

Por tanto la unidn tiene una seguridad de n = 4 ya que con un valor mayor de n no
se cumple la condicién de disefio 2°.
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LECCION 9

Flexion simple

Introduccién: En esta leccion se estudia la flexion simple que es la base para el
disefio de elementos a flexidn, de los que trata este capitulo V.

Dado que la mayoria de los problemas que plantea este curso son de disefio de
vigas y estructuras sencillas en el plano, la flexion es vital para su resolucion.

Los métodos de calculo que plantea el analisis de la flexion son diversos, son
muchos y de diversa indole los problemas que estudia la Resistencia de Materiales, de
tal forma que su estudio requiere de un tratamiento amplio y detallado. Como se dijo en
el libro de teoria, las lecciones que se estudian han de ser sencillas y dar una base muy
elemental, dadas las caracteristicas de este curso. Por ello, se estudian los métodos y
problemas, que segln nuestro criterio, se adaptan mejor a este curso.

Objetivos de la leccion: Preparar al estudiante para el disefio de elementos
estructurales sometidos a flexion simple y que sirva de base para comprender las
lecciones posteriores que plantean el problema de la flexion.

Contenidos de los problemas. Disefio de vigas sometidas a flexion simple
planteando todos los contenidos de la leccion de teoria. El disefio se centraliza en
elementos de acero, dado que elementos de hormigon requieren de un estudio mas
profundo que se da en las lecciones de estructuras.

Problemasresueltos. Exclusivamente ejercicios referentes a estos contenidos..
Formulacion basica:

Criterio de signos

M M+dM
T T+dT
” ;9 Q i
dx M dx M+dM

Figura 9.1 Criterio de signos para esfuerzos cortantes y momentos flectores.
Ley de Navier y Tensiéon normal maxima

M, M,
O=—"""Y >0 ="
I W

z z

Relacion entre el esfuerzo cortante y el momento flector
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_dM

T="1-
dx

Ecuacion diferencial aproximada de la linea elastica
E'Iz'y” = I\/Iz
Formula de Colignon

Ts
T=—n-
bl

z

Expresion diferencial del potencial interno en flexion simple

2 2
dd = M, dx + T —
2El 2.G-Q

z

dx

2

- -[SI ng , donde a Q" se le denomina seccion reducida.

z

siendo

*

Disefio de vigas a flexion

1°.- Disefio resistente: Se debe verificar que la tensiébn maxima equivalente 6co <
oapm. En general, para vigas normales se puede despreciar la tension cortante frente a
las tensiones normales debidas al momento flector. Asi, de la ecuacion de Von Mises
Gco = G,y por tanto el modulo resistente serd: W> M/capm. Elegido el perfil que
verifique dicha desigualdad, se comprobara la ecuacion de Von Mises incluyendo las
tensiones cortantes, hasta que verifique cco < Gapw.

2°.- Comprobacion de la rigidez: Se debe verificar que la flecha f < fapm, con las
cargas sin ponderar en ningun caso. Las flechas admisibles para estructura de acero son:

Vigas o0 viguetas de cubierta L/250
Vigas con L <5 my viguetas de forjado, que no soporten muros de fabrica L/300
Vigas con L > 5 m, que no soporten muros de fabrica L/400
Vigas y viguetas de forjado, que soporten muros de fabrica L/500
Meénsulas o voladizos con flecha medida en el extremo libre L/300
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1.- Dadalavigadelafigura9.1la calcular paralossiguientesdatos, a=2m, b =3
m, c=1m,d=2m, F=4t,q=04t/m, M=11mt:

a) Esfuerzos cortantesy momentos flector es, asi como dibujar sus diagramas.

b) Ecuaciones de angulos y de la deformada a partir de la ecuacién diferencial
aproximada de la elastica. Calcular también la flecha y dibujar la deformada
multiplicada por larigidez a flexion E-l.

c) Determinar e perfil triangular equilatero de lado a, en unidades de centimetro.
Se empleara un acero A-42, con un coeficiente de seguridad n = 1,5 y una flecha
admisible defapm = L/300.

d) Para € perfil obtenido determinar la distribucion de tensiones normales y
tangenciales en la seccion de disefio.

€) Determinar €l potencial interno paralavigatriangular y comparar los términos
debidos ala flexién con los debidos al esfuerzo cortante.

f) Normalmente los perfiles llenos son poco utilizados, salvo en hormigén, para €
disefio de vigas sometidas a flexion, y si son mas empleados lostipo doble T, H, tipo
tubo, etc. Explicar la razon y disefiar la viga segun c) pero con perfil HEB y dar
algun razonamiento a lo anterior verificandolo con losresultados numeéricos.

F q
Mo
A | B
N
a b C d
Figura 9.1a

a) En primer lugar se van ha determinar las reacciones.
ZFMV =0 Va+Vg=F+qg(at+th)=2+ §(2+3)=4+2=6-VA+VB=6'[

Z'V'extli=0—>0=F-a+q-(a+b)-@+Mo-VB-(a+b+c+d)=o:4-2+%'(2+

3)-@ +11-Vg(2+3+1+2)=8+5+11-Vg8 > Vs :%4:3t—>VA:6t-

Vg=6t-3t=3t.
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Va 7\/8
a b C d

Figura 9.1b

a) Célculo de cortantesy momentos flectores.

En este caso los tramos donde las leyes de esfuerzos cambian estdn bien
diferenciados. Hay cuatro tramos a distinguir, los de distancia a, b, ¢ y d. Se numeran
sobre la viga.

Los criterios de signos adoptados de signos son los que siguen tanto para T como
M.

Esto permite determinar las leyes en los distintos tramos.

Tramo1l:0<x<a

Ti(X) =Va-Qqx=3- é X (toneladas)

Tramo 1 Tramo 3 ‘

M

HHHHH\\\\\\\\\\HHHHH\HHHHHHHH""'\\HHHHHHHHHHHH ;

| T3
Va « |

Tramo 2 Tramo 4

|
T, Ta
Va X : Va X :

Figura 9.1c
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2 2
Mi(X) = Va-x - q-X%: 3X - % X? =3x- X? ; se cumple ademas Ty(X) = aM,

Tramo 2:a<x<a+b

2 2 2
To(X) =Va-qX-F=3-—x-4=-1-—Xx=-(1+=X
2(X) =Va-q c c (1+2%)

_ X _ 2 x° _ x? _
Ma(X) =Vax-QgXx—=-F(Xx-a)=3x- - — -4(X-2)=3X-— -4x+8=8-x-
2 5 2 5
X2
5

To(X) = - (1+§ X)

2
Ma(X) =8 —x — x y cumple T,(x) = aM,
5 dx

Tramo3:a+b<x<a+b+c

Ts(x) :VA—Q'(a+b)—F:3—§ (2+3)-4=3-2-4=-3t

Ms(9 = Vax = (e + Bpx- A2 - Fix—a) = 3x- 22+ 9) (x- 22 4 x
—-2)=3x-2X+5-4x+8=-3x +13
T3(X) =-3t

Ms(x) =-3x +13 y cumple T5(x) = ddM3
X

Tramo4:a+b+c<x<a+b+c+d

Ta(x) =VA—q-(a+b)—F:3—%(2+3)_4:3_2_4:_3t

Ma(x) = Vax = q-(a+ b)-(x - @)—F-(X—ah Mo = 3 - g-(z+3)-(x-@)_
4(x-2)+11=3x-2Xx+5-4x+8+11=-3x+24

T4(X) =-3t

Ma(X) = - 3:x +24
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Diagramas

Se trata simplemente de representar las funciones a lo largo de la viga. Es decir, no
es mas que un problema de analisis de funciones. En general, para los problemas que se
estudian basta con una representacion aproximada. En estos casos con las
consideraciones siguientes suele ser suficiente:

Las funciones estan restringidas a un intervalo por lo que solo sirve el analisis
dentro de su intervalo.

Si las funciones son rectas los maximos y minimos estan en los extremos de su
intervalo

Si son funciones curvas (polinomios grado o mas) se evaltan los mé&ximos y
minimos con la derivada, es decir para f(x) el maximo o minimo estd en X

2 2
3M:o y si m> 0 es minimo o m
dx d x? dx?

necesario comprobar la derivada segunda).

< 0 (por lo general no es

La curvatura se busca tomando algun punto facil de encontrar, una vez conocida la
grafica de dibuja a estima indicando valores extremos y maximos y minimos.

T(x)
3t
2,2t
+
v,
~1,8t i i i
-3t
a b c d

Figura 9.1d

Diagrama de cortantes

En la figura adjunta se representa el diagrama T(x) de fuerzas cortantes, en este
caso como la funcion en los distintos tramos es una linea recta entonces no hay
problema y se representa facilmente.

Para evaluar la ecuacion de momentos es necesario un examen mas exhaustivo.
Analizamos tramo a tramo.
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2
En el tramo 1 la ecuacion es My(x) = 3-X X? ecuacion polinébmica. En x = 0

M1(0) = 0; en x =2, My(2)= 5,2 t:m. Calculando méaximos y minimos: ddMl =0=
X

Ti(x) >3- %-x =0 — x=15/2=7,5que no esta en el tramo 1, luego no hay maximos

ni minimos. Para ver la curvatura tomamos en x = 1 y sale My(1) = 2,8 t-m lo que indica
que tiene curvatura aunque casi no se aprecia en la gréafica.

2
En el tramo 2, la ecuacion es Mj(x) =8 — x — e ecuacion polinémica de grado

dos. Operando como antes. Extremos M(2) = 5,2 t-m (l6gico hay continuidad en la
aplicacion de momentos); M,(5) = - 2 t:m, como es funcidn continua tiene que tener

X2

alguna raiz. Asi 8—x—?:0—>x2+5-x 40 = 0 —x =
—5+./25+440 _5+
5 = 5_213’6 =4,3 y — 9,3 valiendo sélo 4,3,ya que pertenece al

intervalo. Asi en x = 4,3 — M5(4,3) = 0. Los maximos y minimos: ddM2 =0 Ti(x)=
X

01 +§ x =0 x=-5/2que no pertenece al intervalo. Luego en dicho tramo no hay

maximos ni minimos. La curvatura va a ser, esto se ve porque al tener marcados los
extremos y otro punto, en este caso X = 4,3 M(4,3) = 0 si unimos los extremos con
una regla queda por encima de la recta (Estos métodos no son aplicables en general para
dibujar curvas).

Los tramos 3y 4 son rectas, luego es sencillo simplemente con saber los valores
extremos basta.

Ms(5)=-2tm Ms(6)=-5tm: Ms6)=6tm Mu@8)=0

La gréfica esta realizada sin gran exactitud pero para un analisis practico retne toda
la informacion necesaria, como son los valores maximos y minimos y el signo de M(x)

M(x)
6tm
52tm

2,8 t'm +

1 4,3
-2tm i i B %

-5tm

\/

Figura 9.1e
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en cada punto. El analisis de esta grafica permite saber como ha deformado la viga y
dibujarla a estima.

b) Deter minacion de las ecuaciones de angulos, deformada y de la flecha.

La ecuacion de la elastica va a dar la deformada. La ecuacion es: E:l,-y” = My(X);
en este caso se ha omitido z, asi; E-l1'y” = M(x). Al integrar esta ecuacion una vez E:1-y

= J'M(x) dx + A; A= constante de la ecuacién. y"(x) = 6(x); ecuacion de angulos. Una

segunda integracion dard E-l'y = ”M(x) dx+Ax +B; y(x)es laelasticay nos da la

posicion que se ha desplazado la linea neutra, B es una nueva constante. Las constantes
Ay B se valoran a partir del problema fisico, es decir el problema matematico tiene
infinitas soluciones por lo que a determinar las constantes se ajusta a fendomeno fisico.
Estas constantes se calculan a partir de condiciones de contorno, es decir, a partir de
valores concretos de y(x) y 6(x) que se conocen a priori 0 que se pueden determinar. Se
deben encontrar tantas como constantes a determinar. EI nimero de constante sera 2 por
tramo ya que cada tramo tiene su propia deformada. Analizando previamente las
condiciones de contorno. A cada tramo i le corresponde una ecuacion y;i(x) y otra 6;(x).
Las condiciones de contorno que se pueden establecer son:

1°) y1(0) = 0; ya que x = 0 es un apoyo y no se desplaza segun el eje y

2°) y1(2) = y2(2); en x = a punto de separacion de los tramos 1 y 2 el valor de la
elastica debe ser igual.

39y (2) =y, (2) 0 61(2) = 6,(2); en x = a el &ngulo girado por la seccion debe ser
el mismo para un tramo o el otro ya que la viga es continua, la viga es una.

4°) y,(5) = y3(5); igual que 2°
59 y>"(5) = y5'(5); igual que 3°
6°) y3(6) = y4(6); igual que 2°
7°) y3'(6) = ya'(6); igual que 3°
8°) y4(8) =0 ; igual que 1°

Se tienen 8 ecuaciones ya que son 8 las constantes que se deben obtener al ser 4
tramos. Al tener 8 ecuaciones y 8 incdgnitas se puede resolver el problema. Ahora se
calculan las ecuaciones:

Tramo 1:
E| M1(x); E-lyy" = 3x - X E- 32X X A
1y1”(X) = X); Ely;” =3x-Z—; Ely;(X) = 3———+
y1”(X) 1(X) %1 c y1 (X) > 15 1
3 4 3 4
E-lyi(x) = 3-X——X— +ArX+Bi=Aurx+ Bl+X——X—
6 60 2 60
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Tramo 2:
x° x> x®
E-1y,"(X) = Ma(X); E-Ly"(X) =8 =X — —  Ely, (X)) =8Xx— — — —+ A
5 2 15
x> x* x* , x¥ x*
Edly,(X)=8 — — ———+ ApyXx+B2=By+ ApXx +4X" -———
y2(X) > "5 g 2 2= B+ Ay 5 60
Tramo 3:

2

E-lys"(X) = M3(x); E-l'y3”"(X) = - 3:x + 13; E-lys'(X) =- 3- X? + 13X + Az

3 2 3
E-l-y; (X) = - 3-% + 13-%+ AgX + By = Ba+ Agx + %-XZ—X?

Tramo 4:

2

E-lys”(X) = M 4(X); E-lys"(X) =-3x+24; E-ly, (X) =- 3 X? +24x+ Ay

3 XZ X3

E-lya(X) = - 3-%+ 247+ Acx +By=But Arx + 1252 - >

Ahora se deben evaluar las constantes a partir de las condiciones de contorno.

Calculo de las constantes: De las condiciones de contorno se obtiene

3 4
1°) y1(0)=0— El'y1(0)=0= Bl+A1'O+%—% — B1=0

3 4
2°) y1(2) = y2(2) = Bl+A1-2+2?—% = By+ Ap2 + 4.22 S

2-A1+4:BZ+A2-2+16-% _)2.A1_BZ_A2,2_12+ %:0’ 2'(A1'A2)'Bg —%:O

2¢ 2 22 2

)y @)=y, (2 » 3 -t A=82- " -+ A5 A-A—-8=0

) Y1 (2) = y2'(2) > 15 1 5 15 2 1 2

5% 5 13 _, 5°

49 y5(5) = y3(5) = By + Ay5 + 452 - - =B+ Ag5+ — 5 -

) Y2(5) = y3(5) 2+ Ay 6 g0 DetAs 5 5
B,-Bs+A;5-A35-31,25=0

e 52 5° _ .5 25 _
5°)y2(5)—y3(5)+8-5—?—E+A2—-3-7+13-5+A3—>A2-A3—?—0
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3 3
6°) y3(6) = ya(6) —> B3+ As6 + %‘62—% =B+ As6 +12:6°- 67% Bs - B4t (As -
Al)-6—198=0

2 2
7 y5'(6) = ya’ (6)9-3-67+ 13-6+A3:-3-67+ 246+ As— As - Ay — 66 =0

3

8%) y4(8) = 0—E:Iy4(x) = B4+ A,-8 + 12-8%- 8? — B4+ As8+512=0

Ahora se puede resolver:
A4 = A3 - 66— 80) B4= -512 - A48 =-512 - (A3- 66)8 =-512 - 8'A3+ 528
Bs=-8A3t 16 — 6°) B3 - (— 8:As+ 16 ) + (As - (As- 66)):6 —198 =0

Bs+8A3-16 + 6:-A3 - 6-A3+ 396-198 = 0— B3 + 8-A3+ 182=0

59 Az = Ar— %eﬁf’) Bs + 8-(As— 2—35)+182:0—> Bs + 8-A,— %+ 182=0
Bs + 8A; +%: 0— Bs=- % -8A > 40) B, - (- % - 8A2) + A5 - 5'(A2—
2—;)- 31,25=0—B, + % +8-A2+5-2—; - 31,25=0— B, +8A, +125,75=0 —
3°)A2=A1—8—>2°) 2'(A1- (A1—8)-Bz —% =O—>16-Bz - % =0—>Bz=16—%
—> Bz=E
3
1) A, = ~12575-B, _ 12575 16 _-377,25-16 _ —1573 A,
8 8 38 24 96
69) By = - @_8.% _ 346 _8.(—1573):_ 346 , 1573 . Bgzligzg de 6
3 3 96 3 12 12 4
Bs+8As;+182=0—8A;=-182-B;=-182 - 63 +A3:_182- 63 _-nl
4 8 48 32
8% B,=-8Ast16= 8-7il+ 16 = 855
32 4
79 Au = Aq — 66 = —-791 66= —2903 L 3) A=A+ 8= ~1573 | 768 _ —805
32 32 96 96 96
Las constantes valen:
A1:—805 A, _-1573 A, _—791 A, _—2903
96 96 32 32
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Ejercicios resueltos.

B:1=0 By=— B3=— Bs=—

Asi las ecuaciones quedan:
Ecuaciones de angulos

dy

Estas corresponden a 0(x) = y'(x) = q
X

Para el tramo 1:

2 3 2 3 _ 3
Elyy (x) = A+ 3__x__ —805 Ix__x__ 4025 720x 32x
2 15 96 2 15 480 480 480

( 4025 + 720-x* - 32:x%)

) =
y1'(X) 180.E

Para el tramo 2

2 3 _ 2 3 _
E'ly, (X) = Az + 8Xx — XX _ DB, 3x - X X - 7865 | 3840 X
2 15 96 2 15 480 480
240-x? ~ 32.x%
480 480
Yo' (X) = ( 7865 + 3840-X — 240-x° — 32:x°)
480-E
Para el tramo 3
NG x? =791 NG
E-lys3'(X) = Ag+ 13X — 3— = A3+ 13X - 3— = —+4+13Xx-3 —
Yo 09 =As 2 7P 2 32 2
y3'(X) -1 (-791 + 416-x — 48-x?)
’ 32.E]
Para el tramo 4
2 _ 2 _ . 2
Elys (x) = At 24_X_3_x_ _ 2903 +24.)(_3.x_ _ 2903 N 768 - 48-x
2 32 2 32 32 32

Ya (x)—% (-2903 + 768-x — 48-x%)
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ECUACIONES DE DESPLAZAMIENTO O ELASTICA
Los valores de y(x) para cada tramo.

Para el tramo 1

3 4 _ 3 4
E-lyi(X) =B1+ Arx + X——X——O+ﬂ+ XX 4025x 24O-X3+ 8 x*
2 60 96 2 60 480 480 480

.(-4025-x— 240-x* + 8:x

1
X) =
) =2 En

Para el tramo 2

3 4 3 4
E-lyo(X) = By+ ApX + 4-X? -X——X—_E ﬁ.x+4.x2-x__x_:
6 60 3 96 6 60

2560 7865 1920 , 80 , 8
X+ X" = X X

480 480 480 480 480

(2560 —7865-X + 1920-x* — 80-x° - 8:x %)

X =
Ya) = e En

Para el tramo 3

63 -791 13 , x°
=+ X+ —X'—— =
4 32 2 2

3
E-lys(X) = B3+ Agx + ?-xz—% =

504 791 208 , 16 ,
- X+ X —X
32 32 32 32

l 2 3
X)=———— (504 —791-x + 208-x“ - 16X
Y3 (X) S El ( )

Para el tramo 4

X3

3 —_—
x* _ 855 2903'”12.)(2_7=

E-lys(X) = By + Apx +12:x3- =— = == +
Yarx) = Bat As 2~ 4 32

6840 2093 384 , 16 ,
- X+ X —X
2 32 32 32

ya (X) = 32# (6840 — 2093 + 384-x* — 16-x°)

En resumen las ecuaciones de angulos o giros y desplazamientos o elastica son para
los tramos:
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TRAMO 1
ECUACION DE ANGULOS: 6:(x) = y1'(x) = 4801E | (- 4025 + 720-x% - 32:x°)
ECUACION DE LA ELASTICA: yi(X) = 4801E | .(-4025-x— 240-x* + 8x%)

TRAMO 2

ECUACION DE ANGULOS: 8,(x) = y»'(x) = (-7865+3840-x — 240-x* — 32:x°%)

480-E-1

1
480-E-l

ECUACION DE LA ELASTICA: y, (X) = (2560—7865-x+1920-x*~80-x>-8:x %)

TRAMO 3

1

ECUACION DE ANGULOS: 65(x) = y5'(X) “DEl

(-791 + 416-x — 48-x?)

1

ECUACION DE LA ELASTICA: y; (X) “HEl

(504 — 791-x + 208-x* — 16-X°)
TRAMO 4

ECUACION DE ANGULOS: 04(X) = y4"(X) :ﬁ .(-2903 + 768-x — 48-x?)

ECUACION DE LA ELASTICA: y, (X) = ﬁ (6840 — 2093 + 384-x* — 16-x°)

CALCULO DE LA FLECHA
La flecha es la deformacion méaxima. Ese méaximo se haya cony’(x) =0

Tramo 1: yi (x) = 0 = - 4025 + 720-x* — 32:x°, se va a obtener por inspeccion.
-1401

4025 = 720-x* — 32x°; en el punto x = 0, y;"(0) = - 4025; en x =2 y;"(2) = 480-E:|

La funcion y;"(x) no se hace cero en dicho intervalo, ya que todos los valores son
negativos, luego no tiene maximo ni minimo en el intervalo.

Tramo 2: y,'(X) = 0 = - 7865 + 3840-x — 240-x* — 32x%; en x = 2 — y,'(2) =
1401 _ . vy (5) = 1335
480E1 77 480E |

> 0 luego como es una funcion continua al menos tiene
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una raiz en el intervalo. Calculando por inspeccion; tomo f(x) = - 7865 + 3840-x —
240-x% — 32:x% y se dan valores en la tabla siguiente.

X f(x) X f(x) X f(x) X f(x)
2,5 -265 2,7 1235 |2,64 11,1 |2,634 -0,335
2,6 -66 2,65 30,1 (2,63 -7,98

Enx =2,634 f(x) =- 0,355 que se aproxima bastante a cero. La elastica serd en x =

2,634 — v, (2,634) = 4801E | (2560 — 7865-2,634 + 1920-2,634% — 80-2,634° - 8-2,634
4= —13,922047
El '

Las unidades usadas han sido toneladas y metros. Por la curvatura del momento
flector M> 0, se sabe que es un minimo, de todas formas se comprueba (para ello si Xg

es un extremo de una funcion, en este caso y(x) entonces si y”(Xo) > 0 es minimo y si
— Dy2_129.2.y3
Y00 < 0 es mximo, () = X 242%25): 2 yr(2634) = %>o

luego es un minimo y por tanto una posible flecha o desplazamiento méximo.

Tramo 3: y5'(x) = 0 — -791 + 416-x — 48:x*> =0

- TeB 7687 —4(—48)(-2903) _ 4164146 _[X, = 2,8
—2.48 —9% X, =585

x1= 2,8 no vale ¢ al intervalo (5,6) o tramo 3, x, = 5,85 que € (5,6) por lo que hay un

extremo, maximo 0 minimo. Asi; y;'(xﬁ%; en x = 585

416-96 5,85 —145,6

"(X)= = < 0 luego es maximo, su valor es 5,85) =
Yo" =" ] 32E| g y3(5,85)
-208 -65 , .
——— =—""un maximo.
32.El E
Tramo 4:

ya(X)=0 -2903 +768:x —48x°=0

w=_ 7681\/7682 —4(—48)(—2093)  —768++/768° —557376
-2:48 —-96

_ —768+180,1 [x, =6,12¢ alintervalo (6,8)
- -96 X, =9,88¢ alintervalo (6,8)
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Va"(X) = 768-96x — vy47(6,12) = 564 es un minimo, entonces vale, y4(6,12) =
32-El E.l

1 (6840-20936,12 + 3846122~ 166,127 = O

32-El 32.E.|

Con esta informacién se puede dibujar a estima la deformada (sin aplicar las
formulas y métodos de representacion exacta de la funcidn), a partir del diagrama de los
momentos flectores y conociendo la flecha. Tomando algin punto méas y; (0) = 0; y1(2)

—13,0375 —7,84375 —6,5625
=2 ()= — Y2 00) =y (0) =——— ;

E.l = ;y3(6):y4(6)=T,y4(8):0

La deformada se dibuja a estima facilmente a partir del diagrama de momentos
flectores. Para el criterio de signos si M(x) > 0 la viga toma la forma convexa en el
intervalo, si es M(x) < 0 concava, los puntos de separacién entre M(x) >0y M(x) <0
son puntos de inflexion de la deformada. Sabemos ademas que y(x) < 0 en toda la viga

yque y(0) =y (8)=0
Analizando cada tramo:
Tramo 0 < x < 4,3:

M > 0 forma céncava, y tiene un punto minimo en x = 2,634 ademas es el maximo

—13,922047

desplazamiento o flechay vale f = . Enel punto x =4,3 inflexidn.

Tramo 4,3 <X <6:
M< 0 forma convexa, maximo en X = 5,85.
Tramo 6 < x < 8: M >0 forma céncava, minimo en x = 6,12.

Ahora se puede dibujar la deformada

E-1-y(X)

L Linea elastica sin deformar
Viga sin deformar \
.

2m \i 5m 6m

A 4

N
\>s
N .
N

2634 43 6.12

Punto Punto

extremo extremo
Punto de Punto de
Punto de flecha inflexion inflexion
Figura 9.1f

c) En un problema de flexion simple en el que el espesor de la viga es comparable al
resto de dimensiones de la seccion, las tensiones producidas por la fuerza cortante son
despreciables frente a las tensiones producidas por el momento flector, por tanto, si se
desea encontrar la seccion de calculo que es la sometida a tension maxima, entonces
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dicha seccion sera la que tenga un valor del momento, en modulo mayor. Osea
|M(x)|max: 6 t:m es en nuestro caso y el punto o mejor dicho la seccion esta situada en

Xo=6m.

|M(X) max|

z
interpreta el signo de o segun el criterio que adoptado, o bien se escribe segun el criterio

— M(x .. L .
adoptado o = J; donde X, es la posicion de la seccion critica de calculo. En este

z

La tension normal segun la ley de Navier o= ; en la que luego se

=6 m'ty; I, = a-h/36 para una seccién triangular, siendo a la base y h la

V3 J3a*
96

altura. Para un triangulo equilatero de lado a, h = 7-a -1, =

caso: o =

z

— WZ = Izlyméx —

. 3
Vi = 2 = —a W, = 2% = a%/32,

3 4B

La tension de calculo en cualquier punto es cco = Vo6°+31°= G por ser
despreciables las tensiones cortantes. En el disefio siempre se han de tener en cuenta
dos aspectos, el primero la resistencia mecéanica o disefio resistente, y segundo, la
rigidez o comprobacion de la deformacion.

Disefio Resistente:

Consiste en dimensionar la viga a partir de los valores de las tensiones y de la
resistencia del material. Se debe verificar que Gco < Gapm. Gapm = Giim/N = G¢/N, siendo
n el coeficiente de seguridad. La tensidn limite, es o, ya que se considera que la viga
siempre trabaja elasticamente. Asi: Gco = 6 < Gapm = Ciim/N = Ge/N, siendo o el valor de
la tension maxima para que el disefio sea correcto. Entonces, ¢ = Mps/W; < Ge/n,
luego:

W, > N-Mpsdoe = 1,5:6:10°/2600 = 346,15 cm?®

como para el triangulo equilatero, W, = a%32 — a = 22,3 cm. Se redondea de forma
que a = 23 cm. Ahora W, =23%32 =380,2 cm® — I, =~ 5049 cm*.

Comprobacion de la deformacion:

En vigas a flexion las normativas recomiendan unos limites de flecha o maximo
desplazamiento que no se deben superar para el estado de cargas sin ponderar.

Se debe verificar que la flecha f < fapm, que en este caso vale L/300. Asi fapm =
—13,922047 —13,922047
2,67 cm. Como f = =

El ~ 2,1.107-5049.10°
valido el disefio, al verificar f < fapm.

= 0,0013 m = 1,3 cm, luego es
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d) Las tensiones normales siguen la ley de Navier, que en el caso de la seccion critica

-6-10°

valen:c = 9 y = - 118,48.y (kp/cm?) cuando y est4 en cm. Las tensiones normales

extremas son para y = 2-h/3 — o, = - 1578 kp/cm?., y para 'y = -h/3 — &, = 789 kp/cm?.
La distribucidn de tensiones normales se muestra en la figura 9.1G.

Para obtener las tensiones cortantes se aplicara la formula de Colignon. Como no
se obtuvo, en la teoria, la tension cortante para una seccion triangular se hace ahora. Se
plantea en la figura.9.1G el caso general para un triangulo de base a y altura h.

La tension de Colignon:

Ts

T=—or
bel,

siendo T = - 3t = -3000 kp, I, = 5049 cm*. El resto de pardmetros se deben determinar.
El momento estatico para una seccion variable a una distancia y de la linea neutra, ver
figura 9.1¢:

. JZhISy dQ:

-h/3

donde el ancho de banda b = %-(%—y) luego:

_ 3 a 2h _a (n3 2-h_ _a 2h/32-_h. 2 _
s=[ v (G ndy=C [ dy= [y -y dy =
PN T N R 3 M3\ 3 3

_a,2hy _a,4h® h , 8 y'°= a,y’ h , 4h° _
s= (G- =Y ) E oy ) =

h 3 2 3 , h 27 3 27 3 h 3 3 27

a ,2h ., h b, 2h h
s=—(—=-Y)(=+y)= =(—-y)(=+

3-h(3 y)(3 y) 3(3 y)(3 y)

esta expresion sirve para cualquier triangulo. Aplicando Colignon:

b 2h h 2:h h
T2 oy Cty) 6T —y) o+
L 3(3 Y)(3 Y): (3 y)(3 y)
a-h’® h?.Q

b
36

que en nuestro caso, particularizando:

\fa= \/§a2= \fZBZ

2 =229,06 cm?, h = 17,32 cm. Asi:

Q=ah/2=a
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6-(-3000). (217 32 y).(17’32 +y)

3 2
T= =0,26-(11,55 - y)(5,77 + en kp/cm*. Su
3 ( Y)(5.77 + y) en kp

representacion se puede ver en la figura.9.1G. La tension maxima se calcula haciendo
0t/dy =0 — 0,26-(-1)-(y+5,77) + 0,26-(11,55-y)-1 =0 »> y = 2,89 cm, Y Tmax = 19,49
kp/cm?.

y /A |
E Y
2.h/3
z b! "
— R J
C
a
Figura 9.1g

e) El célculo del potencial interno de la viga se hard como suma del debido a la flexién
y al del cortante, calculados por separado.

2

O= Oy +dr= I\/|22d+ T d
- T_[2-E-|Z'X [2-6-9*')(

como la viga es de seccidn recta constante, los denominadores salen de la integral.

— — 1 2 1 2
®—¢M+¢T—H-[MZ Q*-[T .dx

Calculando primero @y,

1 202 5.2 6 . 2 2 _
q)'\"_ZE|Z(.‘;M1'dX+LM2'dX+LM3'dX+JjM4'dX)_|1+|2+|3+|4

3 4
1 J;Z(9X2—6X X dx= 1y =

2E1, % 5 2E| 5 25

5 2
SN S S B SV 0256)_19456
2E1, 20 125/ ° 2EMd, 2E,

11x> 2x® x*
I, = —X——)"dX=—"—(64-16-x— +—)
2= 2EI (I( ) 2EI j( 5 5 25
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V3 4 5 |°

-(64-x—8-x2—1lx L X |): 1 (192-168-855+60,9-+24,744)= 23844
2E1, 15 10 125, 2El, 2E

I3 = 3X+13 dx_— 9.x% —78:x +169)-dx =

] ZEI ([ )’ K )

I3 = $_39.x2 +169-x‘6): ! 13

2E, " 2E, El,
Iy = - [[(9x? ~144x +576) dx=
‘T 2E, 2E1, b

(88,8—2016+1152) =2+
2.E|

z z ' z

o= -(3-x3—72-x2+576-x\6): !
2.E 5’ 2.E|

80,3
oy = SEL todo en toneladas y metros. Para nuestro caso:

z

oy = 803 _ 803 _ 0038055429 tm = 373 julios,
2E1, 221107504910

Para los cortantes:

1
DOy = — | T2.dx
TG0 [

Calculando &t

q)'r_

ZGQ*(JT dx+_[T dx+_[T dx+rT -dx)

Primero se calculara la seccion reducida. Para ello sirve la figura 9.1g

1 2h h
~bA( =y (+y)’
1 _ ¢sPdy _ (enisg 3 3 _ 144 2nis, 2h
Q* - .[l Z'b - Jh/g az'h6 dy= a'h7 J:hls(__y) ( +y) dy
Z 362 b

Operando se obtiene:

2:h h 4hy* h%y® 10h%y? 4h*y 8h°
A= (o ()= —y e SO T T

3 9 27 81 243
1 144 @nis 4hy* h%y® 10h%y?® 4h4 8h5
_ = - (_y5+ y _ y _ y y ) dy—
Q ah' +his 3 9 27 81
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1 _ 144 (_y_6+4hy5 _ h2y4 _1Oh3y3 +4h4y2 +8h5 y) 2h/3
QO ah’' 6 15 36 81 162 24377, .
1

_144 1[2h hl 4hf2h  h] h*[2h,  h,
* h7(6'[(?) (3)}15{(3) (3)}36{(3) (3)}

_10h° h,] 4h*[2h, . h,] 8h° 24
[() (_E) }+162{(3) —(—3)} 43 {( )— (—)}) ah

o)
@

., a-h 5
como laseccionvale Q = — — Q* = E Q

Con este resultado se puede valorar @,

= 2X\2 52X\, 5, 8., _
4x 4x
o1 = _
T ZGQ*(J(
1 4x° [ 4xt ax’, 67,3
O = {(Ox—x*+ ) +(X+ +9.x |}_ )
2.GQ* 125 0 5 125 GQ*

sustituyendo los valores G = 0,81-10" t/m?, Q = 0,022906 m?, Q* = 0,019088 m?
@7 = 0,000435266 t-m = 4,27 julios
Asi el potencial interno total @ = &y, + d+=377,3 julios donde ®1 << ®y.

f) Los perfiles llenos tienen el problema de tener la masa concentrada cerca del
centroide de la seccion, lo que hace que su resistencia al giro sea reducida al tener bajos
momentos de inercia, y por tanto salen perfiles muy pesados. Los perfiles doble T y
huecos tienen mejor distribuida la masa mejorando sus inercia y siendo mas ligeros.

Asi si se toma un perfil HEB, se necesita un W, < 346 cm”. El perfil HEB 180 tiene
un W, = 426 cm® y I, = 3831 cm®*. Como el I, es menor que el calculado se debera
verificar la flecha. Esta vale f = 1,7 cm por lo que es valida. El peso del HEB 180 es de
51,2 kp/m y por tanto la viga pesara 51,2:8 = 409,6 kp. La viga triangular obtenida
pesaba Q = p-Q-L = 7,85-10%(kp/m®)-0,022906(m?)-8 = 1438,5 kp, por lo que el ahorro
es importante y se confirma el comentario anteriormente hecho.
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2

ql

2.- Dada la viga de la figura 9.2a determinar para Mg = , g vertical hacia

abajo,L,E,l,dor:
a) Ecuacionesy diagramas de esfuer zos.

b) Ecuaciones de angulos y de la deformada a partir de la ecuacién diferencial
aproximada de la elastica. Calcular también la flecha y dibujar las ecuaciones de
angulosy deformada multiplicadas por larigidez a flexiéon E-l.

c) Para e perfil hexagonal de la figura 9.2a, determinar la distribucion de
tensiones normales y tangenciales en la seccion de disefio y en la de cortante
maximo.

d) Determinar €l potencial interno para la viga, separando los términos debidos al
cortantey al momento flector.

e) Dimensionar la viga cuando g = 1 t/m, L = 3 m, & acero un A-37, con un
coeficiente de seguridad n = 1,2 y una flecha admisible de fapm = L/500 en el tramo
primero y de fapy = L/300 en & vuelo. Hacer 1o mismo para un perfil IPE y
comparar losresultados.

f) Para @ perfil hexagonal obtenido en €) comparar los valores del potencial
interno debidos al cortantey al momento flector.

Seccion hexagonal regular
Figura 9.2a

a) Calculo de cortantesy momentos flectores: En primer lugar se van ha determinar
las reacciones, que seran verticales en los apoyos.

SF. =0 Va+Vg=12qL
1 . 2L 1 1
M |=0-50=VgL-=gqLE= +Me—>Vg-L-=qL®+=qL> > Vg=0
> eXt|A B 2q 3 0 B 3CI 3q B
—Va=1/2qL

Ahora se determinaran los esfuerzos.
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Mo

L/2
q M,
—))
B T,
EZ23
A Vg = 0
Tramo 2

Tramo 1

Figura 9.2b
Esto permite determinar las leyes en los distintos tramos, segun la figura 9.2b.
Tramo 1: 0 <x<L
To(X) - Va + 1/2:0eX = 0 — %:%ﬁ q, = % 5 Ta(X) = Va - 120X = 1/2:g-L

- 1/2.ﬂ X = i.(LZ —x?)
2:.L

L
Mi(X) - Va X + 1/3x-1/2:GeX = 0 = My(X) = Vax - 1/6:Gyex? = 1/2:q-Lx - q6XL3 =
G-q;Ll(leZlX_XS) se cumple ademas Ty(x) = dM,
Tramo 2: L <x < 3/2.L
To(X)-Va+1/2.gL=0—>Ty(X) =Va-1/2.gL=1/2.gL-1/2.gL =0
Ma(X) - VaX + %-(x—%-L) = 1/2.q-L-x - %-(x—%-L) - ab’ M, como era

ya que el valor de My se identifica rapido si al cortar se elige el trozo derecho. Ademas

2

se cumple T,(x) = ddM
X
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Diagramas

Diagrama de esfuerzos cortantes: La representacion es sencilla, en el primer tramo
. : . . dT
es un polinomio de grado dos, con un punto maximo en x = 0, que verifica — = 0. El

dx
segundo tramo es nulo. Se representa con estos datos a estima en la figura 9.2c.

Diagrama de momentos flectores: En el primer tramo es un polinomio de grado

- . dM
tres, con un punto maximo en x = L, que verifica 5 L =T, = 0. El segundo tramo es
X

constante y vale My. Se representa con estos datos a estima en la figura 9.2c.

T(X) M(x)

M = 1/3.q:-L2

Figura 9.2¢c

b) Determinacién de las ecuaciones de angulos, deformaday de la flecha.

Tramo 1:

Ely;”(x) = M y(X) = 6iL-(a-LZ-x—x%

.ov_q , X2 x* _q , X% x*
Elyr ()= @l -X2yea = L arrX Xyia
y1'(X) 6-L( 5 4) 1 6-L( > 4) 1
X_S_X_

_q 2 ° _q 2,3 x°
E-ly;(x) = — (3L +A x+B, = —(L°Xx°-——)+ A, X+B
y1(X) 6-L( 5 20) 1 1 12-L( 10) 1 1
Tramo 2:

2

E-ly2"(X) = Ma(X) = Mo — E-1'y2"(X) = MoX + Az — E:l-ya(X) = MO'X? +Axx + B

Ahora se deben evaluar las constantes a partir de las condiciones de contorno.
Calculo de las constantes: De las condiciones de contorno se obtiene

10) yl(O) =0— E'|'y1(0) =0 — Bl =0
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3q-L°
40

_ q 2,3 L _ _
20 L=0—-» —(L°'LL-—")+A, L+B,=0—>A; = -
) yi(L) 12-L( 10) 1 1 1

2

3 y(L)=0— Mo% +AxL+By;=0

cin q 3>, L B _5ql® 3qL°
3° L) = L) » — L°—)+A =MoL+ Ay -5 Ay = - -
) yi' (L) = y2'(L) 6-L(2 4) .= Mo 2 2 24 20
..3 ..3 .3 .3
MO-L:SqL _3qL” gL =_qL
24 40 3 5
2 2 3 4
Ahorade3°)+& L o_at L+B,=0—>B;= aL
3 2 5 30
Las constantes valen:
3 3 4
A1:——3qL A2:—qL Bi=0 B;= qL
40 5 30

Asi las ecuaciones quedan:

Ecuaciones de angulos
vy = Y.
Estas correspondena 6(x) =y’ (x) = ax
X

Para el tramo 1:

@ _x'y3ql
2 4 40

Elyy ()= -G

Para el tramo 2

.o Ql? qL®
E-ly, (X) = X =
y2'(X) 3 :

ECUACIONES DE DESPLAZAMIENTO O ELASTICA
Los valores de y(x) para cada tramo.

Para el tramo 1

- 9 2o X 3'Q'|—3
Elyi(X)= —(L° X" ——) - -
N =50 100 40

Para el tramo 2
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gL’
3

3 4
gl ., aL
S) 40

X
Ely,(0= 2 2 -

En resumen las ecuaciones de angulos o giros y desplazamientos o elastica son para
los tramos:
TRAMO 1

x2 3L

ECUACION DE ANGULOS: 0,(x) = y; (X
1(X) =y1' (x) = 24L 4 20

X5 3 43
ECUACION DE LA ELASTICA: y;(x) =—-. - X3
120.L 12 40

TRAMO 2

. ) _ , qL> x L
ECUACION DE ANGULOS: 0() =7 (x) =" (3 )

q LZ 2 L

ECUACION DE LA ELASTICA: Yo (X) = £l (? —g X+ 0 —)

CALCULO DE LA FLECHA

La flecha es la deformacién maxima. Ese maximo se haya con y’(x) =0

x* X2 3L

_24L “4 10
haciendo z = x?, queda una ecuacién cuadratica z> — 6:L>z + 1,8.L* = 0 — dos

soluciones z; = 5,7-L? y z, = 0,317-L? — cuatro soluciones de X, X; = /5,7 -L no vélida

) > x*—6L%x%*+1,8L =0,

Tramo 1: y;’(X) =0 — (

al no pertenecer al tramo 1, X, = -4/5,7 -L no valida al no pertenecer al tramo 1, X3 =

40,317 -L = 0,563-L valida y x4 =-4/0,317 -L = - 0,563-L no valida al no pertenecer al
tramo 1. El valor de la flecha en el tramo 1 sera:

fo= y1(0,563-L)

3 4
=9 ( (0,563 L) (0,563 L) 3L (0 563.L))= —-0,02783q:-L
120 12 El
_gl? x

Tramo 2: y,'(x) =0 = (——L) =0 - x= % que no pertenece a dicho

El
tramo. Como el signo de y,""(x) es el mismo que el de M, y es > 0, la curvatura de y, es
constante y crece hasta el extremo del vuelo donde estara la flecha. Asi:

_qL? (1,52 _5.15 L_z) 0,483¢-L*
E-l 6 5 E-l

fo=y.(1,5L) =

213



Ejercicios resueltos. Ejercicios de Resistencia de Materiales.

La representacion grafica se puede hacer facilmente sin muchos célculos. La
ecuacion de angulos en el primer tramo es un polinomio con punto extremo en x = 0 ya
que "=y, que se hace nula donde lo hace M, ver diagrama de momentos. Se hace 6 =
0 en x3 = 0,563-L que es la posicion de la flecha. La curvaturasevecon 6=y =T >
0 siendo céncava, que es contante en todo el tramo, por lo que con conocer los puntos
extremos se puede representar con sus puntos significativos.

La deformada se representa facil ya que se conoce que es concava todo el rato ya
que M > 0, se conocen los puntos de valor nulo y las flechas en cada tramo, por lo que
se representa segun la figura 9.2d. Se representan ambas multiplicadas por la rigidez a
flexion E-1, asi lo valores son mayores y la representacion esta en una escala mayor.

E'I'y E-|'9 03'q'|_3

0,483.q-L*

0,02783.qL* 0,075.q:L3

Figura 9.2d

c) Tensiones normalesy tangenciales: La seccion critica corresponde a la de momento
méaximo, en dicha seccion las tensiones cortantes son nulas al ser nulo el cortante. Las
tensiones normales se regiran por la ley de Navier. En la seccidn de cortante maximo,
las tensiones normales son nulas por serlo el momento flector. Las tensiones cortantes
las rige la ecuacion de Colignon.

La tensién normal segun la ley de Navier y para el criterio de signos adoptado

M. (x . L2
oz—ﬁ-y. El momento en la seccidn critica vale Mg = g
z

inercia se puede obtener por cualquiera de los métodos estudiados. En este caso se
obtuvo a partir del momento de inercia de un trapecio, respecto a un eje que pasa por la

, 'y el momento de

3
base mayor. Dicho momento vale Ig = w; donde h es la altura, b es la base

mayor y a la base menor. Si se particulariza para el hexagono regular de altura d y lado

r, que verifica d = ?-r, se tiene que h = d, que a =r y b = 2.r. Sustituyendo Ig =

d®@3r+2r) 5d*2d 5d* _ _ 5d* : -
= = .Como I, =2:1g = . Las tensiones normales seran:
12 1243 643 34/3
— Mz (X) y=— \/§q|—2
I 5.d*

z
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V3gL’

Estas se representan en la figura 9.2e con valores extremos c= e

Para obtener las tensiones cortantes se aplicard la formula de Colignon. Como no
se obtuvo, en la teoria, la tension cortante para una seccion hexagonal se hace ahora. Se
plantea en la figura.9.2e el caso general para un hexagono regular de lados r y altura d.

La tension de Colignon:

T-s
T=—o
b-1

z

siendo T = 1/2.g-L en la seccion de cortante maximo que estd en x = 0. El resto de
pardmetros se deben determinar. EI momento estatico para una seccion variable a una
distancia y de la linea neutra, ver figura 9.2e:

S, = ij dQ=

4.d-2y

donde el ancho de banda b = = luego:
V3

d
_ A2y o2l ey g 2 g Y -
s,=[ v 7 dy—@jy(Zdy V) dy="r(dy 3)y—

2 3 3 2 2 2
;= ——(2d°-3dy +y)= — (d-y)(2d° +2dy-
3\/5( y) 3\/5( 2 y=y)

Para que sirva de ejemplo se calcula también por division del area en un rectangulo
y dos triangulos. Asi se puede escribir:

3

Sz = zyi'gi =2y Qr+ YpQr

1

haciendo referencia el subindice T a los triangulos y R al rectangulo.

Los centroides de los triangulos valen y, = % y el del rectangulo y, =
J— 2 . . p—
y_+d' Los valores de las secciones son: Qt = @-y)° ; Qp = M sustituyendo
2 243 V3
se tiene:

-y 2y+d (d-y)’ L y+d 2d(d-y)
’ 3 243 2 V3

2 2 2
valor s, =——(d - y)-(2:d° + 2.d-y — y9).
2 3_\/5( y)( y-Y)

, que operando se obtiene el mismo
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Aplicando Colignon:

2
TS .(d-y)(@2d* +2dy -y
4d-2y 5d* 10-/3-(2d—y)-d*

V3 343
esta funcion vale cero en los extremos y tiene un maximo a una distancia aproximada de

0,19:-d de la fibra neutra. Se ha representado de forma aproximada en la figura 9.2f.

A N\ N\
y y

T=

' : d i Tmax
y T | | - 0,194
<_ __________________ Lo . R _ : ____________________________ A

Figura 9.2f

d) El célculo del potencial interno de la viga se hara como suma del debido a la flexién
y al del cortante, calculados por separado.

2 2

- — I\/IZ T
O = Oy +Pr= ILZ_E_IZ-dx + ILz-G.Q*'dX

como la viga es de seccidn recta constante, los denominadores salen de la integral.

1 .
2.G-Q°

_ _ 1 2 2
D= ¢M+¢T_H.J‘LMZ dax + ILT -dx

Calculando primero @y,

Dy = 2-Ell ([ M dx+ [7M,2d0) = 1+ 1
I :L(J'L(BLZ-X—ﬁ)Z-dx:L IL(9L4-x2—6L2-x4+x6)-dx:
' 2EI1,6%L2 D T2E1 L2 %

2 2,5 7|t 2 7 7 215
%(3'—4*3—6" AL F%@U—&“‘—):l?q -
12EI1,L 5 7]," T2El,L 5 7 630E1,
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M, (J.l'Sde— MOZ-L_ q>L°

2El, " 7 4El, 36El,
q?Ll® 17 1
TR, (630" 36’

Para los cortantes:

ch—ZGQ _[T dx

Calculando @+

_ 1
7 = ZGQ*J'OTl-dx

Primero se calculara la seccion reducida.

{ (d-y)(2d* +2d-y - y)}
d

1*:]‘S dy_ZJ-

y:
Q 4d-2y | 5d*

V3 [343
1 _ 443 J-d[(d—y)-(z-dz+2-d-y—y2)] ay=V3 A
Q" 25d° 2d-y 25d8

la expresion [(d - y)-(2-d* + 2-d-y — yA)]? = (y-2:d)-(y° = 4-d-y* + d>y® + 6.d°y?) + 4.d°.
De esta forma la integral A se puede expresar de forma mas comoda:

6
A——_[(y -4dy* +d*y° +6d3y)dy+f = dy =
-y
6 2 d
- y__4dy d’y’ Y Lod%y? | -[ad®Ln@d-y)[=
6 5 .
d®  4d° df d°®
——+ —T—2d6+4d6 |_n2_6 .(-10 +48 =15 —120 + 240-Ln2) = 1,1559221.d°

6 5

Operando se obtiene:

1 _ 443

_ = Y 11559221.d°= 0,3203385/d?
Q 25.d°
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6-d° _ 6 _ _
— Q = 0,3203385 —-Q* = 1,1096851 — Q* =

V3 | V3

como la seccién vale Q =

0,9011565-Q = 0,9-Q

Con este resultado se puede valorar @,

1 2
O = L2 —x?)2dx)=———. L*—21%x%+x*)-dx)=
= zeg*w(f( x2)%dx) seg*u(“ *)-dx)=
2 3 5 2 5 5 2 3
- q—z.(L4.X_2.|_2.X_+X_)('; = 9 . (|_5_2L L_)_ 8q~L
8G-Q*L 3 5 8G-Q*L 3 120G-Q*
2 23
== SNEUNNES S

El, 630 36 15GQ*

€) Lo primero serd hacer el disefio resistente: Se debe verificar que 6co < Gapm. Capm =
oiim/n = Ge/n, siendo n el coeficiente de seguridad. La tension limite oe = 2400 kp/cm?
para el acero A-37. Asi: Gco = 6 < Gapm = Oiim/N = Ge/n = 2400/1,2 = 2000 kp/cm?,
siendo o el valor de la tension maxima para que el disefio sea correcto. Entonces, ¢ =

2
Munsx/W, < 2000, luego para 10s datos Mgy = - L 10-300%3 = 300-10° kp-cm, — W,
. 3
> 300-10° /2000 = 150 cm®. Para la seccién dada W = I/ymax = ::j/g =150 — d = 5,38
_6d? _ 2. _ 4
cm. Con estos resultados Q = \/§ =100,34 cm*, I, =807,28 cm".

Comprobacion de la deformacion:

En el primer tramo se exige f < fapm = L/500 = 300/500 = 0,6 cm. En el segundo
tramo se exige f < fapm = L/300 = 150/300 = 0,5 cm. Se obtuvo:

—_— . . 4 - " ' 4
f,= 002783qL" _ —0,0278310-300 =1,33 cm. No vale.

El 2110°.807,28

0,483q-L* _ 0,48310-300"

f, = = . =23 cm. No vale.
E:l 2,110°-807,28
La flecha mas conflictiva es la segunda. Para que verifique la flecha se hace
. . 4
% =0,5 — 1 = 37286 cm* — d = 10,66 cm — Q = 393,65 cm”*— Q* = 354,29

cm?, W = 3497,75 cm®, f, = 0,029 cm y f,= 0,5 cm
El perfil IPE necesario seria un IPE 500 con | = 48200 cm? W = 1930 cm?, Q =

116 cm?, peso p =90,7 kp/m. El perfil anterior no sirve. Este perfil puede ser excesivo,
sin embargo en comparacién con el hexagonal su peso es P = 90,7-4,5 = 408,15 kp. El
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peso del hexagonal serd P = p-Q:l = 7,85-3,9365:45 = 1390,57 kp. La diferencia es
importante.

f) Valoracién del potencial interno: Sustituyendo

17 1 g*>L® _  10%.300° 17 1 8107-300°
(_+_) + - 6 ( +_)+ 6
Ed, 630 36 15G-Q*  2110°-37286 630 36°  120-0,8110°-354,29
= 256 kp-cm + 9,41 kp-cm = 25,1 julio + 0,92 julios = 26 julios. Se ve que el cortante
tiene un efecto poco significativo en la energia elastica cuando hay flexion, @1 << ®y

215
o= 4L

3.- En lavida de la de la figura 9.3a todas las cargas van hacia abajo, se pide
determinar paralosdatosp = 17 KN/m, P=25kN, g =68 KN/my Mo = 13,5 kN-m:

a) Ecuacionesy diagramas de esfuer zos.

b) Leyes detensiones normalesy tangenciales para un perfil |PE genérico. En la
seccion de disefio.

c) Ecuaciones de angulos y de la deformada a partir de la ecuacién diferencial

aproximada de la elastica. Calcular también la flecha.

d) Dimensionar la viga para un perfil IPE con un acero A-42, con coeficiente de
seguridad n = 1,2y unaflecha admisible de fapm = L/500.

p MO‘P q I | I

v |
’ R N N h

A@ - AB € i |
eli I
L L L L L 1
T | b

Perfil IPE

Figura 9.3a

a) Calculo de cortantesy momentos flectores: Se deben establecer las reacciones —

ZEEXT: 6 — X) HA:0

1
y) Va+Ve-plp-P -E-q-lp =0

1
Va+Ve=pl,+P+ %-q-lp =172+25+ 5-68-1 =93 KN
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- - 1
S Mext|, =0 M = Pdy + Veds - %-q-lp-(dg + <) = 0> Vods = Pdy +

1 1 _ _ .
E-q-lp (dg + 3 -14) - M; La carga p genera un momento que se anula en x = 1 donde esta

1 1 149,83
Vg3=252 +E 68:1-(3 +§ 1) -13,5 - Vp:3 =149,83 —» Vg = 3 =49,94

Va=93-Vg=93-4994 = 43,06 kN; VaA=43,06 kN Vg=49,94 kN
Se analizan ahora los esfuerzos tomando x desde la izquierda.

O<x< 1
S F=0-px+Ti=0- Ty = -pxX=-17:x - Ty = -17x
- - X
ZMQ=0—>p-x-—+M1:O—>M1:-B-x2—>T1:M—>M1:-8,5-x2
2 2 dx
l<x<?2
S F=05pX+T2-Va=0 T,=Va-px=4306-17X T, =43,06-17
N X VI [
dM=0- px-2 + M, - Var(X-1); Mz = Va:(X -1) - 5

M, = 43,06-(x-1) - 8,5:x* = - 43,06 + 43,06-X - 8,5:X°
M, = - 43,06 + 43,06 - 8,5-x°
2<x<3
S F=0 plp+Ts-Va=0— Ts=Va—pl, = 43,06 - 17:2 = 43,06 -34 = 9,06
T;= 9,06 kN
> M =05 prlyr(x-1) + Ms - Var(x-1) = 0 = Ma = Vir(x -1) = ply (x-1) =
= (x-1) =34-(x-1) = 9,06:(x-1) — M3 =9,06:(x-1)
3<x<4
SF=05pl+Ta+P-Va=0-Ts=Va-plyp-P

T,=43,06-172-25=-1594 - T,=-1594
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> M =0 prly(x-1) - Var(x-1) + M + P-(x-3) + My = 0

My = Va(X-1) — plp:(X-1) - M = P-(x-3) = 43,06:(x-1) - 17-2:(x-1) - 13,5 — 25:(x-3) =
9,06-(x - 1) - 13,5 - 25:(x -3) =9,06-x - 9,06 - 13,5 - 25-x + 75 =52,44 - 15,94.x —

M, = 52,44 - 15,94-x

4<Xx<5
- e , 1 ,
ZF =0 plp+Ts+P-Va+q:(x-4)+ > (9-97)(x-4) - Veg=0

’

Calculando " — 4 _4a — g =0g(5-x)
5-x 1

To= Vit Vo -Pply-0(x-4) - 5 (@) (4);
Ts=93-25-172-q9":(x-4) - % (9-q°)-(x-4) =34 - q"+(x-4) - % (9-q')-(x-4) =

1 1 1
=34-G(6X)(x-4) - >[4 -0(6-x)]-(x-4) =34 -2 q(5-x)-(x-4) - :(x-4) =

1 68
=34~ 2 68:(5%) (x-4) - - (x-4) =34~ 34(5% - 20 - " + 4:X) ~ 34X + 136 =

=34 —170-x + 680 +34-x* —136-x —34-X + 136 = 850 — 340-x + 34.X*

T = 850 — 340-X + 34-X°

340
daTs =0 — -340+68:x =0 x = —— =5; en x =5 hay un extremo
dx 68
d*T _ . L
Pl 68 > 0— minimo — T5(x=5)=0

M =0 — ply(x-1) - Vax-1) + M+ P-(x-3) - Ve (x-4) + q"(x"‘)'_(X;l) '

b @ V0cA) S () + M =0
Ms = Va(X-1) = plp:(X-1) - M = P:(x-3) + Vg:(x-4) - %'-(><-4)2 -%'(Q-Q’)'(X-4)2 =
= 52,44 - 15,94-x + 49,94-(x-4) - %-(x-4)2 - %-(q-q’)-(x-4)2 =
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1
= 147,32 + 34X - <0 (x-4)’ - %-(x-4)2 = 147,32 + 34X % (5-X)-(x-4)? - %-(x-

5 1 7
4)° = 147,32 + 34X — q-(x-4)2-(g+§) + %-x-(x-4)2 = 147,32 + 34 - £ -q(x-4) +

. 476 68
%-(m)2 = -147,32 + 34x - = >(¢ ~ 8x +16) + (= 8x’ + 16) = -147,32 +

476
any. 276 o, 3808 7616 68 . 544 , 1088

X +—X
6 6 6 6 6 6

_ —883,92 +204-x —476:x* +3808:x — 7616 + 68:x° —544.x* +1088:x _
6

_ —8499,92 68

+850-x —170-x2 +F-x3: -1416,65 + 850-x —170-x> + 11,33-x°

Ms = -1416,65 + 850-x —170-x? + 11,33:x° —>ddﬂ =T,
X

M;=-85%* — %: 0=T: > x=0 MAXIMO M;(0)=0  My(1)=-85
X

M, = - 43,06 + 43,06-X - 8,5-x% no hay extremos T, #0 VX ; Ma(1) =-8,5;
M(2) = 9,06

2
dM, = 43,06 -17-X; d&z - 17 — curvatura

43,06 -43,06:x +8,5% =0 .
X dx

convexa M

L= 43,06 +./43,06% — 443,06 -8,5
285

=1,37 — cortaal ejeen x = 1,37
M3 = 9,06-(x-1); no hay extremos ; linearecta — M3 (2)=9,06 M;3(3) =18,12
My =52,44 - 15,94-x ; linea recta — M, (3) = 46,2; My(4) =-11,32; My =0

=228 409
T 1594

Ms = - 1416,65 + 850-x — 170-x* + 11,33.x° —>dg/'5 =Ts;enx=5 Ts=0—>
X

extremo
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2
ddM25 =-340 + 68-x < 0 en todo el intervalo — Maximo
X
Diagramas

Con los resultados anteriores se representan facilmente los diagramas de esfuerzos,
ver figura 9.3b.

T() D 34kN /)
[}
i 26,06 kN\
[}
i
Wa 9,06 kN Ve
! + £ N\
! -1 2 P 3 ) 4 5
i
i
L aTkN 15,94 kN
[}
: 18,12 kN-m
M(x)
i Mo
! 9,06 kN-m /4
! '+ X462kNm
: ! '\ 3,29
2 3 4 5
-11,32 kN-m

Figura 9.3b
b) Distribucion detensiones

La seccion critica es la de momento maximo, este valor es Mpsx = 18,12 kN-m. El
cortante en dicha seccidn presenta una discontinuidad, por la carga aplicada. El valor a
tener en cuenta seré el de modulo mayor, en este caso T = - 15,92 kN.

Las tensiones normales se regiran por la ley de Navier. Las tensiones cortantes las
rige la ecuacién de Colignon.

La tension normal segun la ley de Navier y para el criterio de signos adoptado

. L M. .
cz—MZ—(X)-y. De momento se deja asi indicado cz—%-y que da una recta de

z z
valores superior o1 negativo, de compresion y G, positivo, de traccion en las fibras de
abajo ya que el momento es positivo. Con esto se representa en la figura 9.3c.

Para obtener las tensiones cortantes se aplicara la formula de Colignon. Como no
se obtuvo, en la teoria, la tensién cortante para una seccion doble T como es el caso del
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IPE se hace ahora. En la figura 9.3a se muestra la geometria de un perfil IPE segun la
Normativa Bésica de la Edificacion, NBE EA-95, “Estructuras de acero en edificacion”.
En la figura 9.3c, se muestra la geometria para el calculo de las tensiones cortantes en
en el alay en el alma, ademas de la distribucion de tensiones normales y la de cortantes.

La tension de Colignon:

Ts
T=—n-
bl

z

Para que sirva como ejercicio y como comprobacion, se obtendran los parametros
geométricos como sumatorios de las areas y por métodos integrales.

En primer lugar se obtiene I..

Como sumatorio: se conoce que para un rectangulo el valor de | respecto al eje
. . 1 .
horizontal que pasa por el centriode, vale | = E-(x-ys), siendo x la base e y la altura.

Asi, por suma y resta de rectangulos se obtiene el momento de inercia para el IPE como;
1 3 2 b e 3 1 3 3

I, = —(0h)- —=(=—=)(h-2e)"= —[b:h® - (b-e)(h -2-e1)°]. Integrando se

2 12( ) 12(2 2)( 1) 12[ (b - e)( 1)°]. Integ

obtiene lo mismo.

Integrando:

(h12)—e, 3

s2b L

3 h/2

(h/2)—g, hi2
= [yedo=2 ["7Tyrdee2 T yPdo= 2-e-y?

0 (h12)—e,

2 -bC—er v —e)= S ibh- (- (-2

Ahora calculando el momento estatico, para el Alay por sumatorio:

1 h h b
=3YV.Q =V, Qr= = (—+Vy) b (=—y)= —(h? -4y
$:= D) VQ; = Vg Qe 2(2+y) (2 y) 8( y)

1

que se obtiene igual integrando:

2 |h/2

hi2 y b h2 2 b 2 2
S = dQ: b— =—(—— = — h _4.
=]y 2| T2ta YT YD
Asi el cortante vale:
T-E-(h2—4- %)
g Y 3T(” ~4y”)

T=

b o’ (o-ey(n-2e,7] 2PN -0 1-22)]

Se calcula ahora el momento estéatico, para el Alma y por sumatorio:
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s = _ h-e 1 ,/h h
Sz = Zyi'Qi = Va Rt t+ Vg, Qr2 = Tl bey + E '(E_el—i_y)'e'(?_el -y) =
1

2L e, e+ (" —4y7)

que se obtiene igual integrando:

(h/2)—e,
= 22 (e, —e/")+

(h12)-¢

+b L
2

2

(h/2)—e, h/2
sZ:I de+_[ de:ey?

y (hi2)-¢,

Y y

e
Z(h?=4-v?
8( y°)
Asi el cortante vale:

b—e 2y, €0 2
T{z'(h.el—el )+g -4y )}:3-T-[4-(b—e)-(h-e1—elz)+e'(h2—4'3’2)]

2]o-h® —(b—e)-(h—2€,)°|

= 1
b.lz.[b.h —(b—e)-(h-2¢,)°]

esta funcion vale cero en los extremos y tiene su maximo en la linea neutra. Se
representa en la figura 9.3c.

A A
y | y i
! 1€
-;;;;L;;;; ::::;::-;-.
hi2 | ]
y | sl
| VT |
< __________ T I N P
V4
En el ala En el alma

Figura 9.3c
c) Deter minacién de las ecuaciones de angulos, deformaday de la flecha.
Para ello se deben establecer las condiciones de contorno.
x=1- 19y’ (1)=y1"(2)
2%) y1(1) =0
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3% y2(1)=0
X=2- 4)y,(2)=y5(2)
5%) y2(2) = y3(3)
x=3— 6% ys'(3)=Vys(3)
7%) y3(3) = ya(3)
X=4— 8&)ys(4)=ys(4)
9% ya(4)=0
10%) ys (4) =0
Hay 10 ecuaciones igual a 10 incdgnitas que son las ctes. Se puede resolver
O0<x<1
E-lyy” =My(X) > E-lyy”" =-85x%;

3

E. Angulos — E-l-y,” =- 85 X?+ As

4
Edehddmmmhoeﬁﬂma—»ELw:-&5§§+/Mx+Bl

1<x<2

E-ly,”" = My(X) = - 43,06 + 43,06 - 8,5-X° —

2 3

E. Angulos — E-ly, = - 43,06:x + 43,06 %—8,5-%+A2

- _ x? x* 85 _,
EdMa%mmmMod%maeE+W—-%06344&%_———ﬂ<+Afx+&
2<Xx<3
E-lys” = Ms(x) = 9,06-(x-1);
_1)\2
E. Angulos — E-lyy" = 9,06-(X 21) +A,;
- B (x-1)?°

E. de la deformada o elastica — E:l-y3 =9,06: 5 + A, x+B,

3<x<4
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E-lys” = My(x) = 52,44 - 15,94 -X;

2

E. Angulos — E-l-y,” = 52,44.x - 15,94-’(7 + A,

2 3
E. de la deformada o elastica — E:l-y, = 52,44- X? | 1594x +A,Xx+B,
4<x<5
E-lys” = Ms(X) =—-1416,65+850-x —170-x* +11,33:x*
2 3 4

E. Angulos — E-l.ys" = —1416,65x +850-X7—170-X? +11’33'XT +A,

2 3 4 5

E. de la deformada — E-I-ys = - 1416,65- X? + 850-% —170-)1(—2 +11,35-%+ A, X +B,

Planteando las condiciones de contorno se tiene:

— .3
8’:1 +A, =-43,06-1+ 432061 8251 +A, -

x=1-y'(1)=y2 (1)

Al-Az = -21,53

8,5
y1(1) =0 %1“ +A1+B, =0—>A; +B; = - 0,7083333;

A+ B;=0,7083

2 3
X=2->VY,(2)=y3(2) —43,06-2+ 43'05 2 _ 8’532 +A, =

%(2 D2 +A, - Ay - Ag = 27,196667

2° 4306-2° 85-2°

Va(2) = y5(2) > 43,06 =+ =2 -2 +2-A,+B, = 9,06 (2-1)* + Ag:2
+B3—>2:A;+B;-2A3-B3;=41,55
x=3->v 0=y, (3)— @(3 1)*+A, =52,44- 3—%32+A4—>
Az - Ay =6747
y3(3) = y4(3)—>ﬁ(3 1)° + A3‘3+83:&244-3 1569433 A,-3+B,
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3:-Az+B3-3A4-Bs=152,17

X =4 yi'(4) = ys'(4) — 52,44- 4—% 2 A, =

4
-1416,65 - 4 + ?42 1;0 43 113347+A — A, - As =-1850,3867

_ 4> 1594 , _
Va(#) =0 — 52,44~ 47 +4-A, +B, =0 A + B, =-249,49333

4-A4 + By = -249,49333

_ 4 5
ys(d) = 0 —141605 42 850 ps 1704 L1135 14.A, 4B, =0
2 6 12 20

4.As5 + B; =5312,08

El sistema de ecuaciones se resuelve obteniendo (Se ha resuelto con un programa
Matricial).

A =-4,521; B; =5,227; A, = 17,009; B, =-1,948; A; =-10,187; B; = 10,896
Ay =-77,677;, B, =61,136; As = 1773; Bs =-1779
Las ecuaciones quedan:

O0<x<1:

3

E. Angulos: E-l-y;” = - 8,5-%- 4,521

4

E. de la deformada o elastica: E:1-y; = - 8,5 % -4,521-x + 5,227

1<x<2:

2 3

E. Angulos: E-l'y,” = - 43,06-x + 43,06- X7—8,5-% +17,009

2 3
E. de la deformada: E-I-y, = - 43,06- 7 + 43,06 %—j—; X" +17,009-x —1,948

2<X<3:

(x-1)°

E. Angulos: E-ly;" =9,06-——-10,187

228



Ejercicios de Resistencia de Materiales. Ejercicios resueltos.

(x-1)°

E. de la deformada o elastica: E:1-y; =9,06: —-10,187-x +10,896

3<x<4:
2

E. Angulos: E-ly,” = 52,44-x - 15,94-% - 77,677

2 3
E. de la deformada o elastica: E:1-y, = 52,44- X? _ 1594

—77,677-X+61136

4<x<5:

2 3 4

E. Angulos: E-lys” = —1416,65x +850-X7—17O-X? +ll’33'XT +1773

2 3 4 5

E. de la deformada: E-1-ys = - 1416,65- X? 4 850-%—170-)1(—2 +11,35->2(—0 +1773X 1779

Ahora se trata de dibujar la deformada: La ecuacion de momentos flectores nos da
la siguiente informacion:

SiM >0 — u. Si M <0 — nesto por criterio de signos, pero recordar que M es
2

proporcional a j—¥ 0 sea M da los intervalos de concavidad y convexidad.
X

2

-AdemédsM =0= j 32/ = 0 — puntos de inflexion
X

con los datos anteriores se puede representar la deformada a estima, sin necesidad de
dar muchos puntos, aunque siempre es necesario contar con algin punto conocido para
atinar. Para dibujar la eléstica correctamente se sigue operando.

O0<x<1:

- /—4,521-3
Extremos: — yl':OA%-ﬁ —-4521=0— x = 3 T: -1,17 no € al

5,227

informacion y sabiendo que M < 0 — M se puede representar ese tramo.

intervalo. Enx=1—->y; = 0; el valoren x =0 —» y; =

>0 luego con esta

l1<x<2:

4306 , 85

Extremos — y,” = 0 — f(x) = -43,06-x + X 3 x*+17,009=07. La

funcién no se anula en el intervalo, inspeccionando con los valores f(1) = -7,3543333,
f(1,5) = -8,701, f(2) = - 5,6576667 se asegura que f(x) es negativa luego no hay
extremos (se hace asi para no resolver la funcién).
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In1‘IeX|on—>3y 0>M=0—-puntox=1,37 -y, (1,37) = —3d
X

Valores y»(1) = 0; y2(2) = % — Con esto practicamente se puede dibujar.
2<x<3:

9,06
Extremos: — y3” =0, —( ~1)2 -10,187 =0 — 4,53-(x* = 2:x + 1) -10,187 = 0

4,53-x%-9,06:x + 4,53 - 10,187 = 4,53 - x 2-9,06:X - 5,657 = 0

_9.06+/9,06° +4-453-5657 . _ 9,06+1359

2.453 ~ 2.453

—(-) no vale — (+) x =2,4995952 = 2,5, en X = 2,5 hay un extremo que sera un
2

minimo al ser M = 3—32/ > 0 en dicho punto. No hay mas extremos.
X

En dicho punto y3(2,5) = _?57435; Ys(x=2)=y,(x=2) = 297 p Y3 (x =3) =
- 7,585
El
3<x<4:

Extremos: — Y4 = 0 — 52,44.x - 7,97-x* - 77,677 = 0 — -7,97x* + 52,44.x -
77,677=0

~ _52,44+[52,44% —4.7,97-77677 _ —52,44+1684 _
- ~2.7.97 ~2.797

X =4,33 — ¢ al intervalo } ; X =2,25 — ¢ al intervalo }—) X =4, vale cero, 0 sea
— 7,585
ya(4) = 0; ya(x = 3) = y3(x = 3) =

positivos: y4(3,29) = %

, entonces crece de valores negativos a

4<x<5:

850 , 170 , 1133 .

Extremos: y5" = 0— —1416,65-X + 3

+1773=0
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Se investiga por inspeccion y se ve que para VX, ys > 0, luego es creciente en todo
el intervalo, no hay extremos. Con algin punto mas, ys (4) = 0, ys(5) = % Asi se

—-9,475

puede dibujar la flecha f =

En la figura 9.3d se representa la deformada multiplicada por el valor de la rigidez
a flexion, de esta forma los valores se representan en una escala aceptable. Como es
I6gico, al representarla asi, la deformada aparece exagerada en sus trazos.

A
E-ly(x) |

5,227

Figura 9.3d

d) Lo primero sera hacer el disefio resistente: Se debe verificar que 6co < Gapm. Gabm
= Giim/n = G¢/n, siendo n el coeficiente de seguridad. La tensién limite 6. = 2600 kp/cm?
para el acero A-42. Asi, como las tensiones cortantes son nulas en las fibras extremas
donde las tensiones debidas al momento flector son maximas, 6co = 6 < Gapm = Giim/N
= 6e/n = 2600/1,2 = 2167 kp/cm?, siendo & el valor de la tensién maxima para que el
disefio sea correcto. Entonces, 6 = My /W, < 2167, luego para los datos My = 18,12
kN-m= 18,12:1000/9,8 kp-m = 1848,9796 kp-m ~ 1849 kp-m — W, > 1849.10%/2167 =
85,33 cm®. Para la seccién buscada segun las tablas de perfiles se necesita un IPE 160
con Q = 20,1 cm? I, = 869 cm*, W, = 109 cm®. Las tensiones seran ligeramente
inferiores a las de célculo al tener el perfil un W, algo mayor que el necesario.

Comprobacion de la deformacion:
Se exige f < fapm = L/500 = 300/500 = 0,6 cm. Se obtuvo con unidades en m y KN:

g2 —9A415 _ _69'475 — =5,298:10° m = 0,53 cm. Si vale.
El 2,110°-869-10

siendo E = 2,1.10° kp/cm? = 2,1.10%.9,8/10™* N/m? = 2,058-10° kN/m?. I, = 869 cm*
=869-:10° m* h =160 mm, b =82 mm, e =5 mm, e; = 7,4 mm.

Como aplicacion se obtienen los valores para el perfil IPE 160 de las tensiones. El

momento de inercia I, = %[b-h3 —(b-e)(h=2e)% = %[0,082-0,163 ~0,77-(0,16 —
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2.0,0074)%] = 834,63 cm®. Este valor difiere ligeramente, ya que no se han tenido en
cuenta el calculo los redondeos de esquinas. Basicamente el valor es el mismo.

Las tensiones normales valdran: ¢ = (Mma/l)y = 18,12/(869-10%) =
2,0851554-10°%y, de forma que las tensiones maximas valen o1 = - 166,6 MN/m® = -
1702, 2 kp/cm?, 6, = 166,6 MN/m?® = 1702, 2 kp/cm?.

Los cortantes con la formula obtenida y en la seccién critica:

o 3.(-15,94)-(0,16% —4-y?)
210,082:0,16°~0,077-(0,16—2:0,0074)° |

= - 238,72954-10°(0,16” - 4.y’

asienlafibray=h/2 >1=0,yeny= (h/2)—e; =0,0726 m — 1 = - 1078,33 kN/m* =
-11 kp/em?.

e 3.(-15,94)[4-(0,77)(0,16:0,0074—0,00742) +0,005-(0,162 — 4y?)]
2.0,082:0,16° —0,077.(0,16—2:0,0074)* |
[1012,5798 + 14,556679-10%(0,16° — 4.y?) =

con valores en la fibra y = (h/2) — e; = 0,0726 m — 1 = - 1078,33 kN/m? = -11 kp/cm?.
coincide con el anterior, y en y = 0 — 1 = - 1385,2308 kN/m? = -14,14 kp/cm?.

4.- En la figura 9.4a se muestra una viga en voladizo sometida a una carga
triangular hacia abajo. Determinar € desplazamiento vertical y e giro en la
seccion extrema, mediante |os teor emas ener géticos.

Figura 9.4a

Para aplicar los teoremas del potencial interno se debe resolver la viga. Para
calcular el desplazamiento se debe utilizar el teorema de Castigliano. Asi el teorema
dice que el desplazamiento vale:

_ 0D

5= 2=
X

siendo X la accién y o el desplazamiento segun el sentido de X. Como el potencial
interno a flexién simple vale:

2
T
= Py +Dr= M. ix +j Y dx
L2EI, L2G Q
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para determinar los desplazamientos se necesitan conocer las leyes de esfuerzos.
Ademas, como se pide el desplazamiento vertical y el giro del extremo, es necesario
utilizar cargas ficticias para el teorema. Asi, segun la figura derecha se emplearan dos
cargas ficticias, F para el desplazamiento y M para el giro. Se deberan obtener los
esfuerzos segun estas cargas y las cargas propias de la viga.

Para determinar los esfuerzos en este caso se elige el corte que queda a la
izquierda, asi primero se necesita determinar las reacciones.

ZFexty =0 Va-F= 1/2QL%VA: 1/2q|_+ F

d>M_ |=0-F-L +%-q-|_-%" +Ma-M=0— MA:-F-L-%-q-LZ +M = Va=

1/2:q-L

Ahora se determinaran los esfuerzos. Si se hace un corte, ver figura 9.4b a una
distancia x del empotramiento y para el criterio de signos empleado se obtienen los
siguientes esfuerzos:

Figura 9.4b

Esto permite determinar las leyes en los distintos tramos, segun la figura 9.4b.

Tramo Unico: 0<x <L
_ q _qx _ g-X _ _
T1-Vat+1/20xx=0— E__—> a, = — T1=Va-1/2.0xx = F +1/2:q-L —
X

12.9% x= 912 _x?) +F
L " 2L

- M1+ VaX-1U3X0eXl2+Ma=0—>M;= Mpa+ VaX- 1/6'QX'X2= (-F-L- %ql—z

qx’ _ oL’ gx’
+M) +(1/2.gL+F)x- —-M;= M+F(x-L)+1/2.g-Lx- - :
)+ (U2gL+F)x- o > My (x-L) +1/2. T el
Se cumple ademas TF%
X
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Ahora aplicando el teorema de Castigliano, 6 = g;:() El desplazamiento vertical del
punto B sera:

2

0P
8 I X+ Y *dX = =
T 2EL T
oM 1 oT,
={—— | 2M —%dx + ~ | 2T, —Ldx
% {25| 2 oF 2GQ I J 5 P FF=om=o
_ 1 a z 1 aTY
Op = El J-LM |F 0,M=0 oF dx GQ* ILTY‘F O.M=0 oF dx

z

Cuando F =0y M = 0 ya que son cargas de ayuda que no estan en la viga. Los
desarrollos anteriores llevan a la simplificacion matemaética, ya que en las expresiones
finales se pueden sustituir los esfuerzos con F =0y M =0, es decir, los esfuerzos reales,
con un ahorro importante de operaciones.

ai =1, los esfuerzos
oF

2 3
conF=0y M =0valen: M; = alx gL gx ,lei-(LZ—xz).
2 3 6-L 2-L

Sustituyendo:

1 qLx ql* gx° 1 q 2y, 4y =
dg = - - (x=L)dx + —x“)dx=
®"El, J. 2 3 e 7Y GQ ILzl_( )

2 4 2 3 3
5 = 1 J-(qu gL>x gx" gL X+qL+qX)-d

X
El, 3 6L 2 3 6
J' L? —x?)dx =
0 2L
g ,Lx* 5L%x x* L x° q 2
Og = - ——— t—t+—)dX+ ———— | (L°=—x")dx=
° EII(Z 6 6L 3 6 2LGQJ-( K
V3 E2.32 5 3 3 |t
8 = q (Lx oLt X +Lx x_) L*'(LZ'X—X—) _
Ed, 6 12 30-L 3 2.L.G-Q 37,
(____i 1 _) _ 11qL? . q-L?
6 12 30 3 24° 2G 120E1, 3GQ°
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este valor coincide con el obtenido con la ecuacion aproximada de la elastica que da la
11.9-L*

) z
aplicaciones, en este tipo de vigas los desplazamientos de cortante son despreciables
frente a los debidos al momento flector.

teoria, que vale , salvo la parte del cortante. Como se ha visto en distintas

Calculando el giro en el punto B:

2

od

2
= — ={— dx + Y _dx]}r-om-
Y] { [LZEI ILz-c;Q Be=am=o
{L zm-aMde+ ! [21,—2dx}
O 2EI, M 2G6Q A" YoM ITTOME
0 L M —aMZd + L aTyd
"TEIL & s a1 X * G g7 L oo g &
Ahora si se computan ahora las derivadas parciales: ?)iM =0, los
esfuerzos con F =0y M =0 valen lo mismo.
Sustituyendo:
gbx gl® gx° 1 ,qLx qgl? gx°
dx = — — -dx
O = El I( 3 6L’ E J 3 6L
Lx* L*x L3 L3
6s= ——(— - - - (—————)——q
El, 4 3 24L 4 3 24 8EI,

este valor coincide con el obtenido con la ecuacion aproximada de la elastica, el signo
menos indica que el giro se produce en sentido contrario al par ficticio M aplicado,
como era de esperar.
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5.- En la figura 9.5 se muestra una viga en voladizo sometida a una carga q
uniforme hacia arriba en un primer tramo de longitud a. En €l extremo se sitla un

2
parM:qa

segun lafigura. Determinar € desplazamiento vertical y €l giroen la

seccion extrema, mediante |os teor emas ener géticos.

X M |F
M T1 B
o L
l\IB
a M| F
M2 N
| T ( N
X
- |
Figura 9.5

Para aplicar los teoremas del potencial interno se debe resolver la viga. Para
calcular el desplazamiento se debe utilizar el teorema de Castigliano. Asi el teorema
dice que el desplazamiento vale:

5= 20
oX

siendo X la accién y o el desplazamiento segun el sentido de X. Como el potencial
interno a flexion simple vale:

2 2

—_ —_ Mz Ty
®= Py +Dr= ILZ dx + ILZGQ*dX

IZ

para determinar los desplazamientos se necesitan conocer las leyes de esfuerzos.
Ademas, como se pide el desplazamiento vertical y el giro del extremo, es necesario
utilizar cargas ficticias para el teorema. Asi, segun la figura derecha se empleard una
carga ficticia, F para el desplazamiento y se utilizara la propia carga M para el giro.

Para determinar los esfuerzos en este caso se elige el corte que elige el corte que
queda a la derecha, ahora no se necesita determinar las reacciones. Se toma la x como
origen en el empotramiento para que correspondan las ecuaciones obtenidas en la teoria
con las que aqui se plantearan.

En el primer corte y segun la figura 9.5, para el intervalo a < x < L, se tiene:

Ti=F  M;=-M-F(L-x)
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En el segundo corte y segun la figura, para el intervalo 0 < x < a, se tiene:

. _ 2
To=F-g(ax) Mp=-M-F(Lx)+ TEZX) (a2 X)

Ahora aplicando el teorema de Castigliano, 6 = g% El desplazamiento vertical del

punto B sera:

_ 1 M, 1 aT
F—O,M_E_IZ.IM |FOM oF ax GQ* JLTV‘F oM aFy dx

2

CuandoF=0y M = q-; que son los valores de las cargas. Se computan ahora las

- (x- aT aM2 - (x- aT,
8F oF
qa’
los valores de las cargas F =0y M = valen:
_ ga’ o _ __gqa’  g@-x)* _ gx* o _
M = , T1=0,Mp =- + =-g-ax+ , T2=—0-(a-x
1 > 1 2 5 > q > 2 g-(a-x)
Sustituyendo

ga’ a -
8 = —(j - [ata-xydx=

a2 et 4 . o3 w21 - .
Sa= q ( a(L—x) .4 (x__(2a+L)x +ax L .9 *(a—x)z‘ _
El, 4 El, | 8 6 2 ] 2GQ 0
2 (1 _ a)2 4 . 3 3 a2
5 = q (a (L-a) +a__(2a+L)a +a_.|_) ga
El, 4 8 6 2 2G.Q°
2 2
B = aa (67 +a* —4a-L)- ga
24.E11, 2G-Q°

Calculando el giro en el punto B:

M aT
5= 22 = L my, Dege s L[| S
M|,y EI,+ “FM 9M GQ & Vleom gm
Ahora si se computan ahora las derivadas parciales: oM, = % = -1, ﬂ
M oM oM
oT 2

=8_M2 =0, los esfuerzosconF=0y M = q-; valen lo mismo.
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Sustituyendo:
0g = i-(f(—q-a-mﬁ)-(—l)-dm [[(- 2%y )=
TR 2 a2

g ax2 xX* | ga’ . ga’ a
Or= 2 (22 2y 4+ A% (L—3a)= (L=2

° E-IZ( 2 6 )O 2-E-IZ( ) 2-E-IZ( 3
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LECCION 10

Flexion desviada y flexion compuesta

Introduccién: En esta leccion se estudian dos casos mas de flexion, como son la
flexion desviada en la que el momento flector no recae segun una direccion principal
de inercia, y la flexion compuesta en la que ademas de la flexion aparecen esfuerzos
normales. En el caso de esta Gltima, si el esfuerzo normal es de compresion se
considerara que no hay pandeo.

Estos tipos de flexiones son habituales en el disefio estructural, como son los casos
de disefio de correas, dinteles, perfiles sin simetria, pilares, jacenas, en general cualquier
viga de una estructura puede mostrar este tipo de problemas.

Se plantean casos sencillos y buscando el disefio practico basicamente en estructura
metalica. No se profundiza en exceso, y se emplean métodos practicos para la
resolucion de problemas reales. Tiene una importancia especial la aplicacion del
principio de superposicion en la resolucion de los problemas.

En esta leccidn no se aplica el potencial interno y sus teoremas, ya que se considera
suficientemente ilustrado en la leccion anterior. Se deja como una herramienta
alternativa para el calculo de desplazamientos.

Se estudian en esta leccién unos pocos casos, dado que este tipo de disefios
aparecera en las lecciones siguientes.

Objetivos de la leccion: Preparar al estudiante para el disefio de elementos
estructurales sometidos a flexion desviada y compuesta.

Contenidos de los problemas. Disefio de vigas sometidas a flexion desviada y
compuesta, con la determinacion de las tensiones maximas, deformaciones criticas,
linea neutra y el dimensionamiento de los perfiles.

Problemasresueltos. Exclusivamente ejercicios referentes a estos contenidos.
Formulacion basica:

Formulas de las lecciones precedentes

Leyes de tensiones en flexion desviada

M M,
c=-— I =y +|—-z

z y

Ecuacion de la linea neutra en flexion desviada

M
- '\I/lz y+|—yz=0

z y
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Angulo ¢ que forma la linea neutra con el eje z

| M
tgq>:|—ztge — con tge:M—y

y 4

Q\\.

/

\
|
|

]

Figura 1 Tensiones a partir de la linea neutra en flexion desviada

Distancia d respecto a la linea neutra de cualquier punto P(y,z)

Tension o respecto a la linea neutra de cualquier punto P(y,z)

2 2
M
o=kd— k= Ll\lﬂj +£|_y]
z y

Tensiones de Colignon

. .
La tension cortante T con componentes Ty Y Tz: T,y = ———; T, =——
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Ejercicios de Resistencia de Materiales. Ejercicios resueltos.

Expresion integrada del potencial interno en flexion desviada:

2 2 2

M2 T
D= J: ydx+JL M. dx+JL Y *dx+JLT;*dx
2B, ©2El,  ©2GQ, 260

z

dz

1 1
Qy*:_ZIF

Desplazamiento en flexidn desviada por superposicion de dos flexiones simples:
_ 2 2

8= 4/8,"+9,

Flexion compuesta

N MM,
Q 1,

z y

Ecuacion de la linea neutra en flexion compuesta

N
Q | I

z z

Expresion integrada del potencial interno en flexion compuesta

2 2 2 2 2
®= JZZ-IE-Q dx+ J;Z-I\;-yly dx+ LL 2"\£'Z|z dx + J;L 2;;2; dz+ LL 2-(1292* dx
Momentos mé&ximos en vigas continuas con vanos iguales
Se pueden considerar los momentos maximos aproximados siguientes:
Viga continua con carga uniforme: My = 0,1-p-L?
Viga continua con carga puntual en medio del vano: Mpsx = 0,17-P-L

Flechas en vigas continuas con dos vanos iguales

Se pueden determinar de forma aproximada a partir de la flecha de una viga
biapoyada, con idéntica carga entre vanos. Asi las flechas valen:

_E.N. 4
Viga continua con carga uniforme: f = 0,415-fga — fga = —>pL
384-E-1
: : : P-L®
Viga continua con carga puntual en medio del vano: f = 0,56:fga — fga =- E]

Nota: En general se admitira esta relacién de flechas para vigas continuas con mas vanos.
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1.- En € disefio de una nave industrial se ha estimado para disefiar las correas de
una cubierta de 16,7° de inclinacion, una carga uniformemente distribuida y
ponderada p* = 130 kp/m lineal de correa. La separacion entre pérticosesdes=5
m. L as correas se disefian como vigas continuas con momento critico en € segundo
apoyo Mpys = 0,107-p-L? siendo p la carga uniformemente distribuida y L la
longitud entre vanos iguales de la viga continua. En estos casos la flecha se
considera que es 0,415 veces la flecha de una viga con longitud L eigual carga pero
biapoyada. Se pide disefiar la viga en acero A-42 y perfil IPN, tener en cuenta un
coeficiente promedio de ponder acion de esfuer zos ¢ = 1,415.

En el disefio de esta viga se da el valor de la carga y en este tipo de vigas continuas,
el valor critico para el momento y su seccion que es el segundo apoyo. En este caso,
como hay dos momentos, por estar en flexion desviada, el segundo apoyo pudiera ser
diferente ya que la sustentacion puede ser distinta en una direccion que en otra. En este
caso este problema no existe, ya que se entiende que las vigas apoyan en los pdrticos de
igual forma en todas las direcciones, no habiendo otras uniones posibles con el resto de
la estructura que pudieran hacer suponer otros apoyos, dando otras posibles secciones
criticas. Aqui, por tanto, solo se tiene una seccion critica que es el segundo apoyo.

La carga de calculo es p” = 130 kp/m, que es la carga ponderada de metro lineal de
correa.

Figura 10.1a Correa con carga uniforme que produce flexion desviada.

Disefio Resistente:

Para el célculo, la carga p~ se proyectara segtn la normal al faldén y segin la
direccion del faldon. Asi se tienen dos proyecciones:

py =p -cose — p, = 130 kp/m-cos16,7° = 124,52 kp/m = 125 kp/m.
p, =p -send — p, = 130 kp/m-sen16,7° = 37,36 kp/m = 38 kp/m.

Las correas son vigas continuas cuyos momentos mas desfavorables se producen en
el segundo apoyo y valen:

My = 0,107-p, -L* = 0,107-38-5% = 101,65 kp:m

M, =0,107-p, -L® = 0,107-125.5% = 334,37 kp-m
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Asi despreciando fuerzas cortantes, la tension de comprobacion es:

M ] Nh* 2
c =—+ W < O ppm = 2600k p/cm* para el acero A-42.
y z

Ahora se debe elegir un perfil que resista. Para ello segun las tablas de perfiles de
la NBE-EA-95, para perfiles IPN; el perfil IPN 120 tiene un W, = 54,7 cm® y Wy =741
cm®, 1, = 328 cm?, I, = 21,5 cm®. Notar que el perfil se dispone para un mayor
aprovechamiento, ya que se podia tomar girado 90°, pero entonces se necesitaria un
perfil mayor.

Para este perfil sustituyendo:

. 10165 33437
o =

+ =1983k p/cm? < 2600 k p/ cm?®
7,41 54,7

luego vale al ser menor que la tensién admisible para el acero A-42.
Comprobacion de la deformacion:

Ahora se debe comprobar la flecha, que para una viga de cubierta la flecha

.. L
admisible vale, f =—.
ADM 250

En el caso de vigas continuas las flechas son un 60% menores que el caso de
vigas simplemente apoyadas. Asi, el enunciado nos da un valor en que la flecha es
0,415 veces la de una biapoyada. Este valor se obtiene de la relaciones para el calculo
de flechas a flexion simple que da la NBE-EA-95.

La flecha para una viga con carga uniformemente repartida y biapoyada vale:

f= —-5pL*
384-E-l

las comprobaciones de flecha se hacen con la carga sin ponderar. Asi:
py = py /c = 125/1,415 = 88,34 kp/m.
p, = p; /c = 38/1,415 = 26,86 kp/m.

Asi se pueden obtener los desplazamientos en cada direccion, se emplean unidades
my Kkp:

_5p, L _ s

fy = il 588’1:345 - =-0,0103m=-1,03cm
384El, 384211032810
N~ .4 _ 4

f = OPL 526,865 =-0,0484 m = - 4,84 ¢cm

384-E:l, © 384.2,110%°21,510°°
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La flecha resultante por superposicion vale:

f= Jf,7+f,” = 1037 +4,847 =4,95cm

esto para la viga biapoyada, para la viga continua fc = 0,415-4,95 = 2,05 cm. Asi fc <
fapm = L/250 = 500/250 = 2 cm, por lo que no se cumple, pero el disefio se toma como
valido ya que el valor es practicamente el mismo y si se tiene en cuenta que para mas de
dos vanos la flecha sera algo menor.

2.- En € disefio de una nave industrial se ha estimado para disefiar las correas de
una cubierta de 20° de inclinacién, una carga puntual ponderada en medio del
vano P* = 1t. La separacion entre porticos es de s =4 m. Las correas se disefian
como vigas biapoyadas. Se pide disefiar la viga en acero A-42 y perfil UPN, tener
en cuenta un coeficiente promedio de ponderacion de esfuerzos ¢ = 1,4. Deter minar
el angulo que forma la linea neutra con la horizontal y verificar los valores de las
tensiones maximas. Dimensionar las correas si se construyen como vigas continuas
cuyo M s = 0,171-P-L y flechaun valor de 0,56 la de la viga biapoyada.

En el disefio de esta viga se da el valor de la carga. Para una viga biapoyada con
carga puntual el momento maximo vale Mysx = P-L/4, con esto ya se puede comenzar el
disefio. En la figura 10.2 se muestra la situacion, como viga biapoyada y como viga
continua.

N 0
Py N _ Tension méxima Oy

* * *

1177

Linea neutra

Viga Continua

Figura 10.2 Correa con carga puntual que produce flexién desviada.
Disefio Resistente:

z * 7 7 7 7 - -,
Para el célculo, la carga P se proyectara segin la normal al faldén y segin la direccion del
faldon. Asi se tienen dos proyecciones:

Py =P :cosd — P, = 1000 kp-c0s20° = 940 kp.
P, =P sen® — P,” = 1000 kp-sen20° = 342 kp.

Las correas tendran momentos criticos en medio de los vanos y de valores:
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M, =P, L/4 = 342 kp-m
M, =P, -L/4 = 940 kp-m
Asi despreciando las tensiones cortantes, la tension de comprobacion es:

. M)
6 =—
W

M *
+ V\/Z < 6 pom = 2600kp/cm? para el acero A-42.
y z

Ahora se debe elegir un perfil que resista. Para ello segun las tablas de perfiles de
la NBE-EA-95, para perfiles UPN; el perfil UPN-180 tiene un W, = 150 cm® y Wy =
22,4 cm®, 1, = 1350 cm*, 1, = 114 cm®. Como en el ejercicio anterior se dispone para un
mayor aprovechamiento. La seleccion se hace mediante prueba y error, en este caso se
probd primero el UPN-140 y se vio que no servia.

Para el perfil IPN-180 sustituyendo:

« 34200kpcm 94000k pcm
c = +
22,4cm® 150 cm?®

= 21535kp/cm? < 2600 kp/ cm?

luego vale al ser menor que la tensién admisible para el acero A-42.
Comprobacion de la deformacion:

Ahora se debe comprobar la flecha, que para una viga de cubierta la flecha

admisible vale, fapm :L

250

En el caso de una viga biapoyada con carga puntual en el medio la flecha vale:

P.L?
48.E |

f=-

las comprobaciones de flecha se hacen con la carga sin ponderar. Asi:
P, = P, ’/c = 940/1,4 = 671,43 kp/m.
P, =P, /c = 342/1,4 = 244,3 kp/m.

Asi se pueden obtener los desplazamientos en cada direccion, se emplean unidades
my kp:

P 400°
L 671,436400 0316 cm
48-E.l,  482,110°-1350
. 3 _ . 3
B L S L L

48El,  4821.10°114

La flecha resultante por superposicion vale:
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= Ji,7+f,7 = /03167 +136% =14 cm

esto para la viga biapoyada. Asi f < fapm = L/250 = 400/250 = 1,6 cm, por lo que se
cumple y el disefio es valido.

El angulo que forma la linea neutra es:

tgq)— £ tgo = 113ﬂt9200 4 — ¢ = arctgd = 75,93°

Y

Para verificar las tensiones maximas para esta inclinacion los puntos son los que
muestra la figura 10.2 para tensiones maximas o1 Y .. El eje y esta a una distancia ¢ =
1,92 cm del lateral del alma del perfil. El ala tiene una anchura de 7 cm y la altura de
perfil son 18 cm, asi las coordenadas del punto 1 son (9, -1°92) y del punto 2 son (-9,
5,08) obteniendo las tensiones criticas:

M
o=-M:y My, 5= 28000, 38200 g0y - 1212 kplem?
LY 1350 ~ | 114
94000 34200
o, = 23000 gy, 34200 o hav — 9150.7 kplem?
2 1350 (-9) + (5,08) p

Si se emplea una viga continua Mmsx = 0,171:-P-L, 0 sea basta multiplicar por 4 y
por 0,171 los valores de los momentos.

My = 0,171-4-342 = 234 kp-m
M, = 0,171-4-940 = 643 kp-m

Ahora el perfil UPN 140 con W, = 86,4 cm® y Wy = 14,8 cm®, I, = 605 cm®, I =
62,7 cm*,

« 23400kpcm 64300kpcm
c = +
14,8cm?® 86,4cm®

= 2325,3kp/cm? < 2600 kp/ cm?

si que sirve a resistencia.

La flecha ahora vale:

P,L°  —67143400°
oyl | C6TLABA00 o0
48E1,  482110°605
13 _ . 3
o PL L -2443400° o

48-E1l, 48-2,1:10°.62,7

La flecha resultante por superposicion vale:
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f= f,” +f,> = 1/0,70% + 2,47 =2,57 cm

la flecha de la viga continua es fc = 0,56-f = 1,44 cm, por lo que sirve.

El perfil UPN 180 pesa 22 kp/m y el perfil UPN 140 pesa 16 kp/m. El ahorro es de un
27% por metro lineal, lo que es importante tanto en peso como econdmicamente. Se
debe pensar que el ahorro en peso repercute también en el resto de la estructura, que
soporta estas vigas. Asi, simplemente modificando el tipo de union se puede ahorrar al
utilizar vigas continuas.

3.- En € disefio de una nave industrial se ha estimado para disefiar las correas de
una cubierta de 30° de inclinacion, una carga uniformemente distribuida p* = 0,2
t/m. La separacion entre porticos es de s= 6 m. Las correas se disefian como vigas
biapoyadas. Se pide disefiar la viga en acero A-52 y perfil IPE, con un coeficiente
de seguridad n = 2. Determinar e angulo que forma la linea neutra con la
horizontal y verificar los valores de las tensiones maximas. Dimensionar
nuevamente las correas s se usan vigas continuas cuyo M ma = 0,107-p-L? y flecha
un valor de 0,415 la dela viga biapoyada.

En una viga biapoyada el momento critico vale: Mg = 0,125-p-L2.
Disefio Resistente:

Para el céalculo, la carga p se proyectaré segun la normal al faldon y segun la direccion del
faldon. Asi se tienen dos proyecciones:

py = p-cosO= py = 200 kp/m-cos30° = 173,2 kp/m.

p; = p:sen0= p, =200 kp/m-sen30° = 100 kp/m.

Las correas como vigas biapoyadas tendran el momento critico con componentes:
My = 0,125-p,-L* = 0,125-100-6* = 450 kp-m

M, =0,125-p,-L* = 0,125-173,2-6° = 778,5 kp-m

Asi despreciando fuerzas cortantes, la tension de comprobacion es:

M, M
0=—Y+—2<0om :&:@:1800 kp/cm? para el acero A-52.
n
y z

Ahora se debe elegir un perfil que resista. Para ello segun las tablas de perfiles de
la NBE-EA-95, para perfiles IPE; el perfil IPE 220 tiene un W, = 252 cm®y W,y = 37,3
cm?®, 1, = 2770 cm?, ly = 205 cm®. La seleccién se hace mediante prueba y error. Para el
perfil IPE -220 sustituyendo:

45000k p-cm 77850 k p-cm
o= +
37,3cm?® 252cm?

=1515,36,5 kp/cm?* <1800 kp/ cm?

luego vale al ser menor que la tensién admisible para el acero A-52.
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Comprobacion de la deformacion:

Ahora se debe comprobar la flecha, que para una viga de cubierta la flecha

.. L
admisible vale, f =—.
ADM 250

La flecha para una viga con carga uniformemente repartida y biapoyada vale:

_ —-5pL’
384-E-|

f

Asi se pueden obtener los desplazamientos en cada direccion, se emplean unidades
my Kkp:

_5 'I_4 _E R4

gz P 17326 . 0,00502 m=-0502cm
384E1, 3842110727010
—h. . 4 -9 . 4

g o o5PL 51006 =-0,0392 m=-392cm

384-El, ~ 384.2,1.10°-205.10°

La flecha resultante por superposicion vale:

f= f,” +f,> = 1/0,502% +3,92% =3952cm

esto para la viga biapoyada, debiéndose cumplir f < fapm = L/250 = 600/250 = 2,4 cm,
por lo que NO se cumple y el disefio debe ser valorado para la rigidez. Para solucionar
el problema se busca un perfil algo mayor que cumplira a resistencia, como es logico, y
se le obliga a que cumpla la flecha. Eligiendo el IPE 270 con W, = 429 cm®y W, =62,2
cm®, I, = 5790 cm®, 1, = 420 cm”, se verifica la flecha:

_5' IL4 _ i . 4

f= Pl L8206 0,0024m=-024cm
384.E1,  3842,1.10°:5790-10
— 4L, . 4 -9 ' 4

g o 5P L 5100-6 =-0,0191 m =- 1,91 cm

384-E:l, ~ 384.2,1.10°-420-10°

La flecha resultante por superposicion vale:

f= Jf,%+f,2 = /0,24 +191* =1,925cm

que sirve y cumple tanto a resistencia como a rigidez..

El angulo que forma la linea neutra es:

tgq)::_ztge - %tgsoo ~ 7,96 — ¢ = arctg7,967= 82,840
y
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Para verificar las tensiones maximas para esta inclinacion, como el ala tiene b =
13,5 cm y la altura del perfil son h = 27 cm, los puntos para tensiones maximas o1 y o».
tienen coordenadas: punto 1, (13°5, -6°75) y del punto 2 son (-13°5, +6°75) obteniendo
las tensiones criticas:

o, =_L850-(13,5)+i()00-(—6,75) = - 904,73 kp/em®.
5790 420

o, :_@-(_13,S)+@-(6,7S) = 904,73 kp/cm?
5790 420

Si se toma como viga continua:
M, = 0,107-p,-L* = 0,107-100-6” = 385,2 kp-m
M, = 0,107-p,-L* = 0,107-173,2.6% = 666,4 kp-m

Ahora se debe elegir un perfil que resista. Como el momento ha bajado ligeramente
se comprueba un perfil menor al anterior, en este caso el anterior de la serie que es el
perfil IPE 200 que tiene un W, = 194 cm® y Wy, = 28,5 cm®, I, = 1940 cm*, I, = 142 cm*.
Para el perfil IPE 200 sustituyendo:

38520kpcm 66640 kpcm
c= +
28,5cm’® 194 cm’®

=1695k p/cm? <1800 kp/cm?

que vale.

Ahora se verifica la flecha que para el caso de viga biapoyada vale:

_5' IL4 _ER . 4

L e L8260 g0072m=-072cm
384-E-l,  384-2,1-10°-1940-10
— 4L, . 4 -9 ' 4

g o o5PL 51006 = -0,0565 m = - 5,65 cm

384-E-l, © 3842,1.10°-142:10°
La flecha resultante por superposicion vale:

f= f,” +f,> = /0,727 +565% =57 cm

como la viga continua tiene un valor de fc = 0,415-f = 2,37 cm que vale justo. El peso
del IPE 200 son 22,4 kp/m y el del IPE 270 son 36,1 kp/m, el ahorro supone un 37,95%
al tomar las vigas unidas.
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4.- El muro hastial de una nave industrial se construye con nueve pilares, ver
figura 10.4, separados una distancia igual. Los dinteles forman un angulo de 30°
con la horizontal siguiendo la inclinacién de la cubierta. La distancia entre la
union pilar-dintel es de 2 metros, lo que supone que la nave tiene una luz de 13,86
metros. Las correas apoyan en medio de los vanos de 2 m que hay entre los nudos
de union pilar-dintel. La carga que transmiten estas correas es vertical y vale P =
0,5t en cada apoyo correa-dintel. Esta carga esta ponderada con un coeficiente
promedio de ¢ = 1,4. Admitiendo que e dintel se comporta como una viga
continua, que no existe problema de pandeo y que las flexiones excéntricas son
despreciables (comprobarlo una vez disefiado € perfil), determinar e perfil tipo
tubular rectangular apropiado en acero A-52.

Dinteles

RN

ilares

P
T T

Muro hastial

Proyecciones de P

Figura 10.4 Dintel con cargas puntuales en los vanos produciendo flexién compuesta

Realmente los dinteles forman parte de toda la estructura, y 1o mas correcto seria
hacer un analisis completo de la misma, y asi disefiar el dintel. Sin embargo, como se
verd en lecciones sucesivas, este tipo de estructuras requieren de métodos de calculo
potentes, e incluso del uso del ordenador.

Un calculo aproximado del dintel seria hacer la aproximacion que establece el
enunciado.

Disefio Resistente:

Para el calculo, la carga P” se proyectara segin la normal al faldén, direccion y, y
segun la direccion del faldon, direccion x. Asi se tienen dos proyecciones:

P, =P".cos® — P, =500 kp-cos30° = 866 kp.

P, =P senf — P, =500 kp -sen30° = 250 kp.
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Estas cargas producen los siguientes esfuerzos:
P,” — produce una flexion con valor Mys =~ 0,17- P, -L = 0,17-866-2 = 294,44 kp-m.

P,  — produce un esfuerzo normal maximo de compresion Nmsx = - 4-Px = - 4250 0
1000 kp.

Ademas, P produce flexion por la excentricidad, ya que las correas apoyan sobre
la fibra superior del perfil. Sin embargo, dicha flexion puede despreciarse frente a la que
produce Py, ademas la contrarresta, por lo que no considerarla da seguridad al disefio.

Es de esperar, que el esfuerzo mas critico sea la flexion, ya que cuando se
considera que no hay pandeo los esfuerzos de compresion no son importantes.

Asi despreciando las tensiones cortantes, la tension de comprobacion es:

* *

o =—g Mvr\“/é" < 6 5om = 3600kp/cm? para el acero A-52.

z

Si se hace un primer calculo, despreciando la compresion:

. M ,*_29444

max

W W

z z

<G oy =3600kp/cm? — W, > 8,18 cm®,

Se necesita un perfill] 70.40.3 con valores de I, = 36,4 cm? W, = 10,4 cm®y Q =
5,93 cm?. Ahora se comprueba si vale o0 no:

~ 1000 294440
o = +

- —3000 < 6 ,.,, = 3600kp /cm?
593 10,4 ADM P

luego es valido.
Comprobacion de la deformacion:

Ahora se debe comprobar la flecha, que para una viga de cubierta la flecha

admisible vale, fapm =L )

250

En el caso de una viga biapoyada con carga puntual en el medio la flecha vale:

P-L°
48-EI

f=-

las comprobaciones de flecha se hacen con la carga sin ponderar. Asi:
P, = P, ’/c = 866/1,4 = 618,6 kp/m.

Asi se pueden obtener los desplazamientos, se emplean unidades cm y kp:
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‘- Pl  _—618,6200°
YU 48El,  482,110°36,4

=-1,35¢cm

esto para la viga biapoyada. Como viga continua es aun menor fc = 0,56-f = - 0,76 cm.
Asi f < fapm = L/250 = 200/250 = 0,8 cm, por lo que se cumple y el disefio es valido.

Ahora solo queda verificar que el momento debido a la excentricidad de P, = 250
kp, es despreciable. Como el perfil elegido tiene una altura de 140 mm, el par que
produce P, es M = 0,07-250 = 17,5 kp-m que es mucho menor que 294,44 kp-m, por lo
que el supuesto es correcto.

5.- En la figura 10.5a, se muestra un pilar de hormigén de altura L y seccion Q =
aop-bo. El pilar estd empotrado a una zapata excéntrica de dimensiones a-b-h. En €
extremo superior se considera una carga puntual P y excéntrica. Para los datos
gue se dan se pide:

a) Determinar un valor de a aceptable para € disefio.

b) Determinar los esfuerzos en e pilar y en la zapata para que puedan ser
disenados dichos elementos.

Datoss L =6m,h=1m,b=1m,a=byg=04m, P=30t, tension admisible
del terreno owapm = 2 kp/cm?, peso especifico del hormigon pr, = 2,5t/m?®,

P

do

x

Q= ao'bo T

| : \
Wﬁt

Figura 10.5a Pieza compuesta de pilar y zapata excéntricos
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a) El primer paso es estudiar las condiciones de sustentacion.

1°) Comprobacion de hundimiento: Se debe verificar que el terreno es capaz de
soportar todas las cargas verticales que recibe de la cimentacion. En este caso es la
propia carga P y los pesos Q, del pilar y Q; de la zapata. Qp = pn-ao-bo'L = 2,5-0,4:0,4-6
=241t Q,=pnrabh=254a1l1l =25a. Asilacarga vertical total vale:

V=P+Q,+Q,=30+24+25a

que para que no se hunda se debe verificar que V/(a-b) < Giapm. Asi: (30 + 2,4 +
2,5-a)/(a-1) < 20 t/m? — a > 1,745 m, este valor se redondea y queda a = 1,8, de forma
que se obtiene un primer valor de a. AhoraVV =36,9 t

2°) Estabilidad al vuelco: En una segunda comprobacién se debe dimensionar la zapata
para que no vuelque. En este caso se estima que los momentos de las acciones y
esfuerzos verticales deben superar a los de los esfuerzos cortantes y momentos flectores
que recibe la zapata del pilar, con un coeficiente de seguridad de 1,5. Los esfuerzos que
produce el pilar en su base y que transmite a la zapata valen, el cortante T =0, y el
momento M = 30:0,2 = 6 tm. Asi tomando como origen de momentos el extremo
inferior izquierdo de la zapata, la condicién de estabilidad sera:

P-a+Qp(a—an/2)+Qs(a/2) 21,5M —» 30:1,8+2,4-16 +451,8=6189tm=>156=
9 t-m. Se verifica.

3°) Comprobacion al deslizamiento: La transmision de esfuerzos cortantes a los
cimientos por parte de la estructura requiere de esta comprobacion, para evitar
deslizamientos. En este caso al ser T = 0 no es necesaria.

4% Presiones del terreno: Para seguir con el disefio se necesitan conocer las presiones
que ejerce el terreno sobre la pieza. Estas presiones son de diversa indole, si bien, los
casos reales se aproximan a tres tipos de leyes, como son la uniforme, la triangular y la
trapezoidal. En el caso de excentricidades, como es el caso, la ley que predomina es la
triangular admitiéndose que las presiones extremas excedan en un 25% las del terreno.

En este caso la ley de presiones prevista es la de la figura 10.5a con un valor
maximo de o; y una longitud c a determinar. Para ello se plantean las condiciones de
equilibrio estatico del conjunto. Planteando el equilibrio de fuerzas.

>F,. =0 V=12c¢chbh—369=1/20:c—cc=738t
y ahora el de momentos respecto al extremo inferior derecho de la zapata:

SM_|=0-5 Qpan/2 + Qu(a/2) = (1/2-Grcbh)c/3 — 453 = (73,8/2)¢ — ¢ =

0,37 m — o = 20 t/m?, como se admite hasta 1,25-Giapm = 25 t/m? resulta o; = 20 t/m?
< 1,25-Giaom = 25 t/m?, por lo que la dimensién a = 1,8 es satisfactoria.

En principio no se requieren mas comprobaciones.
c) Una vez que se conocen todas las acciones exteriores sobre el sistema se pueden

determinar los esfuerzos en cualquier seccion.
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En € pilar: Si se hace un corte a una distancia y desde el extremo superior los
esfuerzos valen para toda la viga:

=-30t, T=0,M=6tm
se esta en flexion compuesta, donde la tension méxima en valor absoluto valdra:

Npa . Mo,
R R TR

z

En la zapata: La zapata trabaja a flexion simple en las secciones cortadas por los
planos paralelos a los yz, Xy dado que la carga que recibe del terreno es superficial. Si
se corta por un plano paralelo al xz trabajara a compresion excéntrica, provocando
flexion en la direccidn z de la seccion. Lo habitual es dimensionar segun las secciones
en yz o xy, ya que las secciones en xz tienen dimensiones muy grandes, en este caso a-b
= 1,8 m?, frente a las otras. Aqui la seccién en xy tiene las mismas dimensiones a-h =
1,8 m?, mientras la seccién en yz tiene dimensiones b-h = 1 m?. Ademas, en el caso en
que los esfuerzos transmitidos por el pilar estan en el plano xy, el momento importante
recae sobre el eje z de la seccion en yz, siendo los esfuerzos para los otros planos
inferiores.

Se determinan los esfuerzos en la zapata como viga con directriz segin el eje X
desde la izquierda de la pieza, y seccion en yz.

0<x<1,43:

La Unica carga existente es el peso. En los disefios de elementos de cimentacion, se
suele eliminar el efecto del peso, ya que cuando el hormigén esta fraguando se produce
un equilibrio hidrostatico entre las presiones del terreno y la cimentacion. Sin embargo,
aqui se va a valorar, ver figura 10.5b:

T1=-pn-X-b-h=-25x
My = -(pr-x-b-h)x/2 = - 1,25:%%
1,43<x<1,8:

En este caso actlan las tensiones del terreno. Se debe calcular el valor de la tension
Oy, correspondiente a la seccion de corte, para poder valorar los esfuerzos de esta carga
triangular. Por semejanza de triangulos:

G)( _ G[
x-143 0,37

— 0x = 54,05:(x - 1,43)

Los esfuerzos en este caso valen:

GX
2

Ty = -prxcbh + 2.(x=1,43) = - 2,5:x + 27,025-(x — 1,43)’
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My = ~(pn-x-b-h)-x/2 + %-(x—1,43) @ =-1,25%x% + 9:(x — 1,43)*

Si se calculan los esfuerzos para las secciones con directriz en z y en el plano xy,
basta con un solo corte, en dicho caso los esfuerzos contando con el peso valen:

T=-ppzah+ %-c-z =-4572+35z2=08z

M = -(pnz-a-h) z/2 + %-c-zé = (-2,25 +1,23)22 = - 1,02. 2

Los esfuerzos para las secciones con directriz el eje y, y contenidas en xz, se
reducen a un esfuerzo normal correspondiente a la carga vertical y la flexion producida
por la excentricidad de la carga y los pesos. Como el pilar soporta dichas cargas, aun
mas lo hace la zapata por lo que no se suele valorar, ya que los pesos que aporte la
zapata no repercuten sustancialmente en la resistencia que ofrecen sus dimensiones.

Decir también que en las secciones rectas puede parecer que los momentos de unas
producen torsion en las otras, sin embargo notar que en cada corte, el momento neto
correspondiente a las otras secciones es nulo por equilibrio.

a
P 7M1 ly M2
l h T
i N T
y > T1 i Ox
1R X X M
* 0<x<143 1,43<x<18 Ot
M Seccion en el plano yz Seccidn en el plano xy
N
Esfuerzos en el pilar Esfuerzos en la zapata

Figura 10.5b Cortes para el célculo de esfuerzos.
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6.- En la figura 10.6a, se muestra un muro de hormigén con zapata corrida
formando una sola pieza. Las dimensiones que muestra la figura son apropiadas.
El muro soporta € empuje lateral del terreno cuyo valor depende de la
profundidad y que se traduce en una carga triangular distribuida que vale 2/3 t/m
por cada metro de altura. Se estima que € terreno gerce una presion triangular
como la de la figura. Para € disefio considerado determinar con los datos que se
dan:

a) Verificar que & disefio responde.

b) Determinar los esfuerzos en € muro y en la zapata para que puedan ser
disenados dichos elementos.

Datos: tensién admisible del terreno owom = 2 kp/cm?, peso especifico del
hormigén pp = 2,5 t/m°.

y
Im
. ., . Empuje lateral
5m Empuje lateral Presion vertical dgl tJerreno
del terreno terreno
X /
om o 10/3 t/m

C

Presion vertical
del terreno

Figura 10.6a Muro con zapata corrida.
a) El primer paso es estudiar las condiciones de sustentacion.

1°) Compraobacion de hundimiento: Se debe verificar que el terreno es capaz de
soportar todas las cargas verticales que recibe de la cimentacion. En este caso son los
pesos Qm del muro y Q, de la zapata. Qm = pr-ag-bo'L =2,51.1.4 =10t, Q, = pr-a-b-h =
2,52:1:1.=25-2=75. Asi la carga vertical total vale:

V=0Qmn+Q,=10+5=15

que para que no se hunda se debe verificar que V/(a:b) < oiapm. Asi: 15/(3) =5 <20
t/m?, por lo que el disefio queda comprobado a hundimiento.
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2°) Estabilidad al vuelco: Dada la geometria del muro, los pesos propios y la carga
producen un par en la misma direccion que sera compensada por las tensiones del
terreno. En este caso se entiende que la estabilidad esta asegurada mientras no ceda el
terreno.

3% Comprobacion al deslizamiento: La fuerza horizontal debe ser contrarrestada por
el rozamiento con el terreno. La fuerza horizontal es (¥2)-10/3-5 = 8,33 t,
correspondiente a la carga de empuje del terreno. EI margen de seguridad de 1,5 hace
que la carga considerar sera de 12,5 t. Como la fuerza de rozamiento es directamente
proporcional a la fuerza vertical, que vale 15 t, no parece que sea suficiente, ya que la
proporcionalidad viene dada por coeficientes menores a 1, que pueden estar en torno a
0,5. La normativa de cargas establece diferencias entre suelos cohesivos y no cohesivos,
sin embargo no es objeto de esta leccion tratar esto aqui. EI problema se puede
solucionar mediante anclajes, o bien variando las dimensiones del muro. En este caso se
mantendrén las dimensiones y se dispondran anclajes.

4% Presiones del terreno: En este caso la ley de presiones prevista es la de la figura
10.6a con un valor méximo de o; y una longitud c a determinar. Para ello se plantean las
condiciones de equilibrio estatico del conjunto. Planteando el equilibrio de fuerzas.

Y F. =0 V=15=12.60.c > orc=30t.
y ahora el de momentos respecto al extremo inferior derecho de la zapata:

SM_ =0 Quan2 + Q(&/2) + (%)(10/3)55/3 = (Yeoecbh)-(a-c/3) —

10-0,5+51+13,89=23,89=(15):(2-c/3) > c=1,222m — oy = 24,55 t/m?2, como se
admite hasta 1,25-Giapy = 25 t/m? resulta oy = 24,55 t/m? < 1,25-Giapm = 25 t/m?. Las
dimensiones son satisfactorias.

En principio no se requieren mas comprobaciones.

c) Una vez que se conocen todas las acciones exteriores sobre el sistema se pueden
determinar los esfuerzos en cualquier seccion.

En la pared del muro: Si se hace un corte a una distancia y desde el extremo
superior los esfuerzos valen para toda la pared del muro:

2

y y’
=-2$5' I} =-_1M=-_
y 3 9

2y

siendo la carga distribuida en la seccion de corte qy = ER Estado de flexion

compuesta.

En la zapata: En la zapata se determinaran los esfuerzos en las secciones cortadas
por los planos paralelos a los yz. El resto se dejan como ejercicio.

Se determinan los esfuerzos en la zapata como viga con directriz segin el eje X
desde la izquierda de la pieza, y seccion en yz.
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0<x<1,222:
T1 = (%)(01 + Gy)X-b - prx-bh = (¥)-(24,55 + 20,1:x)-x-1 - 2,5:x = 12,3:x + 17,6:X%.

M1 = Gy X:b-(¥2) X + ()-(Ot - Gx)X-b-(2/3)-X -(pn-x-b-h)-x/2 = 10,05:x* + 8,18 X* — 6,7:X°
-1,25:x% = 3,3%° + 6,93:x%

El valor o se obtuvo por semejanza de triangulos:

% %t 5 6,=201x
X C
1,222 <x<2:

T, = (%)-crC:b - prx:b-h=15-25x

My = (%)-6¢c:(X -¢/3) - (pn-x-b-h)-x/2 = 10,05:x° + 8,18:x* — 6,7:X° - 1,25:X* = 12,5:X -
6,11

X

M,
y T T
$M 0<x< 1,222 1222 <x <2
N

Seccion en el plano yz

Esfuerzos en el pilar Esfuerzos en la zapata

Figura 10.6b Cortes para el célculo de esfuerzos
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LECCION 11

Flexion lateral. Pandeo

Introduccién: En esta leccion se estudia el problema de la flexion lateral o Pandeo
que aparece en vigas comprimidas. ElI conocimiento del problema es importante para el
disefio de cualquier estructura. Este estudio permitira un disefio mas real de los
elementos, ya que hasta ahora el estudio de vigas comprimidas se hizo con el supuesto
que no habia pandeo.

Se plantean casos sencillos y buscando el disefio practico basicamente en estructura
metalica. En estas circunstancias tiene especial relevancia el método de los coeficientes
o, que de forma sencilla permite el disefio de las estructuras de acero.

Objetivos de la leccion: Preparar al estudiante para el disefio de cualquier
elemento estructural en que pueda aparecer el pandeo.

Contenidos de los problemas: Basicamente dos tipos, estudio de la carga critica
de Euler y disefio de vigas por el método de los coeficientes w.

Problemas propuestos. Se incluyen ejercicios propuestos a los anteriores como
repaso.

Formulacion basica:
Formulas de las lecciones precedentes

Carga critica de Euler

n’El,, n EQi;? mEQ
L 2 - L 2 - A2

p p

Pcr=

. L . . .
siendo A = —= la esbeltez mecénica de la viga y L, la longitud de pandeo.
i

Longitudes de pandeo tipicas para la carga critica de Euler

2
Pcr = % donde L, = B-L, siendo [ el coeficiente de pandeo que depende

P
del tipo de sustentacion y cuyos valores habituales se muestran en la tabla 11.1.

Esbeltez critica para la aplicacion de la férmula de Euler en el trabajo elastico:

Em?

7\’LIM =
(0}

e

en el caso de que las esbelteces sean menores no es aplicable la formula de Euler.
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Desde el punto de vista riguroso, si el comportamiento lineal solo se considera
hasta op, tension de limite proporcional la ecuacion anterior sera mas restrictiva
quedando:

CASO 1 2 3 4 5 6

Representacion
gréfica

Valores de 3 1 2 0,5 1 0,7 2

Calculo segun & método de los coeficientes @

En el disefio mecanico de elementos de acero, se incluye el coeficiente w()\)
obtenido de las tablas de la teoria o de la normativa NBE-EA-95. El coeficiente
multiplica al esfuerzo normal, de esta forma la normativa actual presenta una serie de
casos con sus formulas de aplicacion. Sin embargo, para simplificar se usara el siguiente
procedimiento teniéndose en cuenta que no cumple todos los casos de la normativa
actual pero que aqui se tendra como valido.

En normativas anteriores se proponia una formula aproximada para el disefio y que
era:

N M, M,
O=—0+—+—=
Q W, W

y z
que se puede considerar como la superposicion de los distintos esfuerzos. Notar que
cuando hay traccién o = 1, pudiendo generalizarse esta formula en el disefio de flexion

compuesta. Esta formula también la contempla la normativa actual con ciertas
restricciones.

Para el uso de la formula anterior se debera tener en cuenta todas las situaciones

criticas que pueda presentar la pieza y que pueda aparecer pandeo. La pieza se disefiara
para la situacion de calculo mas desfavorable.
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La formula es véalida tanto para el método de los coeficientes de seguridad como el
de los de ponderacion. En el método de los coeficientes de seguridad para que no
aparezca el pandeo se toma un valor de n = 1,71 para los aceros estructurales. Si se
aplica el método de los coeficientes de ponderacidn, no es habitual incluir el coeficiente
de seguridad a pandeo, dado que en este caso las acciones estan ponderadas.

Otra consideracién a tener en cuenta es que la NBE-EA-95, admite en el caso de
celosia un valor de B = 1, excepto cuando las barras son interiores y flexionan en el

plano de la celosia, es decir, segun la direccion ortogonal a dicho plano, en ese caso vale
0,8.
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Tabla 11.2 Coeficientes de pandeo m segun la NBE-EA-95 para los distintos aceros

Coeficiente m de pandeo para el acero A-37 (A 33) en funcion de la esbeltez A

A 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

20 101 | 1,02 | 102 | 1,02 | 1,02 | 1,02 | 1,02 | 1,03 | 1,03 | 1,03

30 103 | 104 | 104 | 1,04 | 1,05 | 1,05 | 1,05 | 1,06 | 1,06 | 1,06

40 1,07 | 107 | 108 | 1,08 | 1,08 | 1,09 | 1,09 | 1,10 | 1,10 | 1,11

50 1,12 | 1,12 | 1,13 | 1,14 | 114 | 1,15 | 1,16 | 1,17 | 1,17 | 1,18

60 1,19 | 1,20 | 1,21 | 122 | 123 | 124 | 125 | 1,26 | 1,28 | 1,29

70 130 | 131 | 133 | 134 | 1,36 | 1,37 | 1,39 | 1,40 | 1,42 | 1,44

80 1,45 | 147 | 1,49 | 151 | 153 | 155 | 1,57 | 159 | 1,61 | 1,63

90 165 | 167 | 1,70 | 1,72 | 1,74 | 1,77 | 1,79 | 1,82 | 1,84 | 1,87

100 | 1,89 | 1,92 | 195 | 197 | 2,00 | 2,03 | 206 | 2,09 | 2,12 | 2,15

110 | 2,18 | 2,21 | 224 | 227 | 230 | 233 | 237 | 2,40 | 243 | 2,47

120 | 2,50 | 253 | 257 | 260 | 264 | 268 | 2,71 | 2,75 | 2,78 | 2,82

130 | 2,86 | 290 | 294 | 297 | 3,01 | 3,05 | 3,09 | 3,13 | 3,17 | 3,21

140 | 3,25 | 3,29 | 3,33 | 3,38 | 3,42 | 3,46 | 3,50 | 3,55 | 3,59 | 3,63

150 | 3,68 | 3,72 | 3,77 | 3,81 | 3,86 | 3,90 | 3,95 | 4,00 | 404 | 4,09

160 | 4,14 | 418 | 423 | 428 | 433 | 438 | 443 | 448 | 453 | 4,58

170 | 463 | 468 | 4,73 | 4,78 | 483 | 488 | 494 | 499 | 504 | 5,09

180 | 515 | 520 | 5,26 | 531 | 536 | 542 | 548 | 553 | 559 | 5,64

190 | 5,70 | 5,76 | 581 | 587 | 593 | 599 | 6.05 | 611 | 6,16 | 6,22

200 | 6,28 | 6,34 | 6,40 | 6,46 | 653 | 659 | 665 | 6,71 | 6,77 | 6,84

210 | 6,90 | 696 | 7,03 | 709 | 715 | 722 | 728 | 7,35 | 7,41 | 7,48

220 | 754 | 761 | 767 | 7,74 | 781 | 788 | 7,94 | 801 | 808 | 815

230 | 8,22 | 829 | 836 | 843 | 849 | 857 | 864 | 871 | 8,7/8 | 8,85

240 | 8,92 | 899 | 907 | 914 | 921 | 929 | 936 | 943 | 951 | 9,58

250 | 9,66
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Tabla 11.2 Coeficientes de pandeo m segun la NBE-EA-95 para los distintos aceros

Coeficiente w de pandeo para el acero A-42 en funcion de la esbeltez A

A 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

20 1,02 | 1,02 | 102 | 102 | 1,02 | 1,03 | 1,03 | 1,03 | 1,03 | 1,04

30 104 | 104 | 104 | 1,05 | 1,05 | 1,05 | 1,06 | 1,06 | 1,07 | 1,07

40 1,07 | 108 | 108 | 1,09 | 1,09 | 1,09 | 1,09 | 1,10 | 1,10 | 111

50 1,13 | 1,14 | 1,14 | 1,15 | 1,16 | 1,15 | 1,16 | 1,17 | 1,17 | 1,18

60 122 | 1,23 | 1,24 | 125 | 126 | 127 | 1,29 | 1,30 | 1,31 | 1,33

70 1,34 | 1,36 | 1,37 | 139 | 140 | 142 | 1,44 | 1,46 | 1,47 | 149

80 151 | 153 | 155 | 157 | 160 | 162 | 1,64 | 166 | 1,69 | 1,71

90 1,74 | 1,76 | 1,79 | 181 | 184 | 1,86 | 1,89 | 1,92 | 195 | 1,98

100 | 2,01 | 2,03 | 206 | 209 | 213 | 2,16 | 219 | 2,22 | 225 | 2,29

110 | 2,32 | 235 | 239 | 242 | 246 | 249 | 253 | 2,5 | 2,60 | 2,64

120 | 2,67 | 2,71 | 2,75 | 2,79 | 282 | 2,86 | 290 | 294 | 2,98 | 3,02

130 | 3,06 | 3,11 | 3,15 | 3,19 | 323 | 3,27 | 3,32 | 3,36 | 3,40 | 3,45

140 | 3,49 | 354 | 358 | 363 | 367 | 3,72 | 3,77 | 3,81 | 3,86 | 3,91

150 | 3,96 | 400 | 405 | 410 | 415 | 420 | 425 | 430 | 435 | 4,40

160 | 4,45 | 451 | 456 | 4,61 | 4,66 | 472 | 477 | 482 | 4,88 | 4,93

170 | 499 | 504 | 510 | 515 | 521 | 526 | 532 | 538 | 544 | 549

180 | 555 | 561 | 567 | 573 | 579 | 585 | 591 | 597 | 6,03 | 6,09

190 | 6,15 | 6,21 | 6,27 | 6,34 | 6,40 | 6,46 | 6.53 | 6,59 | 6,65 | 6,72

200 | 6,78 | 6,85 | 691 | 698 | 705 | 711 | 718 | 7,25 | 7,31 | 7,38

210 | 745 | 752 | 759 | 766 | 7,72 | 7,79 | 7,86 | 793 | 8,01 | 8,08

220 | 8,15 | 8,22 | 829 | 836 | 844 | 851 | 858 | 866 | 8,73 | 8,80

230 | 888 | 895 | 903 | 911 | 9,18 | 9,26 | 9,33 | 941 | 9,49 | 9,57

240 | 964 | 9,72 | 980 | 9,88 | 996 | 10,04 | 10,12 | 10,20 | 10,28 | 10,36

250 | 10,44
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Tabla 11.2 Coeficientes de pandeo m segun la NBE-EA-95 para los distintos aceros

Coeficiente w de pandeo para el acero A-52 en funcion de la esbeltez A

A 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

20 1,02 | 1,02 | 103 | 103 | 1,08 | 1,04 | 1,04 | 1,04 | 1,05 | 1,05

30 105 | 106 | 1,06 | 1,07 | 1,07 | 1,08 | 1,08 | 1,09 | 1,10 | 1,10

40 1,11 | 1,12 | 1,13 | 1,13 | 1,14 | 1,15 | 1,16 | 1,17 | 1,18 | 1,19

50 1,20 | 1,22 | 1,23 | 124 | 125 | 127 | 128 | 1,30 | 1,31 | 1,33

60 135 | 1,37 | 1,39 | 141 | 143 | 1,45 | 1,47 | 1,49 | 151 | 154

70 156 | 159 | 161 | 164 | 166 | 169 | 1,72 | 1,75 | 1,78 | 181

80 184 | 187 | 190 | 194 | 1,97 | 201 | 2,04 | 2,08 | 2,11 | 2,15

90 2,18 | 2,22 | 226 | 230 | 2,34 | 238 | 242 | 2,46 | 250 | 2,54

100 | 259 | 2,63 | 2,67 | 2,72 | 2,76 | 281 | 2,85 | 290 | 2,95 | 2,99

110 | 3,04 | 3,09 | 3,14 | 319 | 3,24 | 329 | 3,34 | 3,39 | 3,44 | 3,49

120 | 3,55 | 3,60 | 3,65 | 3,71 | 3,76 | 3,82 | 3,87 | 3,93 | 3,98 | 4,04

130 | 410 | 4,16 | 422 | 427 | 433 | 439 | 445 | 452 | 458 | 4,64

140 | 4,70 | 4,76 | 483 | 489 | 495 | 502 | 508 | 515 | 522 | 5,28

150 | 5,35 | 542 | 548 | 555 | 562 | 569 | 576 | 583 | 590 | 597

160 | 6,04 | 6,12 | 6,19 | 6,26 | 634 | 641 | 648 | 6,56 | 6,63 | 6,71

170 | 6,79 | 6,86 | 694 | 702 | 7,09 | 7,47 | 7,25 | 7,33 | 7,41 | 7,49

180 | 757 | 765 | 7,73 | 782 | 7,90 | 7,98 | 807 | 815 | 8,24 | 8,32

190 | 8,40 | 849 | 858 | 866 | 8,75 | 884 | 893 | 9,02 | 9,10 | 9,19

200 | 9,28 | 9,37 | 947 | 956 | 965 | 9,74 | 9,83 | 9,92 | 10,02 | 10,11

210 | 10,21 | 10,30 | 10,40 | 10,49 | 10,59 | 10,69 | 10,78 | 10,88 | 10,98 | 11,08

220 | 11,18 | 11,27 | 11,38 | 11,48 | 11,57 | 11,68 | 11,78 | 11,88 | 11,98 | 12,09

230 | 12,19 | 12,29 | 12,40 | 12,50 | 12,61 | 12,72 | 12,82 | 12,93 | 13,03 | 13,14

240 | 13,25 | 13,36 | 13,47 | 13,58 | 13,69 | 13,80 | 13,91 | 14,02 | 14,13 | 14,25

250 | 14,36
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1.- Enlafigura 11.1a, se muestra una viga sometida a una carga P de compresion
sin excentricidad. Se desea dimensionar laviga en acero A-37. Sepide:

a) Obtener € valor de la carga critica de Euler paralalongitud delavigal y la
geometria.

b) Establecer la esbeltez minima para aplicar Euler s se considera que la tension
critica de Euler no debe superar la tension ¢, del acero que se considera segun la
DIN-4114 quevale 6, = 0,8-Ce.

c) Dimensionar la viga por € método de los coeficientes w con un perfil tipo | PE,
una carga de P = 30t, L =3 my que & acero trabaje elasticamente con la
seguridad habitual en pandeo.

» P
ya\ M
T
| L
Ha y N

v /
P ]
_H> . A‘ Va Ma i
A M v , X :
A ,%,

Figura 11.1a Viga comprimida empotrada-apoyo movil.

a) En primer lugar se debe determinar Pcr.

El equilibrio da:

Ha=P,Va+ V=0, Vg =-Va Ma= VgL

Los esfuerzos valen:

N=-Ha=-P, T=Va, M=Ma-Hay+Vax==Py+Va(x-L)

La ecuacion de la elastica:

Ely  =-Py+Va(x-L)

Cuya solucion es del tipo:

y = Assen(k-x) + B-cos(k-x) +C-(x—L) =y =-Ak®sen(k-x) - B-k?cos(k-x)

de donde para que se cumpla que k = 1/% se hace C = V—PA quedando:
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y= A-sen(\/g X) + B-cos(\/g X) + % (x-1L)

Para obtener los resultados se aplican las condiciones de contorno, que son:

y"(0) = 0 = Ak-cosO - B-k-sen0 + V—PA =0 Ak +VTA =

y(0) =0 = A-sen0 + B-cosO -V—PA-L =0—- -VTA-L =0

y(L) =0 =A-sen(k-L) + B-cos(k-L) =0

resolviendo se obtiene: Va =-P-Ak, Vg = % =-L-Ak — sen(k-L) = k-L-cos(k-L)

— tg(k-L) = k-L que se resuelve graficamente. La primera solucion se tiene para valores

2. .
k-L = 4,493 y por tanto ,/% L =4493 - P = # que si se relaciona con el

. N 4493*El _ =w*El 4,493 wm* _ w
valor de la viga biarticulada 5 = e = > = —5 = > =
L L, L L, (B-L)
B* = i — B = 0,7 de tal forma que la Pcg = 7Bl luego la carga critica
4,493 ! T 070
equivale a la de una viga biarticulada de longitud 0,7-L.
f(k-L) tg(k-L) i i Zi/
kL i
T2 | 4,493@ 372
Figura 11.1b Solucion a la ecuacion tg(k-L) = k-L
En’

b) A = — el acero A-37 tiene un valor de o, = 2400 kp/cm?. Con esto queda:
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106 .12
My = 2110°m” _ 103,9
0,8-2400

c) En el disefio por el método indicado, las deformaciones son pequefias, con lo que se
entiende que los esfuerzos debidos al desplazamiento en y son despreciables, es decir;
solo existe en este caso esfuerzo normal N = - P. Asi:

o :%.O)g G aom :&:@21404 kp/cmz.
n

N = - 30000 kp, el signo por ser de compresion. En este caso se sustituird en médulo ya
que la tension admisible también se tomo positiva.

En la ecuacion para el dimensionamiento resistente, hay dos variables, el
coeficiente de pandeo w y la seccion. Ambos definiran el perfil necesario. Para valorar

. ., L .
o, se calcula por inspeccion A = —, y se entra en las tablas que muestra la teoria.
i

Se probaron los siguientes perfiles y en este orden hasta seleccionar el apropiado:
IPE 200 con: Q = 33,5 cm?, imn = 1,87 cm, A = 113, ®(113) = 2,27 — NO VALE
IPE 270 con: Q = 45,9 cm?, imin = 3,02 cm, A = 70, ©(113) = 1,3 — VALE en exceso
IPE 240 con: © = 39,1 cm?, imin = 2,69 cm, A = 78, (78) = 1,42 — VALE en exceso

IPE 220 con: ©Q = 33,4 cm?, imn = 2,48 cm, A = 85, (85) = 1,55 — VALE, este perfil es
el mas apropiado al ser el ma&s econdmico, la tensidén que se obtiene es:

6=30000, 55 1390 <o, =02 =2490 1404
33,4 n 171

por lo que es valido con bastante aproximacion.

La carga critica para el método de los coeficientes w para dicho perfil sera:

Pcr = 0cr'Q2 = GAﬂ'Q = 30254 kp
Q]

La carga critica para la férmula de Euler sera:

_ %:2,110°205

= = 96346 kp.
R 7 (0,7-300)? P

siendo Iy, = 205 cm®,
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2.- Con la sustentacion del gercicio anterior setiene unaviga tubular deradior =
5cmy espesor t =5 mm. Lavigaesdeacero A-42. Sepide:

a) Establecer la longitud minima para aplicar Euler, se considera que la tension
critica de Euler no debe superar la tension o, del acero que se considera segun la
DIN-4114 quevale 6, = 0,8-Ce.

b) Si la longitud de la viga es 1,25 veces la obtenida en € apartado anterior
determinar ocr Yy Pcr delaformula deEuler.

c) Paralalongitud delaviga del apartado anterior y una carga mitad de la critica
obtenida, verificar s el disefio vale por e método de los coeficientes m para que no
sesuperee valor de Ge.

d) Explicar las caracteristicas del método de Euler y las del método de los
coeficientes w indicando su idoneidad para el disefio.

2
Q) A = En” — el acero A-42 tiene un valor de 6, = 2600 kp/cm®. Con esto queda

p

108 .72 : .
A = 2107 n” _ 99,82 — kz_L—P:O_j—L, Yo, = 1/Im—'” COmo en una seccion
0,82600 bin i Q

circular los momentos de inercia valen igual para todas las direcciones del plano, se

tiene, Q = 2.wrt = 2505 = 157 cm? | = nrdt = ©5°0,5 = 196,35 cm* —
. 3. 2 2 -- . .
i = \/ — :\/E:\/S— =354cm— L= My 9982354 _ 504,804 cm.
2mrt V2 V2 0,7 0,7
2. . .
b) L = 1,25:504,804 ~ 631 cm —> se pide o = = — 3= =2 =0TL_07631
(7”) | min I min 3'54
n?-2,110° )
124,8 — 6cr = ————— = 1330,73 kp/cm? — Pcr = 6cr'Q = 1330,73-15,7 = 20892,
(124,8)
5kp
c)P= 208292’5 = 10446,25 kp.

Verificando el disefio por el método de los coeficientes ® —

N 9 2600 2
o=—m<0o =—f=——_=1520,5kp/cm"-.
Q M T P

N = - 10446,25 kp, el signo por ser de compresion. En este caso se sustituira en modulo
ya que la tension admisible también se tomo positiva.

_10446,25

Para el valor de A = 124,8 = 125 — ®(125) = 2,86 - © 2,86 =1903>

Gapwm, Por lo que no sirve este perfil.
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d) La cuestion esta en que el método de los coeficientes m es el que se debe aplicar para
el disefio de perfiles de acero estructural, ya que esta basado en la experiencia real.

El método de Euler se obtuvo a partir de la ecuacién aproximada de la elastica y
debe verificar, la ley de Hooke, que sean pequefias deformaciones, que los cortantes
sean despreciables pudiendo aplicar la hip6tesis de Bernoulli.

Todas estas hipotesis carecen de validez en un problema de pandeo, por lo que la
férmula de Euler carece de rigor matematico. Sin embargo, si que aporta un estudio
sobre el problema obteniendo un conocimiento y valores practicos para el disefio,
ademas la carga critica de Euler es un valor indicativo de carga que no se debe superar.

3.- En lateoria se estudi6 el caso de un voladizo con carga excéntrica. Para ese caso
conP=30t,e=20cmy L =3 m, sedesea disefiar laviga en acero A-52. Se pide:

a) Determinar € perfil HEB necesario por € método de los coeficientes m para que
no aparezcan defor maciones plasticas.

b) En & caso de que sea aplicable al disefio anterior la formula de Euler,
determinar la carga critica. Se considera que la tension critica de Euler no debe
superar la tension ¢, del acero que se considera segun la DIN-4114 que vale 6, =
0,8'6e.

a) Se debe verificar por el método de los coeficientes m que:

M .,
G:E-(D-i- max <O apm :&:@:2105 kplcmz.
Q W n 171

z

Los valores de los esfuerzos son inmediatos, N = 30000 kp, y Mna = P-e = 30-0,2
=6 m-t=6-10° kp-m.

Para un precélculo supdngase que los esfuerzos normales son poco importantes
frente la flexidn, esto indica que se necesita un médulo resistente de W; > Myax/Gapm =
285 cm®, en dicho caso se necesitaria un perfil HEB 160 con W, = 311 cm®y Q = 54,3

2.L

. L
cm?, imin = 4,05 cm, A = i—P:_— =148, »(148) = 5,22 —

min min

105
o= 30000-5,22+ 610
54,3 311

= 4813 kp/cm® — NO VALE.

Se probaron los siguientes perfiles:

HEB 180: Q = 65,3 cm?, W, = 426 cm®, imin = 4,57 cm, A = 132, ®(132) = 4,16 > ¢ =
3320 kp/cm?. NO VALE.

HEB 200: Q = 78,1 cm? W, = 570 cm®, imi» = 5,07 cm, A = 119, o(119) = 3,49 — ¢ =
2393 kp/cm? NO VALE.

HEB 220: Q = 91 cm? W, = 736 cm®, imin = 5,59 cm, A =~ 108, (108) = 2,95 — ¢ =
1788 kp/cm®. VALE.
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L2 12,
La flecha vale f = PL e’ en este caso I, = 8091 cm® f= P-L e -
2-E 1l 2:E:l

z z

30000-300°-20
2.2110°-8091

= 1,6. La flecha admisible vale fapy = L/300 = 1 cm, luego NO

2
CUMPLE, se necesita un perfil mayor. Despejando — |Z:£ =
2-E-f o

30000-300%-20

= 12857 cm®. El primer perfil que cumple es el HEB 260 con I, =

2:2110°1
14919 cm’
2
b) Para que sea aplicableX ,, = En — el acero A-52 tiene un valor de . = 3600
c
p

. 6 . 2 .
kp/cm?. Con esto queda A, = 2140%m" _ 84,83 > A= i:@ = 91,18, por lo
0,8:3600 i 658

que si es aplicable la formula de Euler.

La carga critica de Euler vale:

n’El, _ n*2,110°14919
= 2= = = 858927 kp.
N 4-300° P

4.- En la figura 11.4a, se muestra una viga sometida a una carga P de compresion
sin excentricidad y un par Mg en e extremo. Discutir e hecho de que la carga
critica sea la misma para este problema que cuando la carga es excéntrica, tanto
sea My = 0 como Mg # 0. Se considera que la tension critica de Euler no debe
superar la tension ¢, del acero que se considera segun la DIN-4114 que vale 6, =
0,8-cc.

Dimensionar la viga por € método de los coeficientes @ con un perfil tipo | PE,

una cargade P =30t, L =3 my que d acero trabaje elasticamente con la
seguridad habitual en pandeo.

ar ‘
SRR s o/ N

Figura 11.4a
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Es evidente que la carga critica es la misma. Si Mg = 0, e = 0 basta sustituir en las
ecuaciones que se obtuvieron en la teoria, y en las condiciones de contorno se obtiene,
C,=-f, f=-fcos(k-L) +f— cos(k-L) =0 que es la misma condicidn que se obtuvo.

Si Mg # 0, e = 0 se plantean las ecuaciones para la viga deformada los esfuerzos
valen con las reacciones, Ha =P, VA=0,MaA=Mo+Pf—>N=-Ha=-P; T=0; M=
Mo - Ha'y = Mg + P-f — P-y. La ecuacion aproximada de la elastica E-1.y”" = My + P-f —
M, +Pf

P-y. La solucion a esta ecuacién es: y = A-sen(k-x) + B-cos(k-x) + Las
condiciones de contorno son:

y(0)=0 Lp+ MotPT g

y(0)=0—->A=0

y(L) = f = f = B.cos(k-L) + MO;P'f =- MO;P'f - cos(k-L) + MOTJrP'fe 0=-

M, +P-f

M M M M
-cos(k-L) + —> — -—2 . cos(k-.L) + —2=f, con valor —2 (1 - cos(k-L))
P P P P
=f.

M, PL? _M,L?

Si los valores de la carga son pequefios f = que es la flecha

P 2EI 2El
obtenida para My, sin embargo si P crece la flecha alcanza el maximo con cos(k-L) = 0,
B,

obteniendo el mismo valor de la carga critica, P, = . En definitiva el caso es el

417

mismo, solo que antes el par era P-e y ahora es M.
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5.- En lafigura 11.5a, se muestra una cer cha de una nave industrial de 10 m deluz
y 40 de profundidad. La alturaesde 13 my la separacién entre porticosess=5m.
Se desea disefiar la cercha, que es de tipo inglés, con una inclinacion de 40°. Se ha
establecido la armadura con un nimero de correasde 7 por vertiente, ver figura, y
de forma que los nudos de los pares se colocan cada dos correas quedando una en
medio, entre nudo y nudo. L as cargas, una vez ponderadas, se han estimado de un
valor total de Q" = 7704 kp, verticales. Se pide disefiar la estructura en acero A-42,
con perfiles 2L para las barras exterioresy L para las interiores. Se considerara
gue los pares son una sola viga de seccion constante, lostirantesigual, y las barras
interiores se pondran iguales por un lado las de traccion y por otro las de
compresion. Se asume una ponderacion promedio dec = 1,4.

D
C
5
B
6\
(04
A A
Ly 1 F 2 E A

Figura 11.5a Geometria de la cercha.

En la figura 11.5a se muestra la cercha que se desea disefiar con su distribucion
geomeétrica. Esta estructura es simétrica, tanto en su geometria como en su distribucion
de cargas, por lo que bastara analizar la mitad de la misma. Para ello se han numerado
las barras minimas y se han designado con letras los nudos de andlisis.

En primer lugar se debe tener en cuenta que esta estructura se podra considerar de
nudos articulados, por su disefio triangulado. Como en los pares existen momentos
flectores importantes, se tendran en cuenta en el disefio final utilizando algun método
aproximado. Asi para el disefio se seguirdn los siguientes pasos.

1°) Se determinaran los esfuerzos normales en todas las barras por el método de
Ritter o el de nudos, al considerar que la estructura es articulada.

2°) Se dimensionaran las vigas a resistencia, para ello se considerara que los pares
trabajan a flexién compuesta y que actlan como una viga continua con carga en medio
de los vanos.

3% Se comprobaran las flechas en los pares con las aproximaciones realizadas en el
caso de vigas continuas, modificando el disefio si es preciso.

(a11Lo primero que hay que hacer es calcular la geometria de la estructura.
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Célculo dela geometria:

La longitud del faldén es L¢ = Zci =6,53m.

Teniendo 7 correas la separacién entre ellas serd a = L#/6 = 6,53/6 = 1,09 m.
La altura de la cercha es h = Lysen40° = 4,20 m.

Las longitudes de las diferentes vigas que forman la cercha son, para la mitad
izquierda, tener en cuenta que la estructura es simétrica:

Longitudes de los pares: Ly =Ls=Lg=2a=21,09=2,18 m
Tirantes: Ly =2-L, = L, =2,18-c0s40°= 1,67 m — L; = 3,34 m.
Barras interiores: Ls=h=4,20m, Lg =4-a-sen40°=2,80m, Ly = Lg=2,18 m

Lo = Lg/senp — tgB = Lg/L, = 2,8/1,67 = 1,68 — B = 59,19° — L = Lg/senp = 3,26
m.

Distribucién de las cargas: Para el calculo se deberén distribuir las cargas en dos
situaciones distintas. La primera para aplicar el método de nudos, donde se llevaran las
cargas a los nudos. En el segundo, para determinar el disefio de los pares, que se
Ilevaran a las correas. En la figura 11.5b se muestran dichas distribuciones.

Figura 11.5b Distribucion de las cargas en la cercha.

En el primer caso se distribuyen en los nudos, ver figura, de forma que se tiene que 7-P
=Q —> P =7704/7 = 1284 kp. P/2 = 642 kp y P/4 = 321 kp. Se ha omitido el * por
comodidad en la notacion, pero se ha de entender que la carga esta ponderada.

Célculo de los esfuerzos normales: Los esfuerzos normales se calculan por el
equilibrio en los nudos. En primer lugar se determina el grado de hiperestaticidad:

GH=b-(2n-c)=17-(210-3) =0, el sistema es isostatico.
Ahora se determinan las reacciones:

Eje X) Ha=0
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Eje Y)Va+Va -Q=0
Siendo VA" la reaccion en vertical en el nudo simétrico a A. Por simetria

geométrica y de carga Va = Va" = % = 3852 kp.

Ahora se determinaran los esfuerzos normales en las barras. Basta analizar la mitad
de la estructura al haber simetria.

No Na No
59,553}/;9,190
P/ Ne |:>i Ns Pi N4 O E»
MO 400 N7 Ns 40° Nudo E
—p 40° 40° ;io T 40° 59.19° P
VA T Nl 0 —P i
Ne N7 N N2 Ns Nsg Ng
:y 400
Nudo A Nudo B Nudo F Nudo C
Na N3 Ng
Nudo D

Figura 11.5c Cargas en los nudos de la cercha
Calculo de esfuer zos normales. Se plantean los equilibrios en los nudos.
NUDO A
Eje X) Ng-cos40°+ Ny =0

Eje Y) Va + Ng-send0 — P/2 =0 — Ng = —3852+642 _ 1994 kp
sen 40°

N; = -Ng-c0s40° = - (- 4994)-c0s40° = +3826 kp
NUDO B
Eje X) (N5 — Ng + N7)-c0s40° =0 — N; = - N5 + 4994

Eje Y) (N5 — Ng - N7)-sen40° - P =0 — (N5 — (- 4994) + N5 - 4994)-sen40Q° - 1284 =
0 — N5 =999 kp — N7 =-999 + 4994 = 3995 kp.

NUDO F

Eje X) N2 — N7:c0s40° - N; =0 — N = N7-c0s40° + N; = 3995-c0s40° + 3826 =
6886 Kkp.

Eje Y) Ng + N7-sen40° = 0 — Ng = N7-sen40° = - 2568 kp
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NUDO C
Eje X) N4-c0s40° + Ng-c0559,19° - N5-cos40° =0
Eje Y) N4-send0° + Ng-sen59,19° - Ns-sen40°- Ng—P =0
Eje X) N4-c0s40° + Ng-c0559,19° - 999.c0s40° = 0
Eje Y) N4-send0° + Ng-sen59,19° - 999-sen40° - (-2568) — 1284 = 0
Eje X) N4-c0s40° + Ng-c0s59,19° - 765 =0
Eje Y) N4-send0° + Ng-sen59,19° + 642 =0
Resolviendo N4 = 332 kp, Ng = 332 kp
Ny = -2:(-3018)-c0s50 -1284 = 997 kp
NUDO E
Basta aplicar la coordenada y
Eje Y) 2:Ng-sen59,19° + N3 = 0 — N3 = - 1713 kp.
NUDO D
Se aplica como comprobacion. Aplicando la ecuacién eny —

Eje Y ) P + N3 + 2:Ng-send0° = 0? — 1284 - 1713+ 2:332-sen40° = -2,2, casi 0, la
diferencia esta por los redondeos en unidades. La solucion se considera comprobada.

TRACCION COMPRESION
PARES
N, =332 kp Ng = -4994 kp
Ns = 999 kp
TIRANTES
N; = 3826 kp
N, = 6886 kp

BARRAS INTERIORES

N7 = 3995 kp N; = - 1713 kp

Ny = 997 kp Ng = - 2568 kp
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Disefio delasbarras:

Pares. Como es habitual y 16gico, los pares seran una sola barra. En este caso la carga
critica es Ng = - 4999 kp, por tener el valor mayor, ser de compresion y tener todas las
barras idéntica longitud.

Ademas, estas barras trabajan a flexion, con una carga puntual en medio del vano
de 642 kp, como muestra la figura 11.5a. En una viga continua con tres vanos el
momento maximo vale My = 0,175-P-L = 0,175-642-c0s40°2,18 = 18800 kp-m. Las
tensiones normales maximas son:

hﬂm& Ge
0= OF T SO non =~ ==2600 kp/cm?

z

en este caso al estar ponderada la carga el coeficiente de seguridad n = 1.

Inspeccionando perfiles se eligié el 2-L 60.6 con valores W, = 2:6,89 = 13,78 cm®,
Q=13,8cm? I,=456cm* I, =849 cm*, i, = 1,82 cm, iy = 2,48 cm. Con estos valores
se vé que la posibilidad de pandeo esta en la direccion z, provocando la flexion en el
plano del pértico, por dos razones: la primera porque es la direccidn de inercia minima,
y segunda, porque la longitud de pandeo es a, mientras que para la otra direccion seria
a/2 ya que las correas hacen de apoyo.

Asi para el pandeo en z se tiene:

L
A= _p:B_Lzl_a_@ = 120, el coeficiente de pandeo en estas estructuras y

i i i 182

para dicho plano es 1 para barras exteriores y 0,8 para barras interiores segun la NBE-
EA-95.

_ 4994 ) 67418800 533y kp/cm®. Luego vale a

Asi ©(120) = 2,67 —
138 13,78

resistencia.

Ahora se debe comprobar la flecha, que para una viga de cubierta la flecha

.. L
admisible vale, f =—.
ADM 250

En el caso de una viga biapoyada con carga puntual en el medio la flecha vale:

p-L°
48-EI

f=-

las comprobaciones de flecha se hacen con la carga sin ponderar. Asi:
P, = P, ’/c = (642-c0s40°)/1,4 = 351,3 kp

Asi se pueden obtener los desplazamientos en cada direccion, se emplean unidades
my Kkp:
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P, L? _351,3218°
ooyl 313218 o
48El, 482,1.10°45,6

esto para la viga biapoyada, admitiendo una flecha del 50% inferior f, = - 0,4 cm, por
ser viga continua. Asi f < fapm = L/250 = 218/250 = 0,87 c¢cm, por lo que se cumple y el
disefio es valido.

Tirantes: Trabajan todos a traccion con un valor médximo de N, = 6886 kp, como se
disefia como una sola viga, igual que antes, el calculo es inmediato, ya que:

6=%SGADM :%:2600 — Q = 6886/2600 = 2,65 cm”. EI mas ligero el 2:L40.4
tiene Q = 6,16 cm®. Este sirve.
Barrasinteriores:

Las barras a traccion, con perfil L tienen un Npa = 3995 kp. En perfiles L no
simétricos, para dar seguridad por el problema de la traccion excéntrica se multiplica
para el disefio la tension de célculo por 1,25. Asi:

o :%-1,25 <Oy =28 =2600 — Q = 1,25(3995/2600) = 1,92 cm?. EI més ligero
n
el L40.4 tiene Q = 3,08 cm?. Este sirve.

Las barras a compresion deben considerarse por separado cada una dado que tienen
diferentes longitudes. En este caso se puede tomar B = 0,8. La primera barra es N3 = -
1713 con L = 420 cm. Para el perfil L, i, = iy. Inspeccionando se obtuvo el perfil L 60.6,

L . .
Q=691cm% i, =iy=182cm. Asi A = _—”:&=O’1884220: 185, »(185) = 5,85 —
| | ,

z z

azﬁ-w:%-5,85:1450 <0 nom :&:2600, por lo que vale. Para la barra Ng = -
n

2568 kp y L = 280 cm, se comprobo el mismo perfil, dado que se pondran iguales,

obteniendo: A = 150, ®(150) = 3,96 — a:%-w:%a,%:wz <0 apm :&:2600,
n

luego vale. El disefio final se muestra en la figura 11.5d.

2:L 60.6
L 40.4

L 60.6

@ 2.L.40.4

Figura 11.5d Geometria final de la cercha

Y
D
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LECCION 12

Flexion Hiperestatica

Introduccién: Estaleccion se dedicaa estudio de vigas hiperestéticas. La mayoria
de los sistemas reales se comportan como hiperestaticos, de ahi la importancia de su
estudio. Ejemplos tipicos que se estudian en Resistencia de Materiales son: el calculo de
vigas continuas como jacenas, zunchos perimetrales, forjados, etc., y célculo de
porticos. En estaleccion se estudiaran los casos sencillos de vigas y vigas continuas.

Se presentan unos POCoS € ercicios que parecen suficientes para la comprension de
laleccion. En laleccidn de teoria se estudiaron también algunos € emplos. Ademas esta
leccién se complementa con la siguiente en la que se estudian porticos hiperestaticos.
En laleccion siguiente se estudia el método de las fuerzas que se puede aplicar también
para resolver vigas hiperestaticas.

Objetivos de la leccion: Preparar a estudiante para la resolucion de problemas
hi perestati cos de vigas sometidas a flexion.

Contenidos de los problemas: Ejercicios en los que se disefian vigas en las que se
han determinado las incognitas hiperestaticas por los métodos estudiados en teoria.
También se hace el disefio de dichas vigas.

Problemasresueltos. Exclusivamente gjercicios referentes a estos contenidos.
Formulacion basica:

Formulas de las lecciones precedentes

Empleo de la ecuacion de la elastica en la resolucion de vigas hiperestaticas
Consultar lecciones anteriores y |as aplicaciones hechas en € libro de teoria.
Método de superposicion en la resolucion de vigas hiperestaticas.

Se determinan las incognitas hiperestéticas a descomponer el problema en la
superposicion de problemas resueltos en tablas.

Utilizacion del teorema de Menabrea

El teorema de Menabrea establece que |a derivada del potencia interno respecto a
las incognitas hiperestéticas.

0D o 0D
O_axl,o_ax2 0_—8)(n

Sesueleaplicar:ai)si M-a—Mds
vV El oX
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1) Pt 2) 0<x<a a<x<L
% M
o B 2
Ji—H—2s %
1 2z

MA L | A/M A
?VB 4\/8
| L -x

1.- a) Resolver la viga de la figura 12.1al hiperestatica por los distintos métodos
estudiados, son datosP, Mo, a, L, E, I.

Figural2.la

b) Disefiar lasviga con perfil IPESIP=3t,Mpo=2t'm,L=4mya=2m. Se
utilizara un acero A-42 y una seguridad de n = 1,7. La viga no soporta muro de
fabrica.

a) 1°.- Con la ecuacion aproximada de la elastica:
>F,. =0 Ha=0
>F, =0 Va+Vg=P
>M_ | =0->0=Ma+Mo-Vg-L+Pa=0-Ma =VgL-Pa-Mp

El GH =4 -3 =1, se elige Vg como incognita hiperestética. En lafigura 12.1a2 se
muestran |os cortes para determinar |os esfuerzos.

Ahora se determinaran los esfuerzos.

Tramol:0<x<a

T,=P-Vg

M;=-P(@a—x)-Mo+Vg:(L—-X)

Tramo 2: a<x<L

To=-Vg

M= Vg (L —X)

Determinacion de las ecuaciones de angulos, deformaday de laflecha.
Tramo 1:

E'l'y]_" =M.=- P-(a—x) -Mo+ Vg (L —X)
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., P(a-x)? L —x)?
E|y1 = %_MO.X_VB( ) +A1
_v)3 2 )3
Elyy = @—Mo%ws L=, A x+B,
Tramo 2:

Ely,” =M2=Vg-(L-X)

(L-x)*
2

(L—x)°
6

Ely, = —V,-

+A,

Ely,= V,

+A,X+B,

Ahora se deben evaluar las incognitas a partir de las condiciones de contorno.

Célculo de las constantes: De las condiciones de contorno se obtiene:

a2 K a2 12
19y (©=0-0= o Yol a A1=‘P: +V82L
3 3 3 3
2 y@=0--F2 Vet g0, 5= P2 Yl
39 yo(L)=0—= AL +B,=0—->By=-AsL
. _ )2 . YA
)y (@=y.(a > —Mo-a—#+ A= —#+ A,—>-Mgat+tAi=A;

M, (L-a)

a (L-a)’
5 +Vg 5 +A;a+B, =V,

59) y1(a) = y2(a) = - +A,-a+B,

Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene:

_ 3Mga(2L —-a)+Pa’*(3L-a)
2.3

VB

2°.- Aplicando superposicion:

Se puede resolver e problema como superposicion de los estados que muestra la
figura 12.1b. El desplazamiento del extremo B serd nulo y suma de los debidos a los
tres estados de carga. Por superposicion setiene:

6526514'6524'653:0

gue es la ecuacion de compatibilidad que permite obtener Vg y complementa a las
ecuaciones de equilibrio.
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V3

VA1 P i VA2
.
Ml M 2

Figural2.1b

Asi consultando las tablas se tiene:

2- —
2 PaGL=a)  iaabao
6El
2o Mea(ZL=3) i abeio
2E|
3
2= Vel hacia arriba
3EI
Por superposicion:
Pa*(3L-a) Mya(2L-a) N (VR
6El 2El| 3EI

gue despejando se obtiene €l valor de antes.
3°.- Por Menabrea:

0
v, D

av = JM—d =0=

oM, _ M,
N, oV,

=(L —x)

%
A T
Vs

Mp®

2

de

j M,

[[F-P@-x)-Mg+Vy (L= )KL = x)d+ [ V(L —x)* =0

J'Oa[— P-(a—x)-(L —x)Jdx + _Y

s (L _X)3|a _

Ve (L-x)°|" _

M (L —x)%[
2

0

J-;[_ P-(aL —x-L —ax+ xz)]--dx +

Mol -a)? - L% vo(L-x)°|

3 3

! :

2|2 2|2 3|2
X X
+Pa—| -PL—

=0
3

o

—PaL-x|3+PL-X7

0 0 0
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2 a3 a3 L3

—pL@+pLEap @ pd Moz oa @1y rvel =0
2 2 3 2 3

gue despejando se obtiene el mismo valor anterior.

b) Con los datos se obtiene:

— 2' -
VB:322(8 2)+:3”2 (12-2) _ 1,5t = 1500 kp
24

Para el disefio resistente se desprecian los cortantes, |os momentos flectores val en:
Tramol:0<x<a

M;=-P(@-x)-Mo+Vg:(L—X)=-3:(2-X) —2+1,5:(4—x) =-2+ 1,5X

Tramo 2: a<x<L

M, =Vg (L —X) = 1,5:(4-X) = 6 — 1,5

El valor del momento maximo es M ma = 3t-m = 3-10° kp-cm.

I . N x ., M
El disefio resistente implica que: 6 < capu. Latension de calculo vale: (5=W—)

5
S o= = 15294 - W3 L0
S rom n 1529,4

necesita un IPE 220 con W, = 252 cm® e I, = 2770 cm®.

W2

~ 196,2 cm°. Para e que se

Ahora se debe estudiar la rigidez para los que partiendo de la ecuacion de la
eléstica:

Tramo 1:
. P(a-x)? (L —x)?
Elyl = T_MO'X_VB +A,

_v)3 2 _v)3
E-|-y1=-M—MO-%WB-(L X) ¢ A, x+B,
Tramo 2:

_ 2
Ely, =~V =X A

2

_ 3
Ely,=V, C 6X) +A,X+B,

Se obtienen los valores de las constantes sustituyendo los valores:
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2 2 3 3
Ao 32154 g 37 154
2 2 6

=-12 A=-22+6<B,=-24=-8

Asi sustituyendo los valores:

Tramo 1:
Ely, = m 2% —1,5(4 X)

_ 3(2-x)° x2 (4-x)°
Ely,=-——-2—+15—"—+6%x-12
6 6

Tramo 2:
., (4—x)?
Ely, = -15 +2

2
Ely,=15847%)" 3X) +2x-8

Laflechaestaeny =0, asi:
Tramo 1:

y1'=0 - 3(2-x)°—4x-15(4x)?*+12=0—> 3(4—-4x + x5 —4x -15(16 —8x +
X)+12=0>512-12x +3x°—4x-24+12x -15x*+12=0—> 1,5x*—4x =0
—>enx =0y x =4/15= 2,7 lafuncion tiene extremos, el primero es maximo al ser
y1~ "< 0 pero €l desplazamiento esnulo, y €l segundo no sirve al estar fueradel intervalo.

Tramo 2:

(4-x)°

V=0 -15——2 +2=0—>-15(16-8x+x)+4=0—> -24+12x —15x* + 4

=0 —-15x%?+ 12:x — 20 = 0 cuyas raices son x = 5,63 y x = 2,367. El primero no sirve
al estar fueradel intervalo y €l segundo si. El valor de laflechaes:

_ 3
E-1'y,(2,367) = 15m+22,367—8 =-1088 — f = % donde las
. o _ 6 5 > —1088
unidades se deben sustituirenmy t. E:l =2,1-10°-2770 kp-cm® =581,7 tm° — 5817

=-1,8721-10° m = -0,18721 cm. Como la viga tiene menos de 5 m y no soporta muro
de fébrica se considera una flecha admisible de fapm = L/400 = 1,3 cm por lo que vale €
disefio.
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A B C

L | L |

Figural2.2a

2.- a) Resolver la viga de la figura 12.2a hiperestética por los distintos métodos
estudiados, son datosP, L, E, I.

b) Deter minar los diagramas de esfuer zos.

¢) Determinar la deformaday obtener larelacion que existe entrelaflechay la
flecha de una viga biapoyada con carga P en medioy longitud L.

d) Diseflar lasviga con perfil IPEsi P=5t,L =2 m. Se utilizard un acero A-
37y unaseguridad den = 2.

a) 1°.- Con la ecuacion aproximada de la elastica:
>F. =0 Ha=0

Y F. =0 Va+Vg+Vg=2P
por simetriaVa = V¢ por 1o que no es necesario aplicar la ecuacion de momentos.

Para determinar las leyes de momentos basta analizar e primer vano ya que hay
Simetria.

Féacilmente se obtiene:

Tramo 1: 0< X <L/2 - M1 =VaX

Tramo 2: L/2<X<L — M2=VaX-P-(X—-L/2) =VaXx+P:(L/2-X)
Determinacién de las ecuaciones de angulos, deformaday de laflecha.

Tramo 1:

x? x°
Ely: " =M1=Vax e Ely) = VA'7+ A & Ely = VA-E+ A;X+B;
Tramo 2:

2 L/ w2
Elyz” =Mz =Vax + P(LI2-X) <> Ely, = vA-X?— P@sz
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3 L/ v)3
Ely,= VA%+P%+A2-X+52

Ahora se deben evaluar las incognitas a partir de las condiciones de contorno.
Caélculo de las constantes. De las condiciones de contorno se obtiene:
10) yl(O) =0— Bl =0

2 2
20) y]_,(L/Z) =y2,(|_/2) — VA8L + 1= VA8L +A2—) A]_:Az

VL3

13
+A1.£ = VAL
48 2

48

) ya(L12) = yo(L12) > +As =+, By =0

2 L/ _1)2
49 y,'(L)=0— VA-L?— P%+A2:O—> 4V 5L —PL?>+8A,=0

N 12 |2
50 yo(L)=0— V,——P— +A;L=0— A,= —V,—+P—
) yAL) A6 a2 2 A6 48

gue s seresuelve se obtiene:

2
VAZEPHVB:EPHAleZZ_PL
16 8 32
1) Pl 2 P
don 1 o i Pa
Wz
P
a b
L
AT
3
iz VBT
Figura12.2b

2°.- Aplicando superposicion:

Se puede resolver € problema como superposicion de los estados que muestra la
figura 12.2b1. El desplazamiento del extremo B serd nulo y suma de los debidos a los
tres estados de carga. Por superposicién setiene:

5525514‘6524'553:0

gue es la ecuacion de compatibilidad que permite obtener Vg y complementa a las
ecuaciones de equilibrio.
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En lateoria se obtuvo paraunaviga como ladelafigura12.b2 que laelasticavalia:

0<x<a—El,y, = P—'bx3+P—'b(b2 —L?)x
6-L
_ 3
as<x<a+b —Ely, =P—bx3+P—b(b2— L2)-x—M
6-L 6-L 6

El desplazamiento en B debido los casos 1 y 2 es el mismo. Asi 8g* = 8s°. El
desplazamiento §z* se puede obtener con la ecuacion de la eléstica en el intervalo a < x
<a+h. En este caso lavigatiene longitud 2-L, a=L/2,b=(3/2).L yBestdenx = L.
Asi:

—~11PL° . .
5! = =8s° haciaabgjo
® " 9Bl 3
Por otro lado para una carga puntual en medio la flecha esta también en medio y
3
vae f = PL , que en este caso se tendr&:
48E|
13
o= Vel hacia arriba
6El

Por superposicion:

-1:RL® Vg L®
+ =0
9% EI 6El

gue despejando se obtienen los valores de antes paraVa Y Ve.
3°.- Por Menabrea:

Se elige como incognita hiperestédtica Va. Como hay simetria y e efecto de
cortantes se desprecia a aplicar € teorema, basta considerar €l primer vano ya que €
potencia interno sera dos veces € del primer vano. S @; y @, son los potenciales
internos de los dos tramos en que quedo dividido € primer vano para la ecuacion de
momentos, se puede expresar el potencia interno ® = 2:(®; + ®,). Asi e teorema de
Menabrea se puede expresar:

0D 0 A0, 0P, 0P,
N, oV, oV, N, oV,

NIk 13
aq)l :iJ- 1.%.dx:i. I_/ZVA .XZ.dXZVA—X = VA L
v, El Vv, = El 3EI|,  24El
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| L

o0, _1 II\/IZaMZ-dX:%-ILLIZ{VA-XZ+P(%—x)}-x-dx=

v, EIV77av, 3EI| ,, 4El|,
3 4 13 3 7
L%, L 7V, 5P 0@, 3, VL L 7V, 5P
vV, EI' 24 48 9V, oV, 24El EIl 24 48

que despejando se obtiene el mismo valor de V 4, quedando resuelta la hiperestaticidad.

b) Al existir simetria de carga y geométrica respecto a plano medio de la viga con
conocer los esfuerzos en el primer vano se pueden representar. Basta recordar que los
cortantes son asimétricos y |os momentos flectores simétricos.

Esfuerzos Cortantes:
5
Tramo1: 0<x<L/2—>T;= VA:EP
11
Tramo 2. LI2<x<L > T,=Va-P= _1_6.p

Momentos Flectores:

Tramo1:0<Xx<L/2—> M;=VaX= %P-x

Tramo 2: L/2 <X <L — My =Vax + P(L/2 - X) = %P-x + P(L/2 - x) =

L 11L
P(— =
( 2 16 )

La representacion es practicamente inmediata, figura 12.2c, al ser lineas rectas.
Basta obtener los valores en los extremos de los intervalos: M31(0) = 0 <> M;(L/2) =

—52‘ & Ma(L/2) = —52‘ como era de esperar, Ma(L) = - % Bl corte con e eje en

el primer vanoesconM; =0 — x = % =0,727-L

T s P
As P !
P A P
+ i
Ny
i - E —
— - %6 P
~ P Figura12.2c
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c) Se obtiene la deformada a partir de la ecuacion de la eléstica aproximada que se
obtuvo:

Tramo 1:
, x? 5Px*> PRL?
Elvy, = V,—+A,= -
N
x> 5Px® PL?
Elyr= Vy—+AX+B= ——- — X
V1= Varg mATET Teem T g
Tramo 2;
2 L/ — 2 2 L/ _ 2 2
Edy, = VA-X——P( 5—X) VA= 5RX —P(/2 x)” PL
2 2 32 2 32

3 L/ v)3 2
SRx +P% X)” PL x
96 6 32

3 L/ 3
Ely, = VA-%JFP% 6X) +A;X+B,=

Ahora se deben calcular los extremos que se obtienen con y'= 0. En €l primer
tramo el extremo estard en x = /% -L = 0,447-L con un desplazamiento de y:( /% -L) =
RL®
- 4845El

L =0,414-L. Sdlo es vdlidala primera y tiene desplazamiento nulo. La flecha por tanto
es.

. En @ segundo tramo y, = 0 es una ecuacion cuadratica con soluciones x =

PL®

fz =
48+/5E|

La relacion con una viga biapoyada se obtiene al saber que la flecha en dicho caso
3

, asi para la viga con dos tramos €l valor es 1 veces, es decir
El NG

aproximadamente 0,4472. La norma de acero establece un valor de 0,448.

esf = -

d) Para el disefio resistente se desprecian |0s cortantes.

o : . : « ., M
El disefio resistente implicaque: 6 < capm. Latension de calculo vale: o= W—>

3RL? (O 2
W= conM = Mms = = 187500 kp-cm — G,y = — = 1200 kp/cm” —
GADM n
W= 1?;380 ~ 156,25 cm®. Para el que se necesita un |PE 200 con W, = 194 cm® el =
1940 cm®.

Ahora se debe estudiar larigidez. Para una flecha de:
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PL® 5000 200°

fz__ "= =
48+/5E| 48+/52,110°1940

=0,091 cm

Se considera una flecha admisible de fapm = L/500 = 0,4 cm por lo que vale €
disefio. Se hatomado este valor a ser @ critico que da la NBE-EA-95 y desconocer €

tipo de viga que es, aunque por la longitud de los vanos se podria tomar un valor
inferior.

X
1) a2 lp
JaN A\ N\ AN
722
Tvl ’ Vs, TVZ TVl \'Z: Tvl
3) Pi Pl
N N\ N\
§ = + §
\ AN \ Tv \

N %
V
Figural2.3a

3.- Resolver las vigas de la figura 12.3a por los distintos métodos estudiados, son

datosP, q, L, E, |I. Lasdistancias entre apoyos son siempre L. La carga q va hacia
abajo.

En cada viga se determinaran las incdgnitas hiperestaticas por métodos diferentes,
dejando como gjercicio que se comprueben con los otros.

Viga 1.- Por Menabrea:

Dado que hay simetria las reacciones verticales simétricas son iguales. El grado de
hiperestaticidad es 1. Se elige como incognita hiperestatica V. Como hay simetriay e
efecto de cortantes se desprecia al aplicar e teorema, basta considerar € primer vano y
el segundo ya que e potencia interno seré dos veces e del primer vano (por ser igual
gue € tercero) mas e del segundo. Si ®; y @, son los potenciales internos de cada

vano, se puede expresar el potencial interno @ = 2-®; + ®@,. Asi € teorema de Menabrea
se escribe:

0 _,00, 30,
N, oV, oV,

Las reacciones por equilibrio de fuerzas son:
2V1+2V,=3qL > V;,= % gL -V

Tomando € corte a una distancia x desde el extremo izquierdo los momentos
valen:

2

O<x<L: M1:V1-x-q;
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2 2

L<x<2l: My=Vix- q;‘ +Va(x-L) = Vi - q;‘ +(%-qL —V1)(x-L)

Ve gxt| vl gL

00, _ 1 [ M,
3El 8EI|, 3El 8El

= dx =
v, El1 v,

V2 2
00, 1 M _aIVIZ.dX (V _gxX +3qu 3qL

v, EIY 293v,  El 2 2

)Ldx=

2L

3 2,2 3 4
aq>1:i{v_l_2_x_qx L, 3qL%x* 3qL® 1550k

)

N, El 6 4 2 "BVt

L

el resultado se obtuvo después de una serie de operaciones.

Ahora.

3 4 4
8<D:28cp1+8d>2: 2V, L _qL +i(V1-L3—5qL )
aV, aVv, dV, 3El 4ElI EI 12

2 11
V,=—qL =04qL < V,=—qL =11qL
1 5q q 2 qu q

Viga 2.- Con la ecuacion aproximada de la elastica:

El grado de hiperestaticidad es 2. Para determinar |as reacciones basta cortar desde
la derecha y obtener las ecuaciones de los momentos flectores para la ecuacion de la
eléstica. Asi:

Tramo1l:0<x<L — M1 =-PX

Tramo2: L<x<2L —Mz=-Px +V:(x-L)

Trano3: 2.L <x<3L — M3z=-Px +V:(X—L)+Va(x—-2L)
Determinacién de las ecuaciones de angul os, deformada y de laflecha.

Tramo 1:

2 3

Ely:” =M1=-Px < Elyy = — PX?+ A, <> Ely = — P%+ A;x+B,
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Tramo 2:
2
Edy,” =My=-PX +Vi(x—L) < Elyy = —P?—V (x zL) A,
3 133
E-I-yZ:—P-%—Vl-(X L) i A, x+B,

Tramo 3:

E:l 'y3” =Mz=-Px + V]_'(X - L) + Vz'(X - 2L)

2 _ 2 - 2
vy = —PX?+V1-(X L) v, X ZZL) +A,

(x-L)* (x—2L)°

Elyg——PE+V +V, +A;X+B,

Ahora se deben evaluar las incognitas a partir de las condiciones de contorno. Se
necesitan 8 ya que 6 son las constantes de integracion y 2 son las incognitas
hiperestéticas.

Cdalculo de las constantes: De las condiciones de contorno se obtiene;
3

19 yi(L)=0— - P%+ A;L+B,=0

3

29 yo(L) =0 — — P%+A2-L+BZ:O

, , RL? RL?
3°)y1 (L):yz (L)—)— +A1:—T+A2—)A1=A2

2 2
49y, (2.L) =ys'(2L) - —2PL*+ V2L +A, = -2PRL%+ V2L +A; > Ar=A3

2 3
59 y»(2.L) =0 — _8RL +V1L +2LA,+B,=0
_ sRL® Vv,L® 3
69 y3(2.L)=0— — + +2L:A;+B;=0
, 9RL? » VyL?
) y3@3BL)=0—> — +2V; L+ +A,=0
() 3 0 3
8°) y3(3-.L)=0— —276PL +8Vé|' +3L-A,+B,=0
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Resolviendo estas ecuaciones se obtiene:

vi=lp ov,=2p
7 14

Viga 3.- Aplicando super posicion:

Se puede resolver € problema como superposicion de los estados que muestra la
figura 12.3a3. El desplazamiento en € apoyo sera nulo y suma de los debidos a los dos
estados de carga. Por superposicion setiene:

5=8"+8"=0
Para un viga de longitud L, carga aplicada desde el empotramiento a una distancia

ayconb =L —a conlax tomada desde € extremo libre se tiene que la ecuacién
aproximada de laelésticavale:

Ely, = %(L—x)z- (2-a-b+x)
para unavigade longitud 2-L ser&
-P 5
El,y, = ?(2 L-x)%(2-a-b+Xx)

El desplazamiento 8" se obtiene paralosvaloresa=b =x = L. Este vale:

g= Y
3EI

Con lamisma ecuacion & se obtiene paraa=2-L, b=0y x = L, obteniéndose:

sp_ —5P
6EI

asl que por superposicion:

8:8V+8P: L+ ﬂ:o_)v— oP
3ElI 6El
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LECCION 13

Célculo de porticos planos

Introduccién: En esta leccion se estudiara la resolucion de porticos planos,
isostaticos e hiperestaticos.

En la teoria se estudiaron dos métodos de calculo de las incdgnitas hiperestaticas
como son el Teorema de Menabrea y el Método de las Fuerzas. Se emplearan dichos
métodos en la resolucion de los pdrticos hiperestaticos. Una vez conocidas las
incognitas hiperestaticas el problema se resuelve igual que un problema isostatico.

Para el estudio de la rigidez se ha considerado exclusivamente el Teorema de
Castigliano. Sin embargo, no es muy apropiado para el célculo, especialmente el hecho
a mano, ya que requiere un gran numero de operaciones y calculos complejos. Para un
mejor desarrollo se recomienda recurrir a los métodos que estudia la Teoria de
Estructuras y especialmente el uso de programas disefiados para el célculo con
ordenador, siempre que estén suficientemente contrastados.

Es oportuno comentar, que estos metodos de célculo no son los Unicos que aporta
la Resistencia de Materiales pero que por las caracteristicas de este curso se ha preferido
no incluir mas. Lo mismo que con la rigidez, estos métodos no son los mejores para el
calculo manual, haciéndose la misma recomendacion que en el parrafo anterior.

A pesar de estas dificultades, los métodos propuestos permiten al estudiante
profundizar en el célculo y disefio de estas estructuras obteniendo un cierto grado de
preparacion que les permita ampliar los escasos conocimientos que se pueden obtener
en este curso.

Los problemas estan orientados al disefio resistente de estructuras metalicas
siguiendo la NBE-EA-95. El disefio segun los principios de la rigidez no se aborda dada
la dificultad del método empleado, aunque se plantea el calculo de desplazamientos de
algunas de las secciones de los porticos.

Objetivos de la lecciéon: Preparar al estudiante en la resolucion de estructuras
basandose en los métodos estudiados para la resolucién de pérticos planos.

Contenidos de los problemas: Célculo y disefio de porticos planos. Célculo de
desplazamientos por el Teorema de Castigliano. Disefio resistente de los mismos segun
la NBE-EA-95.

Problemasresueltos: Exclusivamente ejercicios referentes a estos contenidos.
Formulacion basica:

Formulas de las lecciones precedentes

Grado de hiperestaticidad de un sistema

El grado de hiperestaticidad GH sera: GH = GHE + GHI

siendo GHE el grado de hiperestaticidad externo y GHI el interno. Para determinar el
grado de hiperestaticidad interno GHI:
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GHI=3.C-A

donde C es el niumero de contornos cerrados y A el nimero de articulaciones, tomando
cada una de ellas como el valor del nimero de barras menos una que concurran en la
misma.

Calculo de porticos con los teoremas del potencial interno

En este caso, el potencial interno para una barra i se puede expresar:
2 2 T2
®; = J(N—dx+ IL M, dx + J;L—y*dz
0 2.E-Q 0 2.E, 2G-Q,

para una estructura de n barras el potencial interno se expresa:

Para el estudio de la rigidez, en este caso, se aplicara el teorema de Castigliano que
establece:

5= 20
oF

siendo o el desplazamiento del punto de aplicacion de la fuerza F en el sentido de la
misma. Cuando en la seccion, no exista una fuerza F en el sentido deseado, se puede

o . . . oD -
tomar una ficticia, calcular ® en funcion de ella, derivar haciendo o y sustituir el

valor de F = 0. Asi se obtendra dicho desplazamiento.

Los célculos se pueden simplificar dado que en este tipo de estructuras, los
desplazamientos debidos a los esfuerzos cortantes y normales son despreciables frente a
los que produce el momento flector.

De esta forma se puede escribir:

EaE Py

para calcular el desplazamiento de una seccion de un pértico segun el sentido de F.

La hiperestatitidad de los porticos hiperestaticos se resuelve con el teorema de
Menabrea que se expresa:

aﬁ =0 coni=1,...n
oX

siendo X las incdgnitas hiperestéaticas.
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Asi el teorema de Menabrea considerando despreciables la contribucion de los
esfuerzos normales y cortantes se puede escribir:

G

Método de las fuerzas para resolver estructuras hiperestaticas

Si se tienen n incognitas hiperestaticas X;, se obtendran n ecuaciones:
O11: X1+ 812Xz + ... + 010 X + Ap=0
Op1: X1+ S22 Xo + .o + 0o X + Ap=0
On1- X1+ 2 Xz + ... + Oy Xn + App=0

Las ecuaciones de este sistema reciben el nombre de ecuaciones candnicas del
método de las fuerzas. Se pueden expresar matricialmente de la siguiente forma:

[D]-[X] + [D,] =0

811 812 ' 81n Xl AlP

0, O ) X A
[D] — 21 22 2n : [X] — 2 1[Dp] — 2P

6nl 6n2 ' 6nn ><n AnP

Los coeficientes ;; de las incdgnitas se pueden calcular, en caso de barras rectas o
curvas de pequefia curvatura segun la ecuacion:

2j Z’d 2j st+2j st

siendo:

Mz, Ni, Ty, las leyes de momentos flectores, esfuerzos normales y esfuerzos
cortantes, respectivamente, del sistema base sometido a la fuerza X; = 1.

My, Nj, Ty, las leyes de momentos flectores, esfuerzos normales y esfuerzos
cortantes, respectivamente, del sistema base sometido a la fuerza X; = 1.

Por otra parte, los desplazamientos Ajp, términos independientes de las ecuaciones
canonicas, se calculan de igual forma:

. . T.-T
o= 3 M B e+ TR
siendo:
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Mz, Ni, Ty, las leyes de momentos flectores, esfuerzos normales y esfuerzos
cortantes, respectivamente, en el sistema base sometido a la carga aplicada al sistema X;
=1.

Lo mismo que en el epigrafe anterior, los desplazamientos debidos a esfuerzos
normales y cortantes es despreciable frente a los de momentos flectores reduciéndose
las expresiones a:

ZJ- ZJdSHA,p—ZI

Coeficiente de pandeo para pilares en porticos planos de una altura segun la
NBE-EA-95:

Para los pilares de porticos planos de una altura y con posibilidad de pandeo
exclusivamente en el plano se recomienda consultar el articulo 3.2.4.3 de la citada
normativa.

En los disefios presentados con dos pilares con apoyos articulados se tomara el
valor critico de B = 4,8.

Convenio de signos:

Se mantendra el criterio de signos para los esfuerzos en una seccion. En todos los
problemas se planteara dicho criterio para los porticos vistos desde su interior.
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1.- Dada la estructura de la figura

13.1a se pide: 4m ‘
< 20t
0 10 t/m
a) Diagramas de esfuerzos en € 5 =
portico plano, las cargas son de 5 t/m
presion. c 5m
b) Diseflar aresistencialasvigasy A 3m B
pilares en acero A-52, en € ,\
supuesto que las acciones I
corresponden a una hipoétesis ’ Ve
critica de calculo y por tanto, VAT Ha
estan ponderadas. El portico 6m
sdlo pandea en € plano de la I 3
a) La estructura es isostatica.
Las ecuaciones de la estatica:
> F,=0 5>Ha+15=50 - Ha=35t
D F,=0->Va+Ve=20
CORTE A-C
> M, =0 —1515+20-4-2550 - Vg:6 =0 — Vg =
-3,715t > Va=2375t
Ahora se determinan las ecuaciones de esfuerzos. Se
aplica el método de las secciones y se establecen los cortes
segun las figuras 13.1b.
Corte A-C:
Va | Ha
N:-VA:-23,75
Figura 13.1b1
T=-Ha-5%x=-35-5%x
CORTE C-D
M=-Hax—-5%4 =-35x-5x4
N'A
{4*} Se analiza la ecuacibn de momentos para su
M \ representacion. Los maximos y minimos se obtienen —
Z—MzT:O—> -3 -5x=0—> x =-7. No hay puntos
X
| extremos. La curvatura se obtiene con <0, luego es zona
5t/m VA
i de maximos.
Va | Ha Corte C-D:

Figura 13.1b2
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CORTE D-E

Figura 13.1b3

CORTE E-F

Figura 13.1b4

CORTE B-F
NAT

o8]

\
\

Vg

Figura 13.1b5

N=-Va=-2375
T=-Ha-53=-35-15=-50

M =-HaXx-53(x-15)=225-50x

Corte D-E:

N=-Ha-53=-35-15=-50
T=Va=2375
M=-Ha5-5335+Vax=-2275+ 23,75x

Corte E-F:
= -10-5=-50
T=-Vg=3,75

=-10-55/2 + Vg:x =-125 - 3,75:x

Corte B-F:
N=-Vg=3,75
T= 10-x

M=-10x4 =-5x°

. . . M
Los maximos y minimos se obtienen — Z—zT:0—> -
X

5x =0 —- x = 0. En esa seccion hay un extremo. La
2

curvatura se obtiene con <0, luego es zona de méaximos.

X2

Es un méximo.

Ahora se representan los diagramas de esfuerzos para el
portico. Se muestran en la figura 13.1.c

El disefio resistente implica que: 6 < Gapwm. La tension

* *

. N M :
ponderada vale: o6 =—am+——. Para una primera
Q w

*

. ., . M
aproximacion se hace ¢ = w W>

*

M

GADM

Para el pilar AD — M" = M = 22750000 kp-cm. El acero A-52 tiene o, = 3600
kp/cm? y como el método empleado es el de los coeficientes de ponderacin se tiene

que capm = Ce —

300

> 22750000

3600 ~ 6319 cm®. Para el que se necesita un perfil HEM
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E 3,75t 23,75t
D _ F + 3,75t _ 50'[
D F
cl- T50 € + E
A B ¢ -50t
2% - 23,75t /\ A B
W72

-35t
Esfuerzos Normales @
Esfuerzos Cortantes

N
§
D

} L —— 125mt
-227,5m-t
/-132,5 m-t
-227,5m+t 2125 mt
D E F -

C

-125,5m-t
A

2

Momentos Flectores
Figura 13.1c

N ~@
\
D

550 con Q = 354,4 cm?, W, = 6920 cm® e ix = 23,6 cm, supone que k:B.—L: 453520
I )

X

=102 - »(102) = 2,67. Se ha tomado 3 = 4,8 como se indicé en el formulario.

o = 23750267 2,67+ 22750000 _ 467 kp/cm? que es valido.

354,4 6920

Para el dintel DF, se tomara el perfil anterior al soportar el mismo momento

méaximo. Se comprueba con x:l?—":% = 25,4 — o(26) = 1,04. Se ha tomado 3 =
| 1

X
1 del lado de la seguridad como si fuese una viga biapoyada, ya que se debe tener en
cuenta que los nudos son elasticos y no totalmente rigidos, por lo que considerar la viga
como biempotrada con B = 0,5 se estima insuficiente.

o' = 50000 1,04 + 22750000 _ 3434,3 kp/cm?
354,4 6920

El pilar FB trabaja a traccion. N* = 375t y M™ = Mpa = 12500000 kp-cm.

Asi: W > % ~ 3472,2 cm®. Para el que se necesita un perfil HEM 300 (h = 340)

con © = 303,1 cm?, W, = 3480 cm® que comprobando:
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L 2m - 2m
5t/m
D 7t
E
(0]
10t 200 20 F G
Im
2m
¢ H  10tm
2m -
6tm G)AL
4dm
3m
A I
Z
FZFZA
8m
Figura 13.2a
c = 3750 +12500000 = 3604 kp/cm que se admite.
303,1 3480

2.- Diseflar el poértico de la figura 13.2a resistencia suponiendo que las cargas
corresponden a una hipétesis critica de carga y estan ponderadas. Utilizar un
acero A-37. Obtener ademés el desplazamiento vertical en e punto medio de la
barra D-E.

b) La estructura es isostatica.

Las ecuaciones de la estatica:
ZFX =0 > Ha+10-sen30°- %:10-4=0—>Ha=15t1
D F, =0 > Va+V;=10:0830° - 5 #5500~ 7 =0

> M, =0 —6+5105en30° + 5 %002 + 76 = %-10-4-4-% —V8=0 >V, =
7,780t — VA =29,164 t

Ahora se determinan las ecuaciones de esfuerzos. Se aplica el método de las
secciones y se establecen los cortes segun las figuras 13.2b.

Corte A-B:
N=-Va=-29,164

T=-Ha=-15
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M=-Hax=-15x

Se analiza la ecuacion de momentos para su representacion. Es una linea recta por

CORTE A-B CORTE C-D CORTE C-D

N $ T M ;%}T
M \ \. | N

X 10t c X
A
) T
—h—> 5tm 8
Va | Ha A

CORTE B-C
VAI Ha

N
i
A

M \
5tm C)X _? > Ha
A Va
Va Ha Figura 13.2b

lo que basta con dar los valores extremos. M(0) =0y M(3) =-45tm
Corte B-C:
N=-Va=-291641
T=-Ha =-15t
M=-HaXx+6=-15Xx+6
Los valores extremos son: M(3) =-39tmy M(5) =-69 t:m.
Corte C-D:
N =-Va + 10:c0s30°= - 20,505 t
T=-Ha +10sen30°=-20t
M = - Ha'X + 6 — 10-sen30°(x-5) = -15-x + 6 - 10-sen30°(x-5) = -20-x + 31

Los valores extremos son: M(5) =-69 tmy M(6) =-89 tm
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CORTE I-H CORTE G-F CORTE F-E
N M N M
T 25X & X3
1 ' 2
, @ v
N
X T G
10 t/m
JAN H T F o
\
H 10 t/m
CORTE H-G
N |
T M /\
A
{ 10 t/m
 — Vi
/\
Xp PZZ7
T ’
|
/\
% V| Figura 13.2¢c
Corte D-E:

N = -29,164-sen20° - 15-c0s20° - 10-cos80° + 5:x1-sen20° =

N =-25,807 + 1,71,

Los valores extremos son N(0) = - 25,807 t y N(4,26) = - 18,522 t
T =29,164-c0s20° - 15-sen20° - 10-sen80° - 5:x;-c0s20° = 12,427 — 4,698-X
T(0)= 12,427ty T(4,26) =- 7586 t, T = 0 — X = 2,645 m.

M = 29,164.c0520°x; - 15-(6+ X1-5en20°) + 6 - 10-5en80° (x1+0,5) — 2,5-c0520°x,? = -
2,349:x,% + 12,427 X4 - 89

Los maximos y minimos se obtienen — %—M:T:0a en x; = 2,645 m hay un
X
2

. d“M -
extremo. La curvatura se obtiene con d—2<0' luego es zona de maximos y en x; =
X

2,645 m habra un maximo de valor M(2,645) = - 72,564 tm. En los extremos del
intervalo se tiene M(0) =-89 tm y M(4,26) = - 78,685 tm
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Corte I-H:
Si se hace un corte por Xy, el valor de la carga en la seccion es 2,5-x,, en t/m.
= -7,781
T=-%25%"
M= (- %25%°) % % =- %25%°

M(0) =0, M(4) = - 26,667 t-m, no hay extremos.

Corte H-G:
N= -7,78t
T=-20t

M =-20:(xz2- &) =-20-x, + 53,333
M(4) = - 26,667 t-m, M(6) = -66,667 t-m.
Corte G-F:
N = -20-cos20° + 7,78-sen20° = - 21,454 t
=-20-sen20° + 7,78-cos20° = - 0,47 t
M =-20:(2 + 4% + X3:sen20°) + 7,78:c0s20%x3 = 0,47 X3 - 66,667
M(0) = 0 t:m, M(2,13) = -65,666 t-m.
Corte F-E:
N = -21,454+ 7-sen20° =- 19,06 t
T=-0,47+ 7-cos20°= 6,108 t

M =-20-(2 + 4% + X3:5en20°) + 7,78:c0520° X3 - 7-c0520° (X3 — 2,13) = 6,108:X3 -
52,656

M(2,13) = -65,666 t-m y M(4,26) = - 78,685 t-m,
A continuacion en la figura 13.2d se representan los diagramas de esfuerzos. En

algunos de ellos se han invertido los ejes coordenados solidarios a las barras para una
mayor claridad del dibujo.
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-18,522t -19,06 t

-25,807 t -21,454 t
® 3 ®
-20,505 t = [ 1781
[o]B 3
H
® |B E Normales [P
A |
29,164t Za
-78,685tm -78,685tm
-89 t'm
72,564 t:m 65,666 tm
e -66,667 t-‘m
. S
F -66,667 t'm
G
H
M. Flectores ©/.26,666 tm
|
Y

Figura 13.2d.- Diagramas de esfuerzos

El disefio resistente implica que: ¢ < oapm. La tensién ponderada vale:
. N M . L, . M M
c =—-m+W. Para una primera aproximacion se hace ¢ zW - W2>

GADM

Para el pilar A-D — M” = Mz = 8900000 kp-cm. El acero A-37 tiene o, = 2400
kp/cm? y como el método empleado es el de los coeficientes de ponderacin se tiene

que Gapm = Ce. ESto supone que W= % ~ 3708,3 cm®. Para el que se necesita

un perfil HEB 500 con Q = 238,6 cm?, W, = 4290 cm® e iy = 21,2 cm, supone que
xzﬁ_l‘=4’8'600

Iy 21,2
para porticos articulados segin la NBE-EA-95 asumiendo que no pandea en el otro
plano segun el articulo 3.2.4.3.

=136 — ®(136) = 3,09. Se ha tomado 3 = 4,8 que es el valor critico
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o = 29165 3,09+ 8900000 _ 5, kp/cm?
238,6 4290

que es valido.
El dintel DE requiere el mismo perfil que el anterior por la flexion.

Para la barra EG, se tomard B = 1 con seguridad por ser los nudos elasticos. La
NBE-EA-95 para cargas a compresion variables y de valores en los extremos N y N’

1+cNg

establece que B= que si es biarticulada da ¢ = 0,88, k = 1,88 obteniendose

con N = 25,807 y N"= 18,522 el valor = 0,93. Se considera 1 como cuando el esfuerzo

es constante. Un primer célculo: W> % ~ 3278 cm® para lo que se necesita un
perfil HEB 450 con Q = 218 cm?, W, = 3550 cm® e iy = 19,1 cm — A:Bi—":% =22
— ®(22) = 1,02. Se comprueba: ' |
o = 22807 1,02 + 7868500 _ 5347 kp/cm?
218 3550
por lo que es valido.
6666700

El pilar IG > M" = Mus = 6666700 kp-cm. Esto supone que WETOO ~

2778 cm?. Para el que se necesita un perfil HEB 400 con Q = 198 cm?, W, = 2880 cm® e

ix = 17,1 cm, supone que 7»:[3_'—L:4’f'76f0 = 169 — m(169) = 4,58, comprobando el
perfil:
(y* :M.4’58 +M = 2495 kp/cm2
198 2880
que es valido.
Para determinar el desplazamiento vertical en medio de
P la barra DE se aplicard el teorema de Castigliano. Para ello
se aplicard una carga P vertical en el centro de la barra y
1 E 2 hacia abajo, con lo que el desplazamiento vertical dy en la
D G direccion y sentido de la seccion sera:
oD
SV_E)—P P=0
A |
oPp Lod, & 1 o IM
e - —= L M L.ds
wz2 P ;ap ,_1EIiL toop
Figura 13.2e

donde el subindice i corresponde a la barra o tramo de la
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barra en el que se determina la ley de momentos flectores. Se ha despreciado el efecto
del resto de esfuerzos por ser despreciable como se ha comentado reiteradamente en
este curso.

Ahora basta determinar nuevamente las leyes de momentos flectores con la carga
P. Dado que se calcularon dichas leyes en el caso de las cargas reales, se determinaran
los momentos flectores como si sélo actuase P y por superposicion se afiadiran a las
leyes ya obtenidas.

Si se parte de la estructura de la figura 13.2e, en primer lugar se determinaran las
reacciones:

Las ecuaciones de la estatica:

D F=0—>Ha=0

D> F,=0-5VatV,=P

ZMA =0 >52P-8V,=0->V,=P/4 - Va=3:(Pl4)
Manteniendo los criterios de signos y los mismos cortes de referencia, se tiene que:
Para todo el pilar AD:

M=0

Para el tramo entre el punto D y la carga P:

M =V a:X1:€0520° = (3, -P-c0520°)-X;

Para el tramo la carga P y el punto E:

M = Va:X1:c0520° - P-(X1:c0s20° - 2) = P-(2 - %, -X1:c0520°)
Barra EG:

M = V|:X3:c0520° = ¥, -P-X3-c0520°

Barra I1G:

M=0

Ahora basta sumarlo a las leyes de momentos obtenidas anteriormente. Se puede

simplificar rapidamente ya que en los tramos que aaplzo no intervienen en la

ecuacion, por lo que sélo se sumaran los tramos en los que interviene P.

Para el tramo entre el punto D y la carga P con 0 < x; < 2,13:
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M = -2,349-x;% + 12,427-X; — 89 + (¥, -P-c0520°)-x;
Para el tramo la carga P y el punto E con 2,13 < x; < 4,26:
M = -2,349-x,% + 12,427-x; — 89 + P-(2 - ¥ X1-c0520°)
Barra EG, tramo GF con 0 < X3 < 2,13:

==0,47-X3 - 66,667 + ¥, -P-X3:c0s20°
Barra EG, tramo GF con 2,13 < X3 < 4,26:

==6,108-X3 - 52,656 + ¥, -P-x3-c0s20°
El teorema de Castigliano se puede escribir:

n n 1 b a
P=0 Z P=0" ZEJ- 1|P0 apld

i=1 i=1

VaP

En la figura 13.2e se ha denotado a la barra DE con el 1 y la EG con el 2, asi se
puede escribir ya directamente:

1 2,13 oM 4,26 oM 2,13 oM
8, =E_—I1-(j0 M|, = SO+ +f ML, op )+ 3 (jo M|Poa—dx

: oM
+I426M|P Oa—dx)_

2,13

que sustituyendo:
1 213 2
o, :ﬁ'{Io (—2,349:x," +12,427-x, —89)-3,-X,-c0s 20°-dx, +
1

Ef: (_2,349.x12 +12,427-X, —89)-(2 — ¥-X,-€08 20°)-dx,, }+

= " (0,47:x, ~66,667):%% ; €05 20°x,, +
2

lez; (6,108 x, —52,656)- %X ;-c0s 20°dX , }=

l 4 3 2 2,13 X 3 X 2 4,26
== ] -16567+8758 %1 —62,724 %1 | +|-4,608%% + 24,8547 178
1
1, 4 3 2 3 2

0 2,13

4 3 2 4,26 1 3 2 2,13
05523 —2910%1 420008 % | 3+ ——flo11Xs —1566225 | +
4 3 2 E 3 2

I
2,13 2

0

3 5 1426
1435%2 _1p37%s | 3= 7319454 86999
3 2 2,13 B Il E I2
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Para el disefio obtenido se obtuvo que la barra 1 era un perfil HEB 500 con I,
107176 cm* = 107176:10° m* y 2 era un perfil HEB 450 con I; = 79887 cm’
79887-10° m*, E = 2,1-10° kp/cm? = 2,1-10" t/m?. Para determinar el desplazamiento
correctamente se deben sustituir las rigideces a flexién en unidades t/m?. Asi: E-l; =
22506,96 t/m® y E-I, = 16776,27 t/m. Por tanto:

_ —319,454 N —86,999
22506,96 16776,27

=-0,01938 m=-1,938 cm

el signo menos indica que el sentido es contrario al de P por lo que se desplazara hacia
arriba.

3.- Dadala estructura delafigura 13.3a se pide:
c) Obtener lasreacciones, son datosq depresion, L, I.
d) Disefiar las vigas a resistencia con perfil IPE ss g =3t/imy L =5m. Se

considerara que las cargas corresponden a una hipotesis critica de calculo
estando ya ponderadas. Se utilizara un acero A-52.

q
2 T e ; _
2 |1 X Ve Hg
Ve U
111 L M1
M2

M q
e B "
L
Va
Ha Figura 13.3a

a) La estructura es hiperestatica de grado 2. Se va a resolver por dos métodos distintos.

En primer lugar se aplicara el teorema de Menabrea y luego se comprobara por el
método de las fuerzas.

Por Menabrea:

9P
X,

siendo X; las incognitas hiperestaticas. La contribucién de los esfuerzos normales y
cortantes en la ecuacion es despreciable frente a la de los momentos flectores. Por tanto,
se puede expresar la ecuacién anterior de forma simplificada:

ai:i. Ma_M.dS
X, EI 9,

Las ecuaciones de la estatica:
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D F=0—>Ha+Hg=0

D> F,=0-5VatVe=qlL

2

> M, =0 —>|\/|A-q-"7 +Vg-L-HgL=0

Tomando Hg y Vg como incognitas hiperestaticas se obtienen los momentos
flectores segun las figuras 13.3b y 13.3c cuyos valores son:

2

Mlz—Q'L? + VgL - Hg-X

2

M2=—Q'X? + VX

Se debe verificar que oD =0y oD =0

oH, N,

00 _ 00, a0,

- =0
oH; oH; JdH;

0P, 1 IM M,
oH, El% 1aHB

Elj(q—+v L—Hgx)-(=x)dx =

L L L®
— —V.o—+H.—
1 L2 X2 x* |4y Ve, e
—(—q—x? =Vg L=+ Hg )| =
g1 I Vet 3)0 El
o
a ZZL.JLMZ.%.dX:O
oH, El% ?09H,
L —6Vy L +4H, L
aa:) =0 % 61§E|Jr *——>30L-6Ve+4Hs=0
: E.
o0 _ 0, 9P,
V, 9V, 9V,
ob, 1 _
= ZE.L Ml- j(q—+v L—Hgx)Ldx =
B
L4 s 3
—q— +Vg L' —H
1 L3 ) XZ - q 2+ B B
—(-¢—X+VgL"Xx-HgL—)| =
El(q ® 2) El

0
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4 3 |-

ob, 1 ... oM 1 ¢v, X 1 X X
=—| M,—2dx = — | (-g— +VyX)xdx = —(—¢g—+Vy—
oV, Elo 29y, E-IIO(qZ 5% £ 33)

0

__q_|—4+VB'L3
8EI 3EI
Lt 3 L
-¢_—+VgL —Hg— 4 13
aq>:O% 2 3 gL _'_VBL:0
Vg El 8EI 3EI

Simplificando queda:

-12.q'L-12:Hg + 24-Vg - 3-qL + 8V =0
reuniendo términos:

-15.q-L-12:Hg +32:Vg =0

Asi las ecuaciones son:

3-0L-6-Vg+4Hg=0

-15.q:L — 12:Hg + 32V =0

-39qL _
28 Y VET 3

cuyo resultado es: Hy =

El otro método que se emplea es el de las fuerzas. En la figura 13.3b1 se muestran
las acciones de la estructura y en la 13.3b2 la descomposicion para la aplicacion del
método.

1) q x>1 2)
2|1 X2

i L

M

f@\ L

Va

- Ha

Figura 13.3b
En este caso las ecuaciones candnicas son:
011 X1 + 012 X2 + A1q =0

Oo1: X1 + 0220 X2 + A =0

Se determinan ahora los diagramas de momentos flectores para el método:
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2
Barral— M, =-X > Mp =L <> Mgy = —qL—

2
Barra 2— My = 05> My = X €5 Myg = — g

2

2 3

X gx+0=-=
O El 3EI

L_zj_zj_d —

. —_— . —_— 3
8, = LMUX= J;L&-dx +0= L

=5
El 2E1 &

_ 2 2 3,2 13
SzzzL—MZZ MZZ'dX:J-LL—-dX+ J-LX dx = L+ A—4L

El 0 E 0 E| El 3El
A :I'V'n-'\/' I(X)( 9Y%) g, AL C95)s _aL!
A =N 2.E 4E
A, = IM - Lee) T s [ XA g OL a5 5L
2k o El 2E1  2El 8El
Sustituyendo:
3 3 4
1°— L L gL

X X+ 054X, —6:X, +3qL=0
3E1 Y 2E12 4E ! 274

L 40 5qL

20y _ _ —0—> -12:X; + 32:X, - 15:q-L = 0
2E1 T 3E17Y 8EI ! 2724

: . , . -39q-L
que son las mismas ecuaciones que se obtuvieron, si X; = Hg = g

3q-L
7

yXZ:VB:

quedando comprobada la solucion obtenida.

b) Para el disefio resistente se desprecian los esfuerzos cortantes frente a los momentos
flectores y los esfuerzos normales.

Empezando por los momentos flectores se vio que valian:

2
Ml——qL—+VBL Hgx = qL(—£+§x)

14 28

X2 x2 3
My=—02— +VgX==0(——+—LX
2=—( 5 B q:( B )
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para la barra 1 es una linea recta y para la barra 2 un polinomio de grado dos que tiene
un méximo en x = % -L y cuyo valor es Mms = % --L%

Se pueden representar los diagramas de momentos para el portico como muestra la
figura 13.3c.

%es - -L2
1 M

iz -q-L2 X
Figura 13.3c

Para el disefio resistente también es necesario determinar los esfuerzos normales.
En la barra 1 el esfuerzo normal N; = - Va = - (Q-L - V) =- % -q-L, esta a compresion.

En la barra 2 vale N, = Hg = - 3%, -q-L.

El disefio resistente implica que: ¢ < oapm. La tensién ponderada vale:

* * * *

« N M . . ., . M M
o =—m+——. Para una primera aproximacion se hace 6 = — — W2

Q W w G apm .

Para la barra 1 — M = Mg = 374, -0-L? = 9910715 kp-cm. Se debe notar que la
carga q ya estd ponderada por lo que no se ha incluido ningun coeficiente de

ponderacion. Esto supone que W2 9910715 ~ 2753 cm?. Para el que se necesita un

3600
IPE 600. Si se estima con la formula completa y para un valor de B = 0,7 en ambos
planos al considerar que en el extremo superior de la barra 1 el giro no esta del todo
restringido. Con estas consideraciones se inspecciona y se ve que para el perfil IPE 600
con Q = 155 cm?, W, = 3070 cm® e imin = 4,66 cm, supone que X:P'—L:O’ZZSO =76
I i ]

min

— o(76) = 1,72 y entonces como N; = - 8572 kp:

cs*:@-1,72+M = 3324 kp/cm?
155 3070

que es valido.
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Para la barra 2, M" = Mmax = % QL ~ 688776 kp-cm. Esto supone que
W> 688776

3600
con la formula completa y para un valor de B = 1 en ambos planos considerando el
extremo izquierdo que el giro no esta del todo restringido. Con estas consideraciones se
inspecciona y se ve que se necesita un perfil IPE 300 con Q = 53,8 cm?, W, = 557 cm® e
. L 1
Imin = 3,35 cm. Esto supone que kzp—:;—gg = 150 — ®(150) = 5,35 y entonces
i .

min

~ 192 cm®. Para el que se necesita un IPE 200. Sin embargo, si se estima

como N, =-20893 kp:

o = 20893 5,35+ 688776 _ 3314 kp/cm?
5338 557

que es valido.

4.- Dadala estructura delafigura 13.4a se pide:

a) Obtener lasreacciones, son datosq depresion, L, 1. P=q-L

b) Disefiar las vigas a resistencia con perfil IPE s gq=2t/my L =8 m. Se

consideraré que las cargas corresponden a una hipotesis critica de calculo estando
ya ponderadas. Se utilizar& un acero A-42.

1) 2)
a Mi (\\
B P
[1] L
#

P L/4

A , Malva
M /\
A 77
VA HA T VD

Figura 13.4a

—

a) La estructura es hiperestatica de grado 1. El GH = GHE + GHI = GHE = Reacciones
— Ecuaciones =4 -3 =1.

Se va a resolver por dos métodos distintos. En primer lugar se aplicara el teorema
de Menabrea y luego se comprobara por el método de las fuerzas.

Por Menabrea:

90 _,
X,
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siendo X; las incognitas hiperestaticas. La contribucion de los esfuerzos normales y
cortantes en la ecuacion es despreciable frente a la de los momentos flectores. Por tanto,
se puede expresar la ecuacion anterior de forma simplificada:

o 1

—_—J'Ma—Mds
X, EIV X

Las ecuaciones de la estatica:
YF =0 >Ha+P=0->Ha=-P=-¢qL
D F,=0->Va+Vp=qL

3L°

2
> M, =0 —>|\/|A—q-"7 +VD-L-P-%:O—>MA:q- -VpL

Tomando Vp como incdgnita hiperestatica se obtienen los momentos flectores

segun las figura 13.4a2 cuyos valores son:

Pilar 1:

2

0<x<LM4:  M;=-Ma-Hax=-q "

+ Vp-L +g-L-x

2

L/A<x<L/2: My;=—=Ma—Hax-P:(x-L/4)= -q-L? +VpL

Dintel 2:

2
O<x<L: —-q—+VDX

Pilar 3: Los momentos flectores son nulos. No se representa el corte en la figura
13.4a2.

<I>:O

D

Se debe verificar que

00 _90, 3w, 3o,

N, oV, NV, oV,
aCI) (JaL/ztlvI d L/ZM oM L/4
aV, L/4 BV
+
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|_/2 K 1 , X2 L/4
VyL—g—)-Ldx= ——(V,-L2x— AN B
Ve L-a) Lo v, 2|
1 L3 L/2 |_2 9 L
—(VyLx—-gq—x)| = (V, - ¢
Bl 2 7, 2El 16
od 1 L oM 1 X4 X3 L
2 _ IMZ (g2 1v, X
No Bt "oV E/ TE; s 3
L3
8V, -3qL
= e L)
2, _,
vV,
0P L gL, L
=0 - Vp - + 8V_—-3qL)=0
v, TINETRALTTTL I
: 5iqgL
Despejando queda: V, =———
pejando g =15

El otro método que se emplea es el de las fuerzas. En la figura 13.4b1 se muestran
las acciones de la estructura y en la 13.4b2 la descomposicion para la aplicacion del
método.

1) 2)

qL
—>

En este caso s6lo hay una ecuacién candnica que es:

Mzp qu

<

Figura 13.4b

S11: X1+ Aip+ A1 =0
Se determinan ahora los diagramas de momentos flectores para el método:

Barra 1:

2
En O<x<L: My =-L; En O<x<L/4: Mzp =-P-Xx =--L-X; En O<X<L: M4 = —qL—
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Barra 2:
2

En O<x<L: My = X; En 0<x<L/4: Mz =0; En O<x<L: My =— qX?

Barra 3:

En O<x<L: My = 0; En 0<x<L/4: Mz =0; En O<x<L: My, =0
3 AL

JIA20%) 7L

El " 6El

611:J;M21M _I I X2 dx L2. (X)|

. P _ .L2.X2 L/4 3 I4
o= [Mite e PLEIAL G S0 o

M.M A—n.L2 A—n.x2 14 NE'S L PN
Alq:L 21 Zq'dX:J-L/ZL( qLA)'dX'i‘J.OLX( q A).dx__ql— _q(A)O _ qL

El 0 El E-» 4.E: E:l 2.El
Sustituyendo:
7] 3 4 4 ..
L Xl—qL —qL :Oﬁx;L:VD:m
6EI 32El 2EI 112

quedando comprobada la solucion obtenida.

b) Para el disefio resistente se desprecian los esfuerzos cortantes frente a los momentos
flectores y los esfuerzos normales.

Empezando por los momentos flectores se vio que valian:

Pilar 1:
. _ 3L° 33172
0<x<L/4: — M;=VpL-q +g-Lx=-¢q T +0-Lx
2 2
Ld<x<Li2: —My=Vpl—q = =24k
2 112
Dintel 2:
x* _ 51qL x?
O0<x<L: >M=VpX-Q—= ———X-Q —
2 112 2
5qL°

enx=0->M=0,enx=L—>M=-

=~ 0,045-g-L. Se calculan los extremos con

dMm : d*Mm "
d—:O — hay un extremo en x = 0,46-L, si se hace >-<0— es un maximo. Su
X

valor es M = 0,1058-q-L.
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Se pueden representar los diagramas de momentos para el portico como muestra la

figura 13.4c.
0,1058.q-L M
X
.

_%12 -q-L2 '/ |

_%12 -q-LZ
M | l
V2
X _3%12 -q-L2
Figura 13.4c

Para el disefio resistente también es necesario determinar los esfuerzos normales.
En la barra 1 el esfuerzo normal N; = - Va = -(qL - Vp) = - ¥5,-Q-L, esta a

compresion. En la barra 2 vale N, = 0. En la 3 el esfuerzo normal vale N3 = - Vp = -
5%12 'Q'I—-

El disefio resistente implica que: 6 < capw. La tension ponderada vale:

* * * *

« N M . . ., « M M
o =—m+——. Para una primera aproximacion se hace 6 =~ — — W=>
Q W W

6ADM

Para el pilar 1 > M™ = Mpa = 3%,,-q-L? = 3772000 kp-cm. Se debe notar que la

carga g ya esta ponderada por lo que no se ha incluido ningin coeficiente de

ponderacién. Esto supone que W > 9910715 ~ 1451 cm®. Para el que se necesita un

2600
IPE 450. Si se estima con la férmula completa y para un valor de B = 0,7 en ambos
planos al considerar que en el extremo superior de la barra 1 el giro no esta del todo
restringido. Con estas consideraciones se inspecciona y se ve que para el perfil IPE 450
con Q = 98,8 cm?, Wy = 1500 cm® e imin = 4,12 cm ya que puede pandear en cualquier

direccion, supone que h:P—L:% =68 — m(68) = 1,31 y entonces como N; = -
Imin y
714 Kkp:
o =E1,31+M = 2525 kp/cm?
98,8
que es valido.

Para el dintel 2, M" = Mps = 0,1058-g-L? =~ 1354240 kp-cm. Esto supone que
S 1354240

2600 ~521 cm®. Para el que se necesita un IPE 300, W, = 557 que es valido.

319



Ejercicios resueltos. Ejercicios de Resistencia de Materiales.

*

El pilar 3 solo trabaja a compresion. N3 = - 5%,,-q-L = - 7,29 t. Ahora ¢~ =NE0) .

La norma estima que A < 200 para elementos principales. Dado que el apoyo es
articulado se asume 3 = 1 en ambos planos al considerar que en el extremo superior de

la barra 1 el giro no esté del todo restringido. Haciendo k:_ﬁ—Lzﬂ =200 = imn =
Imin I

2. Se toma un perfil IPE 180 con Q = 23,9 cm? e imin = 2,05 cm, supone que A = 196 y
®(196) = 6,53, asi:

min

5 =120 6,53 = 1992 kp/cm?
23,9
que es valido.

5.- Dada la estructura de la figura 13.5a se pide utilizando los teoremas
ener géticos.

a) Obtener lasreacciones.
b) Determinar el desplazamiento horizontal de B.

Datos. q depresion, F, P en medio del dintel, E, | y L.

Hs

| | Figura 13.5a Ve

a) La estructura es hiperestatica de grado 1. Se va a resolver por el teorema de
Menabrea.

Por Menabrea:

9P
X,

siendo X; las incognitas hiperestaticas. La contribucién de los esfuerzos normales y
cortantes en la ecuacion es despreciable frente a la de los momentos flectores. Por tanto,
se puede expresar la ecuacién anterior de forma simplificada:
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ds

o _ 1 JM'aM
X, El4 9X,

Las ecuaciones de la estatica:

> F,=0->HatHg=-qL-F—>Ha=-qL-F-Hg
> F,=0->Va+tVg=P

L2
> M, =0 ad iy +FL+PL-Vg2L=0

Tomando Hg como incdgnita hiperestatica se obtienen los momentos flectores
segun las figuras 13.5a2 cuyos valores son:

Barra 1:
x? x?
0<x<L —>M1=-HA-x—q-7=(q-L+F+HB)-x—q-7
Barra 2:
0<x<L — M2? = VX + Hp:(Xtgo. + % -L) = VX + Hp:(X/8 + ¥, -L)

L<x<2L — M2° = VX + Hg-(x:-tgo. + % -L) = P-(x-L) = M® - P-(x-L)
Barra 3:

O0<x< %'L—>M3: Hg-X

Aplicando el teorema de Menabrea se debe verificar que o =0
B
0> _0P, 00, 0P,
oH;, oH; oJH; JdH;
op, 1 . . oM 1 g% 1 xt x4
= M Ldx = -H,x- XOX = = (-H,—-0q—

oH, E-IJ; ' OH, E-IL( 8 3) E-I( "3 qs)o

— 3 .
_—L (HA+q L)

El 3 8

a b

Py LM Mg w0 Me gy -
oH, E )5 % oH, L oH,
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o0, 2 2, 0M," 2L oM,"
==(["™m,* dx— [ P(x-L) dx) =
oH, E-|(IO ? OH, X L x )aHB X)
E)Mza_aMzb_(§+3-_L)
oH, oH, 8 4
oD, 2 x 3L.],x 3L X 3L
aHZZE'(L {v X+Hg (= +)}( += X jL Pe(x = L) (g += ) d0)=
3 2 3 |2- 3 2 2 2 |2t
0, _ 2 v X av X B K By el X B |
oH, E1 %24 8 3 °8 47|, 24 "8 16 4 |
L3 L 2P
= (11V, +16H
3-E-I( B g+ )
@ «3 3L/4 T
0 3=LJ-3L/4M38 * x 1 3L/4(H X)XdX——(H X 9HA|_
oH, El oH, TE 37, 64-E-l
Asi:
oD =a¢l+aq>2+acp3 o0
dH, oH, oH, oH,
_ 3 . 3 . . . 3
L Hayaly, Uy e+ 3Py, 9HaL
El1 "3 87 3EI 8 64-E-l

Sustituyendo y operando se obtiene:

~216:q-.L—416-F—536.P
1115

Hg =

b) Para determinar el desplazamiento horizontal de B se aplicara el teorema de
Castigliano. Como en B esta aplicada la fuerza horizontal F basta hacer:

x 0D 0D, aCD , 0D,
Op =— +
oF aF oF oF

8(131 1 IL aM

OF Edd "V oF

x? 899 699 536 X2
M;=(qL+F+Hg)Xx—-0q— = Fx— PX-q—
1=( 8)X =4 2 1115q 1115 1115 47
oM, 699 699
OF 1115
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ad)lz 1 IL(899 qLx+ 699 o 536 Px)—q _) 699 q
oF E:l % 1115 1115 1115 2 1115
3 4 |t
= @{( 8992 L+ 6992 F- 5362 P)-X——q X — operando:
1115 1115 1115 3 8920 0
0d, L3
oF
a b
0 _ 1 ([m, M -dx+fLM2b-aM2 dx)=
oF El oF oF

b

dx) =

ob, 2 2 . ,0M,’ 2L oM,
== ([ ™M," dx— [ P(x-L).
oF E-|(IO : TR % IL 0=L=5

M2® = VeX + He (¥ X + % -L) & Mo® = M - P-(x-L)

oM," oM, _ (A044x—2496.L

oF oF 8920
oD, 2 x, 3L,] 4044~ 2496L Cpto o A044X—2496L .
aiF_a(Io {V X+He (g 4)}( 8920 I P =D (5020 )yox)=

(I [4044V X% —2496-V, -x'L+5055 H,x*-312-H-x-L+3033H,-L-x—-1872:H Lz]dx+

4460E |
1 2L ) ,
(=P [ (4044 ~ 2496 x L — 4044:x-L + 2496.L° ) dx =
4460E | L
X3 2 3 2 2 2L
L o, 309X oagev, L X 15055H, X —312H, LX +3083H, LY —1872. H L2} +
4460-E | 3 2 3 5 5 0
3 2 2L
P -(4044')( —6540.L 2 +2496- L7 x)| — operando se obtiene:
4460E1 3 2 }
a0, |_3
oF
oo 1 s oM 1 34 —416-X 416 NENEE
= Myl = [T (He ) ( ydx = (He ™)
OF E OF E-l % 1115 1115E 37,
M,  —416x

. Si se opera y sustituyen los valores se obtiene:

siendo M3 = Hg'x — =
oF 1115
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3
a;s :%-(0,0101638-q-L+0,0195748-F+0,0252215-P)

Asi el desplazamiento vale:

3
O = 0P = o0, + o0, + o0, = L—-{O,0901235-q-L+O,1310036-F—0,1004548-P +
oF OJF JF OF El
0,1923593.-L +0,394519-F—-0,154768-P + 0,0101638:-L +0,0195748-F +0,0252215-P}
3
= %-{0,2926466-q-L+O,5450974-F—O,2300013-P}

En este ejercicio se ve la laboriosidad del método.
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ANALISIS DE LA TORSION






LECCION 14

Andlisisdelatorsion en problemas elementales

Introduccién: En esta leccidn se estudia el problema de torsion especialmente en
el caso de ejes y arboles o ejes de potencia. Se pretende familiarizar al estudiante con
este tipo de esfuerzos y las tensiones que produce, para que pueda abordar con garantias
problema real. Sin embargo, se debe considerar que en este tipo de elementos de
maquinas aparecen esfuerzos y efectos dindmicos, que no son objeto de este curso. Asi,
los problemas que se plantean estan dentro del disefio estatico aunque algunos de los
coeficientes que se den para los disefios emulen a los que se obtienen cuando se
consideran dichos efectos dindmicos. En cuanto al disefio se hard exclusivamente
resistente, aungque se determinaran en algunos casos los desplazamientos importantes,
como los de flexion, para tener cierta idea de la rigidez los elementos disefiados.

Ampliando un poco sobre el problema dindmico, decir que la dificultad que se
plantea es que al girar el arbol las tensiones alternan en las distintas fibras entre valores
positivos y negativos de forma que debe tenerse en cuenta en la formulacion y ademas
que puede provocar fatiga. No se entra en este tipo de problemas que se estudian en la
asignatura de Disefio de Maquinas y parece suficiente para cumplir con los objetivos
que se estudien los problemas como estaticos.

El estudio se centra en el disefio de secciones circulares, dada la sencillez del
mismo y de la uniformidad de las tensiones cortantes que aparecen.

Sin embargo, no se olvida el estudio de otros tipos de secciones habituales en el
disefio estructural.

El disefio esta dirigido especialmente al disefio de elementos metalicos.
Objetivos dela leccion:

Preparar al estudiante para el disefio de cualquier elemento estructural en que
pueda aparecer la torsion.

Contenidos de los problemas:

Diserio resistente de ejes y arboles de seccion circular fundamentalmente y algunos
ejemplos de calculo con secciones no circulares.

Problemas resudltos:

Exclusivamente ejercicios referentes a estos contenidos.
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Formulacion basica:
Formulas de las lecciones precedentes

Criterios de signos a torsion

My My My My
— P |—> — @ |—

dx dx

Figura 14.1 Convenio de signos para los momentos torsores.
Tension cortante en funcion de la deformacién angular
=Gy

Tension cortante en secciones circulares

Tmax

1, W,

Potencia transmitida por un arbol
La potencia se expresa como:

- - ; ;
Po = F-v cuando el trabajo es lineal

Po = Mt ® cuando el trabajo es de giro

Po(C.V) = FY—g’ Po(CV) = Mo Po(CV) = MT: (Mt en kp'm, ® rad/s, n en
r.p.m.)
El momento torsor:
4500 225000
My = ——P, [kp-m] = P, [kp-cm]
2:1n N

Expresion diferencial del potencial interno en torsion pura
2

2 2
dq>=d—XjLM—gr2dQ:dxM—T2” r2.dQ = 0T gy
2.G 7|, 2.G 1, °° 2.G1,
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Expresion diferencial del potencial interno en torsion pura

2
=£JL'V'T dx
2% G,

Disefio resistente a carga estatica. Generalidades

N , . ,
- Normales: o, =—+—— segun el eje del arbol
Q W
M
- Cortantes: Ty =t
WT

Como se sabe que para una seccion circular de diametro d se tiene:

2 3 3
A:n-d—; W:nd; WT:nd
4 32 16
Las tensiones valen:
32M. 4N 16:M,
GX = 3 + 2 ’ TXy = 3
md md md
Ge
Goo =+/0% +3T, <O npy ==
Sustituyendo:

4-N 32-M.Y’ 16-M.\" o, .
Cco = n-d2+ I +3- < que se puede escribir como

Oy = 11',-4d3 Jd-N+8-M, ) +48-M,2 <%

CuandoN =0

16 v
dz{ 'n\/4-MF2+3-MT2}
n-o,
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a) b)
1 ~Mr

M+

G
Q)
>

Tmax

Tmax
Figura 14.2 Torsion no circular en secciones no circulares. Barra de seccion rectangular

Torsion en secciones rectas no circulares

——-1-10
o

i

|

|
b|~{——F—1£1 b1
i i
| |
[ [
A -
a) b) c) d)

Figura 14.3 Distintas secciones de barras que soportan torsion

Torsion de una barra rectangular ancha

Trmax = _ My
" 0,333 b-c2
0,= L:%
0,333-G-b-c
Tmax = G'C'e]_

Torsion de barras rectangulares, caso general

M .
T= ——— para el punto Ay, figura 14.3b).
o,-b-c
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M .
1= ——— para el punto Ay, figura 14.3b).
o, bc

M . .
8; = ——"— radianes por cm de longitud.

B-G-b-c

Se han calculado los valores de las constantes oy, op, B para diversas relaciones
b/c, y se muestran en la tabla 14.1.

Tabla 14.1 Constantes para torsion de barras rectangulares

blc 1,00 1,20 1,50 1,75 2,00 2,50 3,00 4,00 5,00 6,00 8,00 10,0 oo

o 0,208 | 0,219 | 0,231 | 0,239 | 0,246 | 0,256 | 0,267 | 0,282 | 0,291 | 0,299 | 0,307 | 0,312 | 0,333

0 0,208 | 0,235 | 0,269 | 0,291 | 0,309 | 0,336 | 0,355 | 0,378 | 0,392 | 0,402 | 0,414 | 0,421

B 0,1406 | 0,166 | 0,196 | 0,214 | 0,229 | 0,249 | 0,263 | 0,281 | 0,291 | 0,299 | 0,307 | 0,312 | 0,333

Secciones compuestas

La analogia de la membrana indica que el momento de torsion soportado por una
seccidn transversal compuesta por un namero de figuras sencillas unidas es igual a la
suma de los momentos torsores de las partes separadas. El angulo 6, es aplicable a cada
una de las partes asi como a la seccion total. Por ello el par total para la seccion
transversal de la figura 14.4 es igual a la suma de los torsores Mt1, Mt,, M3 para las
partes separadas 1, 2, 3 respectivamente. Por lo tanto:

Momento torsor en la parte 1: My = 6,-G-B"-by-¢;>

Momento torsor en la parte 2: Mtz = 61-G-B”"-b,-¢5>

Momento torsor en la parte 3: M3 = 01-G-B”""-bs-c5>

Sumando M1=0,-G (B,'b1'013 + 'B”'bz'Cz3 + 'B,”'bg'CgB)

by

C1

C2 b2

Cs

bs

Figura 14.4
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Aqui B, B, B~ son los valores de 3 para las partes 1, 2, 3, respectivamente. Debe
observarse que el segundo miembro de la ecuacion b) contiene también términos como
rectangulos se consideren en la seccidn transversal en estudio.

El valor maximo de la tension cortante se produce en la barra de mayor anchura.
Supdngase que esta barra es el nimero 1 de la figura 14.4. Por lo tanto se deduce:

M, _ 6,Gfc
Ocl-bl-Clz al

T =

Eliminando 6:-G entre las ecuaciones b y ¢ se obtiene:

MT'B"Cl
o, (B b, c,” +B 7 b,c,” +B by, +.0)

La deformacion angular por centimetro de longitud se encuentra a partir de la
ecuacion b:

— MT
0, = . 3 - 3 yer 3
GBbyc,” +B b, c,” +B 7 bycy7 +.00)

Como antes se indico, existe una concentracion de tensiones en los angulos
entrantes de las secciones compuestas. Este coeficiente depende de la razén entre el
radio de la superficie y el espesor del miembro. En la tabla 14.2 se dan los valores para
angulares, figura 14.3d, y en el b) para tubo de seccion cuadrada y pared delgada.

Tabla 14.2 Coeficiente de concentracién de tensiones K, para angulares y tubos de
seccion cuadrada de pared delgada

ric 0,125 1,70 0,50 0,75 1,00 1,25 1,50
Angular 2,72 2,00 1,63 1,57 1,56 1,57 1,60
Tubo de 2,46 0,25 14 1,25 1,14 1,25 1,07

seccion
cuadrada

Torsion en perfiles delgados

En una barra o perfil no circular, el angulo de torsion por unidad de longitud se
expresa:

donde I; es el denominado médulo de torsidon y el producto G-I se denomina rigidez a
latorsion.

Los perfiles delgados son cerrados y abiertos. Los cerrados pueden ser simples o
compuestos. Los perfiles abiertos pueden ser sin ramificar o ramificados.
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En cualquiera de los casos, la linea media se denomina al lugar geomeétrico de los
puntos medios de los espesores en una seccion recta. Cualquier punto se definira por su
abscisa s medida a partir de un origen O definido sobre la linea media arbitrariamente.

Linea media

Figura 14.5 Perfil delgado cerrado simple
Perfiles cerrados simples

Son perfiles cerrados con un solo hueco formando una sola celda. la tension
cortante viene dada por la formula de Bredt:

T= M,
2:A-C

donde A es el area encerrada por la linea media L y c el espesor. El valor maximo se
encontrara para el menor espesor Cmin.

El angulo queda:

M ds

T AGA? 1 ¢

— G — - —,

dA@ak

| |
| |
|

e e ———

______»___
—

f-—-——---

Figura 14.6 Seccion compuesta de multiples celdas
Perfiles cerrados compuestos

Sea el perfil de la figura 14.6, compuesto de un conjunto de celdas. Cada celda es
un perfil cerrado con flujo de cortadura t = t-c constante en todo segmento
perpendicular a la linea media de la seccién recta. Para una celda genérica i
denominamos t; al flujo de cortadura en las paredes que rodean a la celda i, t;; el flujo de
cortadura en la pared comun a las celdillas i y j. Si se analiza el flujo en el nudo comun
de la figura, se verifica:

ti-dX - tisp dX - tijsdX =0 > ti - tiwg - tii+1 =0
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ecuacion de continuidad de flujo que permite obtener el flujo en las paredes entre
celdas. De otra forma se puede escribir:

tinn =t - i

Serén incognita del problemas los flujos ty, to, -, tj, -+, t, en las paredes superior e
inferior, ya que los flujos entre celdas se determinan en funcion de estos a partir de la
ecuacion anterior.

Ademas se debe cumplir la condicion de equilibrio estéatico:

Mt =214A1 + 20 A + - + 2.1, Ap

siendo A; el area encerrada por la linea media de la celda i. El problema es de
hiperestaticidad n-1, necesitando n-1 ecuaciones de compatibilidad obtenidas a partir de
las ecuaciones de angulos de torsion por unidad de longitud.

01=0,=" =6y
Como para un perfil simple se obtuvo:

_ My (ds_ t ds
4GA’

c 2GAJc

L

para la celda i se obtiene:

0= ! _(_ti—l,i' J-%—i_ L J-%_ i J%)

! Si—y Si Si+1

siendo si.1, Si Y Si+1 l0s perimetros colindantes con la celda i de los flujos de ti.s, ti Y ti+1,
respectivamente. Asi, con la ecuacion de equilibrio estatico, las n-1 ecuaciones de
igualdad de angulos y las ecuaciones de flujo, se resuelve el problema.

Perfiles abiertos sin ramificar

En la figura 14.7a) se muestra un perfil abierto sin ramificar. En la figura 14.7b) se
ha aplicado la analogia de la membrana obteniendo una superficie parabdlica al cortar
por un plano vertical segln el espesor c. La tension tangencial es proporcional a la
pendiente de la curva y por tanto lineal con valores maximos en los extremos como
muestra la figura 14.7¢).

De la experiencia de la analogia de la membrana se observa que las deformaciones
y las tensiones, en perfiles delgados, practicamente no dependen de la curvatura de
forma que se pueden aplicar las ecuaciones para perfiles rectangulares, y en particular
cuando s/c > 10 se tiene:
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a)

o
)
()

b)

Figura 14.7 Seccion abierta sin ramificar

M, 3M,
0,333s:Cc? s-c?

Tmax

La rotacion relativa de dos secciones transversales por unidad de longitud viene
dada por la ecuacion:

M, _ 3M;
0,333Gsc®  Gsc?

D
1

Sy

Figura 14.8 Seccidn abierta ramificada
Perfiles abiertos ramificados

En la figura 14.8 se muestra un ejemplo de perfil abierto ramificado. En este caso
no se puede asumir la configuracion rectangular por las ramificaciones. Si se aplica la
analogia de la membrana se tienen cilindros a lo largo de las generatrices s;, salvo en los
extremos y las uniones, como es légico. Como aproximacion, se desprecia el efecto en
dichos puntos y con el supuesto si/ci > 10 para cada elemento i se tiene:

3M;  3M,

Ti,max: —2; i— —3
i Vi G'Si'Ci
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siendo M+ el momento torsor que absorbe la parte de la seccion rectangular. El
momento total es la suma de todos los momentos parciales teniendo:

Mr= Y M, % $,C;°
1 1

despejando el angulo por unidad de longitud:
o= 3M;

=—T1
G.ZSI 'C|3
1
La tension cortante maxima en un tramo i sera;

3'|\/|'ri SMT
Ti,max = = C;

5, 3

de la que se deduce que las tensiones tangenciales son mayores al crecer el espesor, y
por tanto, las secciones criticas son las de mayor espesor en contra de lo que se podia
esperar.
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300 kN

200 kN

100 kN

Figura 14.1a

1.- En la figura 14.1a se muestra una viga en cruz que esta empotrada en O.
Establecer e disefio resistente de cada tramo, s se calcula en acero A-52 con un
coeficiente de seguridad n = 2. Todas las secciones son circulares. Datos: OB = 40
cm, AB=BC =30cm.

- —
Si se hace un corte a una distancia y desde O y se plantean los esfuerzos F, y Ms
en la seccion Q, asi con las ecuaciones de equilibrio elastico.

i) Equilibrio de fuerzas:

- -

2F=0—> F,+Fg+F.+ F;=0

-

F. = (150 100 0): F, = (0 250 -200); F, = (00 300); = F, =- F,- Fy- F. = -

(150 100 0) — (0 250 -200) — (0 0 300) = (-150 350 -500) = -150 i - 350 j - 100 k = F,
= -150 kN, F, = -350 kN; F, = -100 kN

Si se identifican los esfuerzos se tiene para los ejes absolutos:
Esfuerzo normal: N = Fy = -350 kN; N =-350 kN Aj

Esfuerzos cortantes: Ty = Fx =-150kN: T, = F, = -100 kN= ? =-150 kN ? - 100
KN K

ii) Equilibrio de Momentos:
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Se toma en la seccion

- - - - - - -

> M| =0 > R, AF,+Ry ARy +R AR +Ms = 0
Q

R,=(073,04—y,0);R,=(0,04—y,0): R.=(-0'3,04-y, 0)

P

R, AF.= |03 04—y
150 100

= (0,3-100 — (0°4 - y)-150)-k = (-30 + 150-y)-k

o o x>

[ K
0 [=(0°4-y)(-200)-i =(-80 + 200-y)- |
250  —200

i j |A<
0 [=(0°4-y)-300:i —(-0,3)-300- j = (120 — 300-y)-i + 90- j
0 0 300

SM| =05 Ms = (R, AFx+R, AFy +Rg AF.) = -[(-30 + 150-y)-k + (-80 +

Q
200-y)-i + (120 — 300y)-1 + 90- j] = -(40 — 100-y)-1 - 90- ] + (30 — 150-y)-k = My +
My + Myk= My = -40 + 100-y; M, = - 90; M, = 30 — 150,

Si se identifican los esfuerzos se tiene para los ejes absolutos;
Momento Torsor: Mt =My j =-90-j KN-m

Momento Flector: |\7|F == My ? + M, IA< = (40 + 100-y)-? + (30 - 150-y)-Aj KN-m.

Representando en la figura 14.1b los diagramas de esfuerzos en funcion del sistema
de coordenadas absolutos se tiene:
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N Ty T,
y y y
-300 kN 150 kN -100 kN
B y 30 kN'‘m
(@] B y \ B y
(0] @ \
-90 m-kN -40 kN-m/ -30 kN:m

Figura 14.1b Diagramas de esfuerzos segun los ejes absolutos

En la figura 14.1b se muestran los diagramas de esfuerzos necesarios para el disefio
resistente. Las tensiones maximas las van a producir los momentos flectores y el
momento torsor. Estas se producen en las fibras mas extremas de la seccion critica.
Como el momento torsor es constante, la seccion critica es la O ya que tiene momento
flector maximo. El esfuerzo normal también es constante por lo que no se necesita
analizar su repercusion en dichas tensiones al ser idéntica en todas las secciones. Los
esfuerzos cortantes producen tensiones nulas en las fibras extremas, segin Colignon.
Asi para el disefio resistente se debe verificar:

4 o,
Oco :n-d3 '\/(d‘N+8‘MF)2 "‘48'MT2 S?

En la seccion O, los esfuerzos con unidades de kp y cm, son N

traccion, Mt = - 918370 kp-cm y Mg = +40° +30®> = 50 kN-m
Sustituyendo:

35714,29 kp de
510204 kp-cm.

4

dS

3600 — 1800

./(d-35714,29 +8510204)° + 48918370 <

Oco =
Tc.

en este caso, se comprueba la tension para el valor d = 17,8 cm obtenido por tanteo, asi:

Ouo = ——.[(17,8-35714,20 + 8510204)¢ + 48-918370° =1788< 1800

n-17,8°

que vale, y por tanto no es necesario resolver la ecuacion.

También se deben disefiar los tramos BC y BA. Para BC, si se hace un corte a una
distancia x de C, los esfuerzos segun los ejes absolutos son: T, = 300 kN, My = 300-x,
que es de flexion y su valor maximo en x = 30 cm da la maxima tension. Mmax =
300-30-1000/9,8 = 918367,35 kp-cm. Sustituyendo:

_32M,, 32918367,35

Oco = 3 3 =1800 — d = 17, 32 cm, para el tramo BC.
w-d d
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Para BA, si se hace un corte a una distancia x de A, los esfuerzos segun los ejes
absolutos son: N = 150 kN = 10204,082 kp, Ty = -100 kN, M, = 100-x, que es de flexion
y su valor maximo en x = - 30 cm da la maxima tension. Mysx = 100-30-1000/9,8 =
306122,45 kp-cm. Sustituyendo:

Oco = 1t-4d3 (d-N+8-M,)’ =$- (d-10204,082 + 8-306122,45) s% =1800

que por inspeccion se obtiene facilmente un resultado valido que calculado exacto vale
d=12,21 cm.

Para que el disefio sea correcto se debiera analizar la rigidez, que se deja como
gjercicio.

Figura 14.2a

2.- Disefiar el ge de la figura 14.2a en acero de alta resistencia con ¢e = 7000
kp/cm? y coeficiente de seguridad n = 4. Considerar que los efectos dindmicos han
quedado incluidos en € coeficiente n y se desprecian en las flechas. El ge gira a
1000 rpm y transmite e movimiento con dos poleas de pesos 136 kp y 82 kp y
radios de 50 cm y 40 cm, respectivamente. L os extremos del g e son apoyos que no
transmiten momentos. Deter minar también la potencia que transmiten las poleasy
el angulo detorsion.

Este problema se planted en la leccion 2, calculandose las reacciones en los
cojinetes. Estas valian en kp:

0 0
R, =1560,3 R, =12017
149,7 598,3

Ahora se representa el diagrama del cuerpo libre para el eje en la figura 14.2b.
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Figura 14.2b Diagrama del sélido libre

En este caso para la determinacion de los esfuerzos, se hara por planos, dejando los
momentos torsores a parte. El célculo de esfuerzos se puede hacer también
vectorialmente como se hizo en las leccion 2, solo que ahora se tomaria la posicion de la
seccion a una distancia x variable.

En la figura 4.2c se representan las fuerzas para los planos xy, xz y el momento
torsor a parte en el espacio.

y y* 598,3

560,3 201,7 748

13600 kp-cm

13600 kp-cm

Figura 14.2c Diagrama de cargas por planos
En funcion de las cargas para cada plano se obtienen las leyes de esfuerzos.

En el plano xy:

0<x<0,229 m
Ty1 = 560,3
M, = 560,3-X

0,229 m<x<0,915m
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Ty =560,3 - 680 = -119,7

M;, = 560,3-x — 680-(x-0,229) = 155,72 — 119,7-x

0,915 m<x<1144m

Tys =560,3-680 - 82 =-201,7

Mys = 560,3-X — 680-(x-0,229) — 82:(x-0,915) = — 201,7-x + 230,75
En el plano zx:

Se utilizan los ejes y* = - z 'y z* = - y para aplicar el criterio de signos acordado y
evitar equivocos

0<x<0,915m
Ty« =-149,7
My« = - 149,7-X

0,915m<x<1,144m

Ty« = - 1497 + 748 = 598,3

M, = - 149,7-X + 748:(x-0,915) = 598,3-x — 684,42
Momento torsor:

El momento torsor es constante en el tramo 0,229 m < x < 0,915 m, con un valor
para el corte de Mt =-13600 kp-cm.

Para el disefio resistente es de gran ayuda dibujar los diagramas de esfuerzos. En
este caso dado que los esfuerzos cortantes producen tensiones nulas en las fibras
extremas, por lo que no aparecen en el célculo, se omitiran sus diagramas. EI momento
torsor al ser constante en dicho tramo tampoco es necesario representarlo.

My T Mz 12830 kp-cm

B E X

y | 4620 kp-cm
J

- + y

H
B E J
13698 kp-cm

Figura 14.2d Diagramas de momentos flectores.

Para el disefio resistente se deben localizar las secciones criticas. En este caso la
mas critica es la E con valores maximos de Mg y M.
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Antes de realizar el disefio se debe considerar que la flexion no es estatica ya que
los momentos van alternando en las fibras de un valor negativo a otro positivo
provocando tensiones alternadas y efectos como el de fatiga. Como se dijo en la
introduccién, el disefio que se presenta es estatico aunque se asemeja al disefio real del
arbol. Lo que se pretende es familiarizar al estudiante con este tipo de célculos.

Los momentos en dicha seccion valen My = 13698 kp-cm, M, = 4620 kp-cm y My =

-13698 kp-cm. El momento flector resultante Mg vale: Mg = 136982 + 4620° =
14456,13 kp-cm.

Cuando N =0, se tiene.

2 ys
Oco =\/(32IMFJ +3'('% 2 S% - d2|:16. \/4'MF2 +3'MT2 =

n-d? n-d? T-G

16-4 v
d=> { /414456132 + 313600 } = 4,77 cm.
- 7000

Ahora se va a analizar la rigidez desde el punto de vista estatico. Para ello se deben
determinar las deformaciones y especialmente las debidas a la flexion. Una medida de
estas es el estudio de la flecha. Estudiando la ecuacion de la elastica para cada plano:

En el plano xy, los desplazamientos segun y a partir de la ecuacion de la elastica:
0<x<0,229 m

E-lbyi” = Mp — E-lpyi™” = 560,3:x — E:l,-y;” = 560,3-(x%/2) + A; = 280,15-x% +
A — E-l;-y1 = 560,3:(x%/6) + Ay-x + By

0,229 m<x<0,915m

E-l,y," =My — Ely,”” = 155,72 = 119,7-x — E-l,-y,” = 155,72:x — 119,7-(x%/2)
+ A, = 155,72:x — 59,85-X% + Ay — E-l,-y, = 155,72-(x?/2) —119,7-(x*/6) + As:x + B,

0,915 m<x<1,144m

E-l,ys" = My — E-l,rys” = 230,75 — 201,7-X — E-l,-ys” = 230,75:x — 201,7-(x%/2)
+ Az = 230,75-x — 100,85-X* + A3 — E-l,-y5 = 230,75:-(x*/2) — 201,7-(X*/6) + Ag:X + B3 =
115,4-x% — 33,62:x° + As-X + B3

Condiciones de contorno:

y1(0)=0—>81=0

y1(0,229) = y5(0,229) — 1,12 + A;:0,229 + B; = 3,84 + A,:0,229 + B,

y17(0,229) = y,"(0,229) — 14,69 + A, = 35,66 —3,14 + A,

y2(0,915) = y5(0,915) — 65,19 — 15,28 + A,-0,915 + B, = 96,59 — 25,74 + A3:0,915
+ Bs
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y,"(0,915) = y5"(0,915) — 142,48 - 50,11 + A, + B, = 211,14 — 84,43 + A;
y3(1,144) = 0 — 151,03 - 50,33 + A3-1,144 + B3 =0

En resumen las ecuaciones quedan:

1)-2,72 + A;:0,229 - A»:0,229-B, =0

2)-17,83+A; - A, =0

3)-20,94 + A,-0,915 + B, - A3:0,915-B3 =0

4)-3434+A,-A;=0

5) 100,7 + Ag-1,144 + B3 = 0

Resolviendo las constantes se obtiene aproximadamente:

A1 =-46,23; A,=-64,06; B, =1,36; A; =-98,4; B; = 11,84

Asi las ecuaciones quedan:

0<x<0,229 m
Ecuacion de angulos — E-1,6; = 280,15-X° — 46,23
Ecuacion de la deformada —  Elyyi=93,4x°-46,23x

0,229 m<x<0,915m
Ecuacion de angulos — E-1,6, = — 59,85:x° + 155,72-x — 64,06

Ecuacion de la deformada —  Elyy, = -19,95X + 77,86-x% — 64,06:x +
1,36

0,915m<x<1,144m
Ecuacién de angulos —  E1,63=-100,85-x*+ 230,75-x — 98,4

Ecuacion de la deformada —  Elyys = -33,62% + 1154x% — 984X +
11,84

Ahora se estudia la flecha en este plano. Esto supone que su valor esta para 6 = 0.
Asi analizando cada tramo se tiene:

E-1,-0, = 280,15-x*> — 46,23 = 0 — X = 2,46 m, fuera del intervalo.

E:1,-6, = — 59,85:x° + 155,72:x — 64,06 — dos soluciones en x; = 2,09 my en x, =
0,51 m, sélo esta Gltima pertenece al intervalo y es una solucion posible. La flecha vale

en dicha seccion f= —13’71 )

.|Z
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E-1,-65 = — 100,85-x? + 230,75-X — 98,4 = 0 — dos soluciones en x; = 1,72 m y en X,
= 0,57 m, y en este caso ninguna pertenece al intervalo.

13,71

En conclusién, para el plano xy la flechavaleen x =0,51 m f=— el
1z

Para el estudio de la deformada en el plano xz, los desplazamientos son en z, que se
tomaron como el eje y* para que utilizar correctamente el criterio de signos que se
adoptd en flexion. El caso de una carga puntual esté resuelto en la teoria por lo que se
emplearan aqui los resultados obtenidos. Se obtuvo que una viga biapoyada que soporta
una carga P a una distancia b del apoyo derecho su deformacion maxima es:

L? —b?
ymax*:f: 2— 2 3 en X, =
9\/§LEI2* f 3

en este caso P = 748 kp, b = 0,229 m y L = 1,144 m. Esto da un valor de

fo_ 7480229 ji oo o 1383 ¢ 1353
9-4/31,144.E-1,, E-l,. E-l,.

en x =0,65m.

Conocida la flecha en cada plano, es de esperar que cualquiera de las dos secciones
dé una flecha total bastante representativa de la real.

Asi en x = 0,51 se tienen:

y(0,51) = f, :—1§'|71 , 2(0,51) se calcula conociendo que para la carga puntual
lz
entre0<x<L-b SEIlvy*=—r0 Pb X3+ b (b2 L?)-x, luego y;*(0,51) = — 12,68
6-L E-l,.
12,68
—z(0,51) = 1 Con esto la flecha total en 0,51 vale por ser ly = I, en una seccion
y
circular: fr = \y? +2° :%-\/13,712 +12,68° = %
Y en x = 0,65 se tienen:
y065) = —25% s065) = - yr05Y) = £,=102 o =
El, El.

JY? +7° :—\/12 86% +13,53° = % que vale igual que antes por lo que la flecha

real rondara por dicho valor.

nd* 4 6
= 25,412 cm™ — El = 2,1.10°.25,412 =

El momento de inercia es | =
53,37-10° kp-cm? = 5336,58 kp-m*.
18,67
5336,58

En el caso de la NBE-EA-95 las flechas admisibles vienen dadas por la expresion:
fapm = L/K, siendo k una constante como se vio en la leccion 9. Si se iguala fr = L/k —

Asi la flecha toral seré fr = =3510°m=0,35cm
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k = 327 que da un valor que puede ser aceptable segun la lista que se muestra en la
leccion 9. Sin embargo, se debe recordar que no se ha tenido en cuenta ningun efecto
dinamico.

M;-L,  13600:68,6

= — = 0,023 rad =
Gl,  081.10°m47%,

Por otro lado el &ngulo de torsion es: ¢=

1,32°.

M;-n 136-1000
716 716

750 N
N y
Ra .

La potencia es: P, (C.V)= =190 C.vV

Figura 14.3a

3.- En la figura 14.3a se muestra un gje de dos palancas que se quiere disefiar con
acero de alta resistencia con o = 6000 kp/cn’y n = 3,5. Se pide:

a) Disefar €l ge aresistencia estatica.
b) Analizar |os desplazamientos segun la NBE-EA-95.

c) Calcular €l angulo detorsidon y la potencia que transmite una palanca si € gegiraa
700 rpm.

a) En la leccion 2 se obtuvieron las reacciones de este ejercicio, que segin los ejes
valen: Ray =519 N, Ra; = 213 N, Rgy = 213 N, Ra; = 519 N, la carga P = 750 N.

Para disefar el eje a resistencia se deben determinar los esfuerzos. En primer lugar,
el momento torsor que es constante y vale My = 750:0,2 = 150 N-m = 15,31 kp-m. Este
actua solo en el tramo central, siendo nulo en el resto.

Para analizar el resto de esfuerzos se plantean las cargas por planos segun la figura
14.3b.
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Si se observa el estado de carga, es el mismo en ambos planos salvo que en el
plano Xy la carga esta a 0,2 metros del cojinete A y en el plano xz estd a 0,2 del B. Esto
indica que basta analizar los esfuerzos y deformaciones en uno de ellos y por
comparacion se obtienen los resultados necesarios en el otro.

y 750 N 231N 519 N

0,45 ix
l .
H 02 0,65
T 0,2 0,45 To,es

Z

519 N 231N 750 N

15,31 kp:'m

15,31 kp'm

Figura 14.3b Estado de carga desglosado por planos

De los resultados obtenidos en la teoria se tiene que para una viga biapoyada con
carga puntual a una distancia a del extremo izquierdo y b desde el derecho, el momento

e 5 ) P-ab
maximo se encuentra en la seccion en la que esta la carga y vale: Mmax = -
% = 103,85 N'm. As se tendrd Mmsy = 103,85 N'm en 0,2 m Y Mgy, =

103,85 N-m en 0,45 m, tomadas las distancias desde la izquierda y en mddulo. Asi
cualquiera de las dos secciones es valida para el disefio. Se elige la de 0,2, el momento

. : P-b . .
en el primer tramo viene dado por My = T-x que valorandolo para el plano xz se tiene

en 0,2 que: M,(0,2) = 75002

0,2 = 46,15 N-m, luego el momento flector de disefio es

M = 4/103,85% + 46,152 = 113,64 N-m. Si se pasa a kp-cm se tiene redondeando Mg =
1160 kp-cm y el Mt = 1531 kp-cm.

Cuando N =0, y despreciando los esfuerzos cortantes se tiene:

V3 Y3
d>| N am 2 ram, 2| Sd> { 1035 /411607 +3-15312} =2,19cm.
o, 7-6000

Para el estudio de la deformada se estudia en el plano xy, y por analogia se
obtendran los resultados de xz. Se obtuvo que una viga biapoyada que soporta una
carga P a una distancia b del apoyo derecho su deformacion maxima es:

L? —b?
3

___ b
9-y/3L-E 1,

(L -b%)® enx, =
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nd?

en este caso P = 76,53 kp, b=45cmy L =65 cm, | = =113 cm* > El =

2,1-10%1,13 = 2,373.10° kp-cm?.

76,53:45

65° —452)% =0,148 cmen x = 27,1
9.4/3-65.2,37310° ( )

Esto da un valor de f =—

cm.

La flecha en z sera idéntica solo que en la seccién x = 65 — 27,1 = 37,9 cm. Se
determina el desplazamiento z(0,271 m). Se calcula conociendo que para la carga
puntual en el primer tramo:

Elz, = PPy PO o2y, 7693205745 765320 52 ge2yo7q =
6L 6L 665 665
= - 328706,12, luego z(0,271m) = —% = - 0,139 cm. Con esto la flecha total

en 0,271 vale por ser I, = I, en una seccion circular:

fr = \Jy? +2% =1/0,148% +0,139% =0,203cm

En el caso de la NBE-EA-95 las flechas admisibles vienen dadas por la expresion:
fapm = L/K, siendo k una constante como se vio en la leccion 9. Si se iguala fr = L/k —
k = 320 que da un valor que puede ser aceptable segun la lista que se muestra en la
leccion 9. Sin embargo, se debe recordar que no se ha tenido en cuenta ningun efecto
dinamico.

ML, 153125

c) Por otro lado el angulo de torsion es: ¢= = -
) J ¢ Gl,  0,81-10°w2%

= 0,021 rad =

1,2°.

M,n 1531.700
716 716

La potencia es: P,(C.V)= =1497CV
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4.- Diseflar aresistencia e tramo torsionado del g e de lafigura 14.4 en las mismas
condiciones del gercicio salvo que la seccién ahora es rectangular de base c y
alturab y con unarelacion b = k-c, slendo k una constante. Hacerloparak =15y
k=3

Las tensiones en una seccion seran:

debiéndose verificar:

c

o
_ 2 . 2 _ Ve
Figura 14.4 Oco =4/0x +3Ty <Cnpu = .

Para la seccion rectangular se pueden dar dos fibras criticas cuando hay torsion, como
muestra la figura adjunta.

En 1:

N N 3T M, 3T M
O=—=—7 Yy 1= + 5= >+ 5
Q kc 2Q oybc® 2kc® opkc

donde en las tensiones normales la contribucién de la flexion es nula y en las cortantes
el valor de la tension de Colignon es méxima y la contribucion de la torsion es la que
corresponde a la estudiada en la teoria. Asi para la fibra 1 se debe verificar:

N 3T M o
Ceo = +3 +—TL ) <Oppom = —
CcO \/(kCZ) (2'k'C2 (Xl'k'C3) ADM n

En 2:

= = +—Ff = + T= = =
Q W kc? vy kc? ke Y W, a,bc® a,kc’

N M N M. N BMe My M M,

o

donde la componente de Colignon es nula para dicha fibra. Asi para la fibra 2 se debe
verificar:

M
o, kc®

N 6M
Oco :\/(Kc2 +k2,cz)2 +3 )? <OCpom ==

Ahora se trata de hacer el disefio.

Para la fibralyconk =15 — o4 = 0,231. Resolver la ecuacion:

N, . 3T M G
Oco = +3 +—T ) <Oppm =—
€0 \/(k-cz) (Zk-c2 ocl-kc3) APM
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es un problema. Por lo general la contribucion de Ny T es pequefia, por lo que se hace un
primer tanteo despreciando dichos valores y asi:

V3M, _ Ge—>c:3\/ NIV :‘QX/ /3918370

apkc . AM T 0 kG0, | 0,2311,51800

= 13,6626 cm.

Ahora se redondea a 13,7 cm que parece una buena medida para las dimension de ¢
con precision en mm. Asi se verifica la ecuacion general con los valores N = 35714,29
kp, T = 18395,67 kp, Mt = 918370 kp-cm:

)? =1955>1800

35714,29, 318395,67 918370
CcO = ( 2 ) +3( 2 + 3
1513,7 21513,7° 0,2311,513,7

luego no cumple. Basta elevar ligeramente el valor de ¢ por tanteo hasta ¢ = 14,2 cm y
da menor de 1800.

Para la fibra2 y con k = 1,5 — o, = 0,269. Resolver la ecuacion:

N 6M M o,
Gco:\/( >t . 2+3( ! )ZSGADM:7

ke k=c® o, kc®

es un problema. Por lo general la contribucion de N es pequefia, por lo que se hace
un primer tanteo despreciando dicho valor y asi:

6M C,
GCO:\/(kZ.(f) +3( ZkTC) —GADMZF%

1/2 1/2
1 1 [,6510204 918370
c=3 ( , ) ( ) =3 ( ) +3(— )| =13
Goom | K 1800| 15 0,26915

como se obtuvo 14,2 para 1 se verifica con la ecuacion total:

cm

- \/(35714’29+ 6510204 918370 2 Z1710 <1800 cumple.

243 (e
1,514,2? 1,52-14,23) (0,2691,514,23

Para k = 3 se opera igual solo que ahora oy = 0,267 y o, = 0,355. Se deja como
ejercicio.
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5.- Unaviga en voladizo y de 2 m de longitud se desea disefiar en un perfil eiptico
hueco de base mayor exterior 2-a 'y base menor exterior 2:b, tal que a = 2:b,
espesor est = 0,01-a. Si la viga soporta una flexion dada por M, = 6 t‘-m y una
torsién con Mt = 6 t-m en & extremo. Disefiar € perfil en acero A-42 y con una
seguridad den = 1,3. Calcular € angulo torsionado.

La viga esté torsionada y flexionada con los valores
del enunciado y el cortante T = 0. En este caso no se
consideran signos, ya que para el disefio no son
necesarios.

Es de esperar que para soportar correctamente la
flexion se coloque la base mayor vertical, ya que le da
mayor inercia, ver figura adjunta. El cortante producido
por la torsion sigue la férmula de Bredt y es igual en
todas las fibras.

Para el disefio resistente se debe verificar.

c
Oco =VO° +3T° <0 py = —
n

2:b
Figura 14.5 siendo en este caso:

M - - .
c=—= tension normal méxima de Navier, y

z

M . . .
T= i T tension tangencial de la formula de Bredt.
AcC

En primer lugar se debe conocer la geometria de la seccion. Se comienza por W.,.

El momento de inercia I, para una seccion eliptica de bases 2-a y 2-b tiene un valor
mba’

de I, = , de igual modo para la seccion eliptica interior con bases 2-ay y 2-b el

3
o . whya . ] :
momento de inercia sera |,, =%. Relacionando la geometria se tiene: a = 2:b, ag

=a-t=18byby=b-t=0,8b. Sustituyendo en funcion de b que sera la dimension
buscada y que dara solucién al resto se tiene:

_®08b(18h)°

l,,=2mb* < 1, =116641b*

asi el momento de inercia de la seccion sera la resta: I, = le - I,o = T-b*(2 - 1,1664) =
0,8336-m:b*. Asi el médulo resistente W, = 0,4168-1:b°.

Ahora falta encontrar las relaciones geométricas de las formula de Bredt. El valor
A es el &rea formada por el contorno de la linea media del espesor. Dicho contorno seré
una elipse de semibases a’=a - 0,005-a =0,995-a=1,99:-b y b"=b - 0,005-a = 0,99-b. El
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valor es A = m-b%(1,99-0,99) = 1,9701-7t-b?. El valor de c es el menor espesor que sera ¢
=t=0,01-a=0,02-b. Con estos datos se tiene:

M, M _2,4M o 1o M; M 12,69 M
W, 0,4168%wb® mwb? 2Ac 21970iwb%0,02b  wh®

z

lo que supone una contribucion mayor de la torsidn que de la flexién. Sustituyendo:

2.4 M 12,69 M R
Cco :\/( b )2+3( b? )2 < O ppm :7

despejando se tiene:

600000

2,47 +3(12,69)2'* =12,83¢cm
20007t

bzs\/ M 247 +312,69)?]" = s\/
OCapm' T

las unidades empleadas en cm y kp.

El &ngulo torsionado es:

M ds

c

 4GA?

L

donde s es el perimetro de la linea media y vale: s =w:[1,5(@"+ b") + v/a"-b"] =11,232:b
= 144,107 cm. Asi:

600000144107

0= _ 2 = 0,0165 rad = 0,945 ©,
40,8110°(1,9701712,83)%0,0212,83

6.- determinar la relacion que existe entre las areas de las secciones rectangular
con relacion b/c = k y la seccién circular de didmetro d, que sometidas al mismo
momento torsor producen la misma tension cor tante maxima.

En una seccién circular la tension méxima esté en la fibra externa. En la seccion
rectangular la tensién mayor corresponde al punto 1, ver figura 14.4.

Asi basta igualar los valores méximos de la tension cortante en ambos casos:

16:M; M 16 1 160,k
3 7 3 7 — d=c3
nd o,-b-c nd® o, ke T

La relacion entre las areas es:

Q, bc 4kc? 4k K
—_— —_— —_— :3
Q. m mnd’ n.(16'0‘1'k)2/3 4o’
T
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Ejercicios resueltos.

7.- Una viga biempotrada de 4 m esta
sometida a un par de torsién uniforme
m = 3 t. Se desea disefiar con un perfil
multicelular como el de la figura 14.7.
Conocido €l valor de a = 10 cm se debe
determinar €l espesor ¢ S se construye
en un acero A-37 y con una seguridad
de 2. Determinar también e momento
deinercia equivalente.

En este caso se tiene:

0= : (—tiy I %+ t,: J‘%—

2.G-A, S ;

Como todas las celdas son iguales, los flujos son iguales, asi:

t1=t2=t3=t4HA1=A2=A3=A4
MT:4'(2' 1ty A]_):8' tj_'Aj_

El momento de torsion critico es:

Mr=m-(L/2) =34/2=6tm=8t;-a° — t,=

tl tz
| = ——— =~ — 4—— =1
| | !
tll 1t12t 2 ftz a
1 1 t24 |
e e L
1 I
I ti3
I [ !
I —r !
3 [/
a a
Figura 14.7
ds
L J- ?)
M; _610°kpem _ 750 kp/em

8a’ 8100cm?

Asi la Tmsx = ta/c que sustituyendo en la tension de Von Mises:

00 =37 = [3(11)? S0, = % o €2 V3U BTy gy
C n

Ty 2400/2

M
I, =
GO,
1 2 a a t
0, = 4,528 ¢, 2, dy=_n
' 2-G-A1( 1o e T )= 5

_M;ac_610°101,08

|
S 750

= 8640 cm*
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8.- Una viga en voladizo esta torsionada ty t, ty
con un momento uniforme m =3ty una
longitud L = 2 m. Disefiar la viga s € i_—_r ) —
espesor ¢ =1 cm, seemplea un acero A-42 | | | |
con una seguridad n = 2,5. Calcular la | | |
rigidez atorsion. : 1 iz hl2 L
En este caso se tiene: ? th 1 T to3 t ;
1 2 I I I
0, =———(t-(a+—)—-t,a
: 2-c-G-A1(1( 3 )7t : I I |
I I I
Las celdas 1 y 3 son iguales, por lo que: II__ e | R |
t1=1t3¢>0,=0;3 a/3 a/3 a/3
Por otro lado. Figura 14.8
1 2-a
0,=———(t,(—)-t,a—t,a
2 2CGA2 ( 2 ( 3 ) 12 13 )
Escribiendo todo en funcion de t; y t, se tiene:
1 5>a 1 2-a
0,=——(t,—-t, ) 0,=———(t,—-21,a
1 2-C-G-A1(l 3 2a) 2 2-C-G-A2(2 3 12)

Como se verificaque 6; =0, y Ay = Az

5a 2a 5t
t,——-t,a=t,—-2t..a -t = 2
1 3 2 2 3 1 1

Como t, > ty, se debe verificar que Tmax = to/C que sustituyendo en la tensién de Von
Mises:

[t o CaomC 2951
G =312 =[3(-2) <0,y =—> > t,<ADM " /257 = 600,44 kp/cm.
CcO ( c ) ADM 2 \/_ \/g p

Entonces t; = 51't12 = 272,93 kp/cm.

Por otro lado:

4t,-a° N 2t,a’
3 3

Mt =214 A1 + 20 A + 283 As = 4t AL+ 21 A =

El momento de torsién critico es:

4ta*  2t,a® _ 20t,a®  2t,a® _ 42t,4°
+ = + =
3 33 3 33

M =m-L = 6-10° kp-cm =
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. . . 5
a= 33M, _ | 33610 = 28,02 cm.
42, 42-600,44

La rigidez a torsion Kt = G-I :%

1 5a 1 5a

0,=———(t,——t,a)= O,=———(t,——t,a
1 ZCGAl(l 2 ) 1 ZCGa%(l 3 2 )

3

1 528,02

0,= ———(272,93 —600,44-28,02) = -9,62-10° rad = - 5,51.10™*°
21:0,8110°280%

5
T :i_ﬁ =0,6237-10'° cm?®kp el valor de I; = 7700 cm®.
9,6210

9.- Calcular las relaciones entre las ‘t
rigideces a torsion de las secciones
cerradas de mismo espesor cuyas
lineas medias se dan en la figura 14.9. a

La unicelular tiene una rigidez:

=p-
M, <
Ky =—
0 % )
3
. t t

y la multicelular: b 1 flz 2| a f“s

<, Mr

M = o —m-

5 a

asi la razon Ky/ Ky = :Ei Figura 14.9

0= M I% _ M- (2a+2ma)

4GA* | C 4GA*C

con A = a° + m-(a%/4):

_ M;-(2a+2ma) 8M,-(l+n) _ Ga’(4+m)ic
- 2 Y 3 ;. > Ku=
4G-(@°+7,)*c Ga’(4+m)’cC 8(1+m)

Para la multicelular:

1
0,=—~(t,ma-t,a
1 ZCG(“a%) ( 1 12 )

Las celdas 1 y 3 son iguales, por lo que:
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t1=1t3¢> 0, =03
Por otro lado.

1

:m'(tz 2a-1,2a—1;4a)

2

Escribiendo todo en funcion de t; y t, se tiene:

4 1
91 2 '(tl'n'a—tz'a)H 92 :m(tZZa—t12a)

cGma

Como se verifica que 0; = 0,:

t 4+1
4(t1_f): (tz_tl) —)t1=t2-( . )

.. L, . M
La rigidez a torsion de la multicelular Ky :G_T

0= 0 (t,ma—t,a)= B,= 2 _(n_1)

cGma 5cGma
. 2
Mr = 240 A¢ + 28 A + 24343 = A1y Ay + 28 A, = 4-t2-(45+ M otpa =
'TC
My = tz.az.( (4+TC) + 2) = tz.az.(w) - b = ].O—M-|-2
10 10 (16+m)a
40M,(n-1)

1

" ¢Gma’(16+m)

KoK= 29 = 40M;-(n-1) Ga’(4+m)°c _ 5(n-1)-(4+m)° =
YT T T cGrat(16+n) 8M.-(l+m)  md6+m)(1+mw)
o 0.8 10.- Dado un perfil 100.8 L de acero se pide determinar M+
| = cm para que € giro sea 4° por metro. Calcular la tensién
cortante maxima.
MT: ZMT :ﬁzsl C|3
1 I 3 1
|
Figura 14.10 -
o —go= T _6981317.10° radicm.

100180

6 -4
_ 0,8110°-6,981317:10 [(10—0,4)-0,83

M
T 3

+(10-0,4)0,8° ] = 1853 kp-cm.
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:'V'T% = G-0-tmax = 0,81-10%-6,981317-10™.0,8 = 452,39 kp/cm?

t

max

11.- Diseflar la seccién a resistencia si soporta un

. 9t Mt = 3 tm y determinar el angulo de torsion.
L DatosA-52y n = 3.
t
Gco = V3T, < Gapm = Oe/N — T, <—ADM /3
t i NERRNE]
7t
Tmax = 692,82 kp/cm?.
En este caso el perfil se considera delgado
2.4 |
18t | y S..C.o
I IVIT 'tméx le L
Figura 14.11 Tax = |. = N

t
I

t

_ 9t} +(7t+05t+1) 1 +181:(21)°
3

_310°-2t

eangs - 09282

l, =1645t" > 1,

t=174cm — 0=—_"mx 69282  _ 2,46:10 rad = 0,014°.

Gt 08110°2174
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CarituLo VII

ANALISIS GENERAL DEL
PROBLEMA ELASTICO






LECCION 15

Tensionesy defor maciones generalizadas

Introduccién: El estudio generalizado de tensiones y deformaciones se estudia en
profundidad en la Teoria de la Elasticidad. La Teoria de la Elasticidad es la base de la
Resistencia de Materiales. Sin embargo, dado el rigor que la primera requiere, presenta
una gran dificultad para el estudiante. Por esta razén esta leccion se ha puesto al final,
ya que por las circunstancias especiales de esta asignatura parece mas razonable. Esto
estd en contra con la idea moderna de que el sacrificio inicial que supone el estudio de
la Teoria de la Elasticidad se ve claramente recompensado al pasar al estudio de la
Resistencia de Materiales.

Como es logico, en una sola leccion sélo se dan unas pinceladas del problema
elastico. Sin embargo, los objetivos son poco ambiciosos dadas las dificultades que se
tienen en este curso. Aun asi, dichos objetivos son importantes, ya que dejan una puerta
abierta para que el estudiante pueda profundizar en el estudio de la Teoria de la
Elasticidad si luego su profesion lo requiere.

Objetivos de la leccidon: Prepara al estudiante en el problema generalizado de
tensiones y deformaciones para que sea capaz de afrontar disefios de mayor
complejidad, y ademas profundice en el conocimientos del problema elastico.

Contenidos de los problemas: Cualquier tipo de problema dentro de la Teoria de
la Elasticidad aunque dentro de los conceptos estudiados en la leccion de teoria.
Especialmente se trata con mayor detalle el estudio de la elasticidad plana.

Problemasresueltos. Exclusivamente ejercicios referentes a estos contenidos.
Formulacion bésica:

Formulas de las lecciones precedentes

Tension y deformacion

Tension:

Ro=[df

Ms = ngdf

> Af df
o=lim—=—
AQ—-0 AQ) dQ

IR
Componentes intrinsecas: o llamada tension normal segun la normal al plano de

IR
la seccion y otra T llamada tension tangencial situada en el plano de la seccién. Asi:

- - -

O=0rtT
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Figura 15.1 Representacion del vector tension

Tension plana

A Y
Yie
ny
o Ay
Tyx d
On[ T 1 | & O x
y P —f—->><_ S
’ I an P
/'/*I = Txy
z 7/ v
4 Ony Tyx ¢
Gny
a) b)

Figura 15.2 Elementos en tension plana

Teorema de reciprocidad de las tensiones tangenciales: Ty, = Tyx para el caso plano.

IR
Vector tension en el plano: ¢ = (oy, Oy), Yy para una direccion general 0, se puede
expresar de forma matricial:

g_ Gx _ an Txy Cose
o, T,y Ony | \SENO

IR
Componentes intrisecas de la tensién: ¢ = (o, 1)

6,,+0, ©,—0C
= ——— +—"——"€0520 + 1, sen 20
2

o

G, -0
T= —%sen(z 0) +T,,,c05(26)
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send dQ
W G, 5en6 dQ

Figura 15.3 a) Tensiones. b) Fuerzas internas

matricialmente, se obtienen estos valores de forma inmediata haciendo:

- nx ny Gy — Gny
Ch=0-U = + c0s20 +1,,5en 20
2 2

-G
—%sen(z 0) +1,,,c05(26)

> (—sen®
donde u’:( S€N ]:

coso

(_ BJ , es la direccion tangencial.
o

Tensiones principales y tensiones cortantes maximas:

27
Orientacién tensiones principales maximas: tan(2:0,) = —

Oy _Gny

2
_ . 6, ,+0 G, —O
Tensiones principales en el plano: ¢, , =——"Y + LS I
) 2 2 Xy

. ., . . . O — Gny
Orientacion tensiones tangenciales méximas: tan(2:6,) = ——

2T

Xy

2
G —O 0,—C
. L. 2
Tensiones cortantes maximas: T, =% (%} +1,, 2%

., . . ., L. 6, t+t0O
Tension media (correspondiente a los planos de tensién maxima): o, = %
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Figura 15.4 Planos principales para un elemento en tension plana

Tratamiento matricial:

Todos los desarrollos anteriores resultan mas sencillos desde el punto de vista
matricial. Se trata de ver los planos para los que el vector tension es perpendicular a
ellos, es decir; solo hay tensiones normales. Esto se hace como sigue*:

* El desarrollo que se realiza se puede extender al caso tridimensional.

-

c=[T] u=ou—=[T-cl]-u=0

siendo [I] la matriz unidad, y o un escalar. Esto se puede escribir en funcién de los
cosenos directores oy B3, se obtiene:

G, —O Txy o _ 0
Ty Cn —C || B |0
sistema homogéneo de 2 ecuaciones y 2 incdgnitas cuya condicién de compatibilidad
es:

o, —O T

nx Xy

Ty On—O

cuyas raices son las tensiones principales y sus direcciones correspondientes son las
principales. Asi, la resolucion de las tensiones y direcciones principales, no es mas que
resolver un problema de valores propios de la matriz de tensiones*.

* Aqui se da un nivel basico, no se trata esto en profundidad. Para ello, consultar las referencias 1 y 2 de
L. Ortiz Berrocal.
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Ejercicios resueltos.

Circulo de Mohr para tension plana:

A ANy
| Oy

y
e A
yx :

T

n
* T T =
Onx| 1 O! ﬁcnx X Xy § /@7
— A > X
< > P> < —> R
/‘4_ —_ I Onx Opx
/ I Ty K
o
z 7 v "1 .
[// Cny Tyx ¢ 5 T ¥ C,
ny
a) b) c)
S
Ony
s
y B(90°)
Eje
D ey
_Txy
P2 Py
0 c 2 epl T Gn
20
v Txy
Oy Eje x D(6°)
S A(0%)
(O +Gny O _Gny
Om = 5 2
GI’]X
Gl’l
d)

Figura 15.5 Circulo de Mohr para tension plana

365



Ejercicios resueltos. Ejercicios de Resistencia de Materiales.

y 1 €x
1
Sy | ] o
f /// /// ! 8y
4 1
/_ - o e e e e e e e :
| | |
| ! |
| : ! 1
| ! |
| ! |
| : |
| ! l
| | s
} // X
] I 7
| : 4

Figura 15.6 Deformaciones ,, ,, €,

Ley de Hooke para tension plana:

y T
E_ny
O
X
z T
E_’ny

Figura 15.7 Deformacion angular
_1 _1 __ kb
& = E (Onx - WOny) <> €y = E (Ony-WOnx) <> & =- E (Onx + Ony)

Ty = Tyl G
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Depoésitos y anillos

Se plantea el problema de elementos de pequefio espesor que trabajan a traccion y
compresion.

Depositos

Se supone un deposito cerrado cuya superficie es de revolucién y se encuentra
sometido a una presion interna p. Ver figura. Si el espesor t de la pared es pequefio
frente a los radios de curvatura, la pared se comporta como un elemento cuyas tensiones
carecen de componente radial y se distribuyen uniformemente a través del espesor. Para
el estudio de las tensiones se aplica el método de las secciones tomando un elemento
diferencial de la superficie delimitado horizontalmente por dos paralelos infinitamente
préximos y verticalmente por dos meridianos infinitamente préximos también. La
presion interna p se equilibre con las tensiones normales, dado que la simetria asegura
que las tensiones cortantes son nulas.

IR
Si se toma como sentido la normal a la superficie n, las fuerzas debidas a las
tensiones normales son:

dF; = -2-01-ds,-t-sen(d6,/2)

dF; = -2:62:ds;-t-sen(d6,/2)

La fuerza que produce la presién p sobre la superficie ds;-ds; es:
dF; = p-ds;-ds;

La condicidn de equilibrio impone:

Figura 15.8
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-2-:61-dsy-t-sen(d6,/2) - 2-6,-ds; t-sen(d6,/2) + p-ds;-ds, = 0

que siendo ry y r, los radios de curvatura, al sustituir los valores ds; = r;:d0; y ds; =
r,-d6,, se obtiene:

G, ©
6,5 _P
Lor, ot

Entre las paredes interior y exterior del deposito la tension o3 va desde O hasta —p,
pero para pequefios espesores son despreciables frente a 61 y 6.

Esta ecuacion general si se aplica al caso de un depdsito esférico se tiener; =r, =,
y en el caso de un cilindro se tiene ry =, r; = oo,

Recipientes esféricos y cilindricos sometidos a presion (tension biaxial):

Figura 15.9 Tension en un recipiente esférico a presién

Recipientes esféricos sometidos a presion:

6 = (p-n/(21)

A N
Y I Ony = Onx Y |Ony = Onx Onz = -Pp
Onx Onx Onx Onx
O
> >
/o "
. Z .
s/
£ L Gnz = p
Ony Ony
a) b)

Figura 15.10

. . r
En la superficie exterior: las tensiones principales son: ¢; =6, = %

La tension cortante maxima: en el plano es cero.
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= PT

o
En el espacio: Tmax = —
"2 At

segun se obtuvo de las ecuaciones anteriores.

. . r
En la superficie interior: las tensiones principales: 6; =06, = g— > 03=-p

La tension cortante maxima: en el plano es cero.

©

en el espacio: ¢ =2 *P_PT P
2 4t 2

(6]

a)
Figura 15.11 Tensiones en un recipiente cilindrico circular sometido a presién

Recipientes cilindricos sometidos a presion:
. _ o . p-r
Superficie exterior: tension circunferencial: o1 = o

., o T
tension longitudinal: ¢, :% — 02=01/2

N =_

y y T om P

Tcny = 01 Ony = O ‘Ti
i o i G = Gy =
Onx ! Oxl=0p = —& ! nx = D27 T
<« O —-2p3 24— Of-——p> 2

N
X
9..
HT—
Q
|
S

/ I / |
z 7 v z / V
[/ Gny [/ Gny
a) b)

Figura 15.12 Tensiones en un recipiente cilindrico circular a) en la superficie exterior, b) en la superficie
interior

369



Ejercicios resueltos. Ejercicios de Resistencia de Materiales.

Las tensiones cortantes maximas:

0,-0, O, pfr o, pr o, pr
T ==s—=— - =2 T — [
(), =222 =00 0 (1), =2 =0 (1), = 2= B
En la superficie interior:
. . _ p-r p-r
Las tensiones normales principales son: ¢, =— <> o, :2_ & 6,=—p
t 1
Las tres tensiones cortantes maximas:
o, +tp_pr.p G, tp_pr_p 0,t0, pr
( max)x 2 2t 2 ( max )y 2 4t 2 ( max )z 2 4
Anillos:
Un anillo es el caso de un cilindro de % M
pequefio espesor t pero con las bases abiertas. L

En este caso G, es nulo ya que eran originadas ! ! —
por las bases. Asi.

Figura 15.12

o, =—T
bt

siendo r el radio interior.

Estas tensiones se distribuyen uniformemente a lo largo del anillo y originan una
deformacion lineal:

o, M

T
€ :E_E(Gz +G3):L

E-t

En el caso de que la presion sea exterior las ecuaciones son las mismas, solo que
ahora el anillo estd comprimido y el radio r es exterior.

Otro caso es cuando el anillo gira con una velocidad angular ®, de forma que se
produce una fuerza centrifuga aproximada considerada sobre la superficie media:

F=mo’r

Siendo m la masa, g la gravedad y r el radio medio. Si t es el espesor, L la alturay vy
el peso especifico, la presion aproximada ejercida sobre dicha superficie media es:

y.z.n.r. Lta)z 'r
p=£= g =Yto?r
A 2mrL g

asi las tensiones y deformaciones valen:

clzg-rzl-wz-r

t 9

370



Ejercicios de Resistencia de Materiales. Ejercicios resueltos.

en cualquier de los casos estudiados la deformacién lineal es constante a lo largo del
anillo y, por tanto, las fibras circulares de radio r experimentan una variacion relativa de
longitud:

B AiL_ A(27tr) _g
L 2:7r r

1

donde r vale tanto para el radio interior como al radio exterior.

A
| Ony G
o 0
Onx ' * Onx x Onx
“« o'

O/'
>~ - Onz
zZ Onz

24 Gny Gny
a) b)
Figura 15.13 Elemento en estado de tensidn triaxial
Tension triaxial

Las tensiones cortantes maximas:

o, —0O
(Tmax)z =% : 2 s o (Tmax)x =+ y2 = (,Umax)y:i X2 :
Ley de Hooke para tension triaxial:
Deformaciones en funcién de las tensiones:
Oy M Oy M G, M
€y :?_E(Gny +an) Hey = Eny _E(an +an)982 :f_E(an +Gny)

Las tensiones en funcion de las deformaciones:

S (. e, +ule, +¢€
O = e zg) (W T H, )

E
O = (1+M)(1—2'M)((1_ we, +ule, +e, )

E
Op, = M+ p)i-2p) (@-wk, +ule, + g, )
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Ambos grupos de ecuaciones representan la ley de Hooke para tension triaxial.

Cambio unitario de volumen:

volumen inicial es V,=1y su volumen final es: Vs = (1 + &) (1 +¢y) (1 +¢)

El cambio unitario de volumen, dilatacion o deformacion volumetrica:
e=(l+e)(1+eg) (L+e)-l=gt+egytetexeytece,teye,teceye;
Deformacion volumeétrica para pequefias deformaciones:

1-2pu
e=gteyte =

(Onx t+ Ony t Onz)
Expresiones de la densidad de energia de deformacion:

1
q) = E(an €, t+ Gny'8y +0, 'Sz)

1 2 2 AT Y
q) = 2.E (an + Gny + an )_ E(anlcny + an'an + Gny'an)

E ) ) ,
0= oW e e e aule e, e, v

Al realizar célculos con estas expresiones se deben sustituir las tensiones y
deformaciones con sus propios signos algebraicos.

Tensioén esférica
Onx = Ony = Onz = Oo

Las deformaciones normales: ¢ = %(1_ 2.1), todas iguales

AV 3(1-2u)o

e=——= 0 = 3'80
Vv E
moddulo volumétrico de elasticidad o modulo de elasticidad de volumen: g __E
3(1-2q)
k e
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Ejercicios resueltos.

Go

Figura 15.14 Tension esférica

Tension tridimensional

Principio de reciprocidad de las tensiones tangenciales:

Txy = Tyx > sz = sz > Tyz = sz

Tensiones principales son las raices de la ecuacion:

6 -Ac’+Bo-C=0
Invariantes:

A = Opyt Opy + Onz

— 2 2 2
B = Gnx'Ony + Onx'Onz + Ony .Onz = Txy” - Tz’ - Tyz

- 2 2 2
C= Onx'Ony 'Ozt 2'Txy “Txz’Tyz = Onx'Tyz = Ony Txz - Onz'Txy

I
Wg—’/tyx
Tx

7y

Tzx

Onz

Figura 15.15 Tensidn tridimensional, s6lo se muestran las tensiones en las caras vistas

Las tres tensiones cortantes maximas son:

0,—0O
(Tmax )3 = i% A (Tmax)z =%

0,0y
2

< (Tmax )1 ==+

Ley de Hooke generalizada o ley de Hooke para tension tridimensional:

Deformaciones en funcién de las tensiones:
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g =—1" —%(Gny+(5nz)
€& = ny—%(cnx+cnz)
TR
YXVZ%H YXZZ% “ yyzz%

Tensiones en funcion de las deformaciones:

E
O ix =m((1—u)8x Hl(ﬁy +e,)

E
Gy :(1+H)(1—2'M)((1_u)8y +H(’3x +’3z))

E
O, =(1+u)(1_2_u)((1—u)82 +1le, +€y))

Txy :G"nyH Tz :G"YXZH Tyz :G'sz

Finalmente la expresion para la densidad de energia de deformacion es:

1
q) = E (an €y t Gny '8y +0,,€, + Txy 'ny T T Ve T Tyz 'sz)

Sustituyendo términos quedara:

_# _ 2 2 2 . . . . E 2 2 2
¢_2(1+H)(1—2M)[(1 M)(SX +€y +8y )+2M(8x 8y+€>< €z+8y 8z)]-’_ Z(ny L +YXy )
y y y
€
----------- = Yoy
| 1
:' 0] 0] :
o) 1 L g, X X 1 L e, X
a) b) C)

Figura 15.16 Deformaciones en el plano g, €, Yy
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Deformacion plana
Condiciones:

&=0v%=07,=0

y Y g, dysend Y1 y
Y1 gy dX cosO Y1 ’ X Ty dy COSE
X, \ |____ 1
XA G dy \"f s
ot of s I~ 1/ wyady

| s d / =~ /

“o\ |1 % Z 9 Y x <~ o6y f X
J
a) dx g, dx b) C)

Figura 15.17 Deformacion plana a) €, b) ) €,, €) Yy

La deformacién normal:

e +e, € —¢ Y
€= €4 -C0S20 + £,-5eN%0 + Y5,-5eN0-c050 = —— + .05 20 + ;y.sen 20
oA ;
\
Y1 KB Y =a+f 7
\ AR A
\ // X1
\ s
\ Vd
\ //
\\\ /// e X
O

Figura 15.18 Deformacion angular y

Y & — ey ny
—=———->5en(20)+—cos(20

> 5 (26) > (26)

Las deformaciones principales: tan(2-6p) = yxy/(ex - €y)

Las deformaciones principales se calculan a partir de la ecuacion:

gt

e —¢ 2 2
€, = + | =2 + Yy
' 2 2 2

2 2
Las deformaciones angulares maximas: VL;X :i\/[sx ;‘c’yj N [ngj
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&
Eny
5
< B(90°)
_ ’ny D’
2
P, Py
(0] C
20, Y €n
20 2
/ Ty
€ D(6°)
S A(0°)
€ +E€ €x _Eny
€m = nx ny
2 2
8I']X
’Y/Z Enx1

Figura 15.19.- Circulo de Mohr para deformacidn plana

Criterios de resistencia. Tension equivalente

Se considera que las tensiones principales c1, 6, y o3 verifican 6; > 6, > 63. Las
tensiones equivalentes, ¢, (0 de comprobacion) valen segun los distintos criterios los
valores que a continuacion siguen.

1. Criterio de la tension principal méxima o de Rankine
Si 61> 0yl o1 > o4 la tensién equivalente es: 6¢, = 61

En la practica, cuando | 63 > o3, el célculo de la resistencia por este criterio se hace
imponiendo las siguientes condiciones simultaneas:

01 < Ogt Yy | 03| < | 0ec|

2. Criterio de la tension tangencial maxima o de Tresca

Segln este criterio: Geo = 2:Tmax = O1 - O3

este criterio es razonablemente aceptable para materiales ddctiles sometidos a estados
de tensidn en los que se presentan tensiones tangenciales relativamente grandes.
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3. Criterio de la deformacion longitudinal méxima o de Saint Venant

La tension equivalente es: 6., = E-€1 =61 - U (01 + G3)

siendo €1, como se sabe, la deformacidn principal positiva de mayor médulo.

Este criterio, al igual que el de la tension principal maxima, es aplicable
fundamentalmente en materiales en los que el fallo es fragil, normalmente por rotura.
Recordar que los materiales fragiles, normalmente, rompen cuando aparecen las
primeras deformaciones permanentes, es decir, casi todo su comportamiento se puede
asumir elastico.

4. Criterio de la energia de distorsion o de Von Mises

Este criterio coincide con el de las tensiones octaédricas.

1 2 2 2
Oco = \/E[((H_Gz ) +(02_63 ) +(63_G1 ) ]

y que se considera el valor méas apropiado para establecer la aparicion de deformaciones
permanentes en materiales ductiles. Por esta razon es el criterio que desde un principio
se ha elegido en el disefio de secciones. Hasta ahora, los casos que se presentaron eran
de secciones planas con estado tensional de tension normal G,x, Yy dos tensiones
cortantes Ty, Tyx; en cada eje. La tension equivalente o, es como se indico en las
primeras lecciones.

Gco :\/Gﬁx+3(1>2<y+'f>2<z)

5. Criterio de los estados limites de Mohr

Este criterio es el mas general, y aplicable tanto en el caso de materiales fragiles
como ductiles. Obtiene la expresion de la tension equivalente al imponer la condicion,
de que dicha tension es la que existe en la probeta del mismo material sometida a
traccion, y tal que el coeficiente de seguridad entre el estado tensional dado y el de la
probeta fuera el mismo. La tensién equivalente es:

0w =01—-k03

siendo k = Gei/oec, €l cociente entre las tensiones elésticas de traccion y compresion del
material.

Ecuaciones de Lamé

Expresan las tensiones en funcion de las deformaciones. Son las siguientes:
O =A€+2Gex>0Opy=Ae+2Geg > 0on=Ae+2G¢

Txy = G Yy < Tyz = GYyz < Tz = GYe

siendo:
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= ME « G= E
@+pn)(1-2u) 2(1+uw)

Ay G son las llamadas constantes de Lamé.
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1.- Se somete a la barra cilindrica de la figura a un esfuerzo de traccion de 30 t.
Suponiendo que su seccién transversal tiene un diametro de 6 cm, se piden: Las
tensiones normales y tangenciales en el plano que forma 20° con la direccion axial
delabarra, asi como las que existen en las caras perpendicularesa €.

30t n -« 30t

Figura 15.1a

La barra traccionada tiene una tension normal oy:

Ox = 300020 =1061 kp/cm?
-3

En la direccion y la tension es nula siendo x e y direcciones principales de inercia.
Tomando como diametro del circulo de Mohr o (ver figura 15.1a). El punto P; (ox, T =
0) define el estado tensional de la seccion normal de la barra. A partir de P, se toma un
angulo 2:6 = 2.20° = 40° y en sentido antihorario quedando definido el punto D que
representa la ¢ y la t en la cara buscada:

15915

.sen 40°=—341kp/cm’®

T =—

6,p = OC+CD-cos40°= &261 +&261 -c0s40°=937 kp/cm?

Las tensiones correspondientes a las caras normales a la direccion n vienen
definidas por el punto D’ del circulo:

To- = 341 kglem?

6, = OC —CD-c0s 40°= % —&261 -€0s 40°=124 kp/cm?
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y

2.- El elemento puntual de la figura 15.2a Gny
perteneciente a la superficie de un ge de 3 b
acero esta sometido a traccion biaxial, con | n
una o, = 1700 kp/cm? y ox = 1200 kp/cm? Se 1200 [ o X
pide: +— . >

a) Representacion del circulo deMohr. d | c

b) Estado tensional para un plano (0 = 11700
45°).

Figura 15.2a

c) Valor de la tensién tangencial maxima
en la superficie.

a) Para dibujar el circulo de Mohr, se toma sobre el eje de abscisas el segmento OP; =
Gny = 1700 kg/cm?, (se puede tomar a escala y medir los resultados sobre el circulo), asf
como, OP; = Gny = 1200 kp/cm?. Los puntos Py y P, representan el estado tensional de
las caras ab y bc respectivamente. EIl segmento P;1P, define un circulo de Mohr.

b) El plano definido por 6 = 45° nos da en el circulo de Mohr el punto D; por lo tanto:

o= O ;oz :170021200 _250kp/cm?

G =CD= 2 ;GZ - 1700;1200 —1450kp/ cm?

To = - Tp = - 250 kp/em? <> Gy’ = Gnp

o6, -0, 1700-1200

5 5 =250kp/cm?, en la superficie.

Ny X

Figura 15.2b
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3.- En € interior de acero estructural A-42 A
existe el estado tensional plano indicado en la
figura 15.3a, estando expresadas lastensiones 400
en kp/cm?.

o))

a) Determinar analiticamente las : 300
direcciones y  tensiones  principales, y i 600
representandolas gr aficamente. < —Pp | \—r—-— <4+—

b) Calcular € vector tension que
corresponde al plano dela seccion ab.

¢) Hallar la maxima deformacion
transversal unitaria indicando la direccion a
la que corresponde. Figura 15.3a.

a) Para el sistema de ejes indicado en la misma figura, los datos son:
G nx =400 kp/cm®; Gy = - 500 kp/cm? ; Tyy = - 200 kp/cm?
segun el criterio de signos empleado.

Los valores de las tensiones principales se obtienen, analiticamente, aplicando las
ecuaciones.

2
5, = 200-600 \/(400 . 6°°j +300° = 4831kp/cm?’

2

2
5, = 400;600 ) \/(400;600J 1+300% = —6831kp/cm?

Las direcciones principales, segun la ecuacion vienen dadas por:

2ITxy _ - 600
G,—O 400 + 600

nx ny

tg26 =

de donde: 2-6=-30,96° — 6 = -15,48° es decir, las direcciones principales forman con
la direccidn positiva del eje x angulos cuyos valores son: 6; = -15,48°y 0, = 74,52°.,

Se representan graficamente en la figura 15.3b.

b) Con los datos dados se puede construir el circulo de Mohr (figura 15.3b) que, como
se ve, permite calcular graficamente los valores de las tensiones principales.

Las componentes intrinsecas del vector tension correspondiente al plano cuya traza
es ab (figura 15.3b) se pueden obtener analiticamente por aplicacion de las ecuaciones
teniendo en cuenta que 6 = - 60°.
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O+ Gny O — Gny Gny — O
Cp = + cos20+1,5en20<>1=——"—5en2:0+17,,C0S2:0
2 2 Y 2 Y
o, —200—600  400+600 150y _300sen(~120)= - 90,19 kp/cm?
2
7= 20002400 o _120) +300-cos(~120) = 583,01 kp/em?
oy = 400600 + 400 +600 cos(—300) —300sen(—300)=-109,1kp/cm’
2

0 bien, graficamente, mediante el circulo de Mohr, como se indica en la figura 15.3b.

c) La deformacion transversal unitaria méxima corresponde a las direcciones
coincidentes con las bisectrices de los ejes principales correspondientes a las tensiones
01 Y 62. Del circulo de Mohr se deduce:

O,

|1:max|:%62:583,1kp/cm2

Por la ley de Hooke:

(1 ) _ T max
27) TG
y COMO;
E 2110°

G= = = 8,1-10° kp/cm?
2:(1+pn) 2(1+0,3

Toméandose los valores de E y u que establece la NBE-EA-95 para los aceros como el
A-42.

Sustituyendo estos valores queda:

(ly = 583’15rad:0,36-10'3 rad
2') .. 28110

Se obtiene el mismo resultado calculando las deformaciones principales por
aplicacion de las leyes de Hooke y, posteriormente, la deformacion transversal unitaria a
partir del circulo de Mohr de deformaciones.

.(483,1 + 0,3-683,1) = 0,32763-10°

g :1'(61 _“'62) = 6
E 2110

1 1 3
e, =—(c, —wo,)=——-(-683,1-0,3:483,1) =-0,3943:10
=g (O o) = )
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*rad = 0,36:10 *rad

2 2

( 1 ) _& ¢ _032763+03943
2 max

On

D(-120°)

Figura 15.3b

4.- En un punto de un sblido eéstico, figura 15.4a, en € que existe un estado
tensional plano,la matriz de tensiones, referida a un sistema de ges cartesianos

ortogonales, es.
-200 25
[Tl=
25 -300

estando expr esados sus componentes en kp/cm?. Se pide, en ese punto:
a) Determinar analiticay gréaficamente lastensionesy direcciones principales.
b) Calcular las deformaciones principales.

c) Calcular la variacion angular experimentada por la direccion a la que
corresponde la deformacion transversal unitaria maxima, dandola en grados, e
indicar la direccién o direcciones correspondientes.

Datos: médulo de elasticidad E = 2,1:10° kp/cm?; coeficiente de Poisson p =
0,25

a) De la matriz de tensiones se dibuja el estado tensional indicado en la figura 15.4a.
Célculo de las tensiones principales:

1°.- Analiticamente, aplicando las ecuaciones
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Tmax

Figura 15.4a

2
5 = =200-300  (=200+300) | oos 104010 em?
1 2 2

2
6, =" 2002— 300 \/(— 2002+ 300] +(25) = -305.9.1kp/ cm’

Como la direccion ortogonal a estas dos es principal de inercia, esto supone que al
ser ambas negativas la tension principal mayor positiva tiene valor nulo, por lo que para
seguir la notacién respetamos el orden y las tensiones principales las designamos como:

01 = 0 kp/cm? <> 6, = -194,1 kp/em? <> o3 = -305,9 kp/cm?
2°.- Graficamente, mediante el circulo de Mohr que se muestra en la figura P.-15.4.

Caélculo de las direcciones principales. Vienen determinadas por los angulos 6 que
verifican:

2Yy 225

tg2:0 = =
6, -0, —200+300

=0,5 — 2:0 = 26,565° — 0 = 13,283°

es decir: 6, = 13,283° — 03 = 103,283°
Se ha representado graficamente en al figura 15.4a

b) Aplicando las leyes de Hooke, los alargamientos unitarios principales son:

1 1
e, =—(0,—Wo,) = -194,1+0,25:305,9) = -5,610°
= (0 o) = )
e =1 (6, —11G,) = —~(~3059+0,251941) = —1,22610~
2 E 3 H 2 2,1106 ’ ' y y
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-1 0,25
e, =—u(o0, +0,) =——(194,1+305,9) = 5,952.10°
L=, o) =5 )

. o - 1 T
c) La deformacion transversal unitaria maxima, es: =yl ==
2°) . 2G
o5

siendo|r > =152,95kg/cm? segtin se deduce del circulo de Mohr. Por otro lado:

max‘ =
E 2110°

G-= = =8,4.10°kp/cm?.
2(1+p)  2(1+0,25)

Luego: (l-y :&'%Srad =5,21107°%°
2') 28410

Como se trata de angulos muy pequefios, la variacion angular que experimenta la
direccion a la que corresponde la deformacidn transversal maxima coincide con ella.

Las direcciones correspondientes coinciden con las bisectrices de los ejes
principales 1 y 3. En este caso, la direccion principal que corresponde a la tension
principal mayor (o = 0) es perpendicular al plano director.

5.- Un bloque de acero A-37 esta sometido a un estado tensional plano. En un
punto P, & vector tension correspondiente a un plano perpendicular al plano

director, como € indicado en la figura 15.5a, tiene de modulo H =100 kp/cm?y

forma un angulo o, tal tgo. = 0,75. Sabiendo que éste angulo que forma e vector
tension correspondiente a un plano de los del haz de vértice P con su normal es
maximo, se pide:

a) Célcular losvaloresdelastensiones principales.
b) Deformacion transver sal unitaria maxima, en grados.
c) Hallar €l valor deladilatacién cubica unitaria.
a) Las componentes intrinsecas del vector tension sobre el plano considerado son:
o, = 6-coso. = 100-0,8 = 80 kp/cm? <> T = ¢-senc. = 100-0,6 = 60 kp/cm?

Estos valores permiten situar el punto D(80,60) en el diagrama de Mohr. De la
condicion de ser maximo el angulo o se deduce que la recta OD es tangente al circulo
de Mohr, por lo que el centro C de dicho circulo, situado sobre el eje de abscisas, se
obtendréa trazando por D una perpendicular a OD.

Las tensiones principales valen:

61 = OB + BC + CP; = 80 + 60-tgo. + 100- tge. = 200 kp/cm?,
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5, = OB + BC - CP; = 80 + 60-tga. - 100- tgo. = 50 kp/cm?.

La deformacidn transversal unitaria maxima segun la ley de Hooke es:

(E.Y e 190617310 rad =353710 0
27) T 2G 28110

b) La dilatacion cubica unitaria:
AV 1-2u
7281 +€,+¢€, :T(G1 +0,)

con E =2,1.10% y u = 0,3 para los aceros estructurales. Asf:

AV _1-203
Vo 2110°

(200 +50) = 4,762:10°

On

Figura 15.5a

6.- Paralosegercicios4y 5 escribir la ecuacion analitica dela elipse de tensiones.

La elipse de tensiones se representa facilmente a partir de las tensiones principales
y su ecuacién es de la forma:

2 2
XY
Gl 62
2 y2 2 yz
en el ejercicio 4 sera: >+ - =1 en el gjercicio 5 sera: —+=—=
1941° 3059 200° 50
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7.- En la placa de aluminio AL 6061-T6 rectangular, figura 15.7a, existe el estado
tensional plano indicado en la figura. Los alargamientos unitarios en las
direccionesdelosejesx ey son respectivamente —5-107 y —1-107.

a) Calcular losvaloresdelastensiones principales.

b) Hallar las componentes intrinsecas del vector tension correspondiente al
plano de traza ab, perpendicular al plano director. LosvaloresdeE = 26 GPay pu
=0,33.

y A

l Figura 15.7a

a) De las leyes de Hooke generalizadas se obtienen c,x y Gny teniendo en cuenta que
onx = 0 por tratarse de un estado tensional plano:

_ 1 . _ 1 . _ E'(Sx +u'8y) . _ E'(Sy +u'8x)
€ = E'(an _H'Gny)’ E:y - E'(Gny _H'an)’ (S _T v Yy _T
Sustituyendo valores:
5 B 1). -3
G, - 2,653061210° (-5 : 0,331)-10 _ 1587 kp/cm2
1-0,33
5 _1_ g). -3
Gy = 2,6530612 lf 83132 0,335)10 - .789 kp/cm2

que son también las tensiones principales pues sus caras correspondientes carecen de
tensiones tangenciales.

02 = - 789 kp/cm? <> 63 = - 1587 kp/cm?
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b) La normal exterior n al plano, cuya traza es ab, forma con la direccion principal 1 un
angulo 6 = - 60°, ver figura 15.7a.

Si se determinan a partir del circulo de mohr se tiene:
|6n | =0OC + AC-cos(180 - 2:0) <> |1 | = AC-sen(180-2-9),
las distancias todas positivas.

0| +|os| _ 789 +1587

; = 1188 kp/cm?

OoC=

_ —|oa|+los| _-789+1587
2 2

AC = 399 kp/cm?

|6 | = 1188 + 399-cos60 = 1387,5 — o, = -1387,5 kp/cm?
|7 | =399-sen60 = 345,54

8.- En € interior de una pieza de acero A-52 esta definido un estado de
deformacion plana. Las deformaciones unitarias en dos direcciones ortogonales
paralelas al plano director, que se tomaran como € es de un sisstema de referencia
cartesiano ortogonal, son: & = 2:10* y en la direccién n que forma un angulo 6 =
30°con el gex: e, =0. Sepidecalcular:

a) Lastensionesy direcciones principales.

b) Componentesintrinsecas del vector defor macion unitaria correspondiente a
un plano perpendicular al plano director y cuya normal forma 45° con € gedelas
X.

a) Las direcciones principales de la matriz de deformaciones coinciden, con las
correspondientes a la matriz de tensiones. Dos de las direcciones principales son
paralelas al plano director; la tercera es perpendicular al mismo.

Hay que tener en cuenta la analogia entre las matrices de tensiones y de
deformaciones. En virtud de esta analogia se tiene para las deformaciones, un conjunto
de formulas analogas a las de las tensiones. Asi, para un plano cuya normal exterior n
forma un angulo 6 con la direccion del semieje positivo X, la ecuacion que nos da la
deformacion longitudinal en la direccion n, andloga para tensiones, sera:

g, te, g, -8

€, + c052-9+£yxy-sen2-e
2 2 2

Sustituyendo los valores dados, de esta ecuacién se obtiene el valor de la
- 1
deformacion angular E-yxy
1.1 43

0=10"+10"" > + =y

1 -
R - nyy =310
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Ejercicios de Resistencia de Materiales. Ejercicios resueltos.

El signo - indica que la deformacion angular se produce en el sentido de aumentar
el angulo inicialmente recto de lados paralelos a los ejes coordenados.

Las direcciones principales se obtendran aplicando la ecuacion:

— . . 74
tg2:0 = Ty 2*/5_140 =—/3 = 20=-60°
e —€ 210

X y

Por tanto: 6; = - 30° <> 63 = 90° - 30° = 60°

Los alargamientos unitarios principales se pueden obtener, analiticamente, por
medio de las ecuaciones:

2 2
e +¢ € —¢ 1 € +¢ e —¢ 1
g, =—— L+ || L | +5y o, =L | 2L 44
! 2 \/( 2 J gy T8 2 2 4 v

£,=10%+10%V1+3 =310* < g=10%-2.10*=-10*

asi:

Los valores de las tensiones principales se obtienen aplicando las ecuaciones de
Lamé. Los parametros Ay G asi como la dilatacion cubica unitaria tienen, para el

material elastico que se considera, los siguientes valores

. wE 032110°
Q+p)1-2u) 1304

=1,212:10° kp/cm?

E  2110°

G= = =1,212:10° kp/cm?
2(1+p) 213

e=gx+e,=210"
con g, = 0, por tratarse de un estado de deformacion plana. Las ecuaciones de Lamé:
o, =\he+2Ge, =727kp/cm?
o, =\he+2Ge, =162kp/cm?
o, =\e+2Ge, =8lkp/cm?

2°. Aplicando las formulas analogas a las de las tensiones para 6 = 45°, se obtienen
las componentes intrinsecas pedidas.

e, =(1-+/3)10" & %-yn =-10"

Tambien se podia resolver usando el circulo de Mohr para deformaciones.
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A(0°)

90°

€n

Y2

Figura 15.8a

9.- Partiendo del estado tensional de la figura 15.9a para una acero E = 2,1-10°
kp/cm?; u = 0,25 determinar:

a) El valor delastensionestangenciales maximas (11, T2, Ts).

b) opgy 1 enunplanoparaleloal el paraf = 45°.

C) owY T €nun planoparalelo al g e 2 para o= 60°.

d) o,y 1, enun planoparalelo al ge3 paray = 30°.

€) Lasdeformacioneslineales principales (g1, €, €3).

f) Variacion unitaria devolumen.

g) Tension ortoédrica normal o,y 0 valor medio delastensiones principales.

Modulo de elasticidad volumétrico o cubico (E,).

300

200

/70

Figura 15.9a
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a) Como las tensiones principales son conocidas: 63 = 200 kp/cm?, o, = -70 kp/cm?® y
o3 = -300 kp/cm?, los valores maximos de las tensiones tangenciales se obtienen
inmediatamente(ver figura 15.9a).

1=+ 22 ;GS _ 4= 10+300 = +115kp/cm?
T, = 161263 _ 42004300 = +250kp/cm?
=+ "% _ 4200+ 70 =+135kp/cm?

2
b) En los planos paralelos al eje 1, las ¢ y T se determinan:
G p = G2C0s°B + 63:5en’B = -70-c0s°45 — 300-sen’45 = 185 kp/cm?

SPRRASF -sen 2 = w-sen 90 =115 kp/cm2

TB—

c) En los planos paralelos al eje 2:
G, = 61:C05°0L + G3-5en’oL = 200-¢05%60 — 300-sen?60 = -175 kp/cm?

O, —

_o,-0, 200 +300
To = T-sen 200=——"—

.sen120 =1083kp/cm?

d) En los planos paralelos al eje 3:
G, = G1:C0s%y + G2-sen’y = 200-c0s°30 — 70-sen’30 = -132,5 kp/cm?

91792 sengy = 2002‘ 70 sen60 = 56,3kp/cm’

Ty =

e) Las deformaciones lineales principales:

1 1 _
€= E[c1 —u(o, +0,)]= W[ZOO —0,25(~70-300)] = 13910
€= 1[02 —ulo, +0,)]= L[— 70-0,25-(-300 + 200)] = -0,21-10"
E 2,110°
es= 1[0, — (0, +0,)]= ———[300-0,25(200 - 70)] = -1,58-10"
E 2,110°

f) La variacion unitaria de volumen e:
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e=g +e+e=10"%(139-0,21 - 1,58) =-0,4.10"
f) El valor medio de las tensiones principales (om):

1 1
Om = 5(01 +0,+0,)= 3(200-70-300) = -567

g) Modulo de elasticidad volumétrico E,:

E

()
E,=—"=__ -
YT e  31-2p)

puede obtenerse bien a partir de la 1a. igualdad 1a o bien a partir de la 22,

21-10°

o ~1415-10°
3(1-2-0,25)

Vv

= i’674:1,415-106 & E, =
-0,410

10.- Un deposito esférico de radio r y espesor t soporta una presion interior
uniforme p. Determinar:

a) Las variaciones de superficie, volumen de la pared y € volumen o capacidad
del depdsito. Datos: p,r ,t,Ey .

b) Disefiar e depdsito a resistencia segun los criterios conocidos, s esta
presurizado a 20 atm y se requiere una seguridad de n = 3. Datos. Acero A-42,
r=6m.

a) Lavariacion de superficie se puede escribir:

AS
—=g,=¢, +¢,
con
o (¢ o
f=g gt o) @ =T ploro) © e= P ooy

en los desarrollos tedricos se obtuvo:

- i
01=02= % — o3 hula o despreciable frente a las otras.

p-r pr pr - wp-r
g, = - = 1-y) =& ¢, =——
'O2tE ”(z-t-Ej 2-t-E( W) ’ t-E

3
es = %.(1_@ 5S=anr? 5 AS= AP

392
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La variacion de volumen de la pared se puede escribir:

ﬂ—s +e,+e, = 2L 1_2q)
v 1T T T e u

3
conV =4mrit— AV = 2P g
E 2

€, :%—E(G2 +0,) © ¢, :2—%(61 +0,) ¢, :% :(62 +0,)
en los desarrollos teoricos se obtuvo:
01=02= % — o3 nula o despreciable frente a las otras.
elzgyé_“{ziéjzzié(l_“)=£2€983:_ﬁ£;
4mr? AC 3Ar

La capacidad C =

— AC = 4112 Ar, asi se obtiene: ?z—
r

AL  A2mr Ar ,
siseevalla — = =—=¢,,asl:
2:Tr r
AC 4nr
?:3-81 gpr(l_ n) — AC = 3pr(_ nw:—p0— = 2

Considerando 1 atm = 1 kp/cm?, a continuacién se disefia el depésito segun los
criterios de resistencia estudiados.

p-r
2'GADM

. r
1°. Rankine: 61 < Ogt — G¢o = 01 < Capm = C/N — % <Gapm — t2 -

20-600

226Q//

2°. Tresca: O¢ = 2:Tmax = O1 - 03 = ©1. Coincide con el anterior salvo que se
considere o3 aungue su efecto es despreciable.

= 6,92 cm. Notar que la tension o3 se ha despreciado en el disefio.

3°. Saint Venant:

20-600
1-w=

pr
2:6 pou 22600,

.1-0,3)=4,85cm.

O =FE-g = %-(1—},1) <Cppm — 12

4° Von Mises:
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Oco = \/% [(01_52 f +(c,-0, ¥ +(c,—0, )2] = o4, coincide con los anteriores.

59, Criterio de los estados limites de Mohr

Oc = 01 — K03 = 01, coincide con los anteriores.

Nota: Se podria discutir la conveniencia de unos criterios u otros segun el material
que es ductil. Se deja como ejercicio.

11.- Un depdsito cilindrico de radio r, longitud L y espesor t soporta una presion
interior uniforme p. Determinar:

a) Las variaciones de superficie, volumen de la pared y & volumen o capacidad
del depdsito. Datos: p, r, L, t, Ey p.

c) Disefiar e deposito a resistencia segun los criterios conocidos, s esta
presurizado a 20 atm y serequiere una seguridad den = 2,5. Datos. Material de
Oe= 2500 kp/cm*y u=0,2;r =4m; L =3m.

a) Lavariacion de superficie se puede escribir:

AS
—=€65=¢, +¢€,
con
o o, U
31‘?‘%(62 +63) e, :EZ_E(Gl +63)

en los desarrollos teoricos se obtuvo:

01= % y o= g " — o3 hula o despreciable frente a las otras.
pPr .. W
1— Z_
€& = tE( ) €, = tE(2 1)
es= 3PTa_yy >S= 27crL—>AS.—37‘|Or La-w

21E

La variacion de volumen de la pared se puede escribir:

AV _(@1-2 _
7:81+82 +83 - ( E l’L)(Gl +62 +G3) ot E (l 2. )

2
conV=2mnrL—AV= 3'p'nE'r'L-(1— 2:u)
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La capacidad C = mr’L — AC = 2mrLAr + mr?AL, asi se obtiene:
AC 2Ar AL .
= =2 +e,, 880
C r L

AC p-r pTCI’ L

-~ = 7_2 —S AC = z_

c E( 1) ( 2:1)

Considerando 1 atm =~ 1 kp/cm?, a continuacién se disefia el depésito segtn los
criterios de resistencia estudiados.

. T
1°. Rankine: 61 < Ogt — G¢o = 01 < Capm = C/N — pr <OCapm — 2 -
t GADM
20-400 _ - : _—
> 1000 8 cm. Notar que la tension o3 se ha despreciado en el disefio.

2°. Tresca: O¢ = 2:Tmax = O1 - 03 = ©1. Coincide con el anterior salvo que se
considere o3 aunque su efecto es despreciable.

3°. Saint Venant:

ow=Eer= PLa-By<opom otz Pl k) 240,

1-92)=
Gaom 2. 1000 2

4° Von Mises:

1 3p
Oco = \/E[(Gl_ﬁz )2+<02_03 )2+((s3—<51 )2] - \/5.62 - \/_tprs Oapm — t
_ V3pr _ /320400

> = =6,93cm
2:C pom 21000

59, Criterio de los estados limites de Mohr

Oco = 01 — k03 = 01, coincide con los anteriores.
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12.- Un depdsito cilindrico esta lleno de un liquido
de peso especifico vy se encuentra suspendido por
articulaciones de la parte superior. Su dimensiones y
son: radior, longitud L y espesor t. Determinar:

a) Tensiones maximasy la variacion de superficie.
Datos: vy,r ,t,L,Ey 1.

b) Disefiar e depdsito a resistencia segin los
criterios conocidos y S se requiere una

seguridad de n = 2. Datos. Material acero A-37, 27
r=3m;L=5m. Figura 15.12a

a) Se deben tener en cuenta dos tipos de tensiones. Si se hace un corte vertical las
fibras circulares soportan la presion.

p=vy
la tension:

_r
o1= —
1 ty

que es maximaen x = L, y vale:

La tension o, soporta el peso del liquido. Se desprecia el peso propio del deposito.

Por equilibrio de fuerzas se tiene: 6,-2-wrt = ymwr’ L —

La variacion de superficie se puede escribir:

o c570S_AdS_ .
S ds ds ot ?

El valor dS es aproximadamente dS = 2.w-rdy — AdS = es-dS —

AS= [esdS= f (e, +€,)2mwrdy= f LEGZ'O_ W)2-7r-dy =

T L r? L 2.yr®L?
as= [ To@-uy(y+)2mrdy="C-2m—p) [ (y+ ) dy=""1 = (-p)

E Et
b) En la seccidn donde las tensiones son maximas estara la condicion de disefio.
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yrL

. r
1°. Rankine: 61 < Ggt — 0o =01 < Gapm = 0/N = 1 = YT-L <0ppm —1t2
GADM

_3. .
oapm = 2400/2 = 1200 kp/cm2 yy=1 kp/dm3 =10°% kp/(_;m3 St> % =

0,125 cm.
2°. Tresca: O¢ = 2:Tmax = O1 - O3 = 071. Coincide con el anterior.
3°. Saint VVenant:

6w=E€1= 6, — (s, +0,) = VT*-L - p-%-LJT'r-L-(l— 0,51) < Capm —
107300500

t> YL _o50)=
( 1) 1200

ADM

.(1-0,415)= 0,106 cm.

4° \VVon Mises:

1 3yrL
O = \/Ekﬁl_cz )2+((52—G3 )2+((53—Gl )2] = \/5-62 - \/_ZYtr < Opapm —> t

_3yrL _ /3107300500

> =0,108 cm
2:G ppm 21200

59, Criterio de los estados limites de Mohr

Oco = 01 — k'03 = 07, coincide con los anteriores.

13.- Un deposito conico esta lleno de un liquido
de peso especifico y y se encuentra suspendido
por articulaciones de la parte superior. Sus
dimensiones son las de la figura. Determinar las
tensionesmaximas. Datos: vy, 0, L, Ey . L

A partir de los resultados de la teoria se
resuelve el problema. En este caso r, = oo, tgo =
r,-coso tgo T
L - = g—-(L—y)—> o1 = Ph s
L-y cos0 t

presion vale: p =yy — 01 = M'(L -y)y 02
t-cos0O

Si se hace un corte en y se tiene que la parte P,
inferior soporta todo el peso de la columna. Asi el
equilibrio de fuerzas verticales: 6,-A-c0s0 = P; + P,
— 62'(2:m-[L-y]-tg6:1)-cos6 =

y-(n-[L-y]z-tgz()-@ + y(r[Ly]*tg’ey — Figura 15.13a
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2
2:0,-1:c0s0 = y-tg@-% + v[L-y] tghy — oot-cosO = ytg0-[(L* — 2:.Ly + y?) +

3-L'y - 3-y*] = 62€080 = ytg6-[L* =Ly - 2.y*] = 6, = %'(LZ +Ly-2y?%)

. - do do
Las tensiones méximas se calculan para d—1:0 y —2=0.

y dy

dL-y)y V9o
(&) - ———-=0->y=L2—>oc =oy(L/12) = ———
1max dy y 1max = 01(L/2) 41050 L2

2 _ 9. 2 . 12
Samax > W= ZZLYHYT) gy = 174 e = 0o(Li4) = S19OL
dy 16-t-cosO

14.- Un anillo de acer o ajusta perfectamente en € interior de un anillo de aluminio,
sepidedeterminar:

a) Lastensiones cuando se aplica una presion p exterior al anillo
b) Lastensionessi seproduce un descenso en la temperatura At.

Datos. Acero Ea, ta, aa; Aluminio Eaj, ta) aal; p; At; y la geometria de la
figura.

1)

Aluminio
Figura 15.14a

a) En la figura 15.14al se muestra el diagrama del cuerpo libre de los anillos con una
presion X mutua.
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El didmetro comudn (exterior del acero e interior del Al) experimenta la misma
A

" o — X Xr -
variacion. ADp = ADa— e/ =g/ » g f="t =T L M=_T1 PT, |
EA tA'EA tAI'EAI tAI'EAI
r,pt,E —r,-p-E -r,.pE
X = 2’ PTAEA ﬁclA: 2’PEA GlAI= 2’ PEa

rl'(tAI'EAI +tA'EA) (tAl'EAl +tA'EA) (tAl'EAl +tA'EA)
b) En la figura 15.14a2 se muestra el diagrama del cuerpo libre de los anillos con una

presion x mutua.

, — X Xt
Al igual que antes: &* =g - g =— "2 —q, At =g =—"2 ——q, At —
A=A AlrEal

_ (o —op)taEntaE
rll(tAI'EAI +tA'EA)

ALAL —

GlA:_(O(‘AI — 0 )EataEn At—s o, = (0t =) tAEaEn At

(tAl'EAl +tA'EA) (tAI'EAI +tA'EA)

15.- La matriz de tensiones en un punto interior de un acero A-37, referido a un
sistema cartesiano ortogonal Oxyz, es:

500
[T]=|0 -3 -4
0-41

estando expresadas sus componentes en N/mm?. Se pide:
a) Determinar lastensionesy direcciones principales.
b) Determinar lastensiones cortantes maximas.

c) Determinar analitica y graficamente las componentes intrinsecas del vector

tension correspondiente al plano de vector unitario ﬁz(O’S,%,O,S).

d) Matriz de deformaciones para X, y, z; asi como las deformaciones
principalesy susdirecciones.
€) Defor maciones angular es maximas.

f) Determinar analitica y gréaficamente las componentes intrinsecas del vector

deformacion correspondiente al plano de vector unitario ﬁz(O’S,%,O,S).

a) De la matriz de tensiones dada se deduce la ecuacion caracteristica
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5-c 00
0-3-0-4=0->5-0)(3-0)(1-0)-16:(5-6)=0—>(5-0)[-(3+0)(1-0)-
0-41-¢

16]=0— (5-06)[(3+0)(1-0) +16] =0 — (5- 6)-(c* + 2.56-19) =0

cuyas raices son las tensiones principales
61 =5N/mm% 6, =-1+ 420 N/mm? 65=-1- /20 N/mm?
se podia obtener igual con las férmulas:
3 2 -
c-Ac+Boc-C=0
Invariantes:
A = Onyt Opy + On;
B - 2 2 2
= Onx'Ony + Onx'Onz + Ony Onz - Txy - Txz - Tyz
- 2 2 2
C = OnOny 02+ 2'Txy “Txz'Tyz = Onx'Tyz = OnyTxz = Onz' Txy

Las direcciones principales se obtienen al resolver la ecuacion:
— —
([T]-o[lDu=0

para cada una de las tensiones principales, siendo u=(o,B,x)y o, By x los cosenos
directores. Se debe tener en cuenta también que o + B® + x> = 1.

IR
Para 6; = 5 — u:1=(10,0), la simple observacion de la matriz de tensiones se
deduce que el eje x es direccidon principal:

Para las otras dos las ecuaciones son:

(5-6)-a=0
- (3+0) B - 4%, =0
-4p- (L-0)1 =0

y ademés o + B* + x> = 1.
Parac,=-1+ /20 —->o=0
—5-(3-1++20)P-4%=0—-2+20)B-4y=0

— 4B+ (2-120)x=0—-4B+(2-/20)%=0
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y ademas B% + x2 =1, que es necesaria dado que las ecuaciones 22 y 32 son equivalentes.
Si se resuelve se obtiene: u, =(0,0526,—07851).

Paracs =-1- /20 —-a=0
—(3-1-420)B-4x=0—(2-420)B-4%=0
—-4B+(2++/20)% =0
y ademas % + %% = 1, que es necesaria dado que las ecuaciones 22 y 32 son equivalentes.

Si se resuelve se obtiene: 63 =(0,0851,0526).

En resumen:
c1=50,=-1+ \/E,ng-l-\/%

U=(1,0,0), Uz =(0,4+ 0526, 0'851) , Us=(0,+ 0'851+0'526)

b) Las tensiones tangenciales maximas:

45175 =15_(_1+M)
2

max3
2

=+ 0,764 N/mm?

1, =t ;"3 —+27 (_12_ V20) + 5,236 N/mm’

o =400 _, (-1++/20) - (-1-+/20)
max - 2 - 2

=+ 4472 N/mm?

c) El vector tensidn correspondiente al plano definido por n =(O’5,i,0,5) , Sera:

V2
500 \(1/2 2,5
[8]=[T]-M= 0-3-4}{1/+2|=| -4121|— 6 =5353
0-41 )(1/2 -2,328

del que facilmente se deducen los valores de las componentes intrinsecas

25 1/2

6, =on=| —4121|[1/42 |=- 2,828 N/mm?
_2328]|1/2

T=,/0? —0? =4/5,3532 —2,828? = 4,545 N/mm’
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Para resolver el problema graficamente se deben calcular previamente las

N
componentes de n respecto de la terna Oxyz coincidente con las direcciones
principales.

La matriz del cambio de coordenadas de Oxyz a 0123 es:

1 0 0
[R]=|0 0526 -0851
0 0851 0,526

Por tanto, las componentes de n respecto de 0123 seran:

1 0 0 (/2 0,5
M:[ ]-M: 0 0526 —-0851[{1/+/2 |=|-0,054|—
0 0851 0526 |[1/2 0,865

N
de donde se deduce que los angulos que n forma con los ejes 123 son:

6 =arcos0,5 = 60°; B=ar cosp=93,07°; % =ar cosy =30,15°

I
D | 2) |

Figura 15.15a

Con estos datos la resolucion gréfica es inmediata. En la figura 15.15a, se muestra
el desarrollo tedrico general. Para el caso general se procede de la siguiente forma:

Por B(o3, 0), y formando un angulo & con el eje de abscisas positivo, se traza una
semirrecta que corta en D a C,. Por A(cy, 0), se traza otra semirecta que forma un

402



Ejercicios de Resistencia de Materiales. Ejercicios resueltos.

angulo y con el eje de abscisas negativo y corta en E a C,. Con centro en O; y
radioO,D se traza la circunferencia concéntrica con Cs; y con centro en O3 y radio

O,E la circunferencia concéntrica con Cs. La interseccion de ambas circunferencias es
el punto M, solucion del problema.

En la figura 15.15a2 se muestra la solucion al problema. En este caso los puntos D
y E préacticamente coinciden, coincidiendo M con ellos, estando practicamente sobre el
circulo C,. Los puntos sobre C, son representativos del haz de planos que contienen a la
segunda direccion principal.

Se comprueba que los valores de las componentes intrinsecas del vector tension
correspondiente al plano considerado, a los que se llega graficamente, coinciden con los
valores obtenidos de forma analitica.

d) Para determinar las deformaciones basta aplicar las formulas siguientes:

e, :%—%(Gny +o,,) e =— —%(an +0,,) <, :%‘%(an +Gny)
Ty T T
= X &~ == & :l
'ny G Vxz G YYZ G

Para un acero estructural la NBE-EA-95 establece los valores de E = 2,1-10°
kp/cm? y G = 0,81-10° kp/cm? que expresados en N/mm? valen: E = 2142,86 N/mm? y
G = 826,53 N/mm?. El valor de = 0,3. Con esto se obtiene:

g = > 03 (3.1)=26133.10°
214286 2142,86
e = > 03 (5,4)=224107
214286 214286
g, -~ 03 (5 3= 1867.10"
214286 2142,86
Ty — T — -4 _ -3
=Y =0¢> y =22 =0 ¢ 4y =" =-484.10
Ty =g Te=7g v = 82653
La matriz de deformacion es:
€ ’ny h
2 2 2,61310°° 0 0
[D]= ng g, Yzﬂ = 0 —2,24107° -2,4210°°
v 0 —-2,4210° 0,8710°°
Ixz yz €,
— 2 2 -

Las direcciones principales se obtienen:
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2,613107° 0 0
0 —22410"° -2,42107%=0 —
0 -24210°% 0,8710°°

(2,613-10° - €)-(-2,24-10° - £)-(1,87-10° - ¢) - (2,613-10° - £).(2,42.10%) = 0 —
£ =2,613-10°

(2,24-10° +¢)-(1,87-10° - €) + (2,42:10°) = 0 — €? + 2,053.10%¢ - 6,275-10° = 0
€, =1,68110° ¢» £3 = -3,734.10°

y las direcciones principales se obtienen de resolver:
(ID]-&[l)-u =0

para cada una de las tensiones principales, siendo u=(o,B,x)y o, By  los cosenos
directores. Se debe tener en cuenta también que of + B +x° = 1.

Para & = 2,61310° — u:1=(1,0,0), la simple observacién de la matriz de
deformaciones se deduce que el eje x es direccion principal:

Para las otras dos las ecuaciones son:

(2,613:10% -g)-0.= 0

- (2,2410° +¢)-B - 2,42.10%4 = 0

-2,42:10°B + (1,87-10" )¢ = 0

y ademés o + B® + x> = 1.

Parag; =1,681:10° —o0=0
— - (2,24-10° +1,681-107)-p - 2,42.10%% = 0
— -2,42:10° B + (1,87-10" -1,681.10%)-% = 0

y ademés B + x2 =1, que es necesaria dado que las ecuaciones 22 y 32 son equivalentes.

Si se resuelve se obtiene: Gz =(0,-0525,0851).
Parae; =-3,173410° — =0
— - (2,24-10°-3,1734.10%).p - 2,42:103¢ = 0

—5-2,42.10°%B + (1,87-10 +3,1734.10%) % = 0
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y ademés B + x2 =1, que es necesaria dado que las ecuaciones 22 y 32 son equivalentes.

Si se resuelve se obtiene: 63 =(0,0851,0525).

En resumen:

£1=2,61310° <> e, =1,681.10° <> g5 =-3,1734.10°
U1=(1,0,0) > Uz =(0, 1 0'525,+0'851) ¢ Us=(0,+0'851+0525)
que coinciden con las de tensiones salvo el sentido.

e) Las deformaciones transversales maximas:

Ys _ E1—% _, 2613107 -168110° _ 0 03
2 2 B 2 7
Yo _ &8 2,613107° +3,73410° _ + 3174107
2 2 B 2 -
Yo _ 8 —8& _ 1681107 +373410° _ o0 03
2 2 7 2 7
f) El vector deformacion correspondiente al plano definido porﬁ:(O’S,%,O,S), sera:
2,61310°° 0 0 1/2 1,30710°°
H:[D]M: 0 —2,2410° -2,42107° || 1/+/2 |=| -0,374107°
0 -2,4210°% 087107 |(1/2 ~1,61810°°

del que facilmente se deducen los valores de las componentes intrinsecas:

1,307.107° ) (1/2
—en=| —037410° |.|1/4/2 |=-0,419.10°
~1,61810°° | (1/2

€

n

% = /e’ —e2 =4/(2359610° - 017610 =+9,679-10°

siendo €2 = g, + £,° + g5 = 23,596:10°°

Para resolver el problema graficamente se deben calcular previamente las

IR
componentes de n respecto de la terna Oxyz coincidente con las direcciones
principales.
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La matriz del cambio de coordenadas de Oxyz a 0123 es:

1 0 0
[R]=|0 -0525 0,851
0 0851 0526

Por tanto, las componentes de n respecto de 0123 seran:

1 0 0 (/2 0,5
M:[ ]M: 0 -0525 0851 1/~/2 |=|0,054|—
0 0851 0526|/1/2 0,864

de donde se deduce que los angulos que n forma con los ejes 123 son:
& =arcos0,5 = 60°; B=ar cosp=86,9°;% =ar cosy =30,2°

La resolucion grafica por los circulos de Mohr es equivalente a la realizada para las
tensiones.

16.- Un solido elastico de linea rectilinea y seccion recta constante esta sometido a
flexiéon y torsion combinadas. En un punto P del slido eastico, se pide:

a) Determinar la matriz de tensiones.
b) Calcular lastensiones principales.

c) Hallar las relaciones que tienen que verificar las componentes de la matriz
de tensiones para que e material del prisma en € punto P no se plastifique si se
toma como criterio:

1°) @ criterio delatension principal maxima.
2°) é criterio de Tresca.
39 e criteriodeVon Mises.

a) Tomando un sistema de referencia del eje x coincidente con la linea media y ejes y,z
los principales de inercia de la seccion en la que se encuentra situado el punto P, el
momento flector, que, en general, tendra componentes My, M, dara lugar a tensiones
G Ty Ty, SObIe las caras de un entorno elemental que envuelva al punto O, (ver libro

de teoria). El valor de la primera vendra dada por la ley de Navier; las otras dos, por la
férmula de Colignon.

nx?

El momento torsor, por su parte, dara lugar a tensiones 1, ,T,, .

En virtud del principio de superposicion, la matriz de tensiones sera:
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Xy sz

an
[T]: Ty 0
TXZ

b) De la matriz de tensiones se deduce la ecuacion caracteristica

6,—0 71T T

nx Xy Xz

2 2 2
Xy -6 0 |=0—> -06,+0,06° +(15, +T,,)0=0

T 0 -o

Xz

de la que se obtienen las tensiones principales:

c) 1°.- Segun el criterio de la tension principal maxima el valor de ésta tiene que ser
menor que el limite elastico o,

0,<0, = 0, +\/Gﬁx +4(T5, +13,) < 20,

2°.- Si se aplica el criterio de Tresca se tiene que verificar

61—03 (o) 2 2 2 2
Toax = —2 < 79 =0, + 4-(1Xy +7T,) <O,

3°.- Segun el criterio de Von Mises:
(6,-0,)" +(0,-06,)° +(0,—0,)° <20

Sustituyendo las expresiones de las tensiones principales anteriormente obtenidas y
simplificando se obtiene:

2 2 2 2
o, + 3-(1xy +1,) <O,
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LECCION 16

Teoria ddl potencial interno

Introduccién: Se ha estudiado el potencial interno, a lo largo del curso en los
casos sencillos de vigas de seccidn recta, y se ha visto la importancia que tiene su
estudio por las aplicaciones que se derivan de él y de los teoremas, que en sus principios
se basan.

En esta leccion se trata de profundizar un poco mas en el estudio del potencial
interno, y sirve de complemento tedrico a las lecciones anteriores en las que ya se ha
aplicado de manera reiterada.

Con la finalidad de no extender excesivamente esta obra y, dado que ya se han visto
ejemplos a lo largo del curso no se presenta ningun ejercicio en esta leccion.

Sin embargo si que se incluye un resumen la formulacion que aparece en el libro de
teoria.

Objetivos de la leccion: Como complemento a las lecciones anteriores, hacer un
estudio completo de la Teoria del Potencial Interno que de un mayor contenido
conceptual a lo estudiado.

Problemasresueltos: No se presentan.
Formulacion bésica:

Formulas de las lecciones precedentes
Expresiones del potencial interno

En funcidon delas acciones:

O= lz RS,
273
que es la expresion del potencial interno debida a Clapeyron

En funcién delos desplazamientos:
1 1 1
(I) ZEZFJ'SJ ZEZSJ- ;bjk'sk :E;bjk'sj'sk
] J I8

que es la expresion del potencial interno debida a Clapeyron para desplazamientos.

En funcion de las componentes dela matriz detensionesy de defor macion:
Ecuacion diferencial del potencial interno para tensiones y deformaciones:

dd = %(an €, +0,, €, +0,,€, )dx-dy-dz + %(rxy Yoy T Tz Yoz + Ty Yy )dx-dy-dz

Ecuacion integral del potencial interno para tensiones y deformaciones:
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® = % J.J.J.V (an € TGy €y + 0y, €, )dx-dy-dz +% J.J.J.V (Txy'yxy Tl Ve T Ty Vye )dXdde

Ecuacion integral del potencial interno en funcin de las tensiones:
®= % [ (o0 +0,,7 + 0, Jaxdydz 11,6000y 00, 01y, ey dz +
+% [T b 1 7,7 o dy-dz

Ecuacion integral del potencial interno en funcin de las deformaciones:

@ = % [ Boe? +2Ge 2 +e, +e, Jaxdydz +21 (11,6 0y + " +,.° Jdxdy-diz

Teoremas que derivan del potencial interno:

Su formulacién elemental figura en la leccion 5.
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Anexo 1.- Propiedades de |las secciones planas

o

¥ B
. . b hb?
l T3 Y3
l b2h? bh bR
I, = I = (h? + b? A —
iy v v v p= g W e =
¥ bh
‘[77\ 3 3
k X 3
P o bh bh
= !A’:__ [ = — 2 _ 2
J_’ by X % p= g b= he v
ly=—=(b=2) I, =—{h +b*—bc+c?

LB b
I =7 T3 773
A
— X bh* hb? bh*
B s T ¥ = 36 ST
f—t-—
| = bh K+ bY) = bh?
p= E{ + 8 =3
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Anexo 1.- Propiedades de |las secciones planas

y
B B
Ole—b—+ x
y
af—
_f_
A c
L/ TIC

u———

)
l-- Ty -

- (§ s {f et
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p bh? hb? b*h?
T2 Tz YT 4
bh Z bh?
1’,=l—i{h +b} :"33=T
h(a + b) _ h(2a+ h)
L" —
Ha + b)
2 4 dab + bh n*{3a + b)
36(a + b S
, nmd? ot nd?
{=mr =— [, =1 =—=
4 ’ 4 64
ot mdt ; Sert Snd*
=0 dh==my ey
md>e
A= 2rrt = ndr J’_t=a',=m'3r=T
ndt
l,,=0 = 2nr’t = ——
4
3 3
= mah [, = Eh— I, = ﬁ
Ty 4
rab ,
v + a-)

Ly =0 1=~

Perimetro = n{1.5(a + b) — Vrﬁj
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Anexo 2.- Algunas propiedades de los materiales

Material E (GPa) | G (GPa) " o (MPa) | o, (MPa) | A (%) | y(kp/m?) | a(10°°C)
Aluminio (Al) puro 70 26 0,33 20 70 60 2710 23
Aleaciones de Al 70-79 26-30 0,33 35-500 100-550 1-45 | 2600-2800 23
Al 2014-T6 73 28 410 480 13 2800
Al 6061-T6 70 26 “ 270 310 17 2700 “
Al 7075-T6 72 27 480 550 11 2800
Latén 96-110 36-41 0,34 70-550 200-620 4-60 | 8400-8800 18-21
Ladrillo (compresién) 10-24 7-70 1800-2200 5-7
Fundicion (traccion) 83-170 32-69 0,2-0,3 120-290 69-480 0-1 | 7000-7400 9,9-12
Fundicion gris 97 39 0,25 120 140-410 10
Fundicion (traccion) 83-170 32-69 0,2-0,3 340-1400 7000-7400 9,9-12
Hormigén 18-30 0,1-0,2 10-70 2300-2400 7-14
(compresion)
Cobre-Berilio duro 120 47 0,36 760 830 4 8900 17
Monel (67%Ni, 170 66 0,32 170-1100 | 450-1200 | 2-50 8800 14
30%Cu)
Niquel 210 80 0,31 140-620 | 310-760 2-50 8800 13
Aceros 190-210 | 75-80 | 0,27-0,3 7850 10-18
Altaresistencia 340-1000 “
Aceros estructurales 210 81 0,3 “ 12
A-37 220-240 | 370-450 | 23-26
A-42 240-260 | 420-500 | 21-24 “
A-52 340-360 | 520-620 | 19-22
Piedra (compresion) 0,2-0,3 5-9
Granito 40-70 70-280 2600
Piedracaliza “ 20-200 2000-2900
Mé&rmol 50-180 2600-2900
Cuarzo “ 2600
Titanio (puro) 110 40 0,33 400 500 25 4500 8-10
Aleaciones 100-120 | 39-44 “ 760-900 | 900-970 10 “
Tugteno 340-380 | 140-160 0,2 1400-4000 | 0-4 1900 43
Madera (flexién) 10-14 30-70 50-100 480-720
Madera (compresion) 10-14 30-50 30-70 480-720
Hierro forjado 190 75 0,3 210 340 7400-7800 12
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Anexo 3.- Desplazamientos y giros en los extremos de
algunas vigas a flexion para el calculo de vigas hiperestaticas

por superposicion.

oA 0a S 0g | Flecha
q 0 0 L4 L3 S
__E_HIHIHIHIUIHIHIUIH _ BET | BET |
A B
3 L J
P 0 0 | PL® | PLZ | &
3El | 2El
0 0 | M, L2| MyL Op
2.E El
0 0 | 47qL*|13gL®| O
384E|| 192E|
0 0 |41qL*| 7qL° | 38
384.E:l| 48E
0 0 q|_4 q|_3 SB
30E1 | 24E
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Anexo 3.- Desplazamientos y giros en los extremos de
algunas vigas a flexion para el calculo de vigas hiperestaticas

por superposicion.

a Oa g 08 Flecha
0 0 11.qL* | gL® ds
120-E1| 8E:l
0 qL® 0 qL® 5qL*
24-E-l 24-E:l 384EI
0 P.L? 0 P.L? PL?
I AN B 16-E1 16-E 48-E1
A B
L 4z
(\Mo 0 | M,L 0 [ ML | M,L?
—eeeeeeeee %-— 3E 6-El E.
R =" g 9V3-E
N\ L 2z X = 0,423
q 0 3qL° 0 7qL® -
L/2 128-E:l 384-E:l
i —"
A B
L L 1
q O jral’ 9 | U 0 00652£
|HHHH 360E- A5EL | g
.|I|||||||||||
* Los valores dados son en médulo, facilmente se adivina el sentido de desplazamientosy giros.

** Las cargas distribuidas van hacia abajo.
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Anexo 4. Tablas de perfiles segin la NBE-EA-95

Parte 2 (Ang0s)

Ango2Al
Productos laminados.
Productos utilizados:

Con caracter indicativo se describen los productos laminados que se fabrican
usualmente para su empleo en estructuras de edificacion.

En la columna de suministro de las tablas, las indicaciones P existencia
permanente, o C consulta previa, corresponden a las condiciones normales del mercado.

Perfil 1PN

Su seccion tiene forma de doble T. Las caras exteriores de las alas son
perpendiculares al almay las interiores presentan una inclinacion del 14% respecto a las
exteriores, por lo que las alas tienen espesor decreciente hacia los bordes. Las uniones
entre las caras del alma y las caras interiores de las alas son redondeadas. Las alas
tienen el borde con arista exterior viva e interior redondeada.

Las dimensiones y los términos de seccion de los perfiles IPN se detallan en la
tabla 2.Al.l y coinciden con los de la norma UNE 36 521.

Perfil IPE

Su seccion tiene forma de doble T. Las caras exteriores e interiores de las alas son
paralelas entre si y perpendiculares al alma, y asi las alas tienen espesor constante. Las
uniones entre las caras del alma y las caras interiores de las alas son redondeadas. Las
alas tienen el borde con aristas exteriores e interiores vivas. La relacion entre la anchura
de las alas y la altura del perfil se mantiene menor que 0,66.

Las dimensiones y los términos de seccion de los perfiles IPE se detallan en la tabla
2.Al.2 y coinciden con los de la norma UNE 36 526.

Perfil HE

Su seccion tiene forma de doble T. Las caras exteriores e interiores de las alas son
paralelas entre si y perpendiculares al alma, y asi las alas tienen espesor constante. Las
uniones entre las caras del alma y las caras interiores de las alas son redondeadas. Las
alas tienen el borde con aristas exteriores e interiores vivas.

Los perfiles HE comprenden las tres series siguientes, cuyas dimensiones y los
términos de seccion se detallan en la tabla 2.A1.3.

Serie normal: HEB

Serie ligera: HEA
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Serie pesada: HEM

y coinciden respectivamente con los de las normas UNE 36527, UNE 36528 y UNE
36529.

Perfil UPN

Su seccion tiene forma de U. Las caras exteriores de las alas son perpendiculares al
alma y las interiores presentan una inclinacion del 8% respecto a las exteriores, por lo
que las alas tienen espesor decreciente hacia los bordes. Las uniones entre la cara
interior del alma y las caras interiores de las alas son redondeadas. Las alas tienen el
borde con arista exterior viva e interior redondeada.

Las dimensiones y los términos de seccion de los perfiles UPN se detallan en la
tabla 2.Al.4 y coinciden con los de la norma UNE 36 522.

Perfil L

Su seccion tiene forma de angulo recto, con las alas de igual longitud. Las caras de
cada ala son paralelas y la union de las caras interiores esta redondeadas. Las alas tienen
el borde exterior con aristas vivas y el interior redondeado.

Las dimensiones y los términos de seccion de los perfiles L se detallan en la tabla
2.AlL.5 y coinciden con los de la norma UNE 36531.

Perfil LD

Su seccion tiene forma de angulo recto, con las alas de distinta longitud. Las caras
de cada ala son paralelas y la union de las caras interiores es redondeada. Las alas tienen
el borde exterior con aristas vivas y el interior redondeado.

Las dimensiones y los términos de seccion de los perfiles LD se detallan en la tabla
2.Al.6 y coinciden con los de la norma UNE 36532.

Perfil T

Su seccion tiene forma de T. El extremo del ala es redondeado, asi como las
uniones de la misma con las caras interiores de las alas y las aristas interiores de éstas.
Las caras interiores de las alas estan inclinadas un 2% respecto a las exteriores y las del
alma un 2 por 100 respecto a su eje.

Las dimensiones y los términos de seccion de los perfiles T se detallan en la tabla
2.Al.7 y coinciden con los de la norma UNE 36 533.

Redondo
Su seccion es circular, de didmetro comprendido entre 6 mm y 50 mm: Las

dimensiones y los términos de seccidn de los redondos se detallan en la tabla 2.AlL.8 y
coinciden con los de la norma UNE 36541.
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Cuadrado

Su seccion es cuadrada, de lado comprendido entre 6 mm y 5 mm. Las dimensiones
y los términos de seccion de los cuadrados se detallan en la tabla 2.Al.9 y coinciden con
los de la norma UNE 36542.

Rectangular

Producto laminado plano de seccion rectangular de anchura no mayor que 500 mm.
Pueden obtenerse por laminacion directa (UNE 36543) o por corte de chapa, en cuyo
caso las tolerancias aplicables son las indicadas en las normas UNE 36553, UNE 36559
y UNE 36560 segun los procesos de laminacion.

Las medidas de los rectangulares mas utilizados, con sus correspondientes areas y
pesos, se detallan en la tabla 2.A1.10.

Chapa

Producto laminado plano de anchura mayor que 500 mm. Segun su espesor se
clasifica en:

Chapa fina: menor que 3 mm.

Chapa media: igual o mayor que 3 mm hasta 4,75 mm.

Chapa gruesa: mayor que 4,75 mm.

La chapa suele emplearse solamente como materia prima para la obtencion por
corte de elementos planos. Los espesores, en mm, de las chapas mas usuales son los

siguientes: 4, 5, 6, 7, 8, 9,10,11, 12,14,15,18, 20, 22, 25, 30, 35,40,45 y 50. Las
tolerancias de las chapas se especifican en las normas UNE 36559 y UNE 36560.
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Tabla2.Al1.1.- PERFILESIPN

A= Area de la seccidn Ii= Médulo de torsion de fa seccion
S, = Momento estatico de media seccion, respecto a X , = Madulo de alabeo de la seccidn
I,= Momento de inercia de la seccion, respecto a X u= Perimetro de la seccién
lh x W, = 2l,:h. Modulo resistente de fa seccion, respectoa X~ a = Didmetro del agujero del roblén normal
i,= /I, A Radio de giro de la seccidn, respecto a X w=Gramil, distancia entre ejes de agujeros
I,= Momento de inercia de la seccidn, respecto a Y h, = Altura de la parte piana del aima
W, = 2l,: b Mddulo resistente de la seccion, respectoaY e, = Espesor del ala en el eje del agujero
iy="/I; - A. Radio de giro de la seccién, respecto a Y = Pesoporm
Dimensiones Términos de seccion Agujeros Peso
Peril 1 poe=r e b u | A S L W LW, I w oa e/l p
mm mm mm mm mm mm mm [ cm2  cm’ cm? cm®  cm cmé cmd cm cmt cmé mm mm mm | kp/m
IPN 80| 80 42 39 59 23 539 304f{ 758 114 778 195 320 629 300 091 093 875] 22 — 443] 59|C
IPN 100|100 50 45 68 27 75 370{ 1060 199 1710 342 401 1220 488 107 172 2680 28 — 505 832|P
IPN 120|120 58 51 77 31 92 439{ 1420 318 3280 547 48 2150 741 123 292 6850 32 — 567 1120|P
IPN 140140 66 57 86 34 109 502{ 1830 477 5730 819 561 3520 1070 140 466 1540.0{ 34 11 629 1440 P
IPN 160 {160 74 63 95 38 125 575| 2280 680 9350 1170 640 5470 1480 155 708 31380( 40 11 691 1790| P
IPN 1801180 82 69 104 41 142 640| 2790 934 14500 1610 720 8130 1980 171 1030 592401 44 13 753 2190| P
IPN 200{200 90 75 113 45159 709| 3350 1250 21400 2140 800 11700 2600 187 1460 105200{ 48 13 815 2630;P
IPN 220 (220 98 81 122 49 175 775| 3960 1620 30600 2780 880 16200 3310 202 2010 17760.0| 52 13 877 31.10| P
IPN 240 | 240 106 87 131 52 192 844 4610 2060 42500 3540 959 22100 4170 220 2700 287300| 56 17 939 3620( P
IPN 260 {260 113 94 141 56 208 906| 5340 2570 57400 4420 1040 28800 5100 232 3610 440700| 60 17 1015 4190 P
[PN 280|280 119 101 152 61 225 966| 61.10 3160 75900 5420 1110 36400 6120 245 4780 645800{ 62 17 11.04] 4800 P
IPN 300|300 125 108 162 65 241 1030| 69.10 3810 98000 6530 1190 45100 7220 256 6120 '918500| 64 21 1183 5420 P
IPN 320 (320 131 115 173 69 257 1090| 7780 4570 125100 7820 1270 55500 8470 267 7820 1288000} 70 21 1272| 6110|P
IPN 340|340 137 122 183 73 274 1150| 8680 5400 157000 9230 1350 67400 9840 280 9750 1763000{ 74 21 1351] 6810 P
[PN 360|360 143 130 195 7.8 290 1210{ 97.10 6380 196100 10900 1420 81800 11400 290 12300 2401000 76 23 1450] 7620 P
IPN 380|380 149 137 205 82 306 1270 {10700 7410 240100 12600 1500 97500 13100 302 15000 31870001 82 23 1529| 8400 P
IPN 400 | 400 155 144 216 86 323 1330 {11800 8570 292100 14600 1570 116000 14900 313 18300 4196000| 86 23 16.18| 9260 P
IPN 450 | 450 170 162 243 97 363 1478 [147.00 12000 45850.0 20400 17.70 1730.00 203.00 343 28800 791100.0| 94 25 1835 11500 | P
IPN 500|500 185 180 270 108 404 1626;180.00 16200 687400 27500 19.60 248000 268.00 3.72 449.00 14030000 100 28 20.53{ 141.00| P
IPN 550 | 550 200 19.0 30.0 119 445 1787 {213.00 21200 991800 36100 21.60 349000 349.00 402 61800 23890000 110 28 23.00| 16700 P
IPN 600|600 215 216 324 130 485 1924 |254.00 2730.0 133000.0 46300 23.40 4670.00 43400 430 87500 3821000.0( 120 28 24.88) 199.00 | P
Tabla2.A1.2.- PERFILESIPE
A= Area de la seccion L= Mddulo de torsion de la seccién
S, = Momento estdtico de media seccion, respecto a X I,= Mddulo de alabeo de la seccion
I, = Momento de inercia de fa seccion, respecto a X u=Perimetro de la seccién
h, W, = 2\, : h. Médulo resistente de la seccion, respectoa X~ a= Diametro del agujero del roblon normal
- i, = /I, : A. Radio de giro de la seccién, respecto a X w=Gramil, distancia entre ejes de agujeros
I, = Momento de inercia de la seccion, respecto a Y hy = Altura de la parte plana del aima
W, = 2], . b. Médulo resistente de la seccidn, respectoa¥  p= Peso porm
iy = /1,7 A Radio de giro de la seccion, respectoa Y
Dimensiones Términos de seccién Agujeros Peso
Pl 1\ 6 e e b u | A s LW, LW, 0, L |wa ]| p
mm mm mm mm mm mm mm | cm  cmd cmt cm  cm cm? cm® cm cm* cmé {mm mm mm | kp/m
IPE 80| 80 46 38 52 5 60 328| 764 116 801 200 324 B49 389 105 072 18] — — 38/ 600(C
IPE 100|100 55 41 57 7 75 400} 1030 197 1710 342 407 1590 579 124 1140 B — — 41 810 (C
IPE 120|120 64 44 63 7 93 475 1320 304 3180 530 490 2770 865 145 1770 890 35 — 44] 1040 |C
IPE 140|140 73 47 69 7 112 551 1640 442 5410 773 574 4490 1230 165 2630 1981 40 11 47] 12%0 | C
IPE 160|160 82 50 74 9 127 623 2010 619 8690 1090 658 6830 1670 184 3640 39581 44 13 50| 1580 | P
IPE 180|180 91 53 80 9 146 698 2390 832 13200 1460 742 10100 2220 205 5.060 7431 48 13 53} 1880 | P
IPE 200|200 100 56 85 t2 159 788| 2850 1100 19400 1940 826 14200 2850 224 6670 12990 52 13 56| 2240 | P
IPE 220|220 110 59 92 12 178 848| 3340 143 27170 252, 9t 205 373 248 915 22670| 58 17 59| 2620 (P
IPE 240|240 120 62 98 15 190 922| 3910 183 3890 324 997 284 473 269 1200 37390| 65 17 62| 3070 {P
IPE 2701270 135 66 102 15 220 1040| 4590 242 5790 429 1120 420 622 302 1540 70580 72 21 66} 3610 (P
IPE 300300 150 7.1 107 15 249 1160| 5380 314 8360 557 1250 604 805 335 2010 125900 80 23 71| 4220 | P
IPE 330|330 160 75 115 18 271 1250| 6260 402 11770 713 1370 788 985 355 2650 199100| 85 25 75| 4910 P
IPE 360360 170 80 127 18 299 1350 7270 510 16270 904 1500 1040 1230 379 3730 313600| 90 25 80| 57110 | P
IPE 400|400 180 86 135 21 331 1470| 8450 654 23130 1160 1650 1320 1460 395 4830 490000 95 28 86| 6630 | P
IPE 450|450 190 94 146 21 379 1610| 9880 851 33740 1500 1850 1680 1760 412 6590 791000(100 28 94| 7760 | P
IPE 500 | 500 200 10.2 160 21 426 174011600 1100 48200 1930 2040 2140 2140 431 91.80 1249000110 28 102 90.70 | P
IPE 550|550 210 111 172 24 468 188013400 1330 67120 2440 2230 2670 2540 445 12200 1884000 (115 28 11.1[106.00 | C
IPE 600 | 600 220 120 19.0 24 514 201015500 1760 92080 3070 2430 3390 3080 466 17200 2846000 (120 28 120[12200 |C
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ANeXxos.

Tabla2.A1.3.- PERFILESHEB, HEA y HEM

A= Area de la seccion : ;= Mddulo de torsién de la seccion
S, = Momento estatico de media seccién, respecto a X I, = Mddulo de alabeo de la seccion
« I,= Momento de inercia de la seccidp, respecto a X u= Perimetro de la seccion
~ W,= 2lI,:h. Modulo resistente de la seccin, respectoa X a = Diametro del agujero del roblon normal
iy = /I, T A. Radio de giro de la seccion, respectoa X. -+ w=Gramil, distancia entre ejes de agujeros
I,= Momento de inercia de la seccidn, respecto a Y hy = Altura de la parte plana del alma
W, = 21, :b. Mddulo resistente de la seccion, respectoaY  p= Peso porm

V1, - A Radio de giro de la seccidn, respecto a Y

Dimensiones Términos de seccidn Agujeros Peso

Perfil . .
h b e & r h u A S, I, W, i Iy W,y I Iy woowoa p
mm mm mm mm mmmm mm|cm? cm® cm* cm® cm cmt cm® cm cmé cmé mm mm mm} kp/m

HEB 100|100 100 60 100 12 56 567| 260 521 450 90 416 167 33 253 9.34 33751 55 -— 13| 204
HEB120 120 120 65 11.0 12 74 686| 340 826 864 144 504 318 53 306 1490 9410 65 — 17| 267
HEB140| 140 140 7.0 120 12 92 805| 430 1230 1509 216 593 -550 79 358 2250 22480} 75 — 21| 337
HEB160| 160 160 80 130 15 104 918| 543 1770 2492 311 678 889 111 405 3320 47940 85 — 23| 426
HEB180| 180 180 85 140 15 122 1040| 653 2410 3831 426 766 1363 151 457 4650 93750 | 100 — 25{ 512

HEB200| 200 200 9.0 150 18 134 1150| 781 3210 5696 570 854 2003 200. 507 6340 171100 | 110 — 25{ 613
HEB220| 220 220 95 160 18 152 1270| 910 4140 8091 736 943 2843 258 559 8440 295400 | 120 — 25( 715
HEB240 | 240 240 100 170 21 164 1380| 106.0 527.0 11259 938 10.30 3923 327 6.08 11000 486900 | 90 35 25| 832
HEB260 | 260 260 100 175 24 177 1500| 1184 641.0 14919 1150 1120 5135 395 658 13000 753700 | 100 40 25( 93.0
HEB280 | 280 280 10.5 180 24 196 1620|1314 767.0 19270 1380 1210 6595 471 7.09 15300 1130000 | 110 45 25( 103.0

HEB300 | 300 300 11.0 190 27 208 1730} 1491 9340 25166 1680 13.00 8563 571 7.58 192.00 1688000 | 120 50 25| 117.0
HEB320| 320 300 11.5 205 27 225 1770} 161.3 10700 30823 1930 1380 9239 616 757 24100 2069000 | 120 50 25| 127.0
HEB340 | 340 300 120 215 27 243 1810} 1708 12000 36656 2160 1460 9690 646 7.53 278.00 2454000 | 120 50 25| 134.0
HEB 360 | 300 300 125 225 27 261 1850} 180.6 13400 43193 2400 1550 10140 676 7.49 32000 2883000 | 120 50 25( 1420

HEB 400 | 400 300 135 240 27 298 1930|1978 1620.0 57680 2880 17.10 10819 721 7.40 394.00 3817000 | 120 50 25| 155.0
HEB450| 450 300 14.0 26.0 27 344 2030|2180 19900 79887 3550 19.10 11721 781 7.33 50000 5258000 | 120 50 25[ 171.0
HEBS500 | 500 300 14.5 28.0 27 390 2120|2386 2410.0 107176 4290 2120 12624 842 727 62500 7018000 | 120 45 28| 187.0
HEBS550 | 550 300 150 29.0 27-438 2220) 254.1 2800.0 136691 4970 2320 13077 872 7.17 701.00 8856000 | 120 45 28| 199.0
HEB 600 | 600 300 155 300 27 486 2320 270.0 3210.0 171041 5700 2520 13530 902 7.08 783.00 10965000 | 120 45 28| 2120

HEA100| 96 100 50 80 12 56 561| 212 415 343 73 406 134 27 251 483 25811 5 — 13] t67
HEA120 | 114 120 50 80 12 74 677| 253 597 606 106 489 23t 38 3.02 581 6472 65 — 17| 199
HEA140| 133 140 55 85 12 92 794| 314 867 1033 155 573 389 56 352 822 15060 75 — 21| 247
HEA150 152 160 60 9.0 15 104 906| 388 1230 1673 220 657 616 77 398 1130 31410| 8 — 23| 304
HEA180 | 171 180 60 95 15 122 1020| 453 1620 2510 294 745 925 103 452 1470 60210{ t00 — 25| 355

HEA200| 190 200 6.5 100 18 134 1140| 538 2150 3692 389 828 1336 134 498 1920 108000 110 — 25} 423
HEA220| 210 220 70 110 18 152 1260| 643 2840 5410 515 917 1955 178 551 2800 193300 120 — 25| 505
HEA240| 230 240 75 120 21 164 1370| 768 3720 7763 675 10.10 2769 231 600 3940 328500 90 35 25| 603
HEA260 | 250 260 75 125 24 177 1480| 868 4600 10455 836 11.00 3668 282 6.50 47.80 516400 | 100 40 25| 682
HEA280 1270 280 80 130 24 196 1600| 973 5560 13673 1010 1190 4763 340 700 5830 785400 | 110 45 25| 764

HEA300| 290 300 85 140 27 208 1720| 1125 6920 18263 1260 1270 6310 421 743 7770 1200000 | 120 50 25; 88.3
HEA320 | 310 300 90 155 27 225 1760| 1244 8140 22928 1480 1360 6985 466 749 10500 1512000 120 50 25| 976
HEA340| 330 300 95 165 27 243 1790) 1335 9250 27693 1680 1440 7436 496 7.46 127.00 1824000 | 120 50 25| 105.0
HEA360 | 350 300 100 175 27 261 1830} 1428 10400 33090 1890 1520 7887 526 743 15200 2177000 | 120 50 25} 112.0

HEA400 390 300 11.0 180 27 298 1910} 158.0 12800 45069 2310 1680 8564 571 7.34 197.00 2942000 120 50 25| 125.0
HEA450 | 440 300 115 210 27 344 2010|1780 16100 63722 2900 1890 9465 631 729 26500 4148000 | 120 50 25f 1400
HEAS00 | 490 300 120 230 27 390 2110| 197.5.1970.0 86975 3550 21.00 10367 691 7.24 34700 5643000 | 120 45 28| 155.0
HEA550 | 540 300 125 240 27 438 2210|2118 23100 111932 4150 23.00 10819 721 7.15 39800 7189000 | 120 45 28| 166.0
HEA600 ) 590 300 13.0 250 27 486 2310|2265 2680.0 141208 4790 25.00 11271 75t 7.05 45400 8978000 | 120 45 28| 178.0
HEM100 | 120 106 120 200 t2 56 619| 532 1180 1143 190 463 399 75 274 7890 9925 5 — 13| 418
HEM120 | 140 126 125 210 12 74 738| 664 1750 2018 288 55t 703 112 325 10900 24790| 65 ~— 17| 521
HEM140 | 160 146 130 220 12 92 835 806 2470 3291 411 639 1144 157 377 14500 54330 73 — 21| 632
HEM160 | 180 166 140 230 15 104 970 971 337.0 5098 566 725 1759 212 426 19000 108100 8 — 23| 762
HEM180| 200 186 145 240 15 122 1090 1133 4420 7483 748 813 2580 277 477 24100 199300 95 — 25| 889

HEM200 | 220 206 150 250 18 134 1200|1313 65680 10620 967 9.00 3651 354 527 30100 346300 105 — 25| 103.0
HEM220 | 240 226 155 260 18 152 1320} 1494 7100 14605 1220 983 5012 444 579 37200 572700 | 116 — 25| 1170
HEM240 | 270 248 180 32.0 21 164 1460| 199.6 1060.0 24289 1800 11.00 8153 657 6.39 75100 1152000| 90 35 25| 1570
HEM260 | 290 268 18.0 325 24 177 1570|2196 1260.0 31307 2160 11.90 10449 780 690 848.00 1728000 | 100 40 25{ 1720
HEM280 | 310 288 185 330 24 196 1690|2402 14800 39547 2550 12.80 13163 914 7.40 957.00 2520000 | 110 45 25| 189.0

HEM300 | 320 305 160 29.0 27 208 1780|2251 14600 40951 2560 13.50 13736 901 7.81 686.00 2903000 [ 120 50 25| 177.0
HEM300 | 340 310 210 39.0 27 208 1830| 303.1 2040.0 59201 3480 14.00 19403 1252 8.00 1690.00 4386000 | 120 50 25| 238.0
HEM320 } 359 309 21.0 400 27 225 1870|3120 22200 68135 3800 14.80 19709 1280 7.95 181000 5004000 | 120 50 25| 245.0
HEM340 | 377 309 210 400 27 243 1900| 3158 23600 76372 4050 1560 19711 1280 7.90 182000 5585000 { 120 50 25| 248.0
HEMS360 | 395 308 21.0 400 27 261 1930| 3188 2490.0- 84867 4300 16.30 19522 1270 7.83 182000' 6137000 | 120 50 25| 250.0

HEMA400 | 432 307 21.0 400 27 298 2000| 3258 2790.0 104119 4820 17.90 19335 1260 7.70 1830.00 7410000 { 120 50 25| 256.0
HEM450 | 478 307 210 400 27 344 2100|3354 3170.0 131484 5500 19.80 19339 1260 7.59 1850.00 9252000 | 120 50 25| 263.0
HEMS00 | 524 306 21.0 400 27 390 2180| 3443 3550.0 161929 6180 21.70 19155 1250 7.46 1860.00 11187000 | 120 50 28| 2700
HEMS50 | 572 306 21.0 40.0 27 438 2280 | 354.4 3970.0 197984 6920 23.60 19158 1250 7.35 1880.00 13516000 | 120 50 28| 278.0
HEMB600 | 620 305 21.0 400 27 486 2370 | 363.7 4390.0 237447 7660 2580 18975 1240 7.22 1890.00 15908000 | 120 50 28| 285.0
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Anexos.

Tabla2.A1.4.- PERFILES UPN

W A= Area de la seccion L= Mddulo de torsidn de la seccion
S,= Momento estatico de media seccidn, respectoa X~ ¢ = Posicion del eje Y
I I,= Momento de inercia de la seccién, respecto a X m = Distancia al centro de esfuerzos cortantes
h NI LU W, = 2l :h. Médulo resistente de la seccion, respectoa X a= Didmetro del agujero del robidn normal
] iy = /I, - A. Radio de giro de la seccion, respectoa X~ w = Gramil, distancia entre ejes de agujeros
! I, = Momento de inercia de la seccion, respecto a ¥ hy = Altura de la parte plana del alma
| 1 W, = |, (b-c}. Minimo méduto resistente de la seccion, p= Peso porm
%;:% respectoa Y u=Perimetro
w iy=+/I, - A Radio de giro de la seccién, respectoa Y
Dimensiones Términos de seccion Agujeros | Peso
Perfl 1 b e e=r n b ulA S L W L W, i, L ¢ m|w alp
mm mm mm mm mm mm mmjcm? cmd cm* cmd cm cm* cm® cm cm® cm cm | mm mm | kp/m
UPN 80| 80 45 60 80 40 46 312|110 159 106 265 310 194 636 133 224 145 267| 25 13| 864}C
UPN 100| 100 50 60 85 45 64 372|135 245 206 412 391 293 849 147 296 155 293| 30 13 | 1060|P
UPN120| 120 55 70 90 45 82 434|170 363 364 607 462 432 1110 159 430 160 303| 30 17 | 1340 P
UPN 140 140 60 70 100 50 98 489|204 514 605 864 545 627 1480 175 602 175 337| 35 17 | 1600|P
UPN 160f 160 65 75 105 55 115 546|240 688 925 1160 621 853 1830 189 781 184 356 35 21| 1880(P
UPN 180{ 180 70 80 110 55 133 611|280 896 1350 1500 695 1140 2240 202 998 192 375 40 21 | 2200 P
UPN200| 200 75 85 115 60 151 661|322 1140 1910 1910 770 1480 2700 214 1260 201 394| 40 23| 2530 P
UPN220| 220 80 90 125 65 167 718| 37.4 1460 2690 2450 8.48 197.0 3360 230 17.00 214 420| 45 23 | 2940 P
UPN 2401 240 85 95 130 65 184 775|423 1790 3600 3000 922 2480 39.60 242 2080 223 439| 45 25| 3320}°P
UPN 260 260 90 100 140 70 200 834|483 2210 4820 3710 9.99 3170 4770 256 2370 236 466| 50 25 3790|P
UPN 280 280 95 100 150 75 216 890 | 53.3 266.0 6280 448.0 10.90 399.0 5720 2.74 3320 253 502| 50 25| 4180} P
UPN 300| 300 100 100 160 80 232 950 | 58.8 316.0 8030 5350 11.70 4950 6780 2.90 4060 270 541 55 25| 46.20|P
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ANeXxos.

Tabla2.A1.5.- PERFILESL

= Area de la seccién u=.Perimetro
I, = Momento de inercia de la seccion, respecto a X p= Peso porm
I;= Momento de inercia de la seccion, respectoa {
I,= Momento de inercia de la seccion, respecto a n
W, = 1, :(b~-c). Médulo resistente de la seccion, respecto a X
X W,= I,:V;. Mbdulo resistente de la seccion, respecto a n
iy= VI, A Radio de giro de la seccion, respecto a X
i;="V1;: A. Radio de giro de la seccion, respecto a {
ip="VI, : A Radio de giro de fa seccidn, respecto a

Ws W2

Dimensiones Posicién del centro Términos de seccion Agujeros Peso

Perfil . S
€ b e r n ulc v v W A L I I W, W, e kool W oW Wy oa

p
mm mmmm mm mm|cm cm cm cm [ cm?2 cmd cm* cm¢ cm3  cmd cm cm cm|{mm mm mm mm| kp/m

L 150. 18 ]150 18

L 180.15|180 15
L 180.18 |180 18
L 180.20 |180 20

L 200.16 |200 16
L 200.18 (200 18
L 200.20 |200 20
L 200.24 |200 24

(=2

80 586(4.37 6.17 538 1060{ 51.00 10500 16700 4350 9870 7040 4.54 571 292| 50 105 45 28| 40.10

9.0 705|498 7.05 636 1270{ 52.10 15900 25200 6530 122.0 9260 552 696 3.54| 60 135 45 28| 4090
9.0 705|510 722 641 1270{ 6190 18700 29600 7680 145010600 649 692 352 60 135 45 28| 4860
9.0 705|518 7.33 644 1270 6830 20400 32400 8430 159011500 547 689 351| 60 135 45 28 53.70

90 785|552 781 709 1410|6180 23400 37200 9600 162012300 6.16 7.76 394} 60 150 50 28 | 48.50
90 785|560 793 7.12 1410} 69.10 26000 41300 10700 181.013500 6.13 7.73 393} 60 150 50 28 | 54.20
90 785|568 804 715 14.10f 76.30 2850.0 45300 11700 199.0146.00 6.11 7.70 392y 60 150 50 28| 59.90
90 785|584 826 721 14.10| 9060 33300 52800 13800 235.0167.00 6.06 7.64 390| 60 150 S0 28 ( 71.10

—_—
@ ® ™

—_—_ -
@ o ®

L 40 4|40 4 6 30 155[112 158 140 283| 308 447 793 18 155 117 121 152078{22 — 18 11| 242 (P
L 40. 5/ 40 5 6 30 155(1.16 164 142 283| 379 543 860 226 191 137 120151077}22 — 18 11| 297 |C
L 40. 6| 40 6 6 30 155[120 170 143 283| 448 631 998 265 226 156 119149077122 — 18 11} 352(C
L 45. 4| 45 4 7 35 174(123 175 157 3.18| 349 643 1020 267 197 153 13617108825 — 20 13| 274 P
L 45 5|45 5 7 35 174(128 181 158 3.16| 430 784 1240 326 243 180 135170087{25 — 20 13} 338|FP
L 45 6|45 6 7 35 174(132 187 159 3.18| 509 916 1450 382 288 205 134 169087)25 — 20 13| 400(C
L 50. 4] 50 4 7 35 194(136 192 175 354| 389 897 1420 372 246 194 152 191098|30 — 20 13| 306 (P
L 50. 5|5 5 7 35 194(140 199 176 354 480 11000 1740 454 305 229 15t 190097{30 — 20 13| 377 |P
L 50. 6| 50 6 7 35 194|145 204 177 354| 569 1280 2030 533 361 261 150 189097]30 — 20 13| 447 (C
L 50. 715 7 7 35 194(149 210 178 354] 656 1460 2310 611 416 291 149 188096{30 — 20 13| 515|C
L 50. 8/ 50 8 7 35 194|152 216 180 354| 741 1630 2570 687 468 319 148 18609630 — 20 13| 582 (C
L 60. 5/ 60 5 8 40 233(164 232 211 424] 582 1940 3070 802 445 345 182230117136 — 25 17| 457 |P
L 60. 6|60 6 8 40 233(169 239 211 424 691 2280 3620 943 529 395 182229117135 — 25 17| 542 |°P
L 60. 8/ 60 8 8 40 233(177 250 214 424} 903 2920 4620 1220 689 466 180 22611635 — 25 17} 709 |C
L 60.10| 60 10 8 40 233|185 261 217 424] 1110 3490 5510 1480 841 567 178 2231.16] 36 — 25 17| 869 (C
L 70. 6/ 70 6 9 45 272(193 273 246 495 813 369 585 153 727 559 213 268137|40 — 30 21| 638 |P
L 70. 7070 7 9 45 2721197 279 247 495| 940 423 671 175 841 627 212 267136|40 — 30 21| 738 |P
L 70. 8|70 8 9 45 2721201 285 247 495| 1060 475 753 197 952 691 211 266136|40 — 30 21| 836 |C
L 70.10| 70 10 9 45 272{2.09 296 250 4.95| 1310 572 905 239 1170 810 209 263135/ 40 — 30 21(1030|C
L 8. 8|8 8 10 50 311(226 319 282 566( 1230 722 1150 299 1260 936 243 306156|45 — 35 23| 963 |P
L 80.10| 80 10 10 50 311{234 330 285 566 1510 875 1390 363 1340 1100 241 303155|45 — 35 23|1180|C
L 80.12| 80 12 10 50 311{241 341 289 566( 1790 1020 1610 427 1820 1250 239 300 155(45 — 35 23| 1400 |C
L 9. 8|9 8 11 55 351|250 353 317 636} 1390 1040 1660 431 1610 1220 274 345176/ 50 — 40 25| 1090 | P
L 90.10| 90 10 11 55 351|258 365319 6361710 1270 2010 525 1980 1440 272 343175150 — 40 25)|1340 | C
L 90.12| 90 12 11 55 3511266 376 322 636} 2030 1480 2340 617 2330 1640 270 34017450 — 40 25)|1590 ;C
L 100. 8|100 8 12 60 390|274 387 352 7071550 1450 2300 598 1990 1550 306 385196( 45 60 40 25| 1220 | P
L 100.10|100 10 12 60 390(282 399 354 707(1920 1770 2800 729 2460 1830 3.04 383195| 45 60 40 25| 1500 [P
L 100.12 (100 12 12 60 390|290 411 357 707[2270 2070 3280 857 2910 2090 302 380 1.94| 45 60 40 25| 1780 (C
L 100.15[100 15 12 60 390|302 427 367 707|2790 2490 3930 1040 3560 2440 298 375193[45 60 40 25(2190 |C
L 120.10(120 10 13 65 469|331 469 423 849(2320 3130 4970 1290 3600 2750 367 463236| 50 80 40 25| 1820 (P
L 120.12(120 12 13 65 469|340 480 428 849|2750 3680 5840 1520 4270 3150 365 460235|50 80 40 25|2160 P
L 120.15{120 15 13 65 469|351 497 431 849(3390 4450 7050 1850 5240 3710 362 45623350 80 40 252660 | C
L 150.12 {150 12 16 80 586|4.12 583 529 10.60( 3480 7370 11700 3030 67.70 5200 460 580 295( 50 105 45 28 |27.30 | P
L 150.15]150 15 16 80 586(4.25 6.01 533 10.60{ 4300 8980 14300 3700 8350 6160 457 576293| 50 105 45 283380 | P

C

C

C

c

C

C

c

C
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Tabla2.A1.6.- PERFILESLD

A= Area de la seccion iy =" VI, A Radio de giro de la seccion,
I,= Momento de inercia de la seccion, respecto a X respectoa Y
i,= Momento de inercia de la secci(:)n, respectoa Y i = ‘/1{ - A. Radio de giro de la seccion.
R ;= Momento de inercia de la seccion, respectoa { | respecto a {
I,= Momento de inercia de ia seccidn, respecto a n _ - : "
X n A = VI A i ,
W, = I,:(a-c,). Modulo resistente de la seccion, respecto a X K reiqpe?toza?)‘o de giro de fa seccion
W, = 1, (b-¢,). Mddulo resistente de la seccion, respecto a Y Perimetro
W, = 1, - V. Mddulo resistente de la seccidn, respecto a n Peso por m
i, = I, ' A Radio de giro de la seccion, respecto a X
] Dimensiones Posicién del centro Términos de seccion Peso
Pt la b e o wleog o w o w VoV v A L L L L W, W, b i e
mm mm mm mm omm mmicm cm cm cm cm ocm cmjcem  cmt  cmt  cmt  cmt  cm®  cmd cm cm cm cm | kp/m
L 40. 25 4| 40 25 4 4 20 127]13 06 26 19 10 13 06| 246 380 116 435 070 147 062 126 069 133 053 193|C
L 40. 25 5|40 25 5 4 20 127114 06 26 19 11 13 07} 302 469 139 523 085 181 076 125 068 132 053 237|C
L 45.30. 4|45 30 4 4 20 147(14 07 30 23 12 15 08| 286 577 205 663 113 191 091 142 085 152 065) 2241 C
L 45.30. 5|45 30 5 4 20 147(15 07 30 23 13 15 08| 352 698 247 800 145 235 111 141 084 151 064] 276 | C
L 60.30. 5|60 30 5 6 30 175|121 06 38 27 12 17 07| 429 1560 260 1650 170 404 112 190 078 196 063]| 337|C
L 60.30. 6| 60 30 6 6 30 175122 07 38 27 12 17 07| 508 1820 302 1920 199 478 132 189 077 195 063| 398|C
L 60.40. 5|60 40 5 6 30 195/19 09 41 30 16 21 11| 479 1720 611 1980 354 425 202 189 113 203 086 376 C
L 60.40. 6160 40 6 6 30 195720 10 40 30 17 21 11] 568 2010 712 2310 415 503 238 188 112 202 086] 446|C
L 60.40. 7|60 40 7 6 30 195,20 10 40 30 17 20 11| 655 2290 807 2630 475 579 274 187 111 200 085 514|C
L 65 50 51656 50 &5 6 30 225119 12 45 36 20 23 15| 554 2320 1180 2880 632 514 319 205 147 228 107| 435{C
L 65 50.6{65 50 6 6 30 225/20 12 45 36 21 23 15| 658 2720 1400 3380 743 610 377 203 1.46 227 108} 516|C
L 65 50. 7166 50 7 6 30 225|120 13 45 36 21 23 15| 760 3110 1590 3850 851 703 434 202 145 225 106} 59| C
L 65 508|656 50 8 6 30 225021 13 44 37 22 23 15| 860 3480 1770 4300 956« 793 489 201 144 224 105 675|C
L 75.50. 6175 50 5 7 35 244123 11 51 38 20 26 13| 605 3440 1230 3960 711 674 321 238 143 256 1.08] 475]C
L 75.50. 6f7 5 6 7 35 24424 12 51 38 20 26 13| 719 4050 1440 4660 836 801 381 237 142 255 108 565 C
L7550 7175 50 7 7 35 244,24 12 51 38 21 26 13| 831 4640 1650 5330 957 924 439 236 141 253 107| 653 C
L7550 875 5 8 7 35 244125 12 50 38 21 26 14| 941 5200 1840 5370 1080 1040 495 235 140 252 107| 739 C
L 80 40. 518 40 5 7 35 234128 08 52 35 15 24 09] 580 3820 649 4050 419 735 206 256 1.06 264 085 456 {C
L 80. 40. 68 40 6 7 35 234|28 08 52 35 15 23 08| 689 4490 759 4760 492 873 244 255 108 263 085 541|C
L 80.40 7]80 40 7 7 35 23|29 09 51 36 16 23 09} 796 5140 863 5440 564 1010 281 254 104 261 084| 625(C
L 80. 40. 8180 40 8 7 35 234128 09 51 36 16 23 10| 901 5760 961 6090 633 1140 316 253 103 260 084] 707|C
L 8. 60. 6] 8 60 6 8 40 273124 14 55 38 25 29 17| 811 5140 2480 6280 1340 929 549 252 175 278 129] 637/ C
L8 60 7]8 60 7 8 40 273725 15 55 38 25 29 17| 938 5900 2840 7200 1540 1070 634 251 174 277 128{ 73| C
L 8 60. 8] 80 60 8 8 40 273]25 15 55 38 25 29 18|1060 6630 3180 8080 1730 1220 716 250 173 276 127] 834 C
L100. 50. 61100 50 6 9 45 292|134 10 65 44 19 30 11| 873 8970 1530 9510 985 1380 385 321 132 330 t06| 685]|C
L100. 50. 7100 50 7 9 45 292135 10 65 44 19 29 11[1010 10300 1740 10900 1130 1600 446 320 131 329 106| 793|C
L100. 50. 8 (100 50 8 9 45 292135 11 64 44 20 29 1.1(1140 11600 1950 12300 1270 1810 504 3.18 1.31 328 1.05| 899 C
L100. 50.10 (100 50 10 9 45 232136 12 64 45 20 29 12|1410 14100 2340 14900 1540 2220 617 316 129 325 105/11.10[ C
L100. 65. 7100 65 7 10 50 321132 15 68 48 26 34 171120 11300 5760 12800 2200 1660 753 3.7 183 339 140 877 C
L100. 65 8100 65 8 10 50 321132 15 68 49 26 34 171270 12700 4220 14400 2480 1890 854 316 183 337 140{ 994|C
L100. 65.10100 65 10- 10 50 321133 16 67 50 27 34 17|1560 15400 5100 17500 3010 2320 1050 3.4 181 335 1.39{1230( C
L100. 75. 81100 75 8 10 50 341}31 18 69 54 31 36 21|1350 13300 6410 16300 3460 1930 1140 314 218 347 160[ 1060 P
L100. 75.10 (100 75 10 10 50 341]31 19 69 54 32 36 22{1660 16200 7760 19700 4220 2380 1400 312 216 345 1591300 P
L100. 75.12 {100 75 12 10 50 341|32 20 68 55 33 36 22]1970 18300 9020 23000 4950 2800 1650 3.10 214 342 1591540} P
L120. 80. 8120 80 8 11 55 391|38 18 82 60 32 42 21}1550 22600 8080 260.00 4660 2760 1320 382 228 410 173{1220| P
L120. 80.10 (120 80 10 11 55 391[39 19 81 60 33 42 2.1}1910 27600 9810 31700 5680 3410 1620 380 2.26 407 1.72| 1500 P
L120. 80.12(120 80 12 11 55 39140 20 81 60 34 42 22(2270 32300 11400 37100 6660 4040 1910 377 224 404 171|1780( P
L130. 65. 8130 65 8 11 55 381|145 13 85 58 24 39 14(1510 26300 4480 27800 2890 3110 820 447 172 430 138/1180[ C
L130. 65.10{130 65 10 11 55 381}46 14 84 58 25 38 15(1860 32000 5420 33900 3520 3840 1070 415 1.71 427 137/1460| C
L 130. 65.12|130 65 12 11 55 381|47 15 83 59 26 38 16(2210 37500 63.00 397.00 4120 4540 1270 4.12 169 424 137[1730| C
L150. 75. 91150 75 9 11 55 44162 15 98 66 29 45 17[1960 45600 7830 48400 5040 4690 1320 483 200 497 160 154|¢C
L160. 75101150 75 10 11 55 441|53 16 97 66 29 44 17(2160 50100 8580 53200 5530 5180 146 481 199 496 160 170]C
L150. 75121150 75 12 11 55 441|54 16 97 66 29 44 18(2570 589.00 9990 62400 6490 6140 172 479 197 493 159 202|¢C
L150. 75.15(150 76 15 11 55 441155 18 96 69 31 44 19(3160 71300 12000 75400 7880 7530 210 475 194 488 158 248 ¢C
L150. 90.10 (150 90 10 12 60 47050 20 101 71 36 50 22(2320 53300 14600 59100 8820 5330 . 210 480 251 505 195 182(C
L150. 90.121150 90 12 12 60 470| 50 21 101 7.1 37 50 23(2750 62700 171.00 69500 10400 6330 248 477 249 502 194] 216|C
L.150. 90154150 90 15 12 60 470|52 22 99 72 38 49 243390 76100 20500 84100 12600 7770 304 474 246 498 193] 266|C
L 200.100.10 1200 100 10 15 75 58769 20 132 81 37 60 22(29.20 122000 210.00 129000 13500 9320 263 646 268 665 2.15| 230| C
L200.100.121200 100 12 15 75 587 |70 21 131 81 38 60 22{3480 144000 247.00 153000 159.00 11100 313 643 267 663 2.14] 273]C
1.200.100 15(200 100 15 15 75 587|71 22 130 82 39 59 23]4300 1760.00 29900 186000 19400 13700 384 640 264 658 2.12{ 337]|C
L 200.150. 10 (200 150 10 15 75 687|59 35 140 108 59 7.3 45]3420 140000 68000 171000 36400 9960 59.2 638 446 707 326| 269|C
L 200.150. 12200 150 12 15 75 687{60 36 139 108 60 73 4.1[4080 165000 80300 2030.00 43000 11900 705 636 444 705 325 320|C
L 200.150.15 (200 150 15 15 75 687162 37 139 108 62 73 39]5050 202000 979.00 2480.00 526.00 14700 869 6.33 440 700 323| 396 | C
L 200.150.181200 150 18 15 7.5 687|63 3.8 138 109 64 73 36]60.00 2380.00 1150.00 2900.00 61800 17400 1030 6.29 437 696 321| 471{C
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Tabla2.A1.7.- PERFILEST

A= Area de la seccion W, = 21, b Mddulo resistente de la seccion,

.= Momento de inercia de la seccion, respecto al eje X respectoa Y.
V1 - A Radio de giro, de la seccion,

X W, = 1, :(a-2). Mddulo resistente de la seccion respecto al =
. respecto a Y.

eje X
i = VI A Radio de giro de la seccion, respecto a X
I, = Momento de inercia de la seccion, respecto a Y

u=Perimetro de la seccién
p= Pesoporm
I, = Modulo de torsion de la seccion

Dimensicnes dP(I)sms(;n Términos de seccion Agujeros Peso
Perfil el centro . ,
a=b e=r ry Iy u 2 A I, W, i Iy W, iy L w a p
mm mm mm mm mm cm cm cm* cmd cm cm* cm® cm cm* | mm  mm | kp/m
T 40 5 40 5 25 1.0 153 112 377 528 184 118 258 129 083 0350 | 21 6.4 296 | C
T 5 6 50 6 30 15 191 1.39 566 1210 336 146 606 242 103 0757 | 30 64 444 | C
T 60 7 60 7 35 20 229 1.66 794 2380 548 173 1220 407 124 1450 | 34 84 623 C
T 70 8 70 8 40 20 268 194 1060 4450 879 205 2210 632 144 2520| 38 1.0 832 |C
T 80 9 80 9 45 20 307 2.22 1360 7370 1280 233 3700 925 165 4.110| 45 110 [ 1070 | C
T 100 11| 100 " 55 30 383 274 2090 17900 2460 292 8830 1770 205 9.380| 60 130 | 1640 | C
Tabla 2.A1.8.- PERFILES Redondos
A= Area de la seccion
o X [, = Momento de inercia de la seccién
o W, = 2l,:d. Mddulo resistente de la seccion
i, = I, : A Radio de giro de la seccidn
d u= Perimetro de a seccién
p= Pesoporm
Producto Dimensiones Terminos de seccién Peso Producto Dimensiones Términos de seccidn Peso
d u A I, W, I p d U A I, W, i p
mm mm | cm? cm* cmd cm kp/m mm mm | cm? cm* cmd cm kp/m
2 6 6 188 | 0283 0.006 0021 0150 0222 |P 22 22 69.1 3.80 1.15 105 0.550 298 | C
a7 7 220 10385 0012 0034 0175 0302 [ C 225 25 785 491 1.92 153 0625 385 | P
@ 8 8 251 | 0503 0020 0050 0200 | 0395 [P| ©28 28 80| 616 302 216 0700 483 | C
210 10 314 [ 0785 0049 0098 0250 | 0817 [P 230 30 942 7.07 3.98 265 0.750 555 | C
212 12 377 | 1130 0.102 0170 0300 | 0888 ([P 232 32 101.0 8.04 5.15 322 0800 6.31 P
214 14 440 11540 0183 0269 0350 | 1210 [P 236 36 1130 | 10.20 824 458 0900 799 | C
216 16 503 | 2010 0322 0402 0400 | 1580 [P @ 40 40 1260 | 1260 1260 628 1.000 986 | P
18 18 565 | 2550 0515 0573 0450 | 2000 | C @45 45 1410 | 1590 2020 895 1120 | 1250 |P
@20 20 628 | 3140 0785 0785 0500 | 2470 [P 2 50 50 1570 1960 3070 1230 1250 | 1540 |P
Tabla 2.A1.9.- PERFILES Cuadrados
y z, A= Area de la seccion
I, = I, Momento de inercia de la seccion
Id/z « W, = 2l :d. Mddulo resistente de la seccién, respecto al eje X
] RV W,= /21, :d. Médulo resistente de la seccion, respecto al eje Z
¢ ik = Radio de giro de la seccion
*—Lf VT u= Perimetro
p= Pesoporm
Dimensiones Términos de seccion Peso Dimensiones Términos de seccion Peso
Producto | 0™ 07 A =L oW oW, i | op Producto | Z R A L= oW, W, i, | b
mm mm {cm cm* cmd cmd® cm | kp/m mm mm [cm? cm* cmd cmd cm | kp/m
# 6 6 24 10360 0.0108 0.0360 0.0255 0.175| 0.283 | P # 22 22 88 484 195 177 125 0635] 380 |C
# 7 7 28 |0.490 0.0200 0.0572 0.0404 0.202 | 0.385 | P # 25 25 100 625 326 260 184 0722 49 | P
# 8 8 32 10.640 0.0341 0.0853 0.0603 0.230 | 0.502 | P #28 28 12 784 512 366 259 0808| 615 | P
#10 10 40 {1.000 0.0833 0.1670 0.1180 0.288 | 0.785 | P # 30 30 120 900 675 450 318 0866 707 |C
#12 12 48 |1.440 0.1730 0.2880 0.2040 0.347 | 1.130 [ P #* 32 32 128 [1020 874 546 386 0926| 804 | P
#14 14 56 |1.960 0.3200 0.4570 0.3230 0.404 | 1540 | P # 36 36 144 (1300 1400 778 550 1.040{1020|C
#16 16 64 | 2560 05460 0.6830 0.4830 0463|2010 | P # 40 40 160 [16.00 2130 1060 754 1.150 | 1260 |P
#18 18 72 | 3240 0.8750 0.9720 0.6870 0.520 | 2540 [ P # 45 45 180 |20.30 3120 1510 1070 1.300 | 1590 | C
# 20 20 80 |4.000 1.3300 1.3300 0.9430 0.577 | 3140 | P # 50 50 200 125,00 5210 2090 1470 1440|1960 | P
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Tabla2.A1.10.- Rectangulares

7 7 - A= A 6
* = Area de la seccion
n b ; p= Pesoporm
b-d A i b-d A p b-d A p L}t;d A ] Lb-d A p
mmmm cm  kp/m  pmmm cm?  kp/m  pmmm cm? kp/m mm cm?  kp/m mmm cm?  kp/m
204 080 0628 Cl454 180 141 C|704 280 220 Cl1004 400 314 C[1608 128 100 C
05 100 0785 Cl455 225 177 ¢|705 35 275 P1005 500 393 C[16010 160 126 C
08 120 092 Cl456 270 212 €|708 420 330 Pl1006 600 471 C[16012 192 151 C
08 160 1260 C|458 360 283 C|708 580 440 P|1008 800 623 P[16015 240 188 C
2010 200 1570 C|4510 450 353 C|7010 700 550 P[10010 1000 785 P|16020 30 251 C
012 240 1880 C|d512 540 424 C|7012 840 659 P|10012 1200 942 P|16025 400 314 C
045 300 2360 C[4515 675 530 C|7015 1050 824 P{100.45 1500 1180 P|160.30 480 377 C
4520 900 707 C[7020 1400 1100 P|10020 2000 1570 P|16035 560 440 C
B4 10 015 O s 1120 88 07025 1750 1370 Pl10025 2500 1960 P64 640 502 C
%55 125 g1 ¢ e ey o o 175015 2 220019
we 1% 1ig0 o453 1350 1080 C[7030 2100 1650 C[10030 3000 280 Clyges 144 115 C
w8 200 150 9% 1580 1240 C|7035 2450 1920 C10035 B0 2050 Clyggyg 189 147 G
%10 250 19 o 940 1800 1410 | 7040 2800 2200 C[10040 4000 3140 Clign1y 216 170 C
212 300 2360 Clsgs 200 157 {754 300 2% Cltio4 440 345 '8 70 220
%15 375 290 Clsos 250 19 P{755 375 204 C|1105 550 43 |80 60 283C
2520 500 390 Clsop 300 2% P|756 450 353 C|1106 680 518 cf!%0 40 3 C
w4 120 os W8 400 31 P78 60 47 clios s sy gl M0 AT
25 150 110 p|S010 500 3% P|7510 750 689 CI110A0 1100 88 o oo L
26 180 1410 p|5012 600 471 C[7512 900 707 C[11012 1320 1040 €| g
08 240 1gs0 5015 750 589 C|7515 1120 883 C[11015 1650 1300 Clows 160 126 C
010 300 2%0 %020 1000 78 C|7520 1500 1180 C[11020 2200 1730 Cl2u00 200 157 C
012 360 260 |02 1250 981 C[7525 1880 1470 C|11025 2750 2160 Cla012 240 188 C
015 450 350 | 5030 1500 1180 €[ 7530 2250 1770 C[11030 3300 25% Cl20015 00 236 C
2020 600 4710 0|5035 1750 1370 C[7535 2620 2080 C[11035 B N0 C[2020 40 34 C
1025 750 5g% 0|5040 2000 1570 C[ 7540 3000 2360 C|11040 4400 3450 Cl20025 500 32 €
030 600 471 C
355 1‘75 1‘370 C 55,5 2.75 2,16 C 80.5 400 3.14 C120‘5 6‘00 4.71 020040 800 62.8 c
%6 210 1650 C| 556 330 259 {806 480 377 Pl1206 720 565 C
%58 280 2200 | 558 440 345 C| 808 640 502 P|1208 960 754 (|08 200 157 C
310 350 2750 ¢| %510 550 432 C|8010 800 628 P|12010 1200 942 P[25010 250 196 C
B2 420 330 CI5512 680 518 C[8012 960 754 P|12042 1440 1130 PB012 300 236 C
%15 595 410 515 825 648 C[8015 1200 942 P[12015 1880 1410 P[25015 375 204 C
%20 700 5500 C|5520 1100 864 C|8020 1600 1260 P|12020 2400 1880 P|25020 500 392 C
95 875 6670 C| 525 1380 1080 C|8025 2000 1570 P|12025 3000 2360 P[0 €25 41 C
B30 1050 8240 ¢ 55X 1650 1300 C| 8030 2400 1880 C[12030 3600 2850 ¢[25030 750 389 C
5535 1930 1510 C|8035 2800 2200 C[12035 4200 3300 C|2035 875 687 C
:gg ‘zgg }gg $55v40 2200 1730 C|8040 3200 2510 C[12040 4800 3770 C|2040 1000 785 C
06 240 188 P|604 240 188 Clo04 360 285 Clios 112 srg |08 40 188 C
08 320 251 P|605 300 236 P{905 450 353 C|14010 140 1100 ¢[30010 300 236 C
010 400 314 C|606 360 283 Plo06 540 424 Cl14012 168 1320 ngglg 3?3 gggg
012 480 377 C[608 480 377 PGB 720 585 CliD15 210 1680 Pl B Yl
015 600 471 Cl6010 600 4TI PI9010 900 707 C14020 280 2200 PLutl o o
020 800 628 C8012 720 565 Pl9012 1080 848 C14025 350 2750 PLt o S
025 1000 78 Cl6015 900 107 P[9015 1350 1080 C{14030 420 00 Clypic oo g C
0 1200 94 C[6020 1200 942 P20 180 1210 C[14035 490 B/E i ot gy G
4035 1400 1100 C| 6025 1500 1980 P{9025 2250 1770 C[14040 560 4400 C|° ai
6030 1800 1410 C[ 9030 2700 2120 © 4008 20 51 C
6035 2100 1650 C[9035 3150 2470 |18 120 842 Clugoso 4o 314 ¢
6040 2400 1880 C[ 9040 3600 2830 ¢|'2010 150 1180 Clugrp 450 377 ¢
15012 180 1410 Cluots 600 471 G
15015 25 1770 Cluoon 800 828 G
15020 300 2360 C400_25 1000 785 C
15025 375 2940 Claposp 1200 942 C
15030 450 3530 Ciso035 1400 1100 C
15035 525 4120 Clapo40 1600 1260 C
15040 800 4710 Qb




ANeXxos.

Ango2.A2

Perfiles huecos

Perfiles huecos utilizados: En las tablas de este Anejo figuran, a titulo informativo,
datos sobre perfiles huecos conformados en frio que se utilizan usualmente.

Perfil hueco redondo

Tiene seccion anular de didmetro exterior d y espesor e no mayor que 0,1:d ni
menor que 0,025-d. Las dimensiones y los términos de seccién se detallan en la tabla
2.A2.1.

Perfil hueco cuadrado

Tiene seccion cuadrada hueca, de lado a y espesor e no mayor que 0, la ni menor
que 0,025-a con aristas redondeadas. Las dimensiones y los términos de seccion se
detallan en la tabla 2.A2.2.

Perfil hueco rectangular

Tiene seccidn rectangular hueca de lados a>b y espesor e, no mayor que 0,1:-b ni

menor que 0,025-a con aristas redondeadas. Las dimensiones y los términos de seccion
se detallan en la tabla 2.A2.3.
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Tabla 2.A2.1.- Huecos redondos

u Perimetro
A= Area de la seccién
§ S= Momento estatico de media seccion, respecto a un eje baricéntrico
- 1= Momento de inercia de la seccidn, respecto a un eje baricéntrico
W= 2I:d Mddulo resistente de la seccidn, respecto a un eje baricéntrico
i= I:A Radio de giro de la seccién, respecto a un eje baricentrico
;= Mdédulo de torsion de la seccion
Dimensiones Terminos de seccion Peso
Perfl |y e u | A 5 1 w i I P
mm mm mm cm? cmd cmé cm3 cm cmé kp/m

2 402 40 2 126 239 1.44 433 216 135 866 | 188 | P
2 403 40 3 126 349 2.05 6.01 300 131 1200 274 | P
@ 404 40 4 126 452 2.60 742 371 128 1480 | 35 | C
@ 452 45 2 141 270 1.85 626 278 152 1250 212 | P
@ 453 45 3 141 396 265 871 390 149 17501 31t P
@ 454 45 4 141 515 337 10.90 484 145 2180 | 404 | C
2 502 50 2 157 3.02 230 870 348 169 1740 237 | P
2 503 50 3 157 443 331 12.20 491 166 2450y 347 | P
@ 504 50 4 157 578 423 1540 616 163 3080 | 453 | P
@ 552 55 2 173 333 281 11.70 425 187 2340 | 281 | C
@ 553 55 3 173 490 4.06 16.60 604 184 3320 | 38| C
@ 554 55 4 173 6.41 521 21.00 764 201 42001 503 | C
@ 602 60 2 188 364 336 1530 511 205 3060 | 286 | P
2 603 60 3 188 537 487 21.80 729 201 4370 | 421 | P
@ 604 60 4 188 7.04 6.27 27170 924 198 5540} 552 | P
2 652 65 2 204 396 397 18.70 606 223 3940 | 311 | C
@ 653 65 3 204 584 578 28.10 865 219 5620 | 458 | C
@ 654 65 4 204 767 746 3580 1160 216 7160 | 602 | C
@ 702 70 2 220 427 462 2470 705 241 4340 | 335 | P
@ 703 70 3 220 6.31 673 3550 1010 237 7100 495 | P
@ 704 70 4 220 829 8.72 4530 1290 234 9060 | 651 | C
g 752 75 2 236 458 533 30.50 815 258 6110 | 360 | P
@ 753 75 3 236 6.78 778 400 1170 254 8800 | 532 P
@ 754 75 4 236 8.92 10.10 56.30 1500 251 11300 700 | P
& 802 80 2 251 490 6.09 37.30 933 276 74601 385 | C
& 80.3 80 3 251 7.26 890 5390 1350 272 10800+ 570 | C
& 804 80 4 251 955 11.60 6910 1730 269 13800 | 750 | C
2 903 90 3 283 819 11.40 7760 1730 307 15500 | 643 | P
2 904 90 4 283 | 1080 14.80 10000 2230 304 20000 848 | P
2 905 90 5 283 | 1340 18.10 12100 2690 301 24200 { 1050 | P
21003 | 100 3 314 g14 1410 10800 2150 343 21500 | 717 P
21004.1 100 4 314 | 1210 18.40 139.00 2780 339 27800 | 947 | P
21005 100 5 314 | 1490 2260 16900 3380 336 23800 (1170 | P
21006 | 100 6 314 [ 17.70 2650 19600 3930 333 39300 (1390 | C
@1254 | 125 4 393 | 1520 2930 27900 4460 428 55700 | 1190 | C
@1255 | 125 5 393 | 18.80 3600 34000 5440 424 68000 | 1480 | C
21256 | 125 6 393 | 2240 4250 39800 6370 4.21 796.00 | 1760 | C
21555 | 155 5 487 | 2360 5620 66300 8550 530 133000 [ 1850 | C
1556 | 155 6 487 1 2810 6660 78100 10100 527 156000 { 2210 | C
1558 | 155 8 487 | 3690 8650 100000 12900 521 200000 [ 2900 | C
21755 | 175 5 550 | 2670 7230 96600 11000- 601 133000 [ 2100 | C
@1756 | 175 6 550 [ 3190 8570 114000 13000 598 228000 | 2500 | C
21758 1 175 8 550 | 4200 11200 147000 16800 592 294000 | 3300 | C
@2005 | 200 5 628 | 3060 9510 1460.00 14600 691 292000 | 2400 | C
22006 | 200 6 628 | 3660 11300 172000 17200 686 344000 { 2870 | C
22008 | 200 8 628 | 4830 14800 223000 22300 679 446000 | 3790 | C



Anexos.

Tabla 2.A2.2.- Huecos cuadrados

r=Radio exterior de redondeo
u= Perimetro

= Area de la seccion
o x = Momento estatico de media seccion, respecto al eje’ X 0 Y
- = [= Momento de inercia de la seccion, respecto aieje X oY

= 2| :d. Médulo resistente de la seccion, respecto aleje X 0 Y

i= +/1:A. Radio de giro de la seccion, respecto aleje X0 Y

= Mddulo de torsién de la seccion

Dimensiones Términos de seccién Peso
Perfil a e r u A S I w i L p
mm mm mm mm | cm? cmd cm* cm? cm cm? kp/m

4 402 40 2 5 151 | 290 204 6.60 340 1583 13 | 2281 P
4 403 40 3 8 147 | 413 280 301 451 148 156 | 324 P
4 404 40 4 10 143 | 521 340 1050 526 142 189 | 409 P
# 452§ 45 2 5 171 | 330 263 9.94 442 174 163 | 259 | C
4 4531 45 3 8 167 | 473 365 1340 595 168 29 [3n| C
4 454 | 45 4 10 163 | 601 449 1590 707 1863 282 | 4721 C
3#* 502 50 2 5 191 [ 370 3.30 1390 557 194 227 | 291 P
# 503 5 3 8 187 | 533 462 19.00 759 189 320 | 4181 P
3 504 50 4 10 183 | 581 573 2290 915 183 399 | 53| P
4# 552 55 2 5 211 | 410 404 18.90 686 214 35| 32| C
# 553 5 3 8 207 | 593 570 2590 943 209 434 | 466 C
# 554 55 4 10 203 | 761 712 3160 1150 204 545 | 597 C
# 602 60 2 5 231 | 450 486 2480 828 235 399 | 353| P
# 603 60 3 8 227 | 653 6.89 3440 1150 230 571 | 513 P
#604| 60 4 10 223 | 841 8.66 4230 1410 224 722 | 660} P
#605| 60 5 13 - 219 {1010 1020 4850 1620 219 852 | 796 | C
#702| 70 2 5 211 | 530 6.71 4030 1150 276 641 | 416| P
# 703 70 3 8 267 | 773 9.60 5660 1620 2.1 926 | 607( P
# 704 70 4 10 263 (1000 1220 7040 2010 265 1180 | 786 | P
# 705| 70 5 13 259 [1210 1450 8200 2340 260 1410 | 953 P
% 803| 80 3 8 307 | 893 1280 8660 2170 3.1 1400 | 7001 P
#84| 80 4 10 3038|1160 1630 10880 2720 306 1800 | 911 | P
#805| 80 5 13 299 [1410 1950 12800 3200 301 2170 | 1110 P
# 806| 80 6 15 294 | 1650 2240 14400 3600 295 2500 |1300| C
# 93] % 3 8 347 (1010 1640 12600 3790 352 2020 | 79| P
#9004 90 4 10 343 [1320 2110 15900 3540 347 2810 (1040 P
#9051 9 5 13 339 |1610 2530 18900 4190 342 3160 (1270 P
% 906| 90 6 15 334 |1890 2920 21400 4760 336 3660 |1490| P
#1003 | 100 3 8 387 |1130 2010 17500 3500 393 2790 ( 889 P
#1004 | 100 4 10 383 | 1480 2640 22300 4460 388 3630 |1160| P
#10051 100 5 13 379 |1810 3190 26600 5310 383 4400 (1420 P
#1006 | 100 6 15 374 (2130 3700 30400 6070 3.77 5130 | 1670 P
#1204 | 120 4 10 463 | 1800 3890 39700 6620 470 6380 {1410| P
#1205 120 5 13 459 | 2210 4720 47800 7960 464 7800 (1740 P
#1206 120 6 15 454 | 2610 5510 55100 9180 459 9130 (20501 €
#14051 140 5 13 539 [ 2610 6560 78000 11100 546 2600 [ 2050 P
#1406 | 140 6 15 534 [3090 7680 90500 12900 541 4800 {2430} P
#1408 | 140 8 20 526 |4000 9750 113000 16100 530 8900 [3140| P
#1605 160 5 13 619 |3010 8690 119000 14900 628 19010 [2370| P
#1606 | 160 6 15 614 | 3570 10200 139000 17300 623 22400 |2800| P
#1608 | 160 8 20 609 | 4640 131.00 174000 21800 612 28900 (3650 | P
#1705 170 5 13 659 | 3210 9870 144000 16900 669 22900 (2520 | C
#1706 | 170 6 15 654 | 3810 11600 168000 19800 664 27100 {2990 | C
#1708 | 170 8 20 646 | 4960 14900 212000 24900 653 34100 3900 P
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Tabla 2.A2.3.- Huecosrectangulares

r=Radio exterior de redondeo S,= Momento estatico de media seccion,
u=Perimetro respecto al eje Y
A= Area de la seccién I,= Momento de inercia de la seccién,
S, = Momento estatico de media seccion, respecto al eje Y
QX respecto al eje X W, = 2l,: b. Mddulo resistente de la seccién,
[, = Momento de inercia de Ia seccién, respecto al eje X respecto al eje Y
W,= 2, :a Mddulo resistente de la seccion, iy = \/iy:—ARadio de giro de la seccion,
respecto al eje Y respecto al eje Y

iy= VI : A. Radio de giro de la seccion, respecto al eje X I;="Mddulo de torsion de la seccion

Dimensiones Términos de seccion Peso
Perfil . .
a b e r u A S, I W, i S, I, W, iy I p
mm mm  mm mm mZm| cm? cmd cm¢ cmd cm  cmd cm¢ cm? cm cm?® | kp/m

60.402 | 60 40
60. 403 | 60 40
60. 404 | 60 40

70. 402 70 40
70. 403 70 40
70. 404 70 40

70. 50.2 70 50
. 503 70 50
70. 50.4 70 50

80. 403 | 80 40
80. 404 | 80 40
80. 405 | 80 40

80.603 | 80 60
80. 604 | 80 60
80. 605 | 80 60

% 100. 503 | 100 50
x100. 504 | 100 50
% 100. 505 | 100 50
% 100. 506 | 100 50

% 100. 60.4 | 100 60
% 100. 605 | 100 60
% 100. 606 | 100 60

x100. 804 | 100 80
x100. 805 | 100 80
% 100. 806 | 100 80

% 120. 604 | 120 60
% 120. 605 | 120 60
x 120. 606 | 120 60

% 120. 804 | 120 80
x120. 805 | 120 80
% 120. 806 | 120 80

% 1201004 | 120 100
% 1201005 | 120 100
% 1201006 | 120 100

x 140. 604 | 140 60
% 140. 605 | 140 60
% 140. 606 | 140 60

x 140. 804 | 140 80
X 140. 805 | 140 80
% 140. 806 | 140 80
x 140.1004 | 140 100
x 1401005 | 140 100
x 1401006 | 140 100

5 19 370 370 181 603 221 2.80 969 485 162 207 | 2@
8 187 533 518 24.7 823 215 391 1310 656 157 292 | 418
10 183 6.81 6.42 297 991 209 4.84 15.70 786 1582 361 | 535

211 410 467 264 755 254 3.18 11.10 557 165 258 | 322
8 207 593 6.59 36.4 1040 248 4.47 1520 759 1.60 364 | 466
10 203 761 8.23 443 1260 241 5.56 18.30 916 155 453 | 597

5 231 450 535 311 887 263 426 18.50 742 203 375 | 353
8 227 6.53 7.59 431 1230 257 603 2560 1030 198 536 | 513
10 223 8.41 955 530 1510 251 757 3140 1250 193 676 | 660

8 227 6.53 8.15 510 1280 279 502 17.20 862 162 438 | 513
10 223 8.41 10.20 62.6 1560 273 6.28 2090 1050 158 547 | 660
13 219 | 1014 12.00 716 1790 266 733 2370 1190 153 636 | 796

8 267 773 10.50 688 1720 298 860 4420 1470 239 885 | 607
10 263 | 1000 13.30 857 2140 293 1080 5490 1830 234 1130 | 786
13 259 | 1210 15.80 998 2500 287 1290 6370 2120 229 1340 | 953

8 287 833 13.10 1050 2090 354 813 3560 1420 207 886 | 654
10 283 | 1080 16.80 1310 2610 348 1030 4410 1760 202 1130 | 849
13 279 | 1310 20.00 1530 3060 341 1220 5110 2040 197 1340 | 1031
15 274 | 1530 2290 1710 3420 334 1390 5670 2270 192 1510 (1203

10 303 | 1160 18.70 149.0 2980 358 1310 6740 2250 241 156.0 | 9.11
13 299 | 1410 22.40 1750 3510 352 1570 7890 2630 236 1870 [ 1110
15 294 | 1650 2570 1970 3950 346 1790 8840 2950 231 2140 [ 1297

10 343 | 1320 22,60 186.0 3720 375 1940 13200 3300 316 2540 [ 1037
13 339 | 16.10 27.10 2210 4410 370 2330 15600 3900 311 3070 |1267
15 334 | 1890 31.30 2510 5010 364 2690 17700 4430 306 3550 [ 1485

10 343 | 1320 24.90 236.0 3930 422 1540 8000 2670 246  201.0 1037
13 339 | 16.10 30.00 2790 4650 416 1840 9400 3140 24 2410 | 1267
15 334 | 1890 34,60 3170 5280 409 2120 10600 3530 237 2770 | 1485

10 383 | 1480 29.60 2900 4830 442 2240 15500 3880 324 3320 (1163
13 379 | 1810 3570 345.0 5760 436 2700 18400 4610 319 4020 | 1424
15 3714 | 2130 4140 395.0 6580 430 3130 21000 5250 314 4670 ;1674

10 423 | 1640 3420 3430 5720 457 3020 26000 5700 398 4790 | 1288
13 419 | 2010 41.50 4120 6860 452 3660 31100 6220 393 5830 {1581
15 414 | 2370 48.30 4730 7880 446 4260 35700 7140 388 6810 | 1862

10 383 | 1480 32.00 349.0 4980 485 1760 9260 3090 250 2470 [ 1163
13 879 | 1810 38.60 4150 5930 478 2120 108.00 3640 245 2970 | 1424
15 374 | 2130 4470 4740 6770 471 2440 12400 4120 241 3420 |16.74
10 423 | 1640 3740 4230 6040 508 2540 17800 4460 330 4120 {1288
13 419 | 2010 45.30 506.0 7240 501 3080 21200 5310 325 5000 | 1581
15 414 | 2370 5270 5820 8310 495 3570 24300 6070 320 5820 | 1862
10 463 | 1800 4280 4970 7100 525 3410 29700 5930 406 6010 | 1414
13 459 | 2210 52.10 598.0 8640 520 4140 35600 7120 401 7330 [ 17.38
15 454 | 2610 60.80 680.0 9850 514 4820 41000 8200 396 8580 | 2051

XXX XXX XXX XXX XXX
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Ango02A-3
Perfilesy placas conformados

Perfiles conformados utilizados: Con caracter indicativo se describen los perfiles y
placas conformados de acero que se fabrican usualmente para su empleo en estructuras
de edificacion. En la columna de suministro de las tablas, las indicaciones P existencia
permanente, o C consulta previa corresponden a las condiciones normales de mercado.

Perfil conformado L

Su seccion tiene forma de angulo recto con alas de igual longitud y vértice
redondeado. Las dimensiones y los términos de seccion se detallan en la tabla 2.A3.1.

Perfil conformado LD

Su seccion tiene forma de angulo recto con alas de distinta longitud y vértice
redondeado. Las dimensiones y los términos de seccion se detallan en la tabla 2.A3.2.

Perfil conformado U

Su seccion tiene forma de U con alas de igual longitud y vértices redondeados. Las
dimensiones y los terminos de seccion se detallan en la tabla 2.A3.3.

Perfil conformado C

Su seccion es un rectangulo con uno de sus lados mas largos parcialmente abierto y
vértices redondeados. Las dimensiones y los términos de seccién se detallan en la tabla
2.A3.4.

Perfil conformado £ (omega)

Su seccidn tiene forma de U con alas hacia afuera y vértices redondeados, con
cierta semejanza a la letra griega omega mayuscula. Las dimensiones y los términos de
seccion se detallan en la tabla 2.A3.5.

Perfil conformado Z

Su seccion consta de un alma y en sus extremos alas perpendiculares en sentidos
opuestos, con labios rigidizadores en sus lados y veértices redondeados. Las dimensiones
y los términos de seccion se detallan en la tabla 2.A3.6.

Placa ondulada

Su seccidn estd constituida por ondas de perfil curvilineo. Las dimensiones mas
usuales y sus términos de seccion se detallan en la tabla 2.A3.7.

Placa grecada

Su seccion esta constituida por ondas de perfil trapecial con bordes redondeados.
Las dimensiones mas usuales y sus términos de seccidn se detallan en la tabla 2.A3.8.
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Placa nervada

Su seccion esta formada por trapecios desiguales con bordes redondeados y a veces
con acanaladuras en los lados largos. No constituyen series por la variedad de formas y
dimensiones con que se fabrican, que figuran junto con sus términos de seccion en los
catalogos de los fabricantes.

Placa agrafada

Es una placa nervada, uno de cuyos bordes tiene una grafa, pliegue que se
introduce en el borde liso de la placa contigua y se aplasta para mejorar la estanqueidad.
Los datos de las placas figuran en los catalogos de los fabricantes.

Panel
Es un elemento constituido por chapas conformadas de acero, enlazadas en fabrica

0 en obra, con material aislante intermedio. Los datos de los paneles figuran en los
catalogos de los fabricantes.
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Tabla 2.A3.1.- Perfiles conformados L

Médulo resistente, respecto an

i,. Radio de giro, respectoax 0y

Radio de giro, respecto a {
Radio de giro, respecto an

u=Perimetro W, =
A= Area de la seccidn i =
I, = 1, Momento de inercia de la seccion, respectoa x ¢ y i =
Ly, = Momento centrifugo de la seccidn, respecto a x, y 0=
I = Momento de inercia de la seccion, respectoa {
I, = Momento de inercia de Ia seccion, respecto an
W, = W, Modulo resistente, respectoa x 0 y
W = Modulo resistente, respecto a {

Dimensiones Posicion de los ejes Términos de seccion Peso
Perfil
Tla e 0wl v ow owl|A L L, L LW, oW W, i, i | P
mm mm mm mm/|cm cm cm cm|cm  cmt cm? cm? cm? cms cm? cm®  cm cm  cm | kg/m
LF 402 40 2 25 1571110 136 142 283|153 244 151 396 0928 0841 140 0653 126 161 0779 | 120 |P
LF 403| 40 3 30 156|114 136 143 283|225 351 220 571 1320 1230 202 0920 125 159 0765 | 1.77|C
LF 4041 40 4 60 1531120 128 141 283290 443 289 732 1550 1580 259 1.090 124 159 0730 228|C
LF 502) 50 2 30 197|135 170 177 354|193 485 3.00 78 1850 1330 222 1050 159 202 0980 151 |P
LF 503} 50 3 60 194|141 162 176 354|281 697 444 1140 2520 1940 223 1440 157 201 0947 { 221 |C
LF 504} 50 4 80 191|146 157 175 354|367 8% 582 1470 3090 2520 417 1770 156 201 0919 { 283 |C
LF 603} 60 3 60 234|166 197 211 424341 1230 774 2000 4540 2830 472 2150 190 242 1150 | 268 |P
LF 604 60 4 80 231|171 192 210 424|447 1580 1020 2600 5660 3690 613 2690 188 241 1130 | 351 |C
LF 605| 60 5 100 229|177 188 210 424|548 1910 1250 3170 6590 4520 747 3140 187 240 1100 | 430|C
LF 804} 80 4 80 311|221 263 281 566{607 3880 2450 6330 14300 6700 1120 5090 253 323 1540 | 476 |P
LF 805| 80 5 100 309|226 258 281 566748 4730 3030 7760 17100 8250 1370 6070 251 322 1510 | 587 |C
LF 806 80 6 120 307|232 253 280 566|885 5540 3590 9130 19400 9750 1610 6940 250 321 1480 | 695|C
LF1005|100 5 60 391275 335 354 7071952 9510 5340 15500 35700 13100 2190 10100 316 403 1940 | 748 |P
LF1006 (100 6 100 389 {280 330 353 7071130 11200 7070 18300 41200 15600 2580 11700 315 402 1910 | 887 |C
LF1007 (100 7 120 387 {286 325 353 7071300 12800 8180 21000 46200 17900 2970 13100 313 401 1880 [1020|C
LF1205{120 5 80 4711325 405 425 843 (1150 16700 10400 27000 63400 19100 3190 14900 361 484 2350 | 905|P
LF1206(120 6 100 469|330 401 424 8491370 19700 12300 32000 73800 22700 3780 17400 379 484 2320 {1080 |C
LF1207 (120 7 120 467|336 396 424 849([1580 22600 14300 36900 83400 26200 4350 19700 378 483 2290 {1240 |C
Tabla 2.A3.2.- PerfilesconformadosL D
\n ‘y
X u=Perimetro W, = Mddulo resistente, respecto a y
A= Area de la seccion W= Mddulo resistente, respectoa{
N I, = Momento de inercia de la seccion, respecto a x W, = Mddulo resistente, respectoan
1,= Momento de inercia de la seccion, respectoay i, = Radio de giro, respecto a x
e x Ly, = Momento centrifugo de la seccion, respecto a x, y i, = Radio de giro, respectoa y
¢ I, = Momento de inercia de la seccidn, respecto a{ i = Radio de giro, respecto a{
l,= Momento de inercia de la seccion, respectoan i, = Radio de giro, respecto an
W, = Maddulo resistente, respecto a x
Dimensiones Posicion de los ejes Términes de seccién Peso
Pl e b e ula o v v ow owmow o] A L L L L L W W W Wi ko b
mm mm mm mm mm{cm cm Ccm cm cm cm cm cm? emé cmt cmt cm cm® cmd cm? cm® cmd cm cm cm cm | kg/m
LF 40202 |40 20 2 25 117|145 0421 0697 1.18 0491 257 183 0287| 113 190 0344 0487 205 0204 0746 0218 0796 0.174 1.30 0552 135 04251 0.887 | P
LF 40203 | 40 20 3 30 116{150 0462 0714 1.15 0531 253 186 0288} 165 271 0480 0693 291 0282 1080 0312 1.150 0246 128 0.539 133 0413]1.300 (C
LF 50252 | 50 25 2 25 1471.78 0504 0867 149 0592 323 226 0286] 143 381 0692 0969 409 0415 1180 0347 1260 0279 163 0696 169 0559} 1.120 | P
LF 50253 | 50 25 3 30 146[183 0545 0884 145 0632 320 230 0285 210 548 0980 1390 588 0583 1730 0501 1.840 0399 t61 0683 167 0527; 1650 [ C
LF 60303 [ 60 30 3 30 176{216 0629 1050 177 0733 386 2.73 02841 255 969 1740 2460 1040 1050 2530 0735 2690 0.5%0 1.35 0.827 2.02 0.640] 2.000 | P
LF 60304 | 60 30 4 60 173{224 0679 1040 171 0.786 3.80 280 0292} 330 1230 2200 3220 1320 1260 3260 0948 3480 0.736 1.93 0816 200 0617]25% (C
LF 80404 | 80 40 4 60 233{291 0845 1380 234 0988 5.13 367 0289 450 3030 5490 7840 3260 3220 5950 1740 6.360 1.380 260 1.100 269 0848( 3530 | P
LF 804051 80 40 5 80 231]297 0893 1.380 2.20 1.040 507 373 0293| 552 3660 6590 9620 3940 3770 7290 2120 7.770 1650 257 1.090 267 0828] 4.340 | C
LF 100505 [100 50 5 80 291{364 1060 1720 291 1240 6.40 459 0290| 7.02 7390 13400 19200 7950 7810 11600 3.390 12.400 2680 324 1.380 336 1.060( 5510 | P
LF 100506 [100 50 6 100 289]3.71 1.110 1720 2.86 1.280 6.35 465 0203| 830 8620 15600 22700 9290 8.900 13700 3990 14600 3.110 322 1.370 335 1.040/ 6520 | C
LF 120605 (120 60 5 80 351{430 1220 2060 353 1.440 7.73 546 0299| 852 13000 23.700 33600 140.00 14.000 16900 4.970 18.100 3970 391 1.670 405 1.280( 6690 [P
LF 120606 [120 60 & 100 349]4.37 1270 2060 349 1.490 768 552 0291 [10.10 15300 27.700 39.800 165.00 16.100 20.000 5860 21.400 4630 389 1660 404 1260/ 7.930 | C
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e

Tabla 2.A3.3.- Perfiles confor mados U

436

T u= Perimetro W, = Modulo resistente, respecto a x
| ¢ = Posicién del eje y W, = Mbdulo resistente, respecto a y
! m= Distancia al centro de esfuerzos cortantes i, = Radio de giro, respecto a x
- ]L + - +, _x A= Area de la seccién i, = Radio de giro, respectoay
‘h [, = Momento de inercia de la seccidn, respecto a x ’
I,= Momento de inercia de la seccion, respecto a y
! L#J I;="Modulo de torsion de la seccion
L < + [, = Mddulo de alabeo de la seccion
mﬁh
s
Periil Dimensiones Términos de seccion Peso
el h b e ¢ u c moA I I, I R A A
mm mm mm mm mm cm cm cm? cm? cmé cm? cmé cm?d cm3 cm cm | kp/m
UF 603 60 30 3 3 226 | 0890 185 330 175 285 00991 148 58 135 231 093 | 259 | C
UF 604 60 30 4 6 218 | 0954 1.85 420 211 351 02240 158 7.03 172 224 091 330 | C
UF 803 80 40 3 3 306 1.140 248 450 439 703 0.1350 690 1100 246 312 125 353 | P
UF 804 80 .40 4 6 298 1.200 249 5.80 543 888 03100 793 1360 317 306 124 455 |1 C
UF 805 80 40 5 8 292 1.260 248 704 634 1050 0.5870 857 1590 384 300 122 552 | C
UF 1003 100 50 3 3 386 1.390 310 570 884 1410 01710 2230 17.70 390 394 157 448 | P
UF 1004 100 50 4 6 378 1.450 312 740 1110 1800 0.3950 2260 2220 507 388 156 5811 C
UF 1005 | 100 50 5 8 272 1510 3.12 904 1320 2160 0.7540 2990 2640 619 382 155 703 | C
UF 1204 | 120 60 4 6 458 1.700 3.75 900 1980 3190 0.4800 7020 3310 742 470 188 706 { P
UF 1205 120 60 5 8 452 1.750 375 1100 2380 3860 09210 8080 39.60 908 464 187 866 | C
UF 1206 | 120 60 6 10 446 1.810 375 1300 2730 4480 1.5600 8860 4550 1070 458 186 1020 | C
UF 1404 140 70 4 6 538 1.950 438 1060 3220 51860 05660 15800 4600 1020 6551 221 832 | P
UF 1405 | 140 70 5 8 532 2.000 438 1300 3880 6270 10900 18500 5550 1250 546 219 | 1020 C
UF 1406 140 70 6 10 526 2.060 438 1540 4490 7310 18500 20600 6420 1480 540 218 [1230 | C
Tabla 2.A3.4.- Perfiles conformados C
Yy
+ u=Perimetro W, = Mddulo resistente, respecto a x
OT ¢= Posicion deleje y W, = Modulo resistente, respectoay
m = Distancia al centro de esfuerzos cortantes i, = Radio de giro, respecto a x
L | x A= Area de la seccion i, = Radio de giro, respectoay
Jr . " I, = Momento de inercia de la seccidn, respecto a x
+ I, = Momento de inercia de la $eccion, respecto a y
‘ r ;= Modulo de torsidn de la seccion
< [, = Modulo de alabeo de la seccion
2t
Dimensiones Términos de seccién Peso
Perfil ' h b a2 e r ulc m A L I L W W, i, | op
mm mm mm mm mm mmfcm cm cm? cm¢ cm* cm? cmé cm® cm® cm cm |kp/m
CF 6020| 60 40 15 20 25 316[163 372 312 178 7.16 0.0416 749 593 303 239 152| 245|P
CF 8025( 60 40 15 25 25 312|163 362 384 215 856 0.0800 904 716 362 237 149 301 C
CF 6030| 60 40 15 30 30 307|163 345 450 246 971 0.1350 1090 822 410 234 147| 353|C
CF 8020| 80 40 15 20 25 356{146 340 352 349 800 0.0463 1220 874 315 315 151| 276 P
CF 8025| 80 40 15 25 25 352|146 331 434 424 957 0.0904 1480 1060 377 313 149| 340|C
CF 8030| 80 40 15 30 30 347|146 317 510 490 1080 0.1530 1790 1230 428 310 146) 400;C
CF10020|100 40 15 20 25 396|132 314 392 592 867 0.0523 1890 1180 324 389 148 308( P
CF10025|100 40 15 25 25 392|132 306 484 721 1040 01010 2280 1440 387 386 146| 380|C
CF10030(100 40 15 30 30 387|132 294 570 836 1180 0.1710 275.0 1670 440 383 144 448|C
CF12020(120 50 20 20 25 496|172 422 492 1090 1790 00656 5470 18.10 647 470 191 | 386(P
CF12025(120 50 20 25 25 492{172 414 609 1330 21.70 01270 6680 2220 661 468 189| 478|C
CF12030{120 50 20 30 30 487|172 402 720 1560 2500 02160 8080 2590 761 465 186 565|C
CF 14020140 50 20 20 25 536|160 397 532 1560 1890 0.0709 7510 2230 556 542 189 417 | P
CF14025|140 50 20 25 25 532|160 389 659 1920 2290 0.1370 9170 2740 672 540 186| 517|C
CF140.30]140 50 20 30 30 527|160 378 780 2250 2630 02340 11050 3210 774 537 184| 613(C
CF16020[{160 60 20 20 25 616186 462 612 2400 3050 00816 14930 3000 737 626 223| 480(P
CF 16025160 60 20 25 25 612|186 454 759 2950 3700 01580 16270 3680 895 623 221 595|C
CF16030[160 60 20 30 30 607186 443 900 3460 4290 02700 21920 4330 1040 620 218) 7.07|C
CF18020[180 60 20 20 25 656|175 440 652 3160 317 00869 19300 351 746 697 220| 512} P
CF18025[180 60 20 25 25 652|175 435 809 3830 385 0.1690 23600 432 906 694 218 635(C
CF 18030180 60 20 30 30 647[175 422 960 4580 4450 02880 28250 50.90 1050 691 215| 754(C
CF2002.0|200 60 20 20 25 696|166 420 692 4060 3270 00923 24380 406Q 753 766 217 | 543(P
CF20025(200 60 20 25 25 692{166 413 859 5000 3970 01790 29810 5000 9.15 763 215( 6.74|C
CF20030[200 60 20 30 30 687|166 404 1020 5880 46.00 03060 3561.0 5880 1060 760 212| 801|C
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Tabla 2.A3.4.- Perfiles confor mados C (continua)

Dimensiones Términos de seccion Peso
Perfil h b a e r u c m A I, I, I L W, Wy ix iy p
mm mm mm mm mm mm|cm cm cm? cmé cmé cmé cms cmd cm?® cm cm [ kp/m
CF22525(225 80 25 25 25 8421238 596 1050 8060 9080 0.2180 83200 7170 1620 878 295| 821({ P
CF22530(225 80 25 30 30 837({238 586 1250 9530 10600 03740 99700 84,70 1890 875 292| 978{ C
CF22540(225 80 25 40 6.0 819({236 553 1620 12130 13100 0.8650 140570 108.00 2330 866 285|1270|C
CF25025|250 80 25 25 25 892(225 570 11.10 10830 9380 0.2310 150280 8260 1630 965 291 | 870| P
CF250.3.0|/250 80 25 30 3.0 887(225 560 1320 12220 110.00 03960 126010 97.70 1910 962 288{1040|C
CF2504.0|250 80 25 40 6.0 869|223 530 1720 15590 13600 09180 17607.0 12500 23.50 9.52 281 |1350( C
CF27525]275 80 25 25 25 942{214 647 1170 12530 9650 02440 130610 9410 1650 1050 287 | 9.19| P
CF 275301275 80 25 30 30 937[214 537 1400 15320 11300 04290 156110 111.00 19.20 1050 284 {1100| C
CF275401275 80 25 40 60 912|212 509 1820 19590 14000 09710 216550 142.00 23.80 10.40 277 |1430|C
CF30025|300 80 25 25 25 992(204 525 1230 15920 98.90 02571 15931.0 106.00 16.60 11.40 2.83| 968 P
CF3003.0/300 80 25 3.0 30 987[204 516 1470 18850 116.00 04410 19017.0 126.00 19.40 11.30 280{1150| C
CF3004.0|300 80 25 40 6.0 969[202 489 1920 24150 143.00 1.0200 26216.0 161.00 2400 11.20 273 {1510| C
Tabla 2.A3.5.- Perfiles confor mados omega
Is
' u= Perimetro W, = Maodulo resistente, respecto a x
- - ¢ = Posicion del eje y W, = Médulo resistente, respecto a y
+—2 4 m = Distancia al centro de esfuerzos cortantes i, = Radio de giro, respecto a x
m| T A= Area de la seccién iy = Radio de giro, respectoay
l | I, = Momento de inercia de la seccidn, respecto a x
: - —JP% - I,= Momento de inercia de la seccién, respecto a y
T( I, = Moédulo de torsion de 1a seccién
e$ | - *l I,= Médulo de alabeo de la seccion
++ 1+
Dimensiones Términos de seccién Peso
Perfit 1 h b a e 1 uwlc m A I I, L i W, W, i, i, | p
mm mm mm mm mm mm{cm cm cm  cm? cm cm# cmé cm3 cm3® cm cm | kp/m
OF 4020} 40 40 15 20 25 272|214 346 272 608 984 00363 105 284 298 150 190 213 P
OF 4025 40 40 15 25 25 267|214 342 334 724 11.70 00696 12.0 338 361 147 188| 262|C
OF 4030| 40 40 15 30 30 261(214 339 39 8.17 13.30 0.1170 129 381 4147 145 185| 3.07(C
OF 5020| 50 50 17 20 25 340273 438 340 1200 1890 00453 33.2 440 472 188 236 267 P
OF 5025 50 50 17 25 25 335{273 434 419 1440 2280 00873 38.8 529 576 186 233 329|C
OF 5030| 50 50 17 30 3.0 329|273 431 493 1650 2610 0.1480 427 6.04 670 183 230| 387|C
OF 6020| 60 40 20 20 25 372|300 519 372 1820 1530 0.0496 430 6.08 401 221 203| 292|P
OF 60.25] 60 40 20 25 25 367(3.00 515 459 2200 1830 0.0956 50.6 734 489 219 200| 360|C
OF 6030f 60 40 20 30 30 361(3.00 512 541 2530 2100 0.1620 56.1 844 568 216 197 | 425|C
OF 8025 80 50 25 25 25 487(4.00 695 6.09 5260 3880 01268 1980 1310 817 294 252| 478 P
OF 8030 80 50 25 30 30 481(400 692 721 6100 4500 02160 2250 1530 957 291 250| 566|C
OF 10025(100 50 30 25 25 587(483 848 734 9690 5070 01529 4710 1880 966 363 263| 576| P
OF 1003.0{100 50 30 30 30 581(483 845 871 11300 5900 02610 5390 2190 11.30 361 260| 694 C
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Tabla 2.A3.6.- Perfiles confor mados Z

v
u= Perimetro W, = Mddulo resistente, respecto a y
A= Area de la seccion W = Mddulo resistente, respectoa {
I, = Momento de inercia de la seccion, respecto a x W, = Mddulo resistente, respecto an
I,= Momento de inercia de la seccion, respecto a y i = Radio de giro, respecto a x
L, = Momento centrifugo de fa seccion, respecto a x, y i, = Radio de giro, respectoa y
I = Momento de inercia de la seccion, respecto a { ip = Radio de giro, respectoal
I, = Momento de inercia de la seccion, respecto an iy = Radio de giro, respecto an
W, = Mddulo resistente, respecto a x ’
Dimensiones Posicion de los ejes Términos de seccion Peso

Perfil . . . .
hob by a a e  ulco ¢ v v ow o w iga|A I, oLy L L W W W W,k hyop
mm mm mm mm MM mm mm mmj ¢M CM ¢m cm cm  cm em? omt cm* cm' cm' cm' cmd cmd cmd cm® cm® cm cm cm | kp/m

ZF10020 {100 60 53 20 17 20 25 476| 481 018 281 255 695 718 0867|472 764 408 428 105
ZF10025 (100 60 83 20 17 25 25 472 481 015280 254 691 714 0862|584 935 493 520 128 149 180 881 179 478 400 291 468 160 458
ZF10030 {100 60 53 20 17 30 30 467 48t 013 277 251 685 709 0657|681 1090 568 603 149 172 210 1020 210 551 397 287 464 158} 542

123 147 725 148 394 402294 472 161} 370
1
1
ZF12020 (120 60 53 20 17 20 25 516( 579 016 279253 757 786 0510(512 1170 408 522 143 142 188 723 182 429 477 282 529 167| 402
1
1
1

ZF12025 (120 60 53 20 17 25 25 512( 579 013 278251 753 782 0505(634 1430 493 635 175 172 230 878 224 521 475279 525 165] 498
ZF12030 {120 60 53 20 17 30 30 507( 579 011 275248 747 777 0501|751 1670 568 738 204 199 269 1020 263 601 472275 521 163} 589

ZF 14020 1140 60 53 20 17 20 25 556( 677 014 273 246 827 861 0407 (552 1670 408 617 192 157 231 721 223 456 550 272 590 169] 433
ZF14025 1140 60 53 20 17 25 25 552 677 011 272245 823 858 0404 {684 2050 494 751 235 191 284 876 274 554 548 269 587 167| 537
ZF14030 {140 60 53 20 17 30 30 547 677 009 289242 819 854 0400|811 2400 569 872 275 20 3321010 322 633 544 265 583 165} 636

ZF18020 {160 60 53 20 17 20 25 59| 775 012 265233 904 943 0336(592 2290 409 711 252 170 277 720 268 478 621 263 653 169] 465
ZF18025 {160 60 53 20 17 25 25 592( 775 010 264 238 238 940 0333|734 2810 494 866 310 206 340 874 329 580 619259 650 167| 576
ZF16030 {160 60 53 20 17 30 30 587 775 007 262 236 89 936 0329|871 3300 569 101.0 363 238 400 1010 3B8 670 615256 645 165] 684

ZF18020 1180 60 53 20 17 20 25 B38| 873 01t 256 232 985 1030 02841632 3020 409 806 325 180 326 718 316 495 691 254 717 169 496
ZF 180251180 60 53 20 17 25 25 632| 873 008 2.56 231 982 1030 0281|784 3710 494 981 399 219 401 872 389 601 688 251 713 167| 615
ZF18030 (180 60 83 20 17 30 30 627) 873 006 254229 978 1020 0278|931 4360 569 1140 468 253 471 1010 458 694 685247 709 165) 731

ZF20020 (200 80 70 25 22 20 25 70| 968 020 358 323 1160 1200 0366|766 4730 973 1590 531 391 458 1280 441 B39 785356 832 226 601
ZF20025(200 80 70 25 22 25 25 766( 968 018 357 322 1150 1200 0364 | 951 5830 1190 1950 654 478 565 1670 544 1030 783 353 829 224| 747
ZF20030|200 80 70 25 22 30 30 761| 968 015354 319 11.50 1200 0361 [11.30 6880 1380 2280 770 558 666 1830 644 1200 780 349 825 222 888

ZF2525|205 80 70 25 22 25 25 816(10% 016 347 313 1250 1310 0307 [1010 7690 1190 2200 835 509 663 1560 641 1060 871 342 908 224 796
ZF22530 (225 80 70 25 22 30 30 8111080 013 344 310 1250 1300 0304 1210 9080 1380 2580 987 534 783 1830 758 1240 867 338 904 222| 947
ZF22540 (25 8 70 25 22 40 60 792(1090 008 334 300 1240 1290 0299 1570 11550 169.0 3230 1251 730 995 2250 970 1520 858 329 893 2161230

ZF25025 (230 80 70 25 22 25 25 866 (1210 014 337 303 1360 1410 0264 [1080 9860 119.0 2460 1051 536 767 1560 743 1100 957 332 988 223| 845
ZF25030 (250 80 70 25 22 30 30 861 (1210 012 334 301 1350 1410 0.262 [12.80 1166.0 138.0 2830 1241 626 90.7 1820 880 1280 954 328. 9.84 2211040
ZF 25040250 80 70 25 22 40 60 8421210 006 325292 1340 1400 0256 [16.70-1486.0 1690 3610 1579 769 1150 2250 1130 1570 944 319 972 215(1340

ZF27525 (275 80 70 25 22 25 25 916 (1340 013 327 295 1470 1530 0230 (1140 12370 119.0 2720 1300 560 876 1560 852 1120 1040 323 1070 2.22] 894
ZF27530 (275 80 70 25 22 30 30 911 (1340 010 325293 1460 1520 0228 1360 14640 138.0 3190 1536 654 1040 1820 1010 1310 1040 3.19 10.60 220{10.70
ZF27540 215 80 70 25 22 40 60 8921340 005 3.6 284 1450 1510 0223 17.70 1869.0 1700 3990 1958 804 132.0 2250 129.0 16.10 10.30 3.10 1050 2.13{1390
ZF30025(300 80 70 25 22 25 25 966{1460 011 316 286 1580 16.40 0208 [12.00 15240 119.0 2980 1585 582 99.0 1560 968 1150 1130 314 1150 220| 943
ZF30030 (300 80 70 25 2 30 30 9611460 009 316 284 1570 1640 0201 [14.30 18040 1380 3490 1874 67.9 117.0 1820 1140 1340 11.20 311 1140 248[1120
ZF30040 1300 80 70 25 22 40 60 9421460 004 307 276 1560 1630 0.197 [18.70 2306.0 1700 4370 2394 836 150.0 2240 1470 16.40 11.10 301 1130 2.12[1470
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ANeXxos.

Tabla 2.A3.7.- Placa ondulada

BUNNL=EEN LLBTE:LITE u=Perimetro de la seccion
e A = Area de la seccion
' /o | U EE7, G A G 135 I= Momento de inercia
= Modulo resistente |
- 725(5x145) i= 1:A. Radio de giro
Dimensiones Terminos de seccidn Peso
Placa e u A I W i D
mm mm cm? cm? cm3 cm kp/m2
GO05 05 2300 525 19 6.28 1.51 589 C
G06 0.6 2300 6.30 143 7.53 1.51 7.07 C
GOS8 08 2300 840 190 994 1.51 942 C
G10 10 2300 10.50 237 12.30 150 11.80 C
G12 1.2 2300 12.60 284 1470 150 1410 C
Tabla 2.A3.8.- Placa grecada
76 , ..
—— u = Perimetro de la seccion
A = Area de la seccion
e . R
2N UV AU UV UV an iwa [= Momento de inercia
W = Maddulo resistente
836(11x76) . i= 1:A Radio de giro
Dimensiones Términos de seccién Peso
Placa e u A [ W i p
mm mm cmé cmé cm3 cm kp/m?2
005 05 2000 5.00 2.00 222 0.63 438 C
006 06 2000 6.00 2.38 264 063 520 C
008 08 2000 8.00 3.70 4.11 0.68 7.00 C
010 10 2000 10.00 465 516 0.68 8.77 C
012 12 2000 12.00 5860 6.22 068 1050 C
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