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PROLOGO

Este trabajo ha surgido como consecuencia de explicar durante varios afios
el tema relativo al estudio de los métodos numéricos para la resolucion de ecua-
ciones escalares no lineales, asi como de una primera idea que aparecio en el
desarrollo de dicho tema, la cual consiste en relacionar la variacion de la conve-
xidad de la curva y = f(x) con la velocidad de convergencia que un proceso itera-
tivo tiene al aproximar una raiz de la ecuacion f(x)=0.

A partir de esta primera idea, y junto a la Dra. M. A. Salanova, comenzamos
a realizar algunos trabajos de investigacion sobre las ecuaciones escalares no
lineales como paso previo al estudio de la resolucién de operadores no lineales
en espacios de Banach, que era nuestro principal objetivo. Es como resultado de
esta investigacion previa que hemos elaborado estas notas.

Finalmente queremos expresar nuestro agradecimiento a nuestros compa-
feros de la Universidad de La Rioja que a lo largo de estos afos nos prestaron
su inestimable ayuda. En particular, queremos agradecer a los profesores J. A.
Ezquerro y J. M. Gutiérrez sus observaciones e indicaciones en la correcién y
mejora de estas notas.

Logroio, Febrero de 1996.

Miguel Angel.
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y la Convexidad de una Curva







INTRODUCCION

E! estudio de la concavidad y convexidad de un curva es un antiguo proble-
ma resuelto por los matematicos. Esta perfectamente caracterizado el hecho de
que una curva sea concava 0 convexa. Sin embargo el problema de medir esta
concavidad o convexidad es una cuestion menos desarroliada. Son conocidos los
grados de convexidad de una curva obtenidos por JENSEN y POPOVICIU [3]; no
obstante dichos grados de convexidad tienen un eminente sentido tedrico. Su
aplicacion practica resulta excesivamente complicada pues, entre otras cosas,
conlleva la consideracion de particiones de un intervalo segun diferentes medi-
das, ya que estos grados de convexidad son globales sobre dicho intervalo.

Otra forma de medir la convexidad de una curva se sugiere en el Teorema
de BOHR-MOLLERUP [2], para la definicién de la funcion Gamma. En este
resultado aparece el concepto de funcién logaritmicamente convexa [19], es
decir, una funcién cuyo logaritmo es una funcion convexa. J. GARAY y M. A.
HERNANDEZ [6], introducen el grado de convexidad logaritmico. Mediante la
sucesiva aplicacion del operador logaritmo, operador que “concaviza” a una fun-
cion convexa, se obtiene una medida puntual de la convexidad, dada por la
resistencia de esta funcidén a dicho operador. Es decir, el nimero de veces que
hay que aplicar el operador logaritmo a la funcién para obtener como resultado
una funcién céncava nos da una medida puntual de la convexidad de la funcion
que nos permite definir el grado de convexidad logaritmico, cuyo estudio se
desarrolla en el primer tema.

A continuacién, en el segundo tema, apoyandonos en la interpretacion geo-
métrica del grado de convexidad logaritmico definimos el correspondiente grado
de concavidad exponencial para una funciéon concava.

Terminamos nuestro- estudio de la concavidad y convexidad de una curva
extendiendo estos conceptos para operadores ¢ cualesquiera, definimos asi el
¢ -grado de convexidad y el ¢ -grado de concavidad de una funcién convexa y
céncava respectivamente.
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LA CONVEXIDAD EN LA RESOLUCION DE ECUACIONES ESCALARES NO LINEALES

En este estudio consideraremos que una funcion f: (a,b) — R se denomina
convexa si se verifica que f(A x + (1-A) y ) < A f(x) + (1-A) f(y) para todo x,y €
(a.b) y A €(0,1). Se dira estrictamente convexa si la desigualdad anterior es estric-
ta para todo x #y en (a,b). Ahora bien, dado que en nuestro estudio considera-
remos en todo momento funciones f eC(p((a,b)), p = 2, es conocido [19] que en
esta situacion f es convexa siy solosi f’(x)20.Ysi f'(x)>0 en (a,b) enton-
ces se verifica el mismo resultado para f estrictamente convexa. A partir de esta
caracterizacién, dado que en nuestro estudio intentamos definir una medida pun-
tual de la convexidad de una funcién consideraremos la convexidad de forma
puntual. Dado el caracter local que tiene la convexidad, es dificil establecer una
definicién de funcién convexa en un punto. Teniendo en cuenta la restriccion que
ello supone, nosotros consideraremos, para nuestro estudio, puntos x, donde la
funcion sea convexa verificando que f’(x5)>0, en cuyo caso diremos que f es de
caracter estrictamente convexo en X, 0 bien puntos x, tales que existe k € N,
numero par, con k <p, tal que f’(xg) =... = f(k'1(xo) =0y f(k(xo) > 0. En esta
situacion diremos que f es de cardcter convexo en sentido no estricto en Xg.
Cualquier otra situacion de convexidad en un punto x, queda fuera de nuestro
estudio. Notemos que la funcién x4 es convexa en sentido estricto en el punto
Xo=0, sin embargo segun nuestra consideracion es de caracter no estricto en
dicho punto. En el caso de la concavidad consideramos la situacién analoga. Este
mismo criterio lo seguiremos con los puntos criticos.
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CAPITULO |

MEDIDA DE LA CONVEXIDAD DE UNA CURVA MEDIANTE
EL OPERADOR LOGARITMO

1.0. Introduccién

El Teorema de BOHR-MOLLERUP, relativo a la definicion de la funcién
gamma [2], utiliza el hecho de que dicha funcién es “logaritmicamente convexa”
en R+, es decir, su logaritmo es una funcién convexa. (fig.1.)

s )
30.

20. {

10. 1
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LA CONVEXIDAD EN LA RESOLUCION DE ECUACIONES ESCALARES NO LINEALES

Resulta sencillo observar que esta propiedad no es verificada por todas las
funciones convexas. Basta considerar, por ejemplo, la funcion x2. (fig.2.)

TX00

T2

11.00

1P_|m

fig.2.

Esta situacion nos lleva a pensar que, en cierto sentido, existen funciones.
“mas convexas” que otras. De hecho, lo que estamos considerando es la accion
del operador logaritmo sobre el conjunto de las funciones convexas. Accién que,
por ser el logaritmo una funcién céncava, “concaviza” las funciones a las que se
les aplica. En este capitulo vamos a obtener un indice de medida puntual de la
convexidad de una funcién. Para lograr esto, mediremos la resistencia que ofre-
ce una funcién convexa a dejar de serlo mediante sucesivas aplicaciones del ope-
rador logaritmo, es decir, calcularemos el nimero de veces que debemos aplicar
dicho operador a la funcién convexa considerada, para que el resultado deje de
ser una funcién convexa.
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MEDIDA DE LA CONVEXIDAD DE UNA CURVA MEDIANTE EL OPERADOR LOGARITMO

1400
f(X)=X-cosx + 4

1200

Log. f(x)
/_’—_//01.00

'S‘N -200 -|¢m 1?0 2?0 00
XO:O

| Log.(Log.(f(x)))
X0=0
™ Log.(Log.(Log.(f(x))))
1
(. J/

La figura 3 muestra que hemos de aplicar tres veces el operador logaritmo
para que la funcion f(x) = x - cos x + 4, que es convexa en x, = 0, deje de serlo.

Este numero nos proporcionara un indice de medida, en cada punto, de la
convexidad de la funcién considerada.

Notemos por otra parte que si consideramos una funcién f en las condiciones
indicadas, normalizada por f(x,) = 1 para simplificar nuestros calculos, entonces
tenemos que la curvatura de f es mayor que la del log f (fig.4.), ya que

d , d> " v\ 2
xl09 10l =1xg) ¥y <llog 100l =1xg) = Fxg)"
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y las curvaturas de f(x) y de log f(x) en el punto x4 vienen dadas por

() - P'(x,)°

5z 0 KO0gf(x)) -y = 32

(1 +£(x,)

£(x,)
[KEOCN] .« =
°(1 +1(x,))

luego parece claro que se verifica nuestra idea geométrica de construcciéon de
éste indice de convexidad.

4 ™\
1" f(x)=x - cosx + 2
el
K(f)
age 3 1.30 2g0
K(Log.f)
1-050
T-10
S J/
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MEDIDA DE LA CONVEXIDAD DE UNA CURVA MEDIANTE EL OPERADOR LOGARITMO

1.1. Funciones logaritmicamente convexas.

Comenzamos nuestro estudio analizando el concepto de funcion logaritmica-
mente convexa introducido por BOHR -MOLLERUP. Este andlisis tiene como obje-
tivo el de conseguir una expresién analitica que caracterice, de alguna manera,
dicho concepto.

Sea V un entorno del punto x,, y f una funcion derivable, al menos de orden
dos (f e C(m(V) con m 22 ), positiva y convexa en V. Sabemos que f es una fun-
cion logaritmicamente convexa en x, si log f es una funcién convexa en x,.
Entonces, si f es una funcion logaritmicamente convexa en x,, existe un entorno
W de xg y una funcién h e c(m (W) convexa, W < V, de manera que f(x) = exp
[h(x)] en W, es decir, h(x) = log f(x) en W. Operando con la expresion obtenida
para la funcién f se sigue que

f(x) = h'(x) exp [h(x)] = h’(x) f(x)
f’(x) = h”(x) f(x) + h'(x) f'(x) = [h"(x) + h’(x)2] f(x)
y de estas igualdades se obtiene

" , 2
(1) g = LU0 - ()

(f (x)]

igualdad que nos va a permitir realizar el estudio de la convexidad de la funcién
h y por tanto de log f, al menos en el caso de que esta convexidad sea en senti-
do estricto.

A partir de (1.1), considerando su valor en el punto x, y los diferentes tipos
de convexidad que se pueden presentar en él, obtenemos los siguientes resulta-
dos, diferenciando el caso de que x4 sea un punto critico.

Teorema 1.1.

Sea x, un punto no critico de f
(i) Si f es una funcién convexa en sentido estricto se verifica

(a) f es logaritmicamente convexa en x, en sentido estricto, es decir, log
f es estrictamente convexa en x, si y sélo si

f(xf 1x,)
— >1.
[f (x )]

19
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(b) f es logaritmicamente convexa en x, en sentido no estricto, si y s6lo
si existe ke N, niumero par, k<m, de manera que

t-1 (t (k k-1
BT T 4 pepckot L

(1.2) t ,
[f(xy)] [f(xy]

(i) Si f es una funcién convexa en sentido no estricto entonces f no es loga-
ritmicamente convexa en xg.

Demostracion:

En cuanto al apartado (i), por (1.1) el punto (a) resulta obvio. Por otra parte,
para probar (b), como h =log f es convexa en x4, pero en sentido no estricto, se
verifica que existe ke N, nimero par, de manera que h’(xg) =... = h(k-1 (Xg) =0y
h(k(xo) > 0, luego teniendo en cuenta (1.1) se obtiene que f(xo)f"(xg)= [f’(xo)]z.

Para probar (1.2) consideramos que f'(x5) = h'(xg) f(xg) y por tanto se verifica

(nA Nn) (tA (n—t
1.3) " = S (MR T )" T (x
2= I gt e

entonces

n=0 P(xg) = h'(xg) f(xp)
f'(x.)

n=1 f(x,) = h'(x)f'(x)) + h"(x )f(x)) = f"(x)) = f(xo)
0
n=2 f"’(xo)=h'(xo)f"(xo)+(12)h"(xo)f’(xo) +h" 7 (x Jtx ) =
3
£
ey = LD
f(x)
k-2
_ f’
Suponiendo que f(k 2(X0)=_L:)_3 por recurrencia se tiene
f(x o
k-2 2 -
n=k-2 f(k_1(xo)= ) ('t“z)h(”‘(xo)f(k 2 t(xo)zh'(xo)f(k 2(x0) =
t=0
k-1
. f'
= f(k 1(XO) = (XO 2
f(x))

20



MEDIDA DE LA CONVEXIDAD DE UNA CURVA MEDIANTE EL OPERADOR LOGARITMO

Por otra parte, si consideramos
k K1k — 1) (t+ k—1-t , k-1 K .
n=k-1 f( (Xo)= Z(t )h( (xo)f( (x°)=h(xo)f( (xo)+h( (x0
t=0
Fx 0)k
Hx o)k-—1
= fK(xg) Hx)<T - F(xo)K = hK(xp) f(xo)K.
Como k es par, f(xg) > 0 y h(K(xg) > 0 entonces se sigue que f(K(x,) f(xo)K! >
f(xg)X.
Para ver que las condiciones también son suficientes, basta despejar h(t(xo)

en cada una de las igualdades anteriores y se comprueba faciimente que h es
convexa en sentido no estricto.

Para el apartado (i), se deduce de la expresion (1.1) que h”(x4)< 0. Por tanto
h(x) = log f no es convexa y por tanto f no es logaritmicamente convexa #

Notemos que la condicién (b) del apartado (i) para t = 2, no es suficiente
para que f sea logaritmicamente convexa en x4 en sentido no estricto, ya que si
f(xg) F"(x)F (Xo)]? = 1, no podemos asegurar que la funcion h=log f sea convexa
(fig.5.)

= f(k(xo)= +h(k(x0)f(xo) =

s ™~
200
ri(X) 1.00 Log. f 1 (x)
.g'“, -|'m 1.00 <200
X°=0
4-100 f3(X) 1.00
1200
200 =1 00 1,00
f2(x) o0 Log.f3(x)
- 180
-100 1.00
-2.00
-1 00
Log.f 5(x)
ot 7~ -]
\ _
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A continuacién indicamos unos ejemplos que corroboran este hecho.

Ejemplo 1.1.

Sean las funciones

f1(x) =exp [x + x4/4 ]

fo(x) =exp [x - x4 |

fa(x) =exp [x + x3/3 ] (fig.5.)

verifican que f;(0)f";(0) = f’i(0)2 i =1,2,3, sin embargo hqy=logf{ es convexa en el
origen, ho=log f, es céncava y hg=log f3 tiene un punto de inflexién. Esto prueba
la indeterminacion que presenta esta situacion.

Teorema 1.2.

Si xg €s un punto critico de f, es decir en nuestras condiciones un minimo,
entonces se verifica

(1.4) lim. f(")f”’e‘
X=Xo  [f(x)]

Ademas x sera un minimo de h =log f, manteniéndose para h el caracter
estricto o no estricto que x,, tenga para f.

Demostracion:

Para probarlo es necesario distinguir dos situaciones posibles. A parte de
verificarse que f'(x,) = 0, puede ocurrir que

1) 7(xg) > 0
2) Exista ke N, numero par, k <m, de manera que
P(xg) = = {1 (x ) = 0 y flK(x ) > 0.

En el caso 1.) resulta obvio que, como f(x,) > 0y f’(x,) >0, se verifica (1.4).
Ademas, teniendo en cuenta (1.1), se tiene que h”(xy) > 0, siendo h'(xq) = O,
luego se mantiene el caracter estricto del minimo x, de f para la funcion h =log f.

En cuanto a 2.), aplicando la regla de L Hépital [20], se prueba que también
verifica (1.4). Y considerando la expresion (1.3) se obtiene que h’(xy) = h”(xy) =...
= hk-T(xp) =0y hK(x)> 0. #

Pueden estudiarse algunas propiedades interesantes de las funciones loga-
ritmicamente convexas en el libro de Roberts [19].

22



MEDIDA DE LA CONVEXIDAD DE UNA CURVA MEDIANTE EL OPERADOR LOGARITMO

1.2. Definicion del grado de convexidad logaritmico de una funcién

En este parrafo vamos a establecer un indice de convexidad de una funcién.
Para ello, como ya indicamos en la introduccién de este tema, vamos a considerar
el operador logaritmo. Entonces, reiterando el procedimento utilizado al considerar
funciones logaritmicamente convexas visto en el parrafo anterior, es decir la aplica-
cion del operador logaritmo, vamos a obtener un nimero que nos va a permitir esta-
blecer ese indice puntual de la convexidad que indicdbamos anteriormente.

Si V es un entorno del punto x,, consideraremos en todo momento f eC(m(V)
con m > 2, una funcién convexa en x,. Ademas, para obtener una simplificacion
en los calculos, supondremos f(x5) =1, posteriormente indicaremos qué hacer en
otra situacion.

Por otra parte, si denotamos

(m _ (m _
Cox V) =(aCT(V) Tgbxg) =r)
y consideramos el operador normalizacion a uno en el punto x,, dado por

(m (m

N:C(xo,O)(V) _)C(x0,1)(v) tal que N[glx) =g(x) +1.

Entonces definimos las siguientes sucesiones de funciones

F1(x) = log f(x) G1(x) = N[F4]1(x)
Fo(x) = log G4(x) Go(x) = N[Fo](x)
Fa@)=log G4 Gin(¥) = NIF,1()

Asi, el estudio de la convexidad en el punto x,, de las funciones que forman
la sucesion

{m
(Fato2 1S C o) V)
nos va a permitir medir la resistencia de la funcion f a ser “concavizada” , median-
te sucesivas aplicaciones del operador logaritmo.

En la figura 6 pueden verse las graficas de la sucesion {F,} para la funcion
f(x) = x - 3cos(x-1) + 3 . Vemos que F5 es todavia una funcién convexa en xg, =1,
F4 tiene en x,, un punto de inflexion y F4 es concava en xg,.

23



LA CONVEXIDAD EN LA RESOLUCION DE ECUACIONES ESCALARES NO LINEALES

Este indice de la convexidad va a establecer lo que denominaremos grado
de convexidad logaritmico de f en x, , grado que nos va a indicar cémo es la con-
vexidad de f en el punto x, . Para conseguir esto, comenzaremos introduciendo
el concepto de funcién “n-logaritmicamente convexa”, concepto que se obtiene
como generalizacién del término de funcion logaritmicamente convexa estudiado

en el parrafo anterior.

1.0

130

11.00

f(x)=x - 3cos(x-1) + 3

fig.6.

100

<.
.
Ny
—~~
=
"

Fi
taa0 Ta30 Fq
N F3 / -
ng 1.9 \ GgU 1.0 1.&
) < 1) o -
UNEQERE: e al=-!

Definicion 1.3.

Diremos que f es n - logaritmicamente convexa en X si F, es convexa en x.
Si f es n - logaritmicamente convexa en X, para todo ne N diremos que f es

infinitamente -logaritmico convexa en x.
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MEDIDA DE LA CONVEXIDAD DE UNA CURVA MEDIANTE EL OPERADOR LOGARITMO

A continuacién, al igual que hicimos en el parrafo anterior, nos interesa carac-
terizar analiticamente este concepto. Para ello, comenzaremos obteniendo una
expresion para la segunda derivada de las funciones de la sucesion {Fn}n>1
derivada que, en algunas ocasiones (caracter estricto), nos permitira estudiar su
convexidad.

Teorema 1.4.

Para todo n € N se verifica:
(1.5) Fa(xg) = (%)
(1.6)  F'(xo) = '(xo) - N [F(xg))2

Demostracion:

Vamos a probar ambas expresiones por induccién. Dado que (1.5) nos ser-
vira para probar (1.6) , demostraremos en primer lugar la expresion correspon-
diente a la primera derivada de Fp,. Es obvio que (1.5) se verifica paran = 1, asi
que supongamos que se verifica paratodo p € N con p < n, es decir F’p(xo) =
f(xg). Como Fp(x) = log Gp,.1(x) se sigue que F’(xg) = G’n_1(xy) puesto que

m

G , e C(X0

Por la construccion indicada de las sucesiones {F}n>1 Y {Gpln>1 » €s claro que

G'h-1(Xg) = F'h-1(xg) vy aplicando la hipotesis de induccion obtenemos que
F'n(X0)=G'n.1(Xo) = F(xg) , con lo que (1.5) queda probado .

RIS

En cuanto a (1.6) , como F4(x) = log f(x) , teniendo en cuenta (1.1) , se sigue
que F”(Xq) = f"(Xo) - [f’(xo)]z, luego (1.6) se verifica para n = 1. Supongamos que
para todo p € N con p < n se tiene que F"p(xo) = f'(xg) - Pl F(xg) ]2. Entonces,
como Fp(x) = log Gp_1(x) = log [F.1(x) + 1], es claro que
Fual) L P 0000+ 11 001
F () +1 n

Fl(x) = ,
[F_,(x) +1]

luego mediante (1.5) y la hipétesis de induccién , como se verifica

(m

F
n-1< C(x 00)

(V), obtenemos que F";(xo)=f”(xo)—n[f’(xo)]2,

lo que prueba (1.6).
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Notemos que si f es n-logaritmicamente convexa en x, entonces f es k-loga-
ritmicamente convexa en Xy para k e N con 1< k< n.

A continuacion, teniendo en cuenta los diferentes tipos de convexidad que
pueden presentarse en el punto x,, vamos a caracterizar analiticamente el con-
cepto de funcion n-logaritmicamente convexa en x,. Asi, comenzaremos anali-
zando el caso de que x, sea un punto critico de f, es decir, en nuestras
condiciones, X, sera un minimo. -

Ve

f(x) = x2+ |

r-100

Teorema 1.5.

(i) Si xg es un minimo de f entonces también lo es de F, para todo n € N.
Ademas el caracter del minimo es el mismo en f que en cualquiera de las F,;, n € N.
(ii) f es infinitamente-logaritmico convexa en x, si y s0lo si x5 €s un minimo de f.

Demostracion:

(i) Supongamos que x, es un minimo estricto de f, es decir, f(x,)=0y ’(xg) > 0.
Por (1.5) y (1.6) se sigue que F'n(x;)=0y F’(xg) > O para cualquier n € N, por
tanto xg es un minimo estricto de Fj, para todo n e N.

Si X es un minimo no estricto de f, es decir, existe k e N nimero par, tal que
f(xg) =... = f(k'1(xo) =0y f(k(xo) > 0, veamos que también lo es de cualquier F,.
Por (1.3), considerando F{(x) = log f(x), obtenemos que

26



MEDIDA DE LA CONVEXIDAD DE UNA CURVA MEDIANTE EL OPERADOR LOGARITMO

n+1(0) 2() t+1 o)f (Xo)'

Entonces aplicando recurrencia a esta expresién obtenemos
n=0 f(x0) =F'1(xg) f(xg) = Fylxg)=0
n=1 '(xg) = F'1(xg) f'(x0)+ F"{(xg) f(xg) = F"1(xo) =0

Suponi endo que F:r(xo) =0 para r <k-2 tenemos que para

k-2 _o_ _-
K_o ( (xo) 2 (k 2)F(1t+1(Xo)f(k 2 t(xo)=F(1k 1(X0)f(x0)

o]
I

= F1(k'1(xo) =0

Por otra parte, si consideramos
n=k-1 1%xy- z( )F(t+1( o)f(k1t o)=F$k(xo)f(xo)=ng(xo)

luego F’'1(xg) =... = F1(k'1(xo) =0y F1(k(xo) = f(k(xo) > 0. Por tanto F4 tiene un
minimo no estricto en x.

Supongamos, como hipétesis de induccién, que x4 s un minimo no estricto
de Fyq,...,Fp.1. Entonces como Fp(x) = logGp,.1(x), por (1.3) se verifica que

(s+1 t+ (s-t
4xg= 2 ( )F(n (XG4 (xo)
teniendo en cuenta que Gp,.1(x) = Fn.1(x) + 1y que G_1(xy) =1 se sigue

F‘:j(xo): (s+1( x ) + Z() (t+1 O)F(st

y procediendo como en el caso n = 1, aplicando que x5 es un minimo no estricto
de Fn-1, se obtiene que x es un minimo no estricto de F,, paran e N.

(i) Sixg es un minimo de f, por (i), x5 es un minimo de Fp, para cualquier
n € N, entonces F, es convexa en X, para todo n e Ny por tanto f es infinita-
mente-logaritmico convexa en x.
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Reciprocamente, si f es infinitamente-logaritmico convexa en xg entonces Fp,
es convexa en x, para todo n € N. De (1.6) se sigue que f'(xg) - n[f‘(xo)]2 20
para todo n € Ny por (1.5) f(xg) = F'n(xg) = 0. Entonces se sigue que :

(@) f(xg) =0y f'(xg)>0 6 bien
(b) f(xg) = f"(xg) = 0.

El caso (a) representa la situacién de que Xo Sea un minimo estricto de f.
Respecto de (b), como f es convexa por hipétesis, se obtiene que x es un mini-
mo no estricto de f. #

En la figura 7 puede verse un ejemplo del caso en que xg, €s un minimo
estricto de f. -

Si x4, no es un punto critico de f, pueden presentarse dos situaciones: f estric-
tamente convexa en x, (fig.6.) 6 bien f convexa en sentido no estricto en xq
(fig.8.). A continuacién analizamos estas dos situaciones. Denotaremos con E[r]
la parte entera del numero real r.

Teorema 1.6.
Sea f una funcion convexa en sentido estricto en el punto x,. Entonces
(i) Sir=1"(xx) f’(xo)]2 ¢ N entonces se verifica que

(a) Para p = E[r] € N, tenemos que Fp es estrictamente convexa en x5 y
Fp+1 es estrictamente concava en x,. Por tanto f es p-logaritmica-
mente convexa en X, y no es (p+1)- logaritmicamente convexa en x,.

(b) f es n-logaritmicamente convexa en xq para n < E[r].
(i) Sir e N se verifica:

(a) f es (r-1) - logaritmicamente convexa en x,, siendo F,_4 estrictamente
convexa en x,. Ademas F, q es estrictamente concava en X, luego f
no es (r+1)- logaritmicamente convexa en X.

(b) f es r-logaritmicamente convexa en x, si y solo si existe k € N, nume-
ro par, tal que

F(:__l(xo) = f’(xo)t 2<t<k—1 : F(r_1(xo) >f,(Xo)k
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En esta situacion, F; sera convexa en sentido no estricto en x,.

( N
e
f
l»e:u F 1
s - 9% YL 1.00
XO:O
4
Lom () = k04 x5+ x4+
\ )

Demostracion:

(i) El apartado (a) se sigue facilmente de (1.6) , ya que si p = E[r], es claro
que f(xo0) > p[f’(xo)]2 y f”(xo)<(p+1)[f’(xo)]2. En cuanto a (b), también por (1.6),
resulta obvio.

(i) Al igual que en (i), por (1.6) el punto (a) es inmediato.

Para probar (b), tengamos en cuenta que F(x) = log G;_1(x), entonces por
(1.6) y como G,_4(x) = Fr_4(x) + 1 se sigue que

(sH s+ s t+1 (s-t
(1.7) Fr_1(xo)=F(r (xo)+t§o(t) F(r (xg F._4xg)

Por otra parte, F'((xq) = f"(xg) - r [ f'(xo)]2= 0. Entonces f es r-logaritmica-
mente convexa en X, si y sélo si existe k eN, numero par, tal que Fri(xy) =... =
Fr(k'1(xo) =0y Fr(k(xo) > 0, siendo F'i(xg) = f'(xg) # 0. De donde resulta obvio
que F, es una funcion convexa, en sentido no estricto, en el punto x,.

Ademas, por (1.7) tenemos que :
s=1  F'rq(X) = F'y(Xo) F'r1(Xo) = [ F(xo)I2

s=2 F"r1(Xg) = F'{xg) F"r.1(Xg)+ F"r(Xg) F'rq(Xg) =
= Fr(xo) F"r.1(x0) = [ f(xo)13
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, , (k-2 ) k-2
Por recurrencia, si suponemos Fr_1 (xo) = [f (xo)] , tenemos que

(k-1 (k-1 k3Brk -2\ (tH k-2 -t
s=k-2 Fr_1(xo):Fr (XO)+t§0(t )Fr (XO)F(r_1 (Xo)=
k-2 k-2 k-2 k-1
=(O )F’r(xo)F(r_1 (xo)=f’(xo)[f'(xo)] =[f'(xo)] .
Por otra parte, podemos escribir

| k k k2k -1
s=k-1 F(r_1(xo)=F(l,(xo)+t§o(,t

)F(: i O)F(rk_—11—t x,) =

k k-1 k k k
=|=(r (xo)+F’r(xO)F(r_1(xo)=F(r (xg) + I (x )l >[F (x )] -

Y queda probado el apartado (b). #

Ejemplo 1.2.

£00)
¢ .i(o)z g

El valor de i=12,3, para las funciones

x4

f1(x) =exp [exp(T +x) - 1]
x?

f () = exp fexp(x ~ %) -1

3
f3(x) = exp [exp(? +x) - 1]

es dos. Si designamos por {Fp;} la sucesion {F} correspondiente a f;, 1=1,2,3 se
comprueba (fig.9.) que F'"o¢ (0)>0, F"55(0) < 0 y Fog tiene en el origen un punto
de inflexién.
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La situacion que nos queda por analizar, que f sea una funcién convexa
en sentido no estricto en x, (fig.8.), resulta evidente ya que en este caso sabe-
mos que existe k € N, numero par, de manera que f'(xg) =.... = = f(k-1 (xg) =0

(xo) >0 ; como ademas f'(xg) # 0, teniendo en cuenta (1.6) se sigue inme-
dlatamente que Fp, es una funcioén estrictamente concava en x,, para cualquier
n eN (fig. 8).

Una vez estudiadas las diferentes posibilidades de convexidad que pueden
presentarse en el punto x,, resulta sencillo observar que estas quedan perfecta-
mente determinadas analizando el valor de la expresion f'(x,)[f' (xo)] , que por (1.6)
nos permite estudiar la concavidad o convexidad de Fy, en x, para cualquier n e N.
Este es el origen de la definicion de "grado de convexidad logaritmico”.

( +1.30 w
1.00
fi
1Te30
-39 -190 ol _ado .
=
F2i
hou
r200 +200
y 1.00 ‘y 1.00
100 Igo zgu -1 00 LPU
Fao
2100 1T-10
Fo3
\. _/
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Definicion 1.7.

El grado de convexidad logaritmico de la funcién f en el punto x4 es el nume-
ro real dado por la expresion

N fll(xo)
(1.8) Cx,) =—2
[f'(x,)]

cuando X, no es un minimo de f, en cuyo caso Cf(xo) = 4 oo,

roAlm
Notemos que Lf .C(X

1 — R , y si consideramos funciones
0

convexas, la imagen de Cf estaria en [0, +1].

En el caso de que f tome un valor positivo arbitrario en el punto x,, conside-
raremos la funcion * = f/f(x,) dado que log f y log f* poseen la "misma convexi-
dad" en el punto x,, ya que se diferencian en una constante (fig.10.). Entonces
unos pequenos calculos nos permiten obtener que el grado de convexidad loga-
ritmico de f en x4 es el numero real dado por la expresion

F(xg)f"(x,)
[f(x,)]°

si X NO es un minimo de f, en cuyo caso : L(x0) = +o-.

(19) Lix)=C(.(x)=

Notas:

1. Si consideramos una funcion positiva en un entorno del punto x,, es claro
que el grado de convexidad logaritmico de una funcién convexa es un nimero
real positivo, siendo "mas convexa" respecto del logaritmo a medida que mayor
sea dicho numero. Por otra parte, si bien perdemos el significado geométrico del
concepto, es claro que podemos extender formalmente la definicion de Ls al con-
junto C(2 (v).

2. Es interesante notar que en el caso de que f no tome el valor uno en x,
la normalizacién que hemos considerado no es la habitual, normalmente se con-
sidera N(f)(x) = f(x) - f(xy) +1. Esto se debe a que trasladar una funcion influye en
la concavidad o convexidad de su logaritmo.

Asi, por ejemplo, si tomamos f(x) = A + exp (x), Xo =0y A (-1, + =), al con-
siderar F(x) = log f(x) obtenemos que
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- N

f(x)=x2+ X+ 2

00

Log.f
199,
el ~2.00 =) 00

100 200 X90

.00
Log.f*
-3 .00 -2.00 100 1.90 290 300

N vy

sg(F"(xo)) = sg (), de donde se sigue que si trasladamos la gréfica de la fun-
cién exponencial de manera que tome un valor comprendido entre menos uno y cero
en el origen, el logaritmo de esta funcién es una funcién céncava ; siendo convexa
el logaritmo de cualquier traslacién de ella con A € R+. Por tanto, resulta evidente
que el grado de convexidad logaritmico no es una medida invariante por traslaciones.

4 N\
= fig.11. 4200
200
T1.00
f Logf
r 1.00, A -150 1.00 200
g /
am / Logg
r-100
\ J/

Como ejemplo, si consideramos f(x) = exp(x) + 1 y g(X) = exp(x) - 1/2, se
observa que sus logaritmos poseen distinta convexidad en x, =0. (fig. 11.)
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1.3. Propiedades del grado de convexidad logaritmico.

En este apartado vamos a estudiar algunas propiedades del grado de con-
vexidad logaritmico.

Teorema 1.8.

Seafe C(2(V), positiva y convexa en V. Entonces se verifica

i) Para todo numero real r tal que r + f(xg) > 0,

L onXo) =Le(xg) +7 Cf(xo)

i} Para todo numero real positivo, L(rf)(xo) = Li(xg)-
iii) Si 1/f es convexa en V entonces L(1/f)(Xo) = 2 - Lt(Xp)-

iv) Sea g una funcién de las mismas caracteristicas que f, de manera que
esté definida la composicion fog , entonces

L(fog)(xo) = [ Ef(g(xo)) + I/-\g(xo)](fog)(xo)

V) Li(xg) 20y ademas Lg(x,) = 0 si'y sélo si existe k nimero par, tal que
£ (o) =-.. = f{KT(xo) = 0y flK(x;)>0.
Demostracién:

Basta calcular las derivadas correspondientes y sustituir en la expresion
adecuada. Para el apartado (i) tenemos

(D)) xfxg) (%)

Lr+ X)) = =L (x
T ) x )T (RN T M

)+ L(x,).

0

Crxri(xg)  fUx (X))

(Xg) = 2 2 T Lf(xo)'
[ri'(xy)] [f'(xy)]

i) L(rf)
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, 2, 2
2f(x0)f (xo) —-f (Xc)f(xo) 1
4 f
N o) o £1x ) (x)
iii) L1(x0)= — =2 _ . .
ra f'x ) [f(x)]

=2-L.(xg)

- ['(9(x,)) g (x )] + £(g(x,))g"(x,)I(Fog)(x,)
(foa) 0 ['(9(x,))g'(x )]

iv) L

[ f(ax)  g"(x,)

+ _r .
[f'(g(xo))]z [g'(xo)]2 :l(fog)(xo) = [ L(9(x,)) + Lg(x,) 1(fog)(x,)-

ViLt(Xo) = 7 (xg) f(xo)[f’(xo)]'2 >0 al serf convexa y positiva.

Si Lf(xo) = 0 se sigue que f'(xy) =0 pues f(xo) # 0 al no ser x5 un minimo
para f y como ademas f es convexa existira un nimero k par tal que f'(xg) =... =
f(k'1(x0) =0y f(k(xo) > 0. El reciproco resulta obvio. #

Por ultimo damos unas acotaciones para el grado de convexidad de la suma
de funciones.

Teorema 1.9.

Seanf,ge C(Q(V), positivas y convexas en V tales que f'(x,) 9'(xo) <0, enton-
ces L(f +g)(Xo) = min. { Li(xg), Lg(xo) }
Demostracion:

Podemos suponer Li(xy) < Lg(xo) y estudiemos el signo de L(f +g)(xo) - L¢(x0).
Es facil ver que

9g"() @+ 571 g+ gt 12117’

: L, .-
(10) (f+g) f N (Y[ +g P
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y como f'(xg) g (x5) + f(xg) g"(xg) = 0 por ser fy g positivas y convexas en 'V, g
(Xo) 9"(xg) [f'(xg)]1< - f(xg) f'(xg) [g'(xo)]2 2 0 por ser Lg(xg) < Lg(xo) y ademas f
(xo) f'(xg) f'(Xg) g'(xg) <0 por serf(xp) g'(xg) <0y fconvexay positiva, enton-
ces L(f +g)(xo) - L¢(xp) 2 0y por tanto L(f +g)(xo) > min. {L§(Xg), L9(Xg)}

Teorema 1.10.

Seanf, ge C(Z(V), positivas y convexas en V tales que
i) Le(xg) 2 Lg(xo)
i) f(xg) 20y

iii) f(xg) g'(xg) < min. {f(xg)/ g(xg), f"(xg) 9"(xp)}, entendiendo que si g'(xe)
6 g"(xg) son cero, entonces f'(xg) o f'(xg) también lo seran.

Entonces L(f +g)(xo) < max. { Li(xg), Lg(xo) } = Li(xp)-
Demostracion:
Basta tener en cuenta la expresién (1.10) y que se verifica
a) 9(xo)9" (Xo)F (Xo)I2 - f(xo)"(Xo)g'(X)I2 < O, por (i),
b) g"(xo) f(Xo) [F(xo)I? - fixo) F(Xo) F'(Xo)g'(Xo) =
= f(xg) F(xg) [0"(Xg) f'(Xg)-f“(X0)g'(Xo)] < O al ser f(xp)f'(x5)20
por (ii)) ¥ "(xo)f(Xo) - '(xo)g!(xo) < O por ii).
0) F'(%o) (o) [F(xo)I - f(xo) F(xo) F"(xo)g'(Xo) =
= f'(xg) f"(xg) [ 9(xg) f(Xg) - f(Xo)g'(Xp)] < O por razones analogas a las
utilizadas anteriormente.

De a), b) y ¢) se deduce que L(f +g)(xo) - L(xg) < 0. #

36



CAPITULO 2

MEDIDA DE LA CONCAVIDAD DE UNA CURVA
MEDIANTE EL OPERADOR EXPONENCIAL

2.0. Introduccidén

Se puede realizar un analisis analogo al del Capitulo 1 para estudiar la con-
cavidad de una funcién, utilizando la accién del operador exponencial sobre las
funciones concavas. Al ser la exponencial una funcién convexa, va disminuyendo
la concavidad de la funcién a la que se le aplica hasta conseguir, que en una de
sus repetidas aplicaciones, la funcién obtenida sea convexa. Obtendremos asi un
indice de medida, en cada punto, de la concavidad de la funcién considerada .

Ve ™\
TAC0
fig.12.
TR0
€200
exp(exp.f)
- u
100 exp.(exp.(exp.f))
exp.f
T80
A uo A
Xo:O
f -U:S Q:HU
XQ:O
L $-100 f(x)= X - X2 )

La figura 12 muestra que hemos de aplicar tres veces el operador exponencial
a la funcion f(x) = x - x2, que es concava en el punto x, =0, para que deje de serlo .
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2.1. Funciones exponencialmente concavas

Sea V un entorno del punto x, y f € C(m(V) con m > 2, concava en V. Deci-
mos que f es una funcion exponencialmente concava en x, si exp f es una fun-
cion céncava en xq. Entonces, si f es una funcién exponencialmente céncava en
" Xg, existe un entorno W de xq y una funcién h e C(m(W) concava, W < V, de
manera que f(x) = log h(x) en W, es decir, h(x)=ef(x) en W. Operando con la
expresion obtenida para la funcién f se sigue que h'(x) = f'(x) exp [f(x)] = h(x) f'(x)
“'y.ademas h"(x) = (x) h(x) + [f'(x)]2 h(x) = ["(x) + £(x)2] h(x). De estas igualda-
des se obtiene -

(2.1)  h"(x) = [f"(x) + F(x)2] ef(X)

igualdad que nos va a permitir realizar el estudio de la concavidad de la funcidn h.
Obtenemos asi los siguientes resultados, andlogos a los Teoremas 1.1y 1.2.

Teorema 2.1.

(i) Si xg no es un punto critico de f, se verifica

(a) f es exponencialmente concava en x,, en sentido estricto,

£(x,)

£(x,)

siysoélosi -

(b) f es exponencialmente concava en X, en sentido no estricto si y sélo
si existe k e N numero par, k < m, de manera que

tH
-1)

[f(t(xo)=( (t—1)![f'(xo)]t 2<t <k-1

(2.2)
1f (k(xo) <— (k- N[f '(xo)]k

(i) Si f es una funcion céncava en sentido no estricto, entonces f no es expo-
nencialmente concava.

Demostracion:

Como h'(xg) = f'(xg) exp [f(xy)] # 0, x5 no es punto critico de h. El apartado
(a) del punto (i) es claro, por (2.1). Para probar (b), como h = ef(X) es concava en
Xq, Pero en sentido no estricto, se verifica que existe ke N numero par, k < m, de
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manera que h'(xg) =... = h(k'1(xo) =0y h(k(xo) > 0, luego teniendo en cuenta
(2.1) se obtiene que - f'(xo)=] f(xo)12.

Para probar (2.2), basta aplicar un proceso inductivo, teniendo en cuenta que
h'(x) = h(x) f'(x) , por tanto se verifica

(2.3) ™ix ) = 5 (") e oh iy
=0\
El reciproco se obtiene facilmente a partir de (2.3).
La primera de las condiciones (2.2) no es suficiente para que la funcion f sea
exponencialmente céncava, como prueba el ejemplo siguiente.

Ejemplo 2.1. 4
Las funciones - _ X
f1(x) Log.(1 —x + 4 )
i Log.( x*
o) = Log.(1— x - 2-)
f Log.( x®
3(X) = Log.(1- x - ?)

verifican dicha condicién para x5 = 0 y k = 2. Sin embargo exp f4 es convexa, exp
fo es concava y exp f3 tiene en x4 un punto de inflexion.

- ~

exp.fq
r4ovo
exp.f 2 r200
200 \
-200 200 \
-2, -0

M

1.00 f2
f3
a
100 290 f,(x) = Log.(1-x + X))

4
>(4
f2(x) =Log.(1-x - 2 )
- exp.f S
3 f_(x) = Log.(1-x - £)
3 5
\ _
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Teorema 2.2.

Si xg s un punto critico de f, es decir un maximo, entonces se verifica
(24) tim - L oo
X2 [F(x)]

Ademas X, sera un maximo de h = ef(x), manteniéndose para h el caracter
estricto o no estricto que x, tenga para f.

Demostracion:

Para probar este teorema es necesario distinguir dos situaciones posibles. A
parte de verificarse que f'(xy) = 0 puede ocurrir que

1) f'(xg) < 0
2.) Exista ke N numero par, k <m, de manera que
f'(xg) =... = k- (x) =0y fK(xg) <.

En el caso 1.) resulta obvio que, como f'(x,) < 0 se verifica (2.4). Ademas,
se tiene que h'(xg) = 0 y h"(x) < 0, luego se mantiene el caracter estricto del
méximo X, de f para la funcion h =e'\X),

En cuanto a 2.), aplicando la regla de L 'Hopital, se prueba que también veri-
fica (2.4). Y considerando la expresién (2.3) se obtiene que h'(xg) = h'(xg) =... =
h(k-1 (Xxg) =0y h(k(xo) < 0, luego x, es un méaximo no estricto para h. #

Notemos que del punto (a), del apartado (i) de este resultado se sigue que f
ha de ser estrictamente céncava en x. Por otra parte, es sencillo probar que si f
es concava en x, de forma no estricta, no siendo Xg Un punto critico de f, enton-
ces h = ef(X) es una funcion convexa en Xo- Para demostrar esto basta conside-
rar la expresion (2.1).
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2.2. Definicion del grado de concavidad exponencial de una
funcién

Para dar un indice de medida puntual de la concavidad de una funcién, repe-
timos el proceso realizado en el caso de la convexidad utilizando el operador
exponencial en vez del logaritmico.

Sea V un entorno del punto x5 y f € c( M(V) con m > 2, una funcién cénca-
va en X,. Ademas, para obtener una simplificacion en los calculos, suponemos
f(xo) = 0, posteriormente indicaremos qué hacer para un valor arbitrario de f en el
punto xq.

Llamamos T al operador normalizacién a cero, dado por

m (m i
T.C(XOJ)(V) ——)C(XUO)(V) tal que TIgl(x) =g(x) - gl(x,)

Entonces definimos las siguientes sucesiones de funciones:

Q1 (x) = exp f(x) R4 (x) = T[Qq](x)
Qo (x) = exp Rq(x) Ro (x) = T[Qo](x)
Qp(x) = exp Ry 1(X) Rp(x) = TIQpI(X)

Asi, el estudio de la concavidad en el punto x,, de las funciones que forman
la sucesion

(m
(Ol iy = Cx_1y V-

nos va a permitir medir la resistencia de la funcién f a transformarse en convexa,
mediante sucesivas aplicaciones del operador exponencial. Asi por ejemplo, si
consideramos la funcién f(x) = sen(x-1) - x2+1 en el punto x5 =1, se comprueba
que Qqy Qo son concavas en x, mientras que Qg ya pasa a ser convexa en
el punto x,. (fig. 14.)
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~

<»§

T430

2

f(x)=sen(x-1)-x<+ 1

Q0 100

(m
Notemos que {Fin}n 51 C C(x0 0

Esta medida nos permite definir el grado de concavidad exponencial de f en
Xo- Introducimos para ello el concepto de funcion “n-exponencialmente céncava”

Definicion 2.2.

Diremos que f es n - exponencialmente céncava en X, si Q, es concava en X,

Si f es n - exponencialmente concava en x, para todo nEN diremos que f
es infinitamente - exponencialmente concava en X
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Tratamos ahora de caracterizar analiticamente este concepto. Como en el

caso de la convexidad comenzaremos obteniendo una expresién para la segun-
da derivada de las funciones de la sucesion {Qp}n>1-

Teorema 2.3.

Para todo ne N se verifica:

(2.5) . Q'n(xe) = '(xo)

(2.6) Q" (o) = (%) + N [F'(xo)]2

Demostracion:

Se demqestra por induccion, de manera andloga al Teoremai.4. #

Notar que si f es n-exponencialmente concava en x, entonces f es k-expo-

nencialmente céncava en Xg para ke N con 1< k< n.

s

N
fig.15. :
Q3
Q2
1?0 230 9 Q‘
f
r-100
r-2.00
f(x):sen(2 -%x)-1
2 Y,

A continuacién caracterizamos analiticamente el concepto de funcion n-expo-

nencialmente concava en X,.Distinguimos dos situaciones, en primer lugar anali-




LA CONVEXIDAD EN LA RESOLUCION DE ECUACIONES ESCALARES NO LINEALES

zaremos el caso en que Xq sea un punto critico de f, es decir, un maximo (fig.15)
y posteriormente el caso en que X, no sea un punto critico ( fig. 14y 16 ).

Teorema 2.4.

(i) Sixg esun maximo de f entonces también lo es de Q, para todo ne N. Ade-
mas el caracter del maximo es el mismo en f que en cualquiera de las Qp, neEN.

ii) fes infinitamente-exponencialmente céncava en x,, si y sélo si x, es un
o] o)
maximo de f.

Demostracion:

Es analoga a la del Teorema 1.5. #

( )

4
f(X) = -2X - X <r-|m
\— J

Como en el caso de la convexidad, cuando x, no es un punto critico de f se
nos presentan dos posibles situaciones : f estrictamente concava en x, ( fig.14.)
0 bien f concava en sentido no estricto en x, (fig.16.).

El Teorema siguiente recoge los resultados obtenidos en estas situaciones,
cuya demostracion es analoga a la del Teorema 1.6.
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Teorema 2.5.

Supongamos que X, no es un punto critico de f, que es una funcién céncava
en sentido estricto en el punto x,. Entonces

() Si r=-1(xM f’(xo)]2 & N entonces se verifica que

(a) Sea p = E[r] € N, entonces Qp es estrictamente concava en x, y Qp+1
es estrictamente convexa en x, Por tanto f es p - exponencialmente
concava en x, y no es (p+1) -exponencialmente céncava en x,.

(b) f es n-exponencialmente céncava en x,, para n < E[r].
(iiy Sir €N se verifica:

(a) f es (r-1)-exponencialmente concava en X, siendo Q,.q estrictamente
concava en xo. Ademas Q¢ es estrictamente convexa en x,, luego
f no es (r+1) - exponencialmente concava en X,

(b) f es r - exponencialmente céncava en x, si y sélo si existe k €N,
numero par, tal que

(t (t t+ R
Qr_1(xo)=f (xo)=(—1) (t—1)!f(xo) 2<t<k-1
(k . k
Qr_1(xo)<—(k—1)!f (xo) . #
En la figura 13 puede verse la situacion del apartado (ii).

La situacién que nos queda por analizar, que f sea una funcién céncava en
sentido no estricto en x, resulta evidente ya que en este caso sabemos que exis-
te ke N, nimero par, de manera que f’(xg) =.... = (k- 1(xg) =0y (K (x;)<0;
como ademas f’(x,)#0, teniendo en cuenta (2.6) se sigue inmediatamente que Qp,
es una funcion estrictamente convexa en x, para cualquier ne N. (fig. 16.)

Una vez estudiadas las diferentes posibilidades de concavidad que pueden
presentarse en el punto x,, resulta sencillo observar que estas quedan perfec-
tamente determinadas analizando el valor de la expresion - f"(xg)[f'(xg)]" 2 ja
cual por (2.6), nos permite estudiar la concavidad o convexidad de Qp en x,
para cualquier n€ N. Este es el origen de la definiciéon de “grado de concavidad
exponencial”.
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Definicion 2.6.

El grado de concavidad exponencial de la funcion f en el punto x, es el nime-
ro real dado por la expresion

f(x,)

(2.7) B(x)=-
N (EeN

cuando xg no es un maximo de f, en cuyo caso IAEf(xo) = +4oo .

AL . ; . .
Notemos que E: C(x 0) — R, siconsideramos funciones concavas,
0’ .

la imagen estaria en [0, +].

En el caso de que f tome un valor arbitrario en el punto x, consideraremos
la funcion f*(x) = f(x) - f(xy). Dado que exp f y exp f* poseen la “misma concavi-
dad” en el punto x5, ya que exp f*(x) = [exp f(xg) I” 1exp f(x), y por tanto se dife-
rencian en el producto por una constante positiva. Entonces el grado de
concavidad exponencial de f en x, es el nimero real dado por la expresion

£(x,)

(28)  E(x) = E.(x;)=- -
[ (xp)]

si Xg no es un maximo de f, en cuyo caso E¢(xg) = +eo.

Notemos que si consideramos una funcién en un entorno del punto x,, es
claro que el grado de concavidad exponencial de una funciéon céncava es un
numero real positivo. Siendo “més concava” respecto a la funciéon exponencial a
medida que mayor sea dicho numero.

Por otra parte, resulta evidente que el grado de concavidad exponencial si
es invariante por traslaciones, propiedad geométrica que nos va a ser de gran
utilidad. :
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2.3. Propiedades del grado de concavidad exponencial.

Analogamente a como se probaron las propiedades del grado de convexidad
logaritmico en el parrafo 1.3 del Tema |, unos sencillos calculos nos dan las
siguientes propiedades para el grado de concavidad exponencial.

Teorema 2.7.

Sea f eCl 2(V) céncava en V, entonces se verifican las siguientes propiedades

i) Para todo numero real r, E( r+f)(xo) = Ef(Xp)-

ii) Para todo nimero real positivo, E( rf )(xo) = Ef(xp)/r.

iii) Si 1/f es coéncavaenV , E( 1 /f)(XO) =f(xg) Li(Xp) -2 ] =
= - f(xo) 2 + f(Xo)E¢ (Xo)],

iv) Ef(xg) = 0 y ademas E¢(xg) = 0 si'y sélo si existe un numero par k tal que
F(xg) =-.. = K- T(x5) = 0y f{K(xo) < 0.

v) Sea g una funcion de las mismas caracteristicas que f de manera que esté
definida la composicién fog, entonces

E( fog)(xo) = E(g(xo)) + Eg(xo)- #

Como ocurria con el grado de convexidad, se tienen las siguientes acotacio-
nes para el grado de concavidad de la suma

Teorema 2.8.

Sean f, g e cl 2(V), concavas en V tales que f'(xy)g'(xg)<0, entonces
E(f+g)(xo) > min. {E¢(Xp), Eg(Xo) }

Demostracion:

Se supone E¢(xg) < Eg(xo) y se estudia el signo de E(f +g)(xo)-Ef(xo). #

Teorema 2.9.

Sean f, g ecl 2(V), concavas en V tales que

i) Ef(xg) 2 Eg(xo)

i) f(xg) 9'(xg) 20

Entonces E(f+g)(xo) < max. {Ef(xg), Eg(xo) } = Ef(xp)- #
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CAPITULO 3

INDICES DE MEDIDA DE LA CONVEXIDAD
Y DE LA CONCAVIDAD

3.0. Introduccion.

En este capitulo vamos a considerar una funcién céncava ¢ en un dominio
WC R, € C(p(W), yfe C(p(V) , P = 2, una funcién convexa en un entorno V
de un punto x4, con yg = f( xg) € W.

La curvatura de una funcion f en x, [14], que viene dada por

F(x )

la expresion K(f)(x ) = — 372 ©sunamedida de la

(+f(xy) ]

convexidad de una funcién convexa f en cada punto. Es claro que si ¢'(yy)=1
entonces @of tiene curvatura mas pequefa que f, puesto que

(3.1)  (9oh)(x0) =0'(¥o) f'X0) ¥
(32)  (of) (%) = 0" (¥o) F'(Xo)2 + 0 (yo) " (Xo).

(@of) “(x,)

[1 +(gof) (x )12

Asi K(gof)(x,) = < K(f)(x,) -

Por tanto aplicando un operador céncavo a una funcién convexa obtenemos
una funcién de curvatura mas pequefa que la funcién convexa inicial. Podemos
observar esta situacién en el siguiente ejemplo
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Ejemplo 3.1.

Seaf(x) =eX -1y @(x) = 1+x - x2/4, entonces ¢ o f(x) = eX - (eX - 1)2/4. La
fig. 17. compara K(f) y K(¢of) para x, = 0.
En este estudio consideramos el efecto del operador céoncavo ¢ sobre el con-

junto de las funciones convexas reales en un entorno de un punto dado. Es decir,
de qué manera el operador ¢ “concaviza” a la funcién f a la que se le aplica.

f N\
b4 <
f(x) =e -1 200 , 9
w2
P(X)=——+ X+ |
4 1.00
' f
-200 -1.00 1.00 200
X0=O
T-100
fig.17.
TQ400

Q200
-0.400 -0.200 Q200 400
X 0= 0 \

\§ : /

Introducimos un indice de medida de la convexidad para cada funcién con-
vexa f de C(p(V) en un punto dado. Este indice denotara el nimero de veces que
hemos de componer la funcién f con el operador ¢ para obtener una funcién
concava. '

Terminamos el capitulo estudiando de forma analoga la accién de un opera-
dor convexo sobre el conjunto de las funciones céncavas de C(p(V).
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3.1. Funciones ¢ - Convexas.

Con la notacién anterior diremos que f es ¢-convexa en Xg iy 8610 si @of
es una funcién convexa en x,. Como la convexidad de gof puede ser en sentido
estricto o no estricto, es decir, que (gof)”’(x,) > 0 0 bien que exista un nimero
park e N tal que (¢of)"(xg) =... = (9of) (K- T(x o) = 0y (gof)(K(x) > 0, tenemos
asi los conceptos de funcion ¢-convexa en sentido estricto y no estricto. En lo que
sigue también utilizaremos otros conceptos como el de punto minimo Xg €n sen-
tido estricto y no estricto. Su definicion es analoga, es decir, si f(xg) =0y
f(xg) >0 0 bien F(xg) = f"(xo) =... = k-1 (x;)) =0y {K(x,) >0 donde k es un
numero par.

En primer lugar queremos caracterizar las funciones @-convexas. Notar que
si ¢ es una funcion decreciente en un entorno de Yo ¢'(Yo) <0, entonces se sigue
de (3.2.) que gof sera siempre una funciéon céncava. Se obtiene el mismo resul-
tado si ¢ es una funcion concava en sentido no estricto en y,, = f(x,), pues enton-
ces ¢"(yo) =0. Para no perder el sentido geométrico inicial, en lo que sigue
supondremos que ¢ es una funcién creciente y cdncava en sentido estricto en un
entorno W de y,, es decir, ¢(y)>0y ¢"(y) <0 en un entorno W de y,,.

Considerando el valor de las expresiones (3.1.) y (3.2.) en Xo Y los diferen-
tes tipos de convexidad obtenemos los siguientes resultados

Teorema 3.1.

Sea xq tal que f'(xg) #0.
(i) Si f es una funcién estrictamente convexa en Xq se verifica
(a) fes strictamente @- convexa en x si y solo si
@'(y,) f(x,)
2
[ 9" (yg)] F(x,)

>1.

(b) Sifes una funcién ¢ - convexa en x, en sentido no estricto, entonces

9ly,) F(x))

(3.3) >
[ @"(y )] f(x,)

=1.
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(ii) Sifes una funcion convexa en x4 en sentido no estricto, entonces f no es
¢ - convexa.

Demostracién:
(a) y (b) se siguen faciimente de (3.1.) y (3.2.).

Al ser £"(x5)=0 implica que (gof)"(xg) = ©°(Ye) f’(xo)2 <0y sesigueii). #

Nota:

La condicion (3.3.) no es suficiente para que la funcién f sea ¢-convexa en
sentido no estricto, como se puede ver en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2.

Dadas las funciones f; , i = 1,2,3, por las expresiones
4

f (x) =ex (ﬁ+x) f_(x) =exp (x - 2~) f_(x) =ex (l3-+x)
1) =exp iy » 1pX) =6exp g Y Tgw=exply :

Si tomamos como @(x) = log x , estas funciones verifican la condicién (3.3.)
para x,=0. Denotemos F;=¢of;,i=1,2, 3.

La fig.18. muestra que F1'(O)>0, F'2'(O)<0 y F, tiene
un punto de inflexion en x,.
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4+1.30 h
1.00
i
1a30
- 130 -100 -0.30 Qago 1.00
10 fig.18.
F
1
1300
<200 TZ00
f 1.00 1.00
% ‘/y
-1.00 1.00 299 -100 1.50
F2
T-100 {-100
F
J

Por otra parte, si f tiene un minimo en X entonces tenemos

lim

¢'(f(x)) f"(x)

X %o [ (F(x))] (%)

Ademas, gof tendra un minimo en x, manteniéndose el caracter estricto o no

estricto que f tiene en x,.
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3.2. p-grado de convexidad.

En este parrafo definiremos un indice puntual de medida de la convexidad de
una funcién. Como ya comentamos en la introduccion aplicaremos reiteradamen-
te el operador ¢ a la funcién f y definiremos este indice como el niimero de veces
que necesitamos aplicar dicho operador hasta obtener una funcién céncava.

En las condiciones usuales, definimos las siguientes sucesiones:

F1(x) = ¢ of(x) Gq(x) = N[ F{]1(x) = ¢ of(x) - ¢ of(xp) + f(xg)
Fo(x) = ¢ 0G1(x) Go(x) = N[ Fol(x) = Fo(x) - Fo(xg) + f(xg)
Fn(¥) =9 oG, . 1(x) Gp(x) = N[ Fl(x).

Notemos que Fy(xg) = 9of(xg) ¥ Gi(Xo) = f(xg) para cada ke N. Asi, estudia-
remos la convexidad de las funciones F, para medir la resistencia que tiene la
funcion f a ser “concavizada” por el operador ¢. Para realizar este estudio intro-
duciremos el concepto de funcidn n-¢—convexa, que es una generalizacion del
concepto de funcion @-convexa que hemos estudiado en el ltimo parrafo.

Definicion 3.2.

f es una funcion n - ¢ - convexa en x, si F, es convexa en xg.

Si f es una funcion n - ¢ - convexa en x,, para todo neN , diremos que f es
indefinidamente ¢-convexa.

A continuacidn vamos a caracterizar analiticamente estos conceptos obte-
niendo una expresion de las derivadas sucesivas de F,, para todo neN.

Teorema 3.3.

Se verifica para todo n eN
() P (xg) = (P’(yo)n f'(xo)-
n._

. . .. . n1 N3 k] . 2 , n,..
() Frxg=e"(go' g [ Zeyg 11 g+ 0lyg " (xg
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Demostracion:

Aplicaremos induccion para probar ambas igualdades. Las dos férmulas son
claras para n =1. Supongamos, por hipétesis de induccion, que (i) y (ii) se verifi-
can para m. Como F'm+ 1) = 0(Gp(x)) F'm(x), aplicando la hipétesis de induc-
cion se sigue que F'oy, (%) = (p‘(yo)m+1f’(xo). Esto prueba (i).

Por ofra parte, al ser F’p, +1(x)=(p”(Gm(x))F’m(x)2 +@' (G (X)F"m(x), un
argumento de induccion prueba (ii). #

Notemos que si f es n-g-convexa en x,, entonces f es k-¢-convexa en x, para
todo1<k<n.

Cuando F|, sea convexa en sentido no estricto calcularemos las derivadas
sucesivas por recurrencia aplicando (3.1.) y (3.2.), en otro caso tendremos

ket Koy
©4) Fplw= & (i@, oo

(t _(k-t+

F X

ng

A continuacion, teniendo en cuenta los diferentes tipos de convexidad en x,

caracterizaremos el concepto de funcién n-¢-convexa en x, Comenzaremos
estudiando el caso en que f tenga un minimo en x.

Teorema 3.4.

(i) Si f tiene un minimo en x,, F, también lo tiene para todo ne N. Ademas el
caracter del minimo es el mismo para f y para cada F,,, n € N.

(ii) f tiene un minimo en x, si y sélo si f es indefinidamente @-convexa en x,.
Demostracién:

(i) es inmediato si x,, es un minimo estricto. En otro caso, es decir, si existe
un numero par k € N tal que f'(xg) =.. = f(k-1 (x0) =0 vy fl k(xo) > 0, aplicaremos
induccion para probar que Fp, tiene un minimo en x, para todo n € N, en sentido
no estricto. Para n =1, como F’4 (x) = ¢(f(x))f'(x), se tiene que

) [{ J w001 170y Frixg) =P (xg) == B (x)=

(k-1 . (k
=0, portanto F1 (Xo) = (p(yo) f (xo) >0.
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Obtenemos asi que F tiene un minimo en x4 en sentido no estricto. Un pro-
ceso inductivo nos asegura que F, tiene un minimo en x, en sentido no estricto
para todon e N.

(ii) se sigue facilmente a partir de (i). #

Cuando xq no es un punto critico de f, pueden ocurrir dos casos: f es estric-
tamente convexa en x, 0 f es convexa en x,, en sentido no estricto.

Teorema 3.5.

Sea f una funcién estrictamente convexa en x,, con f'(x,)#0, asi se tiene

(i) Si se verifica que

n-1

C oy t7(x,)
Doly)* > - 1> Doty
k=0 (a) (p”(yo)f’(xo) (b) k=0

entonces F|, es estrictamente convexa en x5 y F,, 1 es estrictamente
concava en Xq. Por tanto f es n - ¢ - convexa y no es (n+1) - ¢ - convexa.

. . (‘pl(yo) f”(xo) T k
(iit)y Si [- — ] 5 = (p'(yo) entonces s f es (n-1)-¢
¢ (yo) f'(xo) k=0

— convexa en X,

Ademas F, _ 1 es estrictamente convexa en x,, y Fp, ;. 1 es estrictamente con-
cava en Xq.

Demostracion:

De la parte (ii) del Teorema 3.3., se sigue facilmente que

Fra(X,) e o(y,) f(x,)
?,_1 2 =2(P'(V0)k + ——0——02— < 0, por (b)
0" (Y )e'(y,)  fl(xp) k=0 9"(y,) f'(x,)
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y como el denominador es menor que cero se sigue que F”n(x,) > 0y por tanto
Fn es una funcion estrictamente convexa.

Andlogamente al caso anterior, se comprueba facilmente que

F.(x,) ¢'(y,) £"(x,)
T 2«p(yo) + ———22 >0, por (a)
0"y )0y f'(x,)° ke 9"yg) F'(x,)"

y como F"p, 1(Xg) < O, entonces F,, 1 es una funcion estrictamente céncava.
Esto prueba (i).

Para probar (ii) deducimos de las hipétesis que

_1("0)="P"(Vo)¢'<yo)2n_3f'(xo)2 >0 y porser ¢(y) <0,

obtenemos que Fy, _4 es estrictamente convexa.
. . .. . 2n,_, 2
Como Fn(x0)=0 yFn+1(xo)=(p (yo)(p(yo) f(xo) <0 se

sigue que F, 1 es una funcién estrictamente concava. #

Este ultimo resultado nos permite afirmar que la cantidad

P'(yy) 11(x,) 'S
[ ————1 ysurelacion con o'y, )" establece el
9"(y,) f'(x,) k=0

¢ - grado de convexidad de f en x,. Como este viene definido por el nimero natu-
ral n tal que Fj, sea convexay Fp, 1 no lo sea, teniendo en cuenta los diferentes
valores de s parece natural normalizar el operador ¢ de manera que ¢'(yg) = 1.
Esta normalizacién no cambia las propiedades geométricas de ¢, es decir, ¢ es
creciente y concava en un entorno W de y,,.

Por otra parte, en esta situacion, nuestra interpretacion geométrica del
¢-grado de convexidad en relacion con la curvatura es clara. Dado el operador ¢
en las condiciones indicadas, consideremos y(y) = ¢(y)/¢’(yy) Y repetimos el pro-
ceso anterior para este operador y, entonces calculando las correspondientes
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sucesiones Hy(x) = yoKp, - 1(x) donde Kp(x) = N[Hpl(x), Hq (X) = w o f(x) y Ky (x)
= N[H4 ](x), obtenemos el siguiente resultado analogo al Teorema 3.5.

Corolario 3.6.

Sea funa funcién estrictamente convexa en xg, con f'(x,) # 0, asi se tiene
(i) Si se verifica que

_ f(x

”1 )] _(% >
VY fxy
Entonces H,, es estrictamente convexa en x, ¥y Hp, . es estrictamente con-
cava en X, Por tanto f es n- y -convexa y no es (n+1) - y -convexa.

n+1 >[ n

e 1 Fxo) .
(ii) Si [-—] > =h , entonces f es una funcién
vy o f1(x,)
(n-1) - y -convexa, siendo la convexidad de Hp,_¢ y la concavidad de Hp, , 1
estrictas en x. #

Por otra parte, en relacion con la curvatura, se prueba que
K(f)(xg) > K(H1)(xg) > K(H2)(xg) >...> K(Hp)(Xg) 2 0 > K(Hp 4 1)(Xg) >-.-
1 | )

Hy(1>o|

H‘2'(l)>0
~r

H3.l)<0
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Ejemplo 3.3.
Consideremos la familia de funciones convexas

fm(X) = (1/2) exp (xM-1) para meR-{(0,1)} y Xo = 1. Si tomamos ¢(y) = log y
entonces y, = f(xg) =1/2'y w(y) = (log y)/2.

1 fmxd

1
\’I,,(yo)Jf,m(Xo)2 i

En estas condiciones obtenemos |[- =2 -

Al variar m obtenemos valores diferentes para esta cantidad. Estos valores
nos dicen qué términos de la sucesién {H,} son funciones convexas. Por ejemplo
si tomamos m = -2, (fig.19) entonces obtenemos que H{ y Ho son convexas y Hz
es concava.

H N T B K (X) = A
1(x) 2[ 2 1-log 2] 1(x) o2
log 2 | K 1 |
2(X) 2 gx 2(X) 2 9x

1 1
H3(x) = é—log [E-— log x]
Ademas se observa (fig. 20.), que
K(f)(1) > K(Hq }(1) > K(H2)(1) > 0 > K(H3)(1).

- ~

1150 K(f_2) fig.20.
11.00
loso K(H 1)

——

K(H2)
290
0
1-050
. /
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Asi, podemos definir

Definicion 3.7.

Llamaremos ¢-grado de convexidad de f en x, al nimero real dado por la
expresion

FENED
VI fx,)’

3.5.) U lflxg =1

Si Xg No es un minimo de f . En otro caso U(p(f)(xo) = + oo,

Haciendo unos pequefios célculos obtenemos

o'y ] f7(x o
W fxy’

(3.6) U(p[f](xo)z[_

Notas :

Esta cantidad nos da la medida de la convexidad antes de normalizar. Por
tanto es claro que la normalizacién anterior no afecta nuestro estudio, sélamente
lo simplifica.

Ademas podemos notar que U(p[f](xo) e [ 0, + =) y no estd acotado, como
muestra el siguiente ejemplo

Ejemplo 3.4.

Sea la familia de funciones fnh(x) =(-1/n) log nx en [0,1], con ne R,y con-

sideremos la familia de operadores @ (x) =2 + X - mx2/2, con me R + Sitoma-

mos xq =1/n, entonces y, = f(xo) =0y U(pm[f](:]—) = % .
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De la Definicién 3.7. se deducen las primeras propiedades de este indice de
medida de la convexidad

Corolario 3.8.

Con la notacién anterior, se verifica que

(i) Para cada numero real r, se tiene

a) Si denotamos k=—\':l,£li—, entonces
yo(r+y )
U(p [r+fl(xo) = k U(p [fl(xg)-
by Si r>0 y denotamos k=w, entonces
y(ry

Uy [fl(xo) = (k /1) Ugy [fl(xo).

(i) Si 1/f es convexa en (a,b), entonces

fy‘;_) 2+ )Y Uyt lixg)

1
U l£1(x ) =
1o vy

(i) U(p [fl(xg) = 0 . Ademas, U(p [fix)=0enW siysdlosifesafinenW, es
decir, f(x) = mx + d con m,d eR.

(iv) Sea g una funcion en las mismas condiciones que f, tal que gof esté defi-
nida, entonces

] v (x))
9 (f(x.)  w(glf(x))

U [gofl(xp) = U [al(f(x,)) + U, If1(xy) -

#
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3.3. Grado de Convexidad.

Finalmente queremos obtener un indice de convexidad referente a todos los
operadores céncavos. Para ello si normalizamos el operador ¢ por la transfor-
macion
o(y) - [9'(yy) +9"(y)ly

[- ¢(y,)]

0" (y) =

obtenemos un nuevo operador ¢* de las mismas caracteristicas geométricas que
@, con (0*)(yo) =1y (9%)°(yy) =-1. Por tanto, de (3.6.) obtenemos

U . [fl(x,) = %)
0" 0 f'(Xo)z

Asi, definimos el grado de convexidad de f en x5, como el numero real posi-
tivo dado por la expresion

F(x )
(3.7.) Ufl(x.)=——
(0] f'(Xn)z

Si Xg No es un minimo para f. En este caso U[f](xg) = + .

Es facil probar las siguientes propiedades de este grado de convexidad

Corolario 3.9.

Se verifica que

(i) Para todo numero real r se tiene
a) U[r +fl(xg) = U[f] (xg), es decir, U[f] es invariante por traslaciones.
b) Sire Ry, entonces U[rfl(xq) = U[f)(xo)/r.

(i) Si 1/f es convexa en (a,b), entonces

U[1/](xg) = f(xg) [2 - f(xg) ULf] (xo) ]-
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(iii) U[f] (xg) = 0y ademas U[f](x) = 0 en (a,b) si y sélo si f es afin, es decir,
f(x) =mx +dconm, deR.

(iv) Si fy g son dos funciones crecientes, se verifica que

UIf + gl(xo) < UIf} (xo) + U[] (Xg)-

(v) Si fy g son dos funciones crecientes, tales que gof esta definida, entonces
Ulg o fl(xo) = Ulg] (f(xg)) + [1/9"(f(xo))] UIf] (xo)-

Estos resultados nos permiten afirmar que U[f] es una buena medida de la con-
vexidad en cada punto, [19].

3.4. Grado de Concavidad.

Si consideramos una funcién céncava f en un entorno del punto x5, y @ un
operador convexo en un entorno de y,=f(x,), podemos realizar un proceso simi-
lar al que hemos hecho para definir el grado de convexidad, y obtenemos asi el
@-grado de concavidad de f en x,, dado por la expresion

o(y,) f7(x,)
N [f1(x) = ———1- >
¢ o (y,) £(x,)
Como indicamos en el caso del ¢-grado de convexidad, normalizando el ope-
rador ¢ obtenemos un indice de medida de la concavidad de f en x,,. Este vendra
dado por el nimero real positivo obtenido por la expresion

£(x)
f’(xo)2

si Xg NO es un maximo. En este caso M [f](xg) = + .

(3.8.) M [fx) = -

Geométricamente, si f tiene las condiciones indicadas podriamos definir el
grado de concavidad de f en x, como el grado de convexidad de -fen x,.Ya que
de (3.7.) y (3.8.) obtenemos

(3.9) M [H(x,) = U-11(x,) -

Por otra parte, se sigue de (1.9.) que el grado de concavidad de f en x, va a
tener las mismas propiedades que el grado de convexidad de f en x5, como
hemos visto en el Corolario 3.9.
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Tema Il

La Concavidad y la Convexidad en la
Convergencia de Procesos lterativos







INTRODUCCION

Uno de los problemas matematicos que suelen aparecer, con mas frecuen-
cia en la practica, es la resolucién de una ecuacion f(x)=0. Aunque en algun caso
muy sencillo haya procedimientos de resolucidn directa de esta ecuacién, en
general, nos veremos obligados a recurrir a procesos iterativos que nos permitan
ir obteniendo valores, que se espera, sean cada vez mas proximos a la solucion.
A partir de estos valores, mediante nueva aplicacién del proceso iterativo, obte-
nemos otro valor mas préximo a la solucién de la ecuacion y asi sucesivamente.
La gran mayoria de estos procesos iterativos se basan en la transformacién de la
ecuacion original, anteriormente citada, en otra equivalente del tipo x=F(x). La
forma de obtener F depende de cada método particular. Una vez obtenida dicha
funcion se construye una sucesién de la forma xp, ;. 1= F(xp), la cual nos debe pro-
porcionar sucesivas aproximaciones a la solucién de la ecuacion f(x) = 0 [7] y [12].
Por tanto, transformamos un problema de resolucién de una ecuacion en un pro-
blema de calculo de puntos fijos.

En el primer Capitulo de este Tema analizamos los métodos iterativos de
Whittaker y de Newton-Raphson para la resolucion de ecuaciones. Comenzamos
recordando algunas generalidades acerca de dichos métodos. Posteriormente
estudiamos la convergencia de estos métodos iterativos utilizando los grados de
concavidad exponencial y de convexidad logaritmico respectivamente. Ademas,
mediante estos conceptos, indicamos posibles procedimientos para aumentar la
velocidad de convergencia de dichos métodos iterativos.

En el segundo Capitulo de este Tema vamos a estudiar la convergencia de
algunos procesos iterativos de tercer orden [22], es decir con convergencia cubi-
ca, para la resolucion de la ecuacién no lineal f(x) = 0. Este estudio lo realizamos
a partir de la convexidad de la curva y = f(x). Para medir esta convexidad utiliza-
mos el grado de convexidad logaritmico de la funcién f. El hecho de utilizar esta
medida de la convexidad se debe a obtener una mayor simplificacién operacional,
si bien resulta evidente que se puede realizar un estudio andlogo utilizando el
grado de convexidad de f, ya que L(x) = f(x)U[f](x).
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El resultado de Gander [5] en el que se prueba que todo proceso iterativo de
fa forma

Xn+1= F(Xp) = xp - H(L¢ (X)) F(xXVF(xp)

donde H(0)=1, H'(0) = 1/2 y IH"(0)! < +<-, tiene convergencia cubica, nos lleva a
expresar los procesos iterativos de tercer orden en funcion del grado de convexi-
dad logaritmico de la funcién f. Asi, se puede comprobar que los procesos iterati-
vos usuales de tercer orden, el método de Chebyshev [4] y el método de Halley
[5], admiten una expresion de este tipo. Por ello, damos resultados de conver-
gencia de estos métodos imponiendo condiciones sobre Ly y Lg, es decir sobre
las derivadas segunda y tercera de la funcion f, lo que es habitual para asegurar
la convergencia de procesos iterativos de tercer orden.
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CAPITULO |

LA CONCAVIDAD Y LA CONVEXIDAD EN LA CONVERGENCIA
DE PROCESOS ITERATIVOS DE ORDEN MENOR QUE TRES

1.1. El método de Whittaker

1.1.1. Generalidades

El método de Whittaker es un proceso iterativo que surge como consecuen-
cia del Teorema del Punto Fijo [15]. Es conocido que si F: [a,b] — [a,b] es una apli-
cacion contractiva, y partimos de un punto x, arbitrario de [a,b], la sucesién dada
por X, = F(xp, . 1) converge al tnico punto fijo de F. Asi, si consideramos una ecua-
cion de la forma F(x) = x equivalente a f(x) = 0 en [a,b] trasladamos el problema
de resolucion de la ecuacién f(x) = 0 a un problema de calculo del punto fijo de un
operador F. Es claro que, si f: [a,b] — R es una aplicacidon que se anula para un
unico punto de [a,b], podemos definir F: [a,b] — R de manera que F(x) = x-Af(x),
para A # 0 y la solucion de f(x) = O sera el Unico punto fijo del operador F. Asi el
método de Whittaker consiste en determinar valores de A, distintos de cero, para
los cuales la aplicacion F sea contractiva y F(x) pertenezca al intervalo [a,b] para
todo punto x € [a,b]. Entonces estamos en disposicidn de hallar el unico punto fijo
de F en [a,b], que sera la Unica raiz de f en dicho intervalo.

Asi, como hemos indicado anteriormente, construimos la sucesion {x,} dada
por la expresion
(1.1) Xn = F(Xp-1) = X1 - M(Xp-q) con xqe [a,b].

A continuacion nos planteamos el estudio de condiciones suficientes para
que la sucesion {xp}, dada por (1.1), sea convergente a s, Unica raiz de la ecua-
cion f(x) = 0 en [a,b].

El resultado siguiente nos proporciona condiciones, que debe verificar f, para
poder aplicar el método de Whittaker, obteniendo una sucesion {xn} convergente
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a s. Ademas nos indica como determinar los valores de A para los cuales se veri-
fica dicha convergencia, su demostraciéon puede verse en [11].

Teorema 1.1.
Sean f e C( 1([a,b]), f(a)f(b) < 0, f'(x) # 0 en [a,b], {x,} la sucesion dada por
(1.1), con f(xg) > 0, M = max.{If (x)| | x € [a,b]} entonces
i) Si f es creciente tenemos que
a) para A € (0, 1/M ] la sucesion {x,} es decreciente a s.

b) para A € ( 1/M, 2/M ) la sucesion {x,} converge a s pero no sabemos su
forma.

ii) Si f es decreciente tenemos que
a) para A € (-1/M, 0) la sucesion {x,} es creciente a s.

b) para A € ( -2/M, -1/M ] la sucesién {x,} converge a s pero no sabemos
su forma. #

Notar que la eleccion de xqe [a,b] puede hacer variar el caracter creciente o
decreciente de la sucesion.

Otro tipo de condiciones de convergencia, asi como el andlisis del error y
orden de convergencia del método pueden verse en [13).

El Teorema 1.1 nos proporciona los valores de A para los que la sucesion {x,}
dada por (1.1) es convergente. A continuacidn, queremos determinar, en los
casos en que la sucesion sea decreciente o creciente, los valores de A que nos
proporcionen una situacién 6ptima del método de Whittaker. Asi, siguiendo con la
notacion de dicho teorema, obtenemos el siguiente resultado

Teorema 1.2.

Sean A y p dos numeros reales, xp = Xp.1 - A f(xn.1) = F(xq.1) € yp=
Yn-1 - kiyn-1) = Glyn-1) con x4 =yq

i) Sif es creciente en [a,b] y 0 < u <A < 1/M entonces la sucesion {xp, } con-
verge a s mas rapidamente que la {yp}.

i) Si f es decreciente en [a,b]y -1/M < X < u < 0 entonces la sucesion {Xn}
converge a s mas rapidamente que la {yp}. #

La demostracién de este resultado quede verse en [11]. Como consecuencia,
podemos deducir que a mayores valores de |Al la sucesion obtenida tiene mayor
velocidad de convergencia.
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1.1.2. La Concavidad en la Convergencia del método de Whittaker

A continuacién vamos a efectuar un estudio del método de Whittaker median-
te el grado de concavidad exponencial de f. Para ello consideramos en todo
momento fe C( M([a,b]) con m > 2, f una funcién decreciente y cdncava. Si f fuera
creciente bastaria con efectuar el cambio de f(x) por f(-x).

Tambiéen elegimos x,, € [a,b] con f(x,) > 0, en otro caso los resultados serdn
analogos.

Comenzamos este estudio probando un resultado de convergencia global
para el proceso iterativo de Whittaker, en funcién del grado de concavidad expo-
nencial de f. Si bien este resultado no posee gran interés practico, dado que sus
hipétesis son excesivas respecto del Teorema 1.1, si posee interés tedrico ya que
dichas hipdtesis se expresan mediante el grado de concavidad exponencial de la
funcion. Ademas este resultado acota los posibtes valores del parametro A en fun-
cién del grado de concavidad exponencial de la funcion f.

Teorema 1.3.

Sea f en las condiciones indicadas verificando que 1/If'(a)l<b-a, siA e R_ y
E¢(x) 2 Af'(b) para x e [a,b] entonces la sucesién {x,} dada por (1.1), con
Xo € [a,b] y f(x5)>0, converge de forma creciente a la Unica raiz de f(x) = 0 en [a,b].

Demostracion:

La estructura de esta demostracién va a ser andloga a la del Teorema 1.1.
Aqui f(a) > 0 > f(b).

a) Probemos, por induccién sobre n, que x, < s para cualquier ne N. Como
f(xg) 2 0, entonces x, < sy por tanto x4 - s = F( xg) - F(s), con F(x) = x - Af(x).

Por el Teorema del Valor medio, existe 8, (S, o) tal que x1-s = F'(85) ( X5 5)
=[1- AMP(0)]( xg- 8 ).

Si probamos que Af’( 85) < 1, como x,- s < 0, es claro que xq- s > 0. Para
probar esto, como E¢(x) > Af'(b) para x € [a,b], se tiene que

b
| =J.Ef(t)dt S —
a

b
Fo T T Jlf'(b)dt = Af'(b) (b-a)
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por otra parte

o1 .1 11
f'(b) f'(a) If'(a)l  IF'(b)l _ If'(a)l

<b - a, pues 0 >f'(a) >f'(b),

luego A f'(b)(b-a) < b-a.

Entonces como f’ es decreciente, f'(b) < f'(8,) y A < 0 se sigue que

¢ 1 b_a_
M'(89 <Af'(b) < 2=2 =1

Suponiendo cierto que x,_1 <'s, probémoslo para x,. Xp-S = F(xn.1) - F(s)
= F(6n_1)(Xn-1-8) = [1- AP (8- 1))(Xn - 1- S) para 64_1 € (s,X,.1). Como en el
caso anterior, basta probar que Af'(6,_4) <1y como Af'(8,._1) < Af'(b) <1, se
sigue que xp< s.

b) Veamos que la sucesion {x,} es decreciente
Xn-1Xn=M(xn.1) <Oalseri<0yf(x,.q)>0.

c) Luego la sucesion {x,} es creciente y acotada, por tanto tiene limite, sea
este p. Entonces pasando al limite en (1.1) tenemos que p = p - Af(p), luego f(p)
= 0 y por tanto p=s. #

Como hemos comentado anteriormente, este teorema soélo tiene un interés
tedrico pues la acotacion obtenida A > E¢(x)/f'(b) es peor que la obtenida ante-
riormente si E¢(x) < 1. Por otra parte, en el caso de que E¢(x) >1 va a ser incom-
patible con las hipétesis del teorema, ya que si consideramos f como
habitualmente y suponemos que E;(x) = k > 1, entonces

b
_ _ 1
b-a <k(b - a) _J.Ef(t)dt = Ta ST

a

de lo que podemos deducir que no se puede encontrar un intervalo [a,b] en el que
1/If'(a)l < b-a 'y a la vez el grado de concavidad exponencial de f sea mayor que
uno. A continuacién damos un ejemplo de esta situacién, asi como del caso en
que si podemos aplicar el teorema, poniendo de manifiesto que obtenemos peor
acotacion para los valores del parametro A que en el Teorema 1.1.
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Ejemplo 1.1.

(i) Estudiemos la funcidn f dada por f(x) = log(1-2x)/2, (fig.21)
fe C(2((-,1/2)) y [a,b] 1 (-0, 1/2) tal que a<0 y b>0
2

ro=—2;  E=-— -2

(2x - 1 (t (<)

. 1
P =57

Vemos que la funcion es céncava, decreciente y que su grado de concavidad
es dos. Por tanto, segun lo visto en la nota previa, no se podra aplicar el teorema
anterior. En este caso, el que 1/If’(a)l<b-a es equivalente aque 1 <b + a'y como
a < 0 se sigue que b > 1, con lo cual no es posible, como ya habiamos indicado,
aplicar el teorema anterior.

(- )

fo

fem

. —

(ii) Consideremos la funcion f(x) = e? - eX y [a,b] = [1,3]. (fig.22.).

Entonces es claro que 1/If'(@)l =e@<2=b-ay Ef(x) = 1/eX < 1 en [1,3],
luego si Af'(b) < E¢(x) en [1,3], es decir, A(- e3) <eXpara x € [1,3]. Entonces, por
el resultado anterior, el método de Whittaker es convergente a la raiz s = 2. Ahora
bien, segun lo indicado ha de verificarse que 0 > A > -6, mientras que el Teorema
1.1. nos permite considerar -2 e~ 3< . <o0. Luego la acotacion dada por el Teorema
1.3 es menos fina que la que nos proporciona el Teorema 1.1, teniendo en cuen-
ta que el método de Whittaker posee mayor velocidad de convergencia para
mayores valores de IAl
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La convergencia del proceso iterativo de Whittaker es lineal. A continuacion
estudiamos la influencia que tiene la concavidad de la funcién f en la velocidad de
convergencia de la sucesion {xn}, estudio que realizamos mediante el grado de
concavidad exponencial de la funcion.

( B
N

} 0

*Lauo

120

-200

0
8=|‘\ b=3

. /

Teorema 1.4.

Si g es una funcion en las mismas condiciones que f, siendo E4(x) < Ef(x) en
[a,b], entonces existe k = max.{1,f’(b)/g’(b)} de manera que la funcion h(x) = kg(x),
nos proporciona una sucesion yn =Yn .1 - A h(yn.4), con y, = Xq, que converge
de forma creciente a s para 0 > A > max.{ [ g'(b) ]'1, [f(b) ] -1 }. Ademas se veri-
fica que {y,} converge mas rapidamente a s que {xp}, es decir y, > x, para cual-
quier n eN.

Demostracion :

Como f y g son concavas y decrecientes, las sucesiones {xp} e {y,} conver-
gen a s y son crecientes para el valor de A considerado. Entonces veamos que
Yn > Xp por induccién.

Supongamos que g'(b) < f'(b), x4 -yq = A [g(Xp) - f(xp)], ahora bien Eg(x) <
E¢(x) en [a,b] luego se verifica
b

J-[Ef(t) CE(Ddt >0 e o -

11 1
: g(x) f(x) g(b)

- f(b) >0.
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Entonces g’(x) < f'(x) en (a,b), de donde se sigue que para x €(a,s)

s
If'(t)y-g(t)ldt >0, luego g(x) >f(x) en (a,s)
X

y por tanto g(xg) > f(xg) y como A < 0 se sigue que x4 <yq.

Supongamos que yi > Xk para k=1,2,..., n-1, entonces si llamamos G(x) = x -
A h(x), como F’(x) > 0 al ser A > 1/f'(b) tenemos que Xp- Yy, = F(Xn. 1) - Glyn.1) <
F(Yn-1) - Glyn-1) =Malyn-1) - f(xn-1)1<0, al ser A< 0y g(yn-1) 2 f(xn- 1), luego,
Xn < Yn-

Si g'(b) > f'(b), como k = f'(b) [g'(b)] 1 consideraremos h(x) = k g(x) que veri-
fica En(x) = g'(b) [f'(b)]” 1Eg(x) < Eg(x)<Ef (x) en [a,b] por ser g'(b) ['(b)]" 1<1.
Ademas h'(b) = f'(b), entonces aplicando la situacion anterior a la funcién h queda
probado el resultado. #

Ejemplo 1.2.

Consideramos las funciones f(x) = 1- x3/216, g(x)=1- x2/36. (fig. 23.). Vemos
gue ambas tienen las mismas caracteristicas en [5,7] , ademas de la misma raiz
s=6. Tenemos que

P(x) = - x2/72; £°(x) = - x /36; E¢ (x) = 144/x3

g'(x) = - X/18; g"(x) =-1/18; Eg(x) = 18/x2
luego las dos funciones son concavas y decrecientes en dicho intervalo , ademas
se verifica

Eg(x) = 18/x2 < 144/x3 = E{(x) © 18 x < 144 = x < 8

Por otra parte f'(b) = f(7) = - 49/72 y ¢g'(b) = g'(7) = -7/18 luego k = 7/4 > 1.

Vemos que, aun teniendo menor grado de concavidad la funcion g que f, 1a apro-
ximacion es mejor con f. (Tabla.1.)

Esto se corrige, procediendo como indica el teorema anterior, definiendo la
funcion h(x) = '(7) [@’(7)] 1 g(x) = (7/4) g(x). (Tabla. 2.).

También es interesante notar que la relacion dada entre los grados de con-
cavidad exponencial de f y g, s6lo es necesaria en (a,s), es decir, donde se toma
Xo- Ahora bien, como s es un punto desconocido, lo exigiremos en todo [a,b],
teniendo en cuenta la posible variabilidad del punto b
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7.§L ugo E‘UL
fig.23.
\\§
( [TABLA . 1]

iter. f | g ]

T T 7.

2 |6.136054421768700 : .| 6.4693877551021

3 |6.033812309317900. : . 6.2304906969036
4_|6.008830357183800_: . 6.1154288877524,

5 16.002333195155500, : ... 6.05834845995.

6 _| 6.000618344285500_ : . | 6.0296306614936 :
7_|6.000164003704800, : . 6.0150818486762.

8 |6.000043507893500, : .. 6.0076855365834.

9 |6.000011542678700, : . 6.0039187812172.
10_| 6.000003062326900_ : . .. 6.001998751362.
11 _|6.000000812453000 : ¢ 6.0010196080416. :
12 |6.000000215548600 : . 6.0005201657518.
13 |6.000000057186400_ : . . 6.000265379646. :
14 |6.000000015171900 : . . 6.000135394904

L 15 | 6,000000004025100,: .| 6.0000690782844.
_/
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4 )
TABLA . 2.
iter. h |
| I R 7.
2 ... 6.07142835714286 .
20 R 6.0098396501456. :
4 | 6.0013987486841 :
S ... 6,0001996814908 :
6 | ... €.0000285230792, :
7 ). 6.,0000040746674. :
8 [ ... £.0000005820942 -
9 §.......! 6,0000000831563 :
10 [ ... 6.0000000118794 :
1] 6,0000000016971_:
12 | ... 6.0000000002424  :
13 | ... 6.0000000000346 :
14 | ... 6.000000000005 :
15 § ... 6.0000000000006. . :
N /

Otra cuestion interesante, como ya vimos anteriormente, es la optimizacion
del método. Es conocido, que a mayor valor del parametro en valor absoluto, el
método proporciona una mas rapida aproximacion. Este resultado lo podemos
obtener como una consecuencia inmediata del teorema anterior.

Corolario 1.5.

Sean A y 1 dos numeros reales tales que [f’(b)] T<a< H<0sixXy=Xy.q-
MXn-1) € Yn=Yn-1 - uflyn-1) con xg =y y f(xg) > O, entonces y, < x,, para
cualquier n € N.

Demostracién :

Basta considerar la funcion g(x) = (WA)f(x), la cual verifica las condiciones del
teorema anterior y como g'(b) < f'(b), entonces tenemos que {x,} converge a s
mas rapidamente que {y}, es decir, y, < X, para cualquier n € N. #
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1.2. El método de Newton-Raphson.

1.2.1. Generalidades

La idea de construccion del método consiste en encontrar una aproximacion
de una raiz s de f, resolviendo para ello la ecuacién lineal L(x) = 0, donde L es el
polinomio de interpolacidon, en este caso de Taylor [18], construido a partir de un
punto inicial x, el valor de la funcion y el valor de la derivada en dicho punto. Asi
el polinomio L(x) = f(xg) + (x-xo)f'(Xp) interpola a f en un entorno de x,, ahora
igualando a cero y despejando tenemos

Notemos que ha de verificarse que f’(xy) # 0. Tomando x4 = x y repitiendo el
proceso obtenemos una nueva aproximacion de s que denotaremos xo, de esta
manera conseguimos una sucesion {x,}, definida por el proceso iterativo

(1.2) X g = F(x,) =x, - Fx)
Newton fue el que originalmente dio una idea acerca de este método, pero

Raphson expreso la férmula de recurrencia por vez primera, por lo cual a este
método se le denomina de Newton-Raphson.

La construccion de xp, , 1 a partir de x, se puede ver como el punto de corte
de la tangente a la curva y = f(x) en el punto (xp.f(x)) con el eje OX. Es por ello
que también se conoce este proceso iterativo como el método de la tangente.

De momento hemos construido una sucesion {xn}, pero no sabemos si con-
verge a la raiz s de f(x) = 0. Daremos a continuacién algunos resultados que nos
aseguren la convergencia del método. La demostracion del primero de ellos
puede verse en [16]. Denotaremos por <x,y> el intervalo mas pequefo que con-
tiene a ambos puntos, es decir, [x,y] 6 [y.x].
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Teorema 1.6.

Sea f : R—R. Consideramos hg= -f(xq)/f'(xg) y un intervalo Jgo = <Xg,Xg+
2hy>, cumpliendo que f(x)f'(xo) # O y en el que exista f”. Sea también M = sup.
{If”(x)l | x € Jg }. Entonces si

(1.3) 2lhgIM< [F(xo)l

se cumple que, tomando como punto inicial x4, la sucesion {xn} definida por
(1.2) esta contenida en J, y el limite de la misma, cuando n tiende a infinito, es s
( unico cero en J, de f ). Ademas, si s # xg+ 2hy se tienen las siguientes rela-
ciones :

Ix - x|
< M

< ara n21
2 (x ) P

2
M -x para n=1.

b) Is-x < —M
(b) X 21 (x )l T

n+1

#

Este teorema prueba la convergencia del método sin tener en cuenta el cono-
cimiento previo de la raiz s. En cambio, el siguiente teorema exige el conocimien-
to de la existencia de una solucién s de f(x) = 0.

Teorema 1.7.

Sea f tal que f” sea continua y f'(x) # 0 en J, intervalo abierto que contiene a
una raiz s de f. Entonces existe € > 0 cumpliendo que para todo punto inicial, per-
teneciente al entorno de centro s y radio €, el método de Newton-Raphson es con-
vergente.

Demostracion :

Sea G(x) = x-f(x)/f’(x), como G'(s) = 0 < 1, como consecuencia del Teorema
del Punto Fijo [15] obtenemos que existe € > 0 tal que la sucesion xn, 1= G(xp)
converge al punto fijo de G, que es s. #

Teorema 1.8.
Sea f(x) : [a,b] — R cumpliendo:

(@) f(a)f(b)<o
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(b) f(x)=0Vxe [ab]
(c) f’(x) no cambia de signo en [a,b]

entonces existe una Unica raiz s de f(x) = 0 en [a,b], a la cual converge la suce-
sion {xp}, definida por xn, 1= X~ f(xn)/F(xp), para x, € [a,b] tal que f(xg)f"(xq) 2 0.

Para su demostracion ver [7]. #

Notas:

1. Las hipétesis de este teorema reciben el nombre de condiciones de
Fourier, bajo las cuales podemos asegurar la convergencia del método de
Newton-Raphson.

2. Si imponemos la condicién |f(c) |/|f’(c)| < b - a, donde c es el extremo
de [a,b] tal que If‘(c) | es minimo, entonces se puede tomar cualquier punto en
[a,b] como punto inicial. En nuestro caso ¢ = a, entonces de |f(c) |/|f’(c)| < b-
a se tiene que b - a > If(a)l/If(b)l, y como f(a) < 0 y f'(a) 2 0, se sigue que b - a
> (-f(a))/f'(a). Ahora si tomamos como punto inicial x, € [a,s], se cumple que -f(x,)
< -f(a) y f'(xg) > f'(a), entonces b - a > (-f(a))/f'(a) = (f(xg))/f'(xg) = X1-Xg = b 2
X1- (Xo- @) 2 X4, es decir que x4 € [a,b].

Para terminar las generalizaciones relativas al método de Newton-Raphson,
indicar que es un proceso iterativo cuyo orden de convergencia es al menos cua-
dratico [12].

Un estudio mas detallado de este proceso iterativo puede verse en [8].

1.2.2. La Convexidad en el Método de Newton-Raphson

A continuacién vamos a efectuar un estudio del Método de Newton-Raphson
en funcién del grado de convexidad logaritmico de f. En este parrafo considerare-
mos f una funcion creciente, en el caso de ser una funcién decreciente el cambio
de f(x) por f(-x) nos conduce a la situacion considerada. Ademas tomaremos
Xo€ [a,b] con f(xg) > 0.

A partir de la interpretaciéon geométrica del método de Newton-Raphson,
aparece la “necesidad” de que f’(x) no cambie de signo en el intervalo [a,b] para
asegurar la convergencia. Entonces nos preguntamos qué ocurre si f” cambia de
signo en [a,b]. En principio, pueden presentarse dos situaciones. En primer lugar,
que la raiz de f(x) = 0 sea un punto de inflexién de f en [a,b], entonces tanto si el
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punto inicial x, esta a la derecha como si esta a la izquierda de la raiz, habra que
asegurar que la sucesion {xp} esté contenida en [a,b]. En segundo lugar, que la
raiz de f(x) = 0 no sea un punto de inflexion de f en [a,b]. Aqui, puede ocurrir que
el punto inicial x, esté a la derecha o a la izquierda del punto de inflexion. Si por
ejemplo el punto de inflexion esta a la derecha de la raiz, el punto inicial x, puede
estar comprendido entre la raiz y el punto de inflexién, en cuyo caso la conver-
gencia de la sucesion {x,} a la raiz esta asegurada por el Teorema 1.8. de con-
vergencia. Si por el contrario, el punto inicial x, esta a la derecha del punto de
inflexion, entonces habra que asegurar que la sucesién {x,} esté contenida en
[a,b]. Situaciones analogas se pueden presentar si el punto de inflexién se
encuentra a la izquierda de la raiz.

Todas estas observaciones muestran que las condiciones de Fourier son
insuficientes para asegurar la convergencia del método de Newton-Raphson en el
caso de que f” cambie de signo, y por tanto, la funcién tenga un punto de infiexién
en su dominio. A continuacién obtenemos un nuevo resultado de convergencia
para el método de Newton-Raphson que generaliza los resultados de convergen-
cia conocidos.

Lema 1.9.

Si {xn} es la sucesion dada por (1.2), xge[a,b], IL¢(x)| < 1 en [a,b], con F(x)
dada por (1.2), y a < F(xg) < b, entonces {x,} < [a,b].

Demostracion:

Obviamente x4 =F(xg)e[a,b]. Ademas, por el Teorema del Valor Medio, tene-
mos que Xp-s = F(xq)-F(s) = F’(x4)(xq-s) con x4 €(s,xq). Por otra parte, como
IF’(x)I<1 en [a,b] entonces existe 0<M<1 tal que IF’(x)I<M en [a,b]. Asi, Ixo-sl <
M.Ix4 -sl y aplicando induccion obtenemos que Ixp-sl < MM 1lx1 -8l < Ix4-sl. Por
lo tanto, x,e[a,b] para todo neN. #

Teorema 1.10.

En las condiciones del Lema anterior, si fe cl M([a,b]) con m=2, f(a)f(b)<0 y
f’(x)20 en [a,b], entonces el proceso iterativo dado por (1.2) es convergente para
cualquier x,e{a,b].

Demostracion:

Como en el lema previo, sabemos que existe 0 < M < 1 tal que Ix-sl<Mxq-sl
en [a,b] para todo ne N, luego lim Ix,-sl=0. Por lo tanto, {x,} es una sucesién con-
vergente a s. #
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Ejemplos 1.3.

1) Dada la funcion f(x)=-x3+3x2-2, buscamos una aproximacion a la solucién
de la ecuacidén escalar f(x)=0 en el intervalo [110 . 1—8] Esta puede obtenerse

mediante la sucesion numeérica {xn} dada por el método de Newton.
2+

0.25 0.5 0.75 /1 1.25 1.5 1.75

Fig. 24.

(6(-x3+3x2~2)(1 -x)
(- -3x2 +6X)

ILf(x)I<1 en [10 . 10] Para comprobar que la sucesion {xp} esta contenida en

[10 70l s suficiente ver por el Lema1.9 que 1103x1 1% Tomando por ejemplo

Es facil obtener que F’(x) = y por tanto comprobar que

como punto de salida xg=1'6, es claro que x1=0'775¢ [10 , 10] Entonces por el
Teorema 1.10 resulta que el método de Newton nos proporciona una sucesion

convergente a la raiz de la ecuacion escalar, como puede verse en la Tabla 3.

iter. Xn

0 1.6000000000000000

1 0.7750000000000000

2 1.0079986833443050

3 0.9999996588133421

4 1.0000000000000000
Tabla 3

Por otra parte, ver Fig. 24., la funcién presenta un punto de inflexién en la
raiz. Por ello, esta funcién no verifica las condiciones de Fourier y en consecuen-
cia no podemos asegurar su convergencia con las hipétesis habituales de con-
vergencia [16] para este método.
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2) Dada la funcién f(x) = 1 5 + $en x, buscamos una aproximacion a la solucion
de la ecuacién no lineal f(x) 0 en el mtervalo[ ] mediante el método de
Newton. Se comprueba facilmente que IL{x)I<1 en [ 1°00297,0’ 634867]c["t )
Por lo tanto, restringimos el intervalo inicial al intervalo [-1°00297,0'634867], en eI
cual se verifican todas las condiciones del Teorema 1.10. Tomando por ejemplo
como punto de salida x,=0'6, es claro que x1=-0'6899¢[-1'00297,0'634867].

1.5
1.
Fig. 25
7
15 -1 5 0.5 1 L5
-0.51

Por lo tanto, por el Lema 1.9, se sigue que la sucesion {x,} esta contenida en
[-1'00297,0'634867), y, por el Teorema 1.10, el método de Newton nos proporcio-
na una sucesion convergente a la raiz.

iter. Xn

o

0.6000000000000000000
-0.6899509655978506667
-0.56129726247150719697
-0.5235667752006047706
-0.5235987753027045709
-0.5235987755982988737
-0.56235987755982988705
-0.5235987755982988742
-0.5235987755982988711
-0.5235987755982988711

©C ONOOO A~ WND =

Tabla 4

Notemos sin embargo, Fig. 25., que para poder aplicar las condiciones habi-
tuales de convergencia, tendriamos que restringirnos al intervalo [ﬂ a] con a<0.
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Por tanto, hemos aumentado el dominio de los puntos de salida para la aplicacion
del método de Newton.

En las condiciones de Fourier, para f’(x) > 0 y xqe [a,b] con f(x,) > 0, por el
Teorema 1.10 se prueba que la sucesion {x,}, dada por (1.2), es decreciente a la
raiz s. En esta situacion estudiamos a continuacion la influencia que tiene la con-
vexidad de la funcion en la velocidad de convergencia del método iterativo.

Sea g una funcién, en las mismas condiciones que f en [a,b], tal que g(s) = 0.
Consideramos la sucesion y, = G(yp.1), siendo G(y) =y - g(y)/g'(y) e yo = Xo-
Entonces, mediante el grado de convexidad logaritmico, vamos a comparar las
sucesiones {xp} e {yp}.

Teorema 1.11.

Si Lg(x) > Lg(x) para f(x) > 0, entonces la sucesion {y} converge a s mas rapi-
damente que {x,}.

Demostracion :

En nuestras condiciones {x,} e {y} son sucesiones decrecientes a s. Por
tanto, mediante induccion vamos a probar que y, < X para todo ne N tal que
Xp #S.Ademas y, =S Si Xp.4#S ¥ X, =S.

Teniendo en cuenta que F(s) = G(s) =s y Xq # S, tenemos que xq - yq =
(F-G)xg) - (F-G)s) vy, por el Teorema del Valor Medio, existe £ € ( s, Xg)
tal que x4 - yq = (F - G)'(§¢)(xg-8). Por otra parte, como (F - G)'(x) = L¢(x) - Lg(x)
y f(Ep) > O entonces obtenemos que x4 - yq > 0.

Supongamos que x > yi parak =1, 2,..., n-1, si x, # s entonces xp.1 #$S
Y Xn - ¥n = F(Xp-1) - G(yp-1) 2 (F - G) (xy-1) puesto que G es una funcion cre-
ciente en [s,b] e {yn}c[s,b]. Por tanto, procediendo como en el caso k=1, obte-
nemos que se verifica xp —yq > 0.

Aplicando los argumentos utilizados anteriormente es sencillo probar que si
Xp-1 #8 Y Xp =S entonces yp,=s. #

Luego hemos probado, mediante el grado de convexidad logaritmico, que a
menor convexidad de una funcion el Método de Newton-Raphson converge mas
rapidamente a la raiz de la ecuacion.
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Ejemplo 1.4, _
Sean las funciones f(x) = ( x3/216 ) -1, 9(x) = ( x2/36 )>-1.

Veamos que ambas tienen las mismas caracteristicas en [5,10], ademas de
la misma raiz s=6.

P(x) = X272 ;" (x) = x /36 ;  Le(x) = (2/3) - 144/x3
g'(x) =x/18 ; g"(x) =1/18 ; Lg(x) = (1/2) - 18/x2

vemos que las dos son convexas y crecientes en dicho intervalo, ademas se veri-
fica Lg(x) < L(x) & x3 + 108 x - 864 > 0

4 ™\
iter . f [ g l
1_{ ..10.000000000000000 :  10.000000000000000 !
2 1. 7.386666666666700 1 | €.800000000000000,
3 | . 6.244023743014800 & | 6.047058823529500. !
4 | ... 6.009412497423800, @ 6.000183108262900
S ... 6.000014735026500 & 6.000000002793900 !
6 | .. . 6.000000000036300, : €.000000000000000, ,
A 6.000000000000100_ : €.000000000000009 !
. Y
Tabla 5.

y por tanto Lg(x) < L¢(x) en [5,10], luego la sucesion {yn} construida con la funcién
g converge a la raiz mas rapidamente que la {xn} construida con {. ( Tabla 5).
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CAPITULO Il

LA CONVEXIDAD Y LA CONCAVIDAD EN LA CONVERGENCIA
DE PROCESOS ITERATIVOS PARA LA RESOLUCION DE
ECUACIONES NO LINEALES

2.0. Introduccion

En este segundo Capitulo realizamos un andlisis de la convergencia de los
dos procesos iterativos de tercer orden mas utilizados, el método de Chebyshev
0 de la interpolacién cuadratica inversa [4], [5], y el método de Halley [1], [9].
Ademas, a partir de estos procesos iterativos consideramos una familia unipara-
métrica de procesos iterativos de tercer orden.

En lo que sigue consideraremos f € clp ([a,b]), p =4, en las condiciones de
Fourier, es decir, f(a) f(b) < 0, f'(x) # 0 y f” con signo constante en [a,b], entonces
existe una unica raiz de

(2.1.) f(x)=0

en [a,b]. En nuestro estudio podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que f
es una funcién convexa y estrictamente creciente en [a,b], en otro caso basta
cambiar f(x) por f(-x}, -f(x) o -f(-x).

A lo largo de todo el Capitulo denotaremos por m(f) = min.{f(x)I x e[a,b]} ¥
M(f) = max {f(x)l x e[a,b]}.

2.1. El Método de Chebyshev.

2.1.1. Generalidades

Dada la funcién y = f(x), denotamos x = ¢(y) a la funcién inversa de f. Si la
aproximamos en un punto X, €on yq = f(x,), entonces @(y) ~ ¢(yg) + @' (Y)Y - Vo)
+ Q" (Yo)Y - yo)2/2.
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Hallar la raiz de la ecuacion f(x) = 0, corresponde a encontrar la imagen del
cero por la funcion ¢, es decir ¢(0). Entonces ¢(0) = o(yg) - ¢©'(Yo) Yo +
@' (Yol yo)2/2, por tanto tenemos que

(2.2.) s = Xg - ©(Yo) f(Xo) + 97 (Vo) f(Xo)2/2.
Hallemos ¢'(y) y ¢”(y), para poder sustituir su valor en la expresién anterior.
X = o(y)
y7: f!(x), y” = f”(x)

“(y) = S 9%y _rd dx,dxy _ d dx, dx _
_d dydx Y
dx 'y dy y’3

Sustituyendo en (2.2.), tenemos

f(x)) f(x)fxy?
=X - — -
o f(x,) 2f,(xo)3

Entonces consideramos

L,(x,)
2

- f(x o)

17 %0 Tyt

]

Repitiendo para este x4 la construccion anterior obtenemos el término xo y
por recurrencia se tiene

f(er) 1 L (x
+

(2.3)) Xp=X_ - x )
n-1

que es el proceso iterativo conocido como el método de Chebyshev [4], [5].
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2.1.2. Discusion de la convergencia

A continuacion vamos a estudiar la convergencia de la sucesion {x,}, dada
por el proceso iterativo (2.3.).

Teorema 2.1.

Supongamos que L¢ »(x) < 3 en [a,b]. Si f(xy) > 0 entonces la sucesion {x,} es
decreciente y converge a s.

Ademas, si f(xg) < 0y Lg(x) = -2 en [a,b] entonces la sucesion {x,} es cre-
ciente y converge a s.

Demostracion:

Consideramos x, € [a,b] tal que f(xy) > 0 y probaremos que x,>s para todo
ne N.

Como f(xp) > O se sigue que x, - s > 0, por hipotesis. Ademas, xq-s=
F(xo)-F(s)= F'(8,) (xo- 8) con 8, € (8,Xg), ¥ es facil obtener que F'(x) > 0 en [a,b]
si L +(x) < 3, teniendo en cuenta

2 3—Lf (X)

(2.4.) Fx)=Lx) —

Entonces x4 > s, y por induccién x, > s para todo n € N.

Lf(x

2

fx, )
n-1" " f(x__)

-1
Por otra parte, x,-X L

[1+ }1<£0 pues

f(xn) > O para todo n € N. Luego {x,,} es decreciente y pasando al limite en (2.3.),
se sigue que converge a la unica raiz s, de (2.1.).
Si f(xg) < 0 la demostracion es analoga. #

Notar que cuando consideramos X, tal que f(x,) < 0, la condicion L¢(x) > -2
en [a,b] no es muy restrictiva puesto que L¢(s) = 0y L¢(x) 2 0 en [s,b].
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Definicion 2.2.

Sea {x,} una sucesion que converge a s. Diremos que {x,} es oscilante, si
X2(j_1)2X2j ZSZX2j+1 2X2j_1 0O bien X2j'1 2X2j+1 ZSZij 2X2(j_1)
paraj=0.

En los teoremas que siguen la sucesion {x,} obtenida va a ser oscilante.

Por ello, en primer lugar vamos a obtener una condiciéon que nos asegure que
{xn} < [a,b].

Lema 2.3.

Sea & = max.{-f(a), 3f(b)/2 }, y supongamos que F es decreciente y L¢(x) < 1
en [a,b]. Sib - a > &/f'(a) entonces xne[a,b] para todo neN.

Demostracion:

Como xp, = F(x,.1) y F es una funcién decreciente basta probar que F(b) > a,
F(a) < by aplicar induccion. Al ser L¢(x) < 1 en [a,b] entonces F(b) > b - 3f(b)/2f'(b),
y a partir de la hipotesis obtenemos que F(b) > a. Andlogamente se prueba que
F(a) < b, teniendo en cuenta que L¢(a) < 0. #

Asi, podemos suponer que el intervalo [a,b] verifica que b-a > &/f’(a), con lo
que la sucesion {xn} ~ [a,b]. Esta condicion es dificil de comprobar en la practica
y por ello en cada resultado de convergencia, dando condiciones sobre el punto
de salida aseguramos que {xp} — [a,b], en vez de exigir que el intervalo [a,b] veri-
fique la condiciéon dada en el lema anterior, si bien en determinadas situaciones
puede ser util dicha condicién.

Teorema 2.4.

Sea xge[a,b] con f(xg)>0 y xg > a +é:%(%). Si Lp(x)e (3,5] y ILg(x)I<1 en [a,b],
entonces la sucesion {x,} es oscilante y converge a s.

Demostracion:

En primer lugar, veamos que mediante las condiciones dadas para el punto
inicial xq, un procedimiento inductivo prueba que {x,} esta contenida en [a,b]. Es
claro por hipdtesis que x4=F(xg)<xg<b. Por otra parte,

x4 = F(xg) > Xq - 3f(xg)/2f'(xg) = g - 3f(b)/2f'(b) > a
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>

por ser O<L¢(xg)<1 y f/f’ creciente en [a,b]. Por tanto, x{€[a,b].

En las hip6tesis del teorema y teniendo en cuenta (2.4.), se sigue facilmente
que F'(x)<0y IF’(x)l<1 en [a,b]. Si f(xg)>0, es decir xg>s, tenemos que

x1-8 = F(xg)-F(s) = F’(§g)(xg-s) con Ege (s,xq),

luego x4<s. Supongamos que Xok_1<S Y Xo|2s para k=1,2,...,n-1. De manera ana-
loga al caso k=1, como F’(x)<0, se prueba que Xo.1<8 ¥ Xop2s. Por lo tanto, {xn}
es una sucesion oscilante.

Ademas, como IF’(x)I<1 para todo xe[a,b], se sigue que
Ix1-sl < M(IF'(x)l):Ixg-sl < Ixg-sl.
Supongamos a continuacion que
Ix-s! < MIF'(x))Kixy-s| para k=1,2,...,n-1.
De manera analoga al caso k=1, tenemos
IX-s! < M(IF'00)1)-1xpp1-s1 < M(IF*(x))Mxg-sl.

Como M(IF’(x)l)<1, entonces {xp}c [a,b] y lim Ix,-sl=0. Por lo tanto, {x,} con-
vergea s. #

Teorema 2.5.

3f(b) .. - / 2
Sea xge[a,b] con f(xg)>0y xg > a + 2 (b)’ SiLp(x)>5y ILg(x)I < M(Lr)-3 en

[a,b], entonces la sucesion {x,} es oscilante y converge a s.
Demostracion:
En primer lugar, se prueba como en el teorema anterior que xq€a,b].

Por otra parte, es inmediato comprobar que IF’(x)i<1 en [a,b], teniendo en
cuenta (2.4.) y que Lf(x)2 < WL?)—S en [a,b]. Elresto de la demostracién se
sigue de forma analoga a la del teorema anterior. #

En el casoe en que xge[a,b] con f(xg)<0, basta con ver que xg 2 b + :‘,((% para
el mismo resultado que en los teoremas anteriores. Notemos que en ambas situa-

ciones tenemos que asegurar la existencia de un punto xge[a,b] verificando la

condicién xg 2 a +23ff,—((%)), es decir, en los teoremas anteriores ha de verificarse que

a +§fi,(—)(bb) < b. Ahora bien, como en la préctica, habitualmente, el dominio de f es

todo R, esta cantidad nos permitira fijar el intervalo [a,b].
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<

2.1.3. Notas practicas

A continuacién, pasamos a estudiar qué ocurre en la practica. Es decir, dada
la ecuacion (2.1), ¢siempre podemos aproximar su raiz mediante el método de
Chebyshev?. Veamos que en la practica esta pregunta tiene respuesta afirmativa.
Segun los valores de m(L¢) y M(Lg), se pueden presentar las siguientes situacio-
nes

i) M(Lp)<3

i) M(Lg)<5 y m(Lg)>3
iy 3<M(Lg)<5 y m(Lp)<3
iv) M(Lp)=5y m(Lp)<5

v) m(Lp)>5,

como puede verse en la Fig.27.

(" B
m(Lf.)

/
7/ 7
N ——— Teorema 2.4.

AN -
s, 7.2,

5 ........................ 2 A

VAT

. —+—— Teorema 2.3.

ML)

W
a

7
)
\ ///AV///% J

Notar que en las situaciones (i), (ii) y (v) la convergencia de la sucesion {x,}
esta asegurada por los Teoremas 2.1., 2.4. y 2.5. respectivamente, con algunas
condiciones sobre L.

Por otra parte, en los casos (iii) y (iv) no sabemos nada acerca del creci-
miento del operador F. En estos casos, s6lo podemos asegurar que la sucesion
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{xn} converge a s. Asi al igual que en el caso en que {x,} es una sucesion osci-
lante, debemos asegurar que {xp} esta contenida en [a,b]. Aqui, se pueden hacer
dos observaciones. La primera de ellas es la misma que la que sigue al Lema 2.3.;
y la segunda, consiste en encontrar un intervalo en el cual cualquier punto perte-
neciente a él, pueda ser punto inicial para la sucesion {x,}. El Lema siguiente
hace referencia a esta ultima consideracion.

Lema 2.6.
Supongamos que IF'(x)I<1 y ILg(x)I<1 en [a,b].
i) Sea ae[a,b] tal que f(a)<0 con g_ff(_)(%) < a-a. Si
Xo€[a,b] con f(xg) > 0 entonces {xn} < [a,b].

ii) Sea Pe[a,b] tal que f(B)>0 con ff-,((—?l) > B-b. Si x4e[a,b] con f(xg) < O enton-
ces {xp} c [a,b].

Demostracion:

Para probar (i), veamos en principio que xq€[a,b]. Es claro que xy<xg y

3f(x) 3f(b
X4 =F(x0)>xo-§f,(—)£)2xn-§F(—)(b)2x0-oc+a>a,

por ser L¢(x)<1 y f/f’ creciente en [a,b]. Luego, x1€[a,xg) = [a,b]. A continuacién,
distinguimos dos casos: xq<s y x4>s. En primer lugar, si xq<s, entonces
-1<L{(x1)<0 y como f(x{)<0 se sigue que xq<xo. Ademas, se tiene que
Ixo-sl<Ixq-sl<Ixg-sl al ser [F’(x)l<1. Por tanto, xoe (x4,Xg)< [a,b]. Ahora, aplican-
do hipétesis de induccion sobre n, obtenemos que xpe (x1,Xg) = [a,b] para todo
neN. En segundo lugar, si x{>s, entonces s<xq<xgq. Por tanto, x{e[a,b] y

Xo = F(Xq) > x4 gff((_’)((:; > Xq g_ff(_)(bb) 2 xq-o+a 2z a.
Luego, xoe[a,xq)c [a,xg)c [a,b].

Ahora distinguimos de nuevo dos casos. Por una parte, si existe algun
xke(s,b] con k=1,..n, se prueba analogamente al caso anterior que
xnii€laxp) c [axg) c [ab], luego {xp} = [a,b). Por otra parte, si existe algun
Xp € [a,8) con xi € (s,b] para k = 1,...,n-1, se prueba de la misma forma que el
caso anterior que:

Xn+1€ (XnXn-1) < (Xp,Xg)< [a,b), luego {x,} c [a,b].

El caso (ii) se sigue de forma analoga. #

En el teorema siguiente, elegimos xg, oy B en [a,b] verificando las condi-
ciones del Lema 2.6.
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Teorema 2.7.

Supongamos que M(IL{l) < \/é y K=méx.{I3-M(L¢)1,I3-m(Ls)1)}.

i) 8t 3<M(Ly)s5, m(Lp)<3 vy ILg(x)I<1 en [a,b], entonces la sucesion {xn}
converge a s.

ii) Si M(Lg)=5, y m(Lg)<5, entonces la sucesion {x,} converge a s.

Demostracién:

En el caso (i), veamos primero que {x,} esta contenida en [a,b]. Para ello,
basta probar que IF’'(x)l<1 en [a,b] y aplicar el Lema 2.6. En efecto,
IF(x)l < % ILf(X)2I<1 en [a,b] por hipdtesis. Por otra parte,

Ixq-sl < M{IF'(x)I)-Ixg-s| < Ixg-sl.

Supongamos ahora que pr-sl < M(IF’(x)I)plxo-sI para p=1,2,...,n-1.

Asi, de forma analoga al caso p=1, obtenemos

X8l < M(IF'(x)1)Ixp_1-sl < M(IF(x)))Mixg-s| < Ixg-sl.

Por lo tanto, como M(IF’(x)l)<1, tenemos que lim Ix,-s!=0. Entonces, {xp} con-
verge a s.

Para probar (ii), basta tener en cuenta que, en las hipétesis anteriores, K>2 y
por tanto IL¢(x)i<1 en [a,b]. La convergencia de {x,} se prueba como en el caso
anterior. C#

A partir de este resultado, podemos deducir que siempre podemos resolver
la ecuacién (2.1), aplicando el método de Chebyshev para todos los valores de
M(Lg) y m(Lg) con algunas restricciones sobre los valores de L¢(x) en [a,b]. Pero
teniendo en cuenta que L¢(s)=0, es claro que en un entorno de la raiz s, siempre
podemos aplicar estos resultados.

Ejemplo 2.1.

Dada la funcién f(x)=x3-x2-x-2, veamos que el método de Chebyshev es con-
vergente a la raiz de la ecuacién f(x)=0 . Es facil obtener que

3_y2y. _ 2 oy
L(x) = (x2-xex-2)(6x 2)y Li(x) = 6(3x 2x21) .
_ (3x2-2x-1)2 (6x-2)

Entonces, se sigue de forma sencilla que Ly (x)<1/2 en R, y 2/3>L¢(x)>-2 para
todo x >1°51763. Por tanto, si restringimos el intervalo inicial al intervalo [1°52,4],
y tomamos por ejemplo xg=1'6, entonces por el Teorema 2.2. la sucesion {xp}
dada por (2.3.) es creciente y converge a la solucion de f(x)=0, ver Tabla 6.

iter. Xn

1.600000000000000
1.808984924897836 Tabla 6
1.989904870759261
1.999999075443373
2.000000000000000

HAWN=O
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2.2. El método de Halley.

2.2.1. Generalidades

Es conocido [12] que dada una ecuacion no lineal (2.1.), si para su resolucion
aplicamos el método de Newton, también llamado método de la tangente, este
proceso iterativo posee convergencia cuadratica con constante del error asintoti-
co [f”(s)/2! |, siendo s la raiz de dicha ecuacién. Entonces, un procedimiento para
aumentar la velocidad de convergencia de este proceso iterativo, consiste en con-
seguir que esta constante del error asintdtico sea cero, con lo cual el proceso ite-
rativo pasaria a tener, al menos, convergencia cubica. Para ello, en general, dada
una funcidn arbitraria g sabemos que el producto f(x) g(x) preserva los ceros de
la funcion dada f. Por ello vamos a resolver la nueva ecuacion no lineal f(x)g(x) =
0. Asi, podemos plantearnos cémo ha de ser la funcién g para que se verifique
(fg)’(s) = 0, con lo cual ya obtendriamos, al aplicar el método de Newton, un pro-
ceso iterativo con convergencia cubica. Para ello, en un entorno apropiado [a,b]
de la raiz s, es suficiente suponer que f,ge cl 2([a,b]) y que f'(x)g(x) = 0. Notemos
que f(s) =0 y ademas (fg)”(s) = 0. Entonces, desarrollando esta segunda deriva-
da podemos escribir

g'(s) f '(s)

als) 21(s)

(2.5.)

Asi, integrando (2.5.) sobre el intervalo [a,b] eligiendo apropiadamente la
constante de integracion, obtenemos que la funcion g = (f’)” 1/2 verifica la condi-
cion (2.5.). Entonces aplicando el método de Newton a la ecuacion f(x)g(x) = O
obtenemos el siguiente proceso iterativo

X_ =X 1 para n=>1.

T e TR )V x  [EU(x ) 20(x )]

Mediante el grado de convexidad logaritmico este proceso iterativo, denomi-
nado método de Halley, (9] admite la expresion

) e d 2
(26.) xn—F(xn_1) con F(x) =x f(x) 2 - Lf (x)
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2.2.2. Discusion de la Convergencia

Dedicamos esta Seccion a estudiar fa convergencia del método de Halley a
partir del grado de convexidad logaritmico de las funciones f y f’. La expresién de
este método viene dada por (2.6). A continuacion, estudiamos la convergencia
para el método de Halley en el caso en que la sucesion {x,} sea monotona a la
raiz.

Teorema 2.8.

Supongamos Ls» (x)<3/2 en [a,b]. Si f(xg)>0 y L (x)<2 en [a,b], entonces la
sucesion {xn} dada por (2.6) es decreciente y convergente a s. Si f(xq)<0, enton-
ces {xp} es creciente y convergente a s.

Demostracion:

Supongamos que xg<[a,b] tal que f(xg)>0. Veamos que xp>s y X, - 12X, para
todo ne N. En primer lugar, xg-s20 por ser f(xg)>0. Ademas,

x1-s = F(xg)-F(s) = F'(§g)(xg-s) con &yl(s,xg)
Ahora bien, teniendo en cuenta

2
. L,(x)
(2.7) F(x) = [3 - 2Lf,(x) ]
[2 - L(x)]
es claro que F’(x)>0 en [a,b] por serL;» (x)<3/2.Luego x4 =s. Por otra parte, como
- f (Xo) 2

L (x)<2, tenemos que x4 -Xg = < 0. A continuacién, aplicando

f (Xo) 2-Lf(X0)
hipotesis de induccion sobre n, se sigue de forma facil que xp=s y Xy . 12X, para
todo ne N. Entonces, la sucesion {x,} es decreciente y acotada. Por lo tanto, {xn}
es convergente. Pasando al limite en (2.6.) obtenemos que precisamente este
limite ha de ser la unica raiz s de f(x) = 0. #

En los teoremas siguientes la sucesion {x,} dada por (2.6.) no va ser mono-
tona. Por eso vamos a obtener en primer lugar condiciones que nos aseguren que

{xp} c [a,b].

Lema 2.9

Supongamos | F'(x) | <1y | Li{x)| <1 en[ab].
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(i) Sean xq, a € (a,b) tales que f(a) < 0y f(xg) > 0, si 2f(xx)/f'(xg) < a - a
entonces {xn} c [a,b].

(i) Sean xq, B € (a,b) tales que f(B) > 0y f(xy) < 0, si f(xp)/f'(xg) =2 -b + B
entonces {xn} c [a,b].

Demostracion:

(i) Como xq = F(xg) 2 Xg - 2 f(xg)/f'(xg) 2 x5 - @ + @ > a, es claro que xq €
(a, xg) < [a,b]. Distinguimos dos casos x1<s Yy X1>S.

(a) Sixq < s entonces -1 < Lj(xq) <0y como f(xy) < O se sigue que xq <
Xo Ademas, se tiene que | xo - s | <1 xq -sl<|Xxq-sl al ser IF'(x)l < 1. Se
deduce por tanto que xo € (X1, Xg) < [a,b] . Un proceso inductivo prueba que
xn e (X1, Xo) < [a,b].

(b) Cuando x4 > s entonces s < X < Xq, por tanto xyefa,b] y xo = F(xq) 2
X{ - 2 f(x1 )/ (x1) 2 xq - 2 f(xx)/F(xg) = Xg - 0 + @ > a puesto que /" es una fun-
cién creciente en (s, b). Luego, xoe(a,xq) < (a, Xg) < [a,b] . De nuevo podemos
distinguir dos casos:

(b.1) Si x € (s,b) para todo k =1,.,n-1, podemos probar de manera analoga
que X, € (@, xg ) y por tanto {xn} < [a,b].

(b.2) Si existe algin xi < s con X{,...., Xk . 1€ (S, b) se puede probar, como
en la parte (a) que xi . 1 € ( Xk, Xo ) < [a,b] . Por tanto {x,}  [a,b].

(ii) Se prueba de la misma forma. #

Las condiciones del resultado anterior pueden suavizarse en el caso de que
podamos afirmar que {x,,} es oscilante, asi tenemos que para L¢ (x)>3/2 en [a,b],
la sucesion {x,} dada por (2.6.) es oscilante, y por tanto, tenemos que asegurar
que xq€[a,b], lo que nos lleva a considerar unicamente una condicion sobre el
punto de salida.

Teorema 2.10.

Sea xge[a,b] con f(xy)>0y xg > a + 2f—f((§)) SiLs (x)e(3/2,2] y ILs(x)I<1 en[a,b],
entonces la sucesién {x,,} converge a s. Ademas, esta sucesion es oscilante.

Demostracion:

Teniendo en cuenta la condicién dada para el punto de salida xg y que /' es
creciente en [a,b], se deduce facilmente que x4 €[a,b].
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A continuacion, veamos que la sucesion {x,} es oscilante y esta contenida
en [a,b]. Si f(xy)>0, es decir, x5>s, entonces x1-s = F(x,)-F(s)= F'(§5)(x4-8) con
Eo€ (8.Xp), luego x4 < sy Ixq-sl < M(IF’l)Ix,-sl. Ahora, es facil probar por induc-
Cion que Xoi 'S, Xok 1SS ¥ Ixy q-sl < M(IF’I)k+1lxo-sI para todo k>0. Luego,
{xn} es oscilante. Ademas, como M(IF’l)<1 en [a,b], obtenemos que la sucesion
{xn} < [a,b], la sucesion {Ix,-sl} es decreciente y converge a cero. Por tanto {xp}
converge a s. #

Teorema 2.11.
f(b) -1 \/2M(Lf)-3
Sea xye(a,b] con f(xp)>0 y x5 2 a + ?—(*(5)) SiLp(x)>2y ILg(x)l < + M(Ls)-2 en
[a,b], entonces la sucesion {x,} converge a s y es oscilante.

Demostracion:

De la misma forma que en el Teorema anterior se sigue que x4 € [a,b]. Por otra
parte, se comprueba facilmente que IF’(x)l<1 en [a,b]. Basta tener en cuenta (2.7.)
y que 2(M(Lg)-2)Lg(x)2 + 4L¢(x)-4<0 por ser Li(x) < T X2M(Lp)}3 W’ en [a,b]. El resto
de la demostracion es similar a la del teorema anterior. #

En el caso en que xqge[a,b] con f(x4)<0 y x4 2 b + f(a)/f’(a), se siguen los mis-
mos resultados en los dos Teoremas anteriores. Notemos que en ambas situa-
ciones tenemos que asegurar la existencia de un punto x,e(a,b] verificando Ia
condicion correspondiente, es decir, por ejemplo en el caso de los teoremas ante-
riores ha de verificarse que a + %—f((bg)) < b. Ahora bien, como en la practica, habi-

tualmente, el dominio de f es todo R, esta cantidad nos permitira fijar el intervalo [a,b].

2.2.3. Notas practicas

Probamos a continuacion que en la practica siempre se puede aplicar el
método de Halley para resolver la ecuacién (2.1.). Se obtienen, a partir de los
valores de M(Lg) y m(Ly), los siguientes casos

i) M(Lg)<3/2

ii) M(Lp)<2 y m(L)>3/2

ii) 3/2<M(Lp)<2 y m(Lp)<3/2
iv) M(Lp)>2 y m(Lp)<2

v) m(Lp)>2,
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como puede verse en la Fig. 28.

4 ™\
m(L) A

(AN

\

;
A t——Teorema 2.10.
,\’\’\ \I\
2 AT

ANAN (NENENEN

NENEN

. . —t——— Teorema 2.9.

7 Lo

\

Fig.28.
P

¥

Notar que en los casos (i), (i) y (v) la convergencia de {xp} esta estudiada en
los Teoremas 2.8.,2.10.y 2.11. respectivamente con algunas condiciones sobre L.

A continuacién, estudiamos los casos (iii} y (iv). En ellos no sabemos
como va a ser la convergencia de la sucesion {x,}, por ello para asegurar que
{xp}< [a,b] podemos aplicar el Lema 2.9., en el que se asegura este hecho dando
condiciones sobre el punto de salida o bien aplicar el siguiente resultado donde
solo se fija la ubicacion del punto de salida respecto de la raiz de (2.1.).

Lema 2.12.

Supongamos que IF’(x)I<1 y ILg(x)I<1 en [a,b].
. . 2f(b)
i) Sean xg,0c(a,b] tales que f(a)<0 y f(xg)>0. Si P(b) < o-a, entonces

{xp} < [a,b]. )
i) Sean xq,Be[a,b] tales que f(B)>0 y f(xg)<0. Si fﬂr(%)) > B-b, entonces ¢
{xp} < [ab].
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Demostracion:
Totalmente analoga a la del Lema 2.9. #

En el teorema siguiente, elegimos xq, oy B en [a,b] verificando las condicio-
nes del Lema 2.12.
Teorema 2.13.

Sea K = max.{I3-2M(Lp)I, 13-2m(L¢)I}. Supongamos que M(IL¢l) <
Entonces,

2
1+ VK
i) Si 32<M(Lg)< 2, m(Lp)<3/2 y ILg(x)I<1 en [a,b], la sucesion {x,} converge a s.
i) St M(Lg)>2, y m(Lp)<2, la sucesion {xn} converge a s.
Demostracién:

Para el caso (i), teniendo en cuenta (2.7.) y que K = max.{I3-2M(L¢)I, 13-

2m(L¢)l} en [a,b], se sigue que 5
, K-M(IL¢l)
IF(x)! <(2-M(ILfI)) .

Luego, IF’(x)I<1 en [a,b] por ser M(IL¢l) < 1_+2W . Ahora, aplicando el

Lema 2.12., es facil comprobar que la sucesion {x,} < [a,b].

En el caso (ii), basta tener en cuenta en las hipétesis del teorema que K>1,
y por tanto M(IL¢l)<1. Luego, IL{(x)I<1 en [a,b]. Por otra parte, debemos probar que
IF’(x)l<1 en [a,b], es decir, (K‘1)Mg|_f|)2 + 4M(IL¢l) - 4 < 0. Condiccion que se sigue
facilmente por ser 0 < M(ILyl) <13 VK

El resto de la demostracion, para ambos casos, es andloga a la del Teorema
2.10., si bien no podemos asegurar que {x,} sea oscilante. #

Se sigue de este estudio que dada la ecuacién (2.1.) siempre podemos apli-
car el método de Halley para resolverla, teniendo en cuenta algunas restricciones
para L¢(x), que en realidad, al ser L¢(s)=0, siempre podemos encontrar un entor-
no de s en el cual se pueden aplicar estos resultados.

Ejemplo 2.2,

Veamos que el método de Halley es convergente a la raiz de la ecuacion
f(x)=-8+eX -4-0 en el intervalo [1,5]. Se sigue de forma sencilla que
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2_ 2 2
(233X _ 2x%(3+2x?)
M= e Y= T2

Entonces, es facil probar que Ly(x)<3/2 en R, y Lg(x)<2 para todo x=0. Por
tanto, podemos tomar como punto inicial xq para (2.6) cualquier punto del inter-
valo [1,5] que verifique f(xq)>0. Por ejemplo, xg=4. Asi, obtenemos por el Teorema
2.6. que la sucesion {x,} dada por (2.6.) es decreciente y convergente a la solu-
cion de f(x)=0, ver Tabla 7.

iter. Xn

4.000000000000000
3.741961670527600
3.465034280857143
3.165567038560662
2.846385484142443
2.563813967367478
2.467671172927391
2.465652373241162
2.465652356209171
2.465652356209171

(=]

© O NOOOA~ WN =

Tabla 7

2.2.4. Apéndice

Como ya se ha indicado en la construccion del método de Halley, éste se
puede obtener aplicando el método de Newton a la funcién

h(x) =_f_(i)ﬁ'
[f(x)]

En lo que sigue, supondremos f en las condiciones habituales. Estudiando la
convergencia del método de Newton para la funcién h, mediante el grado de con-
vexidad logaritmico, obtenemos un resultado de convergencia global para el
meétodo de Halley, utilizando para ello unicamente resultados de convergencia
para el método de Newton. Si bien son resultados ya obtenidos anteriormente tie-
nen interés en cuanto a la técnica utilizada.
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Teorema 2.14.

(i) Si Lp(x) < 3/2 en [a,b] entonces {x} es una sucesién decreciente que con-
verge a s.

(i) SiLp(x) € (3/2,2) y Li(x) <1 en[ab], para xq,2=a + 2 f(b)/f'(a), enton-
ces la sucesion {x,} es oscilante y converge a s.

Demostracion :

(i) Es inmediato que h tiene un punto de inflexion en s, ya que

h(x)= — L | (x) [3-2L_(x)]
. 1/ 2 f f
401 (x)]

SiLp(x) < 3/2, se sigue que h es una funcién concava en (a,s) y convexa en
(s,b) . Por otra parte , como h” es una funcién positiva en (s,b), la funcién
h’(x)=f’(x)1/2(2-Lf(x))/2 es creciente en (s,b). Ademas, h'(s) > 0, y por tanto h es
una funcién creciente en (s,b). Aplicando el método de Newton a la funcién h,
obtenemos una sucesion decreciente {xn} cuyo limite es s.

(i) Como F(x) = x - h(x)/h’(x) , se sigue de (2.6.) que

Leg=px- My d o T g con o) = 2.
h dx h'(x) dx f(x) 2 - Lf(x)
Como Ly, es una funcién negativa en [a,b], obtenemos que
2L (x)
L(x)>-1 & 2- (1-L(x) 2 1) ' >0.

h 2

2-L00) () 5. L))

Entonces, | Ly(x) | <1 & £(x) (2 - Lg(x) ) - f(x) L¢(x) > 0.

Por otraparte, L (x) = f?l(xl)l [1+ L) (L. ()-2)].

Por tanto, obtenemos que | Lp(x) | < 1 si y sélo si 2-L¢(x) >
L(x) [ 1 + L¢(x) (Lp(x) - 2) ]. Teniendo en cuenta que Ly (x)e (3/2,2) y Lf(x) < 1 en [a,b],
se sigue que ILL(x)! <1 en [a,b]. Asi, existe M € (0,1) tal que | Lp(x) | < M en [a,b].
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Notemos que F(xg) € (a,s). Por otra parte, como x4 - s = F(xg) - F(s) =
F'(€g) (xo - s) para &y € (8,x5) Yy F'(X) = Ly(x), se sigue que | x4 -s1<Mixg-sl.
Por induccion , obtenemos que F(xop) € (s,b) y F(xon.1) € (a,s) para n=0 , con
lo que la sucesion es oscilante.

Ademas , X, - s = F(xp.1) - F(s) = F'(§n-1) (Xp-1 - S) para ,_4 un punto del
intervalo (min.{xk, s}, méx.{xk, s} ). Entonces Ixp, - sl < M Ix,_¢ - sl. Reiterando
este proceso, obtenemos que Ix, - s | < M | Xg -8l y por tanto lim, x, =s.  #

2.3. Familia de procesos iterativos de tercer orden

2.3.1. Discusion de la Convergencia

A continuacion, vamos a considerar una familia de procesos iterativos del tipo
Chebyshev-Halley [10] con al menos convergencia cubica y, mediante los valores
de Lp, obtendremos un resultado de convergencia global para todos ellos. Para
terminar este parrafo, por medio de un estudio de optimizacion, construiremos un
procedimiento practico para elegir el proceso mas rapido de la familia dada para
resolver (2.1.).

Por otra parte, es conocido [5] que un proceso iterativo dado por la expresion
f(X n-1

Xn =Xn_1 - Wn__T) H(Lf(xn—1))

donde la funcion H verifica que H(0) =1, H'(0) = 1/2 y IH'(0) | < + <o, tiene al
menos convergencia cubica. Consideramos la familia de procesos iterativos

f(Xn-1,ot)
(2.8) X"-a = FO‘(Xn-1,oz)= Xn-1,ot- ?'(—X——TH(Q’Lf(Xn_La) eon
n-1,a
H(o,x) =1 + X para o€ R* =R - {0}.
To

Es facil ver que todos ellos tienen al menos convergencia cubica. Notar ade-
mas que para o. = 1 obtenemos (2.6.) y si consideramos F, = lim F,
obtenemos (2.3.). m =t oo
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A continuacion damos un resultado de convergencia global para los procesos
iterativos de esta familia.

Teorema 2.15.

SeaaeR*y Xo,00 € [a,b] con f(xo,a )> 0.

i) Sia <0y Ls(x) <3 - 3/(20) en [a,b], entonces la sucesion {Xo,0} €5 decre-
ciente a s.

ii)Sio<a<1,Lix) <2 ayLs(x) <3 -3/(20) en [a,b], entonces la sucesion
{Xn o} es decreciente a s.

iil) Si a2 1, Le(x) < 20y L+(x) <2 - 1/(20) en [a,b], entonces la sucesion {xn,a}
es decreciente a s.

Ademas, la sucesion {x,, o} tiene al menos convergencia cubica en los casos
’
anteriores.

Demostracion :

En primer lugar vamos a probar, para los tres casos, que la sucesion { x,, o }
es decreciente y que esta acotada por s.

Puesto que xp, o~ 8 = Fy(Xn.1,g) - FolS), es claro que si F, es creciente en
[a,b], aplicando induccién y el Teorema del Valor Medio obtenemos que la suce-
sion esta acotada por s. Entonces operando en la expresion (2.8.) obtenemos

: L&) 2
F(x) = 26? 3-L (x)+ (- )L (x)-3a] .

Ra-L,0)]

Cuando o < 0 entonces F’, (x) 20 si'y solo si 2a2(3-Lf»(x)) + (1- o) Lg(x) - 3o
>20ycomo (1-a) Li(x) 20, F',(x) 20 si 2 a2(3 - Lp(x)) -3 a. 2 0. Pero esto ocurre
si y sélo si Lp(x) < 3 - 3/(2a). Esto prueba que en el caso (i) la sucesion {Xn o}
estd acotada por s. La demostracién de este hecho es analoga para (ii). El caso
(iii) es similar teniendo en cuenta que Li(x) < 2o en [a,b].

f(Xn-1,0t

Por otra parte como X - X, = H(oc,Lf(xn_1

N0 MO fiy ) ) 20

,Q
n-1,o

si y sélo si H (o, Li(xpy-1 ,a)) > 0. Entonces, como H (o, Lf(xy_1 o)) =20
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parac<OenR, yparaoa>0en(0,2a)yademas X4 o 2 0, obtenemos que
fa sucesion { Xn,(x} es decreciente.

Por tanto { x, o} tiene un limite u. Tomando limites en (2.8.) se tiene que
f(u) =0, luego u = s.

Ademas, por construccion, todos estos procesos iterativos tienen al menos
convergencia cubica. #

A continuacion nos planteamos el siguiente problema, dada una ecuacion no
lineal (2.1.) queremos encontrar el valor de o para el cual la sucesién obtenida en
(2.8.) converja a s mas rapidamente . Para ello es suficiente estudiar la funcién

H(o,x) =1+ Efi—x P para un x fijo. Entonces como H(a,x)

es una funcion decreciente en o, obtenemos el siguiente resultado

Teorema 2.16.

Sean ai, i = 1, 2, niumeros reales, verificando ambos que ai< 0, 6 ¢i € (0,1),
Oaie[l, +o)y {Xn,(xi}’ i = 1,2 las sucesiones decrecientes a s obtenidas en las
condiciones del Teorema 2.15., con x 0,01= X0,02= Xo Y f(xg) > 0. Entonces, si
al < o2 se sigue que Xn, ol < Xp g2 Para todo n.

Demostracién :

Siol <02 <0, entonces H(at, Lf(x) ) > H(02, Lx) ).

Al ser las funciones F;, para i = 1,2, crecientes probaremoé por induccion
QUE Xn o1 < Xn a2

Si0 <ol <a2 <1, como Lix) < 2ci en [a,b], para i = 1,2, entonces
H(a1,L4(x)) > H(o2, Lg(x) ) y por un argumento similar obtenemos que
Xn,01 < Xn,o2 Para cadan eN.

Si1<al <o2, lademostracion es analoga.  #

Podemos deducir de este hecho que a valores de o mas pequenos la suce-
sion {x,, o} converge a s mas rapidamente.
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2.3.2. Notas practicas

Dada una funcion f, queremos elegir un valor de o. que nos dé la mejor suce-
sion {xp o}, de la familia (2.8.), para resolver (2.1.). Para ello consideramos para
Ly las condiciones que aparecen en el Teorema 2.15.

Teniendo en cuenta la figura siguiente podemos distinguir las siguientes
situaciones : M(L¢) > 3, M(Lg) € (-, 3/2), M(Lp)€[3/2,2) y M(Lp) € [2, 3] .

N

Fig.29.

Si M(Ly) > 3 existe sOlamente un ox € (-, 0) tal que M(Lg) = 3 - 3/(20i+) y
por tanto aplicamos para este as, el proceso iterativo (2.8.) para resolver (2.1.),
siendo Xo,00+€ [a,b] tal que f(xo,a*) > 0. Este proceso iterativo converge a s por el
Teorema 2.15. y es el mejor para resolver la ecuacién (2.1.) por el Teorema 2.16.

Si M(Lg) € ( -o=, 3/2), existe sélamente un o~ € (0,1) tal que M(Lp) =
3-3/(20+), entonces, como antes, aplicamos el proceso iterativo (2.8. ) para este a-.

Si M(Lg) € [ 3/2, 2), existe s6lamente un ax € [1, + =) tal que M(Ly) = 2-1/(2a»),
y como en los otros casos, aplicamos el proceso iterativo (2.7.) para este o

En las dos ultimas situaciones, si M(Lj) < 2a+ podemos elegir cualquier
Xo, 0« € [@,b]. En otro caso , si M(Lg) > 20+, como L¢(s)=0 existe ¢ € R tal que
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[a,c]< [a,b] con Li(x) < 20+ en [a, c]. Y por tanto obtenemos un resultado de con-
vergencia local.

Finalmente, si M(L¢) € [2,3] consideramos el método de Chebyshev para
resolver (2.1.), cuya convergencia esta asegurada en el Teorema 2.1.

Ejemplo 2.3

Sea la funcién f(x) = x3 + 30x - 117 , entonces buscamos el proceso iterativo
mas rapido de la familia (2.8.) para resolver la ecuacién no lineal f(x) = 0 en el
intervalo [2,4]. Es facil obtener que

2
, 80x° - 702x - 600 L ’(X)=;— N

2
L(x) =<
f 3 o9x* +180x% + 900 f

X

Entonces tenemos que Ly es una funcion decreciente en [2,4], por tanto M(
Ly) = Lp(2) = 7/4 , luego N e [3/2,2). Entonces consideramos M(Lp) =2 -1/(20»),
de donde obtenemos o = 2.

Por otra parte, como 60 x2 - 702 x - 600 < 0y 9x# + 180 x2 + 900 > 0 en [2,4],
se sigue que L(x) < 2/3, luego M( L) < 2/3 y por tanto M(Ly) < 20+ = 4. Asi pode-
mos tomar cualquier X 2€ [2,4] tal que f(xo’z) > 0, como punto de salida de la
sucesion {Xo,z}’ que sera la mas rapida, que se puede obtener de la familia (2.8.),
en converger a la raiz de f(x) = 0 en el intervalo [2,4].
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