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ABSTRACT. The basic theory of Gaussian quadrature formulae, as well as its
connection with the classical theory of orthogonal polynomials and with eigen-
value problems is presented in a concise and clear way. The effective computa-
tion of the Gaussian formulae by means of several techniques and the relevant
role computer algebra systems can play in the different phases of the computa-
tion are emphasized.

1. INTRODUCCION

Este articulo se centra en el problema de la construccion de férmulas de cuadra-
tura gaussianas, que se basa por un lado en la teoria de polinomios ortogonales y por
otro (si se desea, como es natural, disponer de métodos eficientes y apropiados desde
el punto de vista numérico) en el cédlculo de valores y vectores propios de matrices.

Nuestro objetivo es condensar en unas breves paginas diversos conceptos y re-
sultados que constituyen el fundamento de la construccién de dichas férmulas de
integracién aproximada y configuran un nicleo de conocimientos bésicos necesarios
para abordar el estudio de importantes generalizaciones a las que hacemos referencia
en la Seccién 4. Para hacer accesible el trabajo al mayor niimero posible de lectores,
normalmente no familiarizados con todos los aspectos abordados, se hace hincapié en
la claridad de la exposicién, basada por una parte en la precisién de los enunciados
y por otra en una notacién unificada que resume muy diversas contribuciones.

Destacaremos fundamentalmente investigaciones debidas a Golub y Welsch por
una parte y a Gautschi por otra, los cuales, basdndose en la obra de los mateméticos
que les precedieron (algunos de ellos tan grandes como Gauss, Jacobi y Christof-
fel) abordaron, a partir del uso generalizado de los ordenadores, el problema de la
construccién efectiva de las formulas.

Un enfoque més novedoso del problema —y al cual en nuestra opinién no se ha
prestado la suficiente atencion— consiste en el uso de sistemas de cédlculo simbdlico
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como Maple o Mathematica, que no solamente permiten hallar (o redescubrir) de
manera exacta expresiones explicitas relacionadas con diferentes aspectos de los po-
linomios ortogonales, sino que para cdlculos en precision finita (es decir no exactos)
nos permiten trabajar con un gran numero de cifras significativas cuando ello resulte
necesario. Este enfoque que hemos querido destacar debe contribuir a aumentar la
utilidad de la exposicién para un lector no especialista.

El resto del articulo se estructura en tres secciones. En la Seccién 2 se introduce
la nocién de formula de cuadratura de tipo interpolatorio para abordar a continua-
cion el caso particularmente importante de las férmulas gaussianas, que son las que
consiguen el grado de precisiéon éptimo entre las férmulas de esa clase. Dado que las
férmulas gaussianas se basan en los polinomios ortogonales, se presentan a conti-
nuacién los elementos basicos de la teoria de polinomios ortogonales y su aplicacion
a la construccién de las férmulas de cuadratura.

La Seccién 3, basada de manera esencial en la relacion de recurrencia que verifi-
can los polinomios ortogonales, nos conduce a descubrir la manera mas eficiente de
construir las férmulas, mediante el calculo de valores y vectores propios de una ma-
triz tridiagonal simétrica. En esta seccién presentamos con detalle la demostracion
del resultado central en el que se basa el algoritmo de Golub y Welsch, que combi-
na de manera armoniosa los tres campos a que se refiere el titulo del articulo: las
férmulas de cuadratura, los polinomios ortogonales y el calculo de valores propios.

Por 1ltimo, en la Seccién 4 introducimos brevemente una faceta esencial de todo
lo expuesto anteriormente: su aplicabilidad a numerosos tipos de problemas rela-
cionados con la extensién de la nocién de polinomios ortogonales y de férmulas de
cuadratura gaussiana.

2. FORMULAS DE CUADRATURA GAUSSIANAS Y POLINOMIOS ORTOGONALES

Sea dw(x) una medida no negativa sobre el intervalo real (a,b) (que puede ser
acotado o no acotado) tal que existen y son finitos los momentos

b
,uk::/xkdw(x), k=0,1,2,...

Queremos aproximar el valor de la integral

/a " fla) due)

mediante una férmula de integracidn numérica (o formula de cuadratura) de la
forma

b
/ F(@) dw(@) ~ wrf(@1) + -+ wnf (@),

donde la integral de la funcién f respecto a la medida dw es aproximada por medio
de una suma finita que involucra n valores de f en distintos nodos x; adecuadamente
seleccionados.
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Consideraremos férmulas de tipo interpolatorio, en las cuales la aproximacion se
obtiene integrando el polinomio de interpolacion, es decir

/a " fa) dule) ~ / ") dul),

donde p(z) es el polinomio de interpolacién de Lagrange de f(z) en 21, ..., Zn, que
en la base de Lagrange {l1(z),...,0,(x)} viene expresado como

p(x) = fle)h(z) + -+ f(zn)ln(2).

En otras palabras, la férmula es de tipo interpolatorio si los pesos w; vienen dados
por

b
w; :/ Li(x)dw(z), i=1,...,n.
a
El siguiente resultado facilita grandemente el calculo de los pesos w;:

Teorema 1. Dados los nodos x1,...,T,, la formula de cuadratura

b
/ (@) dw(z) ~ wi f(e1) + -+ wn fl@n)

es de tipo interpolatorio si y solo si es exacta para los polinomios 1, x, ..., 2™ 1.

El resultado anterior permite calcular los pesos w; de la férmula resolviendo el
sistema lineal que se obtiene imponiendo las n condiciones de exactitud, es decir el
sistema lineal

Ve=d,
donde

1 1 . 1

xl xz ... xn

2 2 2

V=] 1 Ty Iy
n—1 n—1 n—1

xl xz ... xn

es una matriz de Vandermonde traspuesta y
d=(di,da,...,dy)",
con

b
dk:/ 2 rdw(z), k=1,...,n.

La matriz de Vandermonde V7' es la matriz del sistema lineal cuya solucién pro-
porciona los coeficientes del polinomio de interpolacién en x1, ..., x,. Los sistemas
lineales con matrices de Vandermonde (o de Vandermonde traspuestas) pueden re-
solverse de manera eficiente mediante los algoritmos de Bjorck-Pereyra (ver [1], [12]).

La matriz V se construye facilmente con Maple V mediante la instruccion

V:=transpose(vandermonde ([x[1],x[2],x[3],x[4]1));



598 JOSE-JAVIER MARTINEZ

(si tenemos, por ejemplo, n = 4).

Se dice que la férmula de cuadratura tiene grado de precisién d si es exacta para
todo polinomio de grado menor o igual que d. Como hemos visto, una férmula de
tipo interpolatorio con n nodos posee al menos grado de precisién n — 1.

Puede probarse ficilmente mediante la teoria de polinomios ortogonales (ver, por
ejemplo, [18]) que no puede construirse una férmula de tipo interpolatorio con n
nodos y grado de precisién 2n. En consecuencia, el grado de precisién 6ptimo usando
n nodos es 2n— 1. Las formulas de cuadratura gaussianas son las que alcanzan dicho
grado de precisién 6ptimo.

La teoria de las férmulas de cuadratura gaussianas se basa en la teoria de poli-
nomios ortogonales, que resumimos, en sus aspectos basicos, a continuacién. Una
buena presentacién de dicha teorfa puede verse en el primer capitulo de [3].

Una sucesién de polinomios {p;}72,, con p,(z) de grado n, se llamard sucesién
de polinomios ortogonales respecto al producto escalar

b
(F.9) = [ f@)g(o) duo)
(o, dicho de otra forma, respecto a la medida dw(z)) si se verifica

(pj.pe) =0, j#k.

Dada una sucesién de polinomios ortogonales respecto a una cierta medida, cada
pn(x) estd univocamente determinado salvo multiplicacién por una constante no
nula. Por lo tanto una manera sencilla y general de establecer una tinica sucesién de
polinomios ortogonales para cada medida es especificar que todos ellos sean madnicos,
es decir con coeficiente director igual a 1.

Dada una medida dw(z) tal que existe y es finito py (el momento de orden k) para
todo k, una condicién suficiente para la existencia de una sucesién de polinomios
ortogonales respecto a dicha medida es que la integral

LZ@MM@

sea positiva para todo polinomio ¢(z) no idénticamente nulo y no negativo para
todo z del intervalo (a, b).

El siguiente teorema establece una propiedad clave de los polinomios ortogonales
de cara a la construccion de una férmula de cuadratura, cual es el hecho de que las
n raices (en principio complejas) del polinomio ortogonal de grado n son reales y
distintas:

Teorema 2. Sea p,(x) el polinomio ortogonal (ménico) de grado n. Entonces, las
n raices de p,(z) son reales, simples y pertenecientes al intervalo abierto (a,b).

Otro aspecto fundamental de la teoria de polinomios ortogonales es la existencia
de relaciones de recurrencia, que son cruciales para el calculo efectivo de los poli-
nomios ortogonales y de las férmulas de cuadratura gaussianas. Detallaremos esta
parte de la teoria en la Seccién 3.

Los tres teoremas siguientes, que pueden verse con su demostracién en [18], re-
sumen la teoria béasica acerca de las férmulas de cuadratura gaussianas.
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Teorema 3. Sean xz1,...,x, las raices del polinomio ortogonal p,(x) (de grado
n) para la medida dw(zx) en (a,b). Supongamos que se hallan los pesos wi, . .., wy
imponiendo la exactitud para los polinomios de grado menor o igual que n — 1, es
decir que se construye la formula de tipo interpolatorio

b
[ @) dute) = wnf) +-+wnfan).
Entonces, dicha formula tiene grado de precision 2n — 1.

El segundo resultado afirma que no es posible hallar por otro procedimiento otra
férmula de tipo interpolatorio con grado de precisién 2n — 1:

Teorema 4. Si una formula

b
/ F(@) dw(z) = wi f@}) + -+l fah)

tiene grado de precision 2n — 1, entonces los puntos x; deben ser los ceros del
polinomio ortogonal p,(x) para la medida dw(x) en (a,b).

El 1dltimo resultado afirma la positividad de los pesos:

Teorema 5. En una formula de cuadratura gaussiana, todos los pesos w; son posi-
tivos.

Dado que las férmulas de cuadratura gaussianas son en particular férmulas de
tipo interpolatorio, si se obtienen en primer lugar los nodos z1, ..., x, como raices
del polinomio ortogonal p,(z), los pesos wy, ..., w, pueden calcularse resolviendo
el correspondiente sistema con la matriz de Vandermonde traspuesta [9].

Por ejemplo, haciendo uso de la funcién solve y de otras contenidas en los pa-
quetes linalg (dlgebra lineal) y orthopoly (polinomios ortogonales) de Maple, po-
demos hallar los nodos (que resultan ser —\/3/_5, 0, \/3/_5) y los pesos (que resultan
ser 5/9, 8/9, 5/9) de la férmula de cuadratura de Gauss-Legendre con tres puntos
en (—1,1):

> with(linalg):
with(orthopoly):
r:=solve(P(3,x),x);
V:=transpose(vandermonde ([r[1],r[2],r[3]1]1));
d:=vector([2,0,2/3]);
w:=linsolve(V,d);

Debe observarse que mediante la orden P(n,x) del paquete orthopoly, Maple
no nos proporciona los polinomios de Legendre (en (—1, 1)) moénicos, sino los que
verifican la condicién ¢k (1) = 1 para todos los valores de k, los cuales son de interés
en ciertos problemas de ecuaciones diferenciales.

V V V V V

Si se conocen las raices z1,...,x,, otro procedimiento para calcular los pesos
w; es hacer uso de la siguiente relacién, que puede obtenerse (ver [3], [14]) como
consecuencia de la forma confluyente de la identidad de Christoffel-Darboux:
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n—1
3 (Pr(@))® _ 1
k0 Yk Wy
En la expresion anterior,
b
= [ oul@)? dule),
es decir, el cuadrado de la norma de py(z) respecto al producto escalar
b
(.9) = [ f@)g(o) duo)

Se debe ser cuidadoso al considerar la anterior relacién, ya que en ocasiones
aparece expresada como

n—1 1
> (melwi))? = —,
k=0 ¢

en cuyo caso hay que tener presente que los 7 () son los polinomios ortonormales
(es decir ortogonales y de norma igual a uno):

o) = PO g qa
VK

En [4] Gautschi indica que esta relacién es particularmente adecuada (desde el
punto de vista numérico) para el cdlculo efectivo de los pesos, puesto que se trata
de una suma de términos positivos. No obstante, el mismo autor advierte acerca de
los problemas de inestabilidad numérica al trabajar con polinomios ortogonales no
clasicos, es decir cuando no se tienen expresiones explicitas para los polinomios.

Es precisamente esta relacién entre los pesos, los nodos y los polinomios ortogo-
nales, junto con la relacién de recurrencia que consideraremos a continuacién, lo que
permite reducir a un problema de valores y vectores propios el problema del calculo
de los nodos y los pesos de una férmula de cuadratura gaussiana.

3. CUADRATURA GAUSSIANA Y PROBLEMAS DE VALORES PROPIOS

Uno de los elementos fundamentales de la teoria de polinomios ortogonales es
que pueden calcularse mediante una relacion de recurrencia, tal como describimos
a continuacion (ver [2], [3], [7])-

Sea {p; };";0 una sucesion de polinomios mdnicos ortogonales respecto al producto
escalar

b
(f.9) = [ f@(@) du(o)
es decir tales que

(pj7pk)207 ]#k
Entonces, los polinomios p; verifican la siguiente relacién de recurrencia:

po(z) =1, pi(z) =2z — ao,
pk+1(x):(x_ak)pk(x)_bkpkfl(x% k:1727"'7
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con coeficientes

g PETPE) gy
(Prspr) T
by PRPE)
(pkflvpkfl)’ T

Notemos que los coeficientes by son todos positivos, y que por lo tanto podemos
tomar la raiz cuadrada positiva /by de cada uno de ellos.
Se suele definir también ,
by = / dw(z),
a

es decir, la medida del intervalo (a, b).

Observemos que, partiendo de po(x) = 1, podemos combinar la relacién de re-
currencia con las expresiones de los ar y bx para construir tantos coeficientes ax y
by (y tantos polinomios py(z)) como deseemos. Este procedimiento ha sido llamado
por Gautschi ([5], [7]) procedimiento de Stieltjes.

El problema que surge al tratar de aplicar dicho procedimiento es la dificultad de
evaluar los productos escalares que determinan los coeficientes ay y by, por lo que
es habitual el uso de métodos relacionados con los momentos, como el algoritmo de
Chebyshev modificado ([5], [7]).

No obstante, el procedimiento de Stieltjes puede ser llevado a la practica en
muchos casos si se hace uso de un sistema de calculo simbdlico para evaluar los
coeficientes de manera exacta o con precisién finita pero con un nimero de ci-
fras significativas suficientemente elevado para contrarrestar la posible inestabilidad
numérica.

Por ejemplo, las siguientes instrucciones de Maple nos proporcionan los coefi-
cientes ar y br y los polinomios ortogonales moénicos en el caso de la medida de
Chebyshev (es decir dw(z) = (1 — 22)~ /2 dz) en el intervalo (—1,1):

> pl0]:=1;

> al0] :=int (x*p[0]~2/sqrt(1-x~2),
x=-1..1)/int(p[0] "2/sqrt(1-x"2) ,x=-1..1);

> b[0] :=int (1/sqrt(1-x"2) ,x=-1..1);

> pl1]:=x-al0];

> for n from 1 to 9 do
a[n] :=int (x*p[n]~2/sqrt(1-x72),
x=-1..1)/int(p[n] "2/sqrt(1-x"2) ,x=-1..1);
b[n] :=int(p[n]~2/sqrt(1-x"2),
x=-1..1)/int(p[n- 1]1°2/sqrt(1-x"2),x=-1..1);
pln+1] :=expand ((x-a[n])*p[n]l-b[n]l*pln-11);

> od;

Se obtienen de este modo los coeficientes bien conocidos (ver [7]) para los polino-
mios de Chebyshev: a = 0 para todo k, by = 7, by = %, by = i para k=2,3,...

Partiendo solamente del conocimiento de los coeficientes ay y by, €l célculo efec-
tivo de los nodos z; y los pesos w; de la correspondiente férmula de cuadratura
gaussiana puede reducirse a un problema de valores y vectores propios para una
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matriz tridiagonal simétrica. Este resultado y el algoritmo correspondiente se deben
a Golub y Welsch [13].

Pese a que dicho algoritmo se remonta (en su versién publicada) a 1969, casi tres
décadas después puede leerse en [15] que es el algoritmo definitivo para el cdlculo
de las férmulas de cuadratura gaussianas. Una versién del algoritmo estd incluida
en el reciente paquete de software debido a Gautschi que se describe extensamente,
junto con la teorfa correspondiente, en [8].

El resultado es el siguiente:

Teorema 6. Sea

ag Vb1 0
bioar Vb 0

0 e bn72 Qp—2 V bnfl

0 0 e \Y4 bnfl An—1

la matriz de Jacobi (de orden n, tridiagonal y simétrica) construida a partir de
los coeficientes ay y by de la relacion de recurrencia para los polinomios mdénicos
ortogonales respecto al producto escalar

b
(f.9) = / f(@)g() duw(z).

Entonces, los nodos x; de la correspondiente formula de cuadratura gaussiana con
n puntos son los valores propios de J,, y los pesos w; vienen dados por

2 .
w; =bovy, 1=1,2,...,n,

donde v;1 es la primera componente del vector v;, el vector propio de norma euclidea
tgual a 1 asociado al valor propio x;, y

by = /ab dw(z).

La afirmacién del teorema anterior respecto a los nodos no es sorprendente (ver
[17], [20]): siendo J,, una matriz tridiagonal simétrica, si denotamos por Jy, (1 < k <
n) la submatriz de J,, formada tomando sus primeras k filas y columnas, entonces
se tiene que los polinomios caracteristicos ¢i,. .., ¢, de esas n matrices (definidos
como g = det(xl — Ji) para que todos ellos tengan coeficiente director igual a 1)
verifican (tomando go(z) = 1) la misma relacién de recurrencia que los polinomios
ortogonales ménicos p1, . . ., p,. En particular, p,, = ¢, y asi las raices del polinomio
ortogonal p,, son las raices de ¢y, es decir los valores propios de J,,.

Naturalmente, es también conocido que cualquier polinomio ménico es el polino-
mio caracteristico (si definimos el polinomio caracteristico de A como det(zl — A))
de una cierta matriz: la llamada matriz companera del polinomio, que en Maple se
construye mediante la orden companion del paquete linalg. Lo realmente notable
en el caso de los polinomios ortogonales es que son polinomios caracteristicos de
matrices tridiagonales simétricas.
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Mucho menos evidente es la afirmacién del teorema acerca de los pesos wy. Go-
lub y Welsch se basan en resultados que aparecen en [19], haciendo referencia en
particular a la identidad de Christoffel-Darboux.

Merece la pena exponer la demostracién de esta parte, no suficientemente clara
en el muy citado articulo [13] debido a que Golub y Welsch no parten de la relacién
de recurrencia para los polinomios ortogonales ménicos.

Observemos en primer lugar que las relaciones de recurrencia para la polinomios
monicos

po(z) =1, pi(z) =2z — ao,
pk+1(x):(x_ak)pk(x)_bkpkfl(x% k:1727"'7
pueden reescribirse como
zpo(z) = aopo(z) + p1(x),

rpr(z) = bkpr—1(2) + akpr () + pr+1(z).

A su vez, las relaciones anteriores pueden expresarse en forma matricial como
sigue:

po(x) po(x) 0
pi(z) pi(z) 0
x =T : + ,
pn72(x) pn72(x)
pnfl(x) pnfl(x) pn(x)
donde
ao 1 0
by a1 1 0
T= :
0 ce bn,Q An—2 1
0 0 e bnfl (n—1

es una matriz tridiagonal.
Ahora bien, si z; (i =1,...,n) son las n raices de p,(z) se tiene
xiPi:TPi, izl,...,n,
donde
_ T
P = (po(i), - -, pn—1(:))
Es decir z1,...,x, son los valores propios de la matriz T'y Pi,..., P, son los
correspondientes vectores propios.
Sin embargo, la matriz T no es simétrica. Para obtener una matriz simétrica, con-

sideremos la matriz diagonal D de orden n con elementos diagonales dy, d1, . .., dn_1,
siendo d, =1/, (k=0,1,...,n—1), donde

b
e = / (o1 (2))? du(z).
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Observemos que, a partir de la definicién de los coeficientes by de la relacion de
recurrencia, se tiene

by, = Yk ’
V-1
es decir
AT~
Nars
De este modo se tiene, para k=1,...,n — 1,

dr—1 dg 1
= b = —
dk V Yk,

y por lo tanto
DTD™' = J,,

donde J,, es la matriz de Jacobi de orden n del enunciado.

Ahora, J, es una matriz semejante a T' y por lo tanto tiene los mismos valores
propios que T': los ceros del polinomio ortogonal p,(z).

Por otro lado, es facil ver que si P; es un vector propio de T' asociado al valor
propio z;, entonces DP; es un vector propio de J, = DTD~! asociado al mismo
valor propio. En consecuencia, parai=1,...,n,

- p _ (Po(xi) Pr_1(@)\T

es un vector propio de J, correspondiente al valor propio z;.
Haciendo uso de la relacion

n—1
Z (Pe(@:))” _ 1
k=0 Yk Wy

ya citada en la Seccién 2 (consecuencia de la forma confluyente de la identidad de
Christoffel-Darboux) se tiene que la norma euclidea de Q; es 1/,/w;. Es decir si v; es
el vector propio de J,, correspondiente a x; con norma euclidea igual a 1, se tendrd

v = Vw; Q.

Finalmente, de esta relacién se deduce facilmente (teniendo en cuenta que po(z;) = 1
para i = 1,...,n,y que hemos definido by = ) que

2
w; = bovil,

donde v;; es la primera componente del vector v;, y

by = /ab dw(z).

Es importante observar el papel y el valor de bg en el enunciado del teorema, ya
que en ocasiones (por ejemplo el mismo Golub en [11]) se cita el resultado como

2
Wi = V41,
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de modo evidentemente incorrecto. Lo que explica este aparente error es que paginas
atrds se ha supuesto (o simplemente se supone sin afirmarlo expresamente) by = 1,
y no vuelve a recordarse este hecho a la hora de enunciar el resultado.

Ademsds del teorema anterior, se presenta en [13] un algoritmo que, partiendo del
método QR de Francis y Kublanovskaya para el cdlculo de los valores propios de J,,,
simplifica el cdlculo de los vectores propios normalizados debido a que solamente se
necesita la primera componente de cada uno de ellos.

Si bien en [13] no se especifica la complejidad computacional, en [2] se destaca
que, una vez conocidos los coeficientes ax y by de la relaciéon de recurrencia, los
nodos y pesos de la férmula de cuadratura gaussiana pueden calcularse (todos ellos)
mediante el algoritmo de Golub-Welsch en O(n?) operaciones aritméticas.

4. APLICACIONES

Para las medidas cldsicas (ver [7]), entre las que se encuentran las asociadas a los
polinomios ortogonales de Jacobi, de Laguerre y de Hermite, son bien conocidos en
forma explicita los coeficientes de las correspondientes relaciones de recurrencia. No
obstante, los resultados que aparecen en las secciones precedentes muestran cémo
calcular dichos coeficientes y los nodos y pesos de las correspondientes férmulas
de cuadratura gaussianas haciendo uso de un sistema de calculo simbdlico como
Maple o Mathematica sin tener que recurrir a tablas dispersas en diversas referencias
bibliograficas.

Adn més interesante es la posibilidad de aplicacién de la teoria a medidas no
estdndar como las citadas en [6], [7]. Por ejemplo, podemos concretar una de las
medidas no cldsicas que aparecen en ciertas aplicaciones [7]: una medida de Laguerre
finita, dada en un intervalo finito (—c, ¢) por

dw(z) = e " dx.

Si elegimos ¢ = 2 y tratamos de hacer los calculos con 16 cifras significativas
en Maple, la inestabilidad numérica hace imposible el calculo correcto de los coefi-
cientes de la relacién de recurrencia. Afortunadamente, Maple (a diferencia de los
sistemas tradicionales de cdlculo numérico con precisién finita) permite aumentar
cuanto queramos el nimero de cifras significativas y asi, tomando 25 cifras significa-
tivas con la orden Digits:=25, conseguimos generar los correspondientes polinomios
ortogonales (al menos hasta grado 10).

Otra fuente importante de aplicaciones de la teoria (basica) que hemos presentado
es que constituye la base para extensiones posteriores de las formulas de cuadratura
de Gauss: las férmulas de Gauss-Radau, de Gauss-Lobatto y de Gauss-Kronrod (ver
2], [9], [15)).

Finalmente, una generalizacién aiin mayor consiste en considerar polinomios or-
togonales en espacios de Sobolev (ver por ejemplo [16]). Una aplicacién importante
de la teoria de las dos secciones anteriores al caso de polinomios ortogonales de tipo
Sobolev puede verse en [10]. En dicho articulo se muestra la utilidad de las férmulas
de cuadratura gaussianas en la generalizacién del procedimiento de Stieltjes para el
célculo de los coeficientes de la relacién de recurrencia que verifican los polinomios
de tipo Sobolev.
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