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ABSTRACT. In this expository paper, zeros of Sobolev orthogonal polynomials
are considered. Properties like location, interlacing or asymptotic distribution
of zeros are presented.

1. INTRODUCCION

Los ceros de los polinomios ortogonales desempenian un papel importante en
teoria de interpolacion, férmulas de cuadratura, teoria espectral de algunos ope-
radores lineales, diseno de filtros digitales, ... por lo que su estudio posee gran
interés.

Dada una medida de Borel finita y positiva p con soporte S, contenido en R, la
expresion

(P,9) =/ padu, p.q€P,
Su

define un producto escalar en el espacio P de los polinomios con coeficientes reales,

que tiene asociada una sucesién de polinomios ortogonales (tinica salvo un factor

multiplicativo). En lo sucesivo, llamaremos estdndar tanto a estos productos como

a sus correspondientes polinomios ortogonales.

Noétese que el operador multiplicacién por x es simétrico respecto a este producto,
es decir, (zp,q) = (p,xq), Vp,q € P.

Los ceros de los polinomios ortogonales estandar tienen buenas propiedades. Asi,
estan situados en el interior de la envoltura convexa de S, (luego son reales), son
simples y los de cada dos polinomios consecutivos se entrelazan. (Para las propie-
dades generales de los polinomios ortogonales ver, por ejemplo, [10] y [31].)

En la década de los sesenta, motivados por un articulo de Lewis [16] en el que
mediante minimos cuadrados se estudiaba la aproximacién simultdnea de una fun-
cion y sus derivadas, varios matematicos alemanes estudiaron productos escalares
del tipo

(1.1) (p,q)s:/ pqduo+/\/ p'q duy
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siendo po y p1 medidas con S,, = S, un intervalo de R y A > 0. Si A > 0, el
producto no es estandar (obsérvese que el operador multiplicacién no es simétrico)
y los correspondientes polinomios ortogonales poseen propiedades distintas de las
usuales en los polinomios estandar, entre ellas el comportamiento de los ceros.

Los primeros resultados sobre ceros fueron dados por Althammer [6], Brenner [7]
y Cohen [11] para casos particulares de (1.1): po = p1 cldsicas, obteniendo so-
bre localizacién de ceros situaciones similares a las de los polinomios estandar, si
bien en [6] se da el primer ejemplo de un producto escalar Sobolev para el que un
polinomio tiene un cero fuera del intervalo de ortogonalidad. Ademds, en [11], se
plantean cuestiones tales como entrelazamiento de ceros de polinomios consecutivos
o dependencia mondétona de los ceros del pardmetro A, que se dejan abiertas.

El producto (1.1) es un caso particular de los llamados productos escalares So-
bolev, denominacién que suele emplearse para aquéllos en que aparecen derivadas.
Mas concretamente, un producto escalar Sobolev es de la forma

m
(1.2) Pa)s =) Mi/ P ¢ dp;

=0 Su
donde p; son de Borel, finitas y positivas, con S,,, C R, M; > Oparai=1,...,m—1
y My, M,, > 0. Para garantizar la existencia de sucesiéon de polinomios ortogonales
respecto de (1.2), hay que imponer que al menos uno de los soportes S, sea un
conjunto infinito.

Nos encontramos ahora con dos situaciones generales. Si las medidas p;, i =
1,...,m, son discretas, los polinomios ortogonales asociados reciben el nombre de
polinomios ortogonales tipo Sobolev o Sobolev discretos. Cuando todas las medi-
das en (1.2) poseen parte absolutamente continua, tenemos los llamados polinomios
ortogonales Sobolev continuos que corresponden a ortogonalidad en espacios de So-
bolev.

Es de senalar que en la literatura sobre polinomios ortogonales se consideran
también formas bilineales definidas a partir de funcionales lineales que en el caso
de ser positivos, por el teorema de Riesz, poseen una representacion integral. Esta
situacién puede aplicarse para definir también productos Sobolev, sin embargo en
este articulo, por razones de simplicidad, nos limitaremos a los casos de productos
definidos mediante medidas. Por los mismos motivos nos centraremos principalmente
en el estudio de productos escalares reales.

El propésito de este trabajo es presentar una exposiciéon no exhaustiva sobre el
comportamiento de los ceros de los polinomios ortogonales Sobolev contemplando
las dos situaciones citadas. Uno de los puntos de interés de este tema es que las
propiedades de tales ceros difieren notablemente de las de los ceros de los polinomios
estandar.

2. PRODUCTOS SOBOLEV DISCRETOS

Durante los tltimos anos varios autores han estudiado polinomios ortogonales
respecto de productos escalares tipo Sobolev de la forma

(2.1) s = [padus Y M) o),
I i=0
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donde g es una medida de Borel positiva y finita soportada en un intervalo I de
R, ¢ ¢ I° (el interior de I), m > 1, M; > O parai =0,...,m—1y M, > 0.
La localizacién de los ceros de los polinomios @, ortogonales respecto del producto
(2.1) ha sido considerada por ejemplo en [4], [14], [15], [20], [23], destacando la
existencia de ceros fuera de la envoltura convexa de I U {c}, que pueden ser incluso
complejos ([2], [24]).

Uno de los primeros resultados sobre ceros de los polinomios @, es que éstos
tienen al menos n — (m + 1) cambios de signo o ceros de multiplicidad impar en
I° siempre que n > m + 1. Esta propiedad es debida a que los polinomios @),, son
cuasi-ortogonales de orden m + 1 con respecto de la medida (z — ¢)™*! dy, esto es,
J;pQn(x — )™t dp = 0 para todo polinomio p con grp <n— (m+1)— 1.

Analizando dos casos particulares de producto Sobolev, se tiene:

(i) Si M; =0parai=1,...,m—1y My > 0 entonces, siempre que n > m+ 1,
Q. tiene al menos n — 2 ceros de multiplicidad impar en I°. Ademads, si ¢
pertenece a la frontera de I, @), tiene al menos n — 1 ceros de multiplicidad
impar en I° (ver [4], [28]).

(ii) Cuando el producto (2.1) es

(p,q)s = / padu+Mp™(c) ¢ (e) + Mep®(e) ¢ (c)
I

donde 1 < r < sy M,, Ms; > 0 entonces, para cada n > s + 1, Q,, tiene al
menos n — 2 ceros de multiplicidad impar en I° (ver [8]).

Estos dos resultados parecen sugerir que el nuimero de ceros de @, en I° no
depende del orden de las derivadas en el producto (2.1) sino del niimero de términos
en la parte discreta del producto escalar. Esta conjetura fue resuelta afirmativamente
en [1] incluso cuando los coeficientes M; en el producto son negativos, no siendo en
este caso el producto definido positivo.

Consideremos el producto

m

(2.2) s = [ padut Y Mip(0) (o),

n i=1
donde p es una medida de Borel positiva y finita con soporte conteniendo un conjunto
infinito de puntos, S, CR, 0 <11 < ... < vy y M; € R\ {0}. Sea Z, el conjunto
de los enteros positivos y @, el n-ésimo polinomio moénico de menor grado, no
idénticamente cero, tal que (p,Qn)s =0, p € P,_1. La existencia de @,, se deduce
de resolver un sistema lineal y homogéneo de n ecuaciones con n + 1 incognitas.
La unicidad se sigue de imponer que sea la solucién polinémica de menor grado. Si
el producto es definido positivo entonces el grado de @, es n y todos los @, son
distintos. En general, esto no es asi y para distintos valores de n podemos tener
el mismo @,,. Para los polinomios @, ortogonales respecto de (2.2), tenemos el
siguiente resultado sobre localizacién de sus ceros:

Teorema 1 ([1]). Para cadan € Zy, Qy tiene al menos n —n cambios de signo en
el interior de la envoltura convexa de S, donde T denota el nimero de términos en
la parte discreta del producto (2.2) cuyo orden de derivacidn es menor que n.
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Como consecuencia de este teorema y del teorema 4 en [17], se tiene que para
n suficientemente grande y cierto tipo de medidas p para las que exista la llamada
asintética relativa de la sucesién (@) (por ejemplo, medidas tales que la derivada
de Radon-Nikodym, p/, respecto de la medida de Lebesgue es mayor que cero en
casi todo punto de S,,), los polinomios @, ortogonales con respecto a (2.2) con
M; € R\ {0},i=1,...,m, tienen exactamente n — m ceros simples en el interior
de S, y los m ceros restantes son atraidos por el punto c.

En [3], [5], [14], por ejemplo, pueden verse resultados sobre acotacién y aceleracién
de los ceros que estan fuera del soporte de la medida en términos de las masas M;
cuando S, es un intervalo I y ¢ pertenece a la frontera de I.

Otra propiedad interesante es el entrelazamiento de los ceros de estos polinomios
ortogonales. Si no hay parte discreta tenemos la definicién cldsica de ortogonalidad
y todos los ceros de @), +1 entrelazan con los de @,,. Para productos tipo Sobolev
con M; > 0, los polinomios @, y Qn4+1 pueden tener ceros comunes (ver [2]). Si
algunos coeficientes M; son negativos, sabemos que puede ocurrir que @, = Q1.
La propiedad de separacién de los ceros de los polinomios ortogonales estandar
se puede deducir de la férmula de cuadratura de Gauss-Jacobi (ver por ejemplo
teorema 6.2, p. 34 de [10]). Usando la cuasi-ortogonalidad de @, respecto de la
medida (z — ¢)”» 1 du, en [1] se obtiene una férmula de cuadratura tipo Gauss-
Jacobi y a partir de ella, informacién sobre el entrelazamiento entre los ceros de @,
y Qnt1. Més concretamente, si designamos por z,1 < Tp2 < ... < Zpn, los puntos
del interior de la envoltura convexa de S, (co(S,))°, donde @Q,, cambia de signo y
por Ky, el nimero de intervalos I,p, = (Tnh, Tnht+1), B =1,..., N, —1 que contienen
al menos un punto donde @, 41 cambia de signo, entonces se tiene:

Teorema 2 ([1]). Pare cadan € Zy tal que 2v; +3 <n<wvjiy (j=0,...,m) se
cumple uno de los dos casos siguientes:
(i) kn>n—2v;—3, 0
(ii) los polinomios Qn y Qni1 tienen al menos [3 (n+ 1 —wv; + Nyy1)] ceros
comunes en (co(S,))°, donde [x] designa la parte entera de x.

En consecuencia, una situacién interesante aparece cuando consideramos el pro-
ducto

m—1
(p,q)s :/ padp+ > Mip®(c) g™ (c)
n i=0
donde ¢ € R\ co(S,,), M; € R\ {0} y 1/ > 0 en casi todo punto de co(S,). Hemos
senalado antes que, en este caso y para n suficientemente grande, @), tiene n — m
ceros en (co(S,))° y el resto fuera de co(S,). Por lo tanto no se da el caso (i¢) del
teorema anterior y se tiene que k, > n — 2m — 1 para n grande.
Permanece abierto el estudio anterior cuando en la parte discreta del producto
(2.2) consideramos puntos distintos (¢;)7;.

3. PRODUCTOS SOBOLEV CONTINUOS

Para polinomios ortogonales de Sobolev continuos, a diferencia de lo que ocurre
en el caso discreto, en general, no se conocen propiedades de cuasi-ortogonalidad
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de estos polinomios respecto de alguna medida. Esto lleva consigo que la técnica de
localizacién de ceros citada en el caso discreto no puede aplicarse ahora.

En la ultima década, se han obtenido bastantes resultados para productos (1.1)
con medidas pg y p1 particulares, generalmente, clasicas o modificaciones de las
cldsicas (pares coherentes). Se trata de resultados de localizacién, en los que es
bastante habitual que haya un cero (dos, en los casos simétricos) fuera del soporte
de la medida, como ocurria en el ejemplo de Althammer, y de entrelazamiento de los
ceros de los polinomios Sobolev con los ceros de los polinomios ortogonales respecto
de po (véase, por ejemplo, [21], [25], [27]). También se ha probado para determinados
productos la existencia de ceros complejos ([9], [26]).

Por otra parte, propiedades sobre acumulacion de ceros pueden deducirse a partir
de propiedades asintéticas de los polinomios. En efecto, si (P,) es una sucesién
de polinomios ménicos ortogonales respecto de una medida @ con soporte en un
intervalo I y probamos que @, /P, converge a una funcién no nula, uniformemente
sobre compactos de C \ I, el teorema de Hurwitz nos permite afirmar que los ceros
de los polinomios @,, se acumulan en I. Resultados de este tipo pueden verse en
[22], entre otros.

La distribucion asintética de ceros de polinomios ortogonales y de sus derivadas
puede deducirse a partir de resultados de convergencia débil de medidas. A cada
polinomio p de grado n, se le puede asociar su medida de contar ceros normalizada:

1 n
v(p) = n E :6%'
i=1

donde x1,...,x, son los ceros de p, contados tantas veces como indica su multipli-
cidad y 0., es la medida de Dirac en x;. Se dice que una sucesién de polinomios
(pn) con grp, = n, tiene distribucién asintética de ceros p, si p es una medida de
probabilidad y la sucesién de sus medidas de contar normalizadas (v(p,)) converge
débilmente a p

*
v(pn) — 1,
es decir, para toda funcién continua f se tiene

ti [ favipn) = [ 7

n—oo

La distribucién asintética de ceros para polinomios estandar ha sido amplia-
mente estudiada. Una referencia obligada es [30], donde se introduce la clase Reg
de medidas regulares. Uno de los motivos de interés de esta clase es que si una
medida i € Reg y con (P,,) denotamos sus correspondientes polinomios ortogonales
monicos, entonces

V(Pn) o WS,
donde wg, es la medida de equilibrio de S,,.

En esta direccién, en [13] se ha probado:

Teorema 3. Sea @, la sucesion de polinomios ortogonales madnicos respecto de
(1.1), donde ug y p1 son medidas sobre R de la clase Reg, con soportes compactos
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que verifican ciertas condiciones de reqularidad. Entonces,

I/(Q;l) L) WSMOUSM :

Ademds, si Sy, C S, entonces
*
V(Qn) * WSy,
4. PRODUCTOS SOBOLEV GENERALES

El problema de la localizacién de los ceros de los polinomios @, ortogonales
respecto de productos més generales como

(4.1) s = [ 1) @ du.
k=0

donde (u)ir, son medidas de Borel positivas y finitas con soporte compacto con-
tenido en C, no es trivial. Como antes hemos citado, tanto en el caso discreto como
en el continuo, ejemplos sencillos muestran que los ceros no estan necesariamente
en la envoltura convexa de la unién de los soportes de las medidas py y que incluso
cuando todas las medidas py estdn soportadas en R puede haber ceros complejos.
En [13], se presentan algunos resultados numéricos en esta linea.

Los primeros resultados para estos productos aparecen en [18], donde bajo con-
diciones bastante generales sobre las medidas py con S,, C R se obtiene que los
ceros de los polinomios ortogonales Sobolev estdn contenidos en un subconjunto
compacto del plano complejo. Este y otros resultados han sido generalizados en [19]
para medidas con soporte compacto en C. Mds concretamente, sea M el operador
multiplicacién definido en P, Mp(z) = zp(z), entonces se tiene:

Teorema 4 ([19]). Si el operador multiplicacion M estd acotado entonces los ceros
de los polinomios Q,,, ortogonales respecto de (4.1), estdn contenidos en el disco
{z: |zl < |M]]}-

Por su elegancia y sencillez exponemos a continuacion la demostracién de este
hecho:

Sea zp un cero de @,, entonces zp(z) = zop(z) + Qn(z) con p € P,,_1. Como p y
Q., son ortogonales se tiene

20 [Ipll% = llzpll§ = 1Qnl% < ll2pll3 = [1Mpl§ < [ MI|pII3-

Se dice que el producto (4.1) es secuencialmente dominado si cumple las
siguientes condiciones:
(i) Suw €Sy, k=1,...,m.
(ii) dur = fe—1dpr—1, fr—1 € Loo(pr—1), k=1,...,m.
Por ejemplo, es secuencialmente dominado cuando todas las medidas iy, son igua-
les.
Este concepto fue introducido en [18] demostrandose que es una condicién sufi-
ciente para que el operador multiplicacién sea acotado. En un principio parecié que
ésta era una condicion demasiado restrictiva, sin embargo en un reciente trabajo
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ot
J3
ot

(ver [29]) se ve que para una amplia clase de productos escalares Sobolev soporta-
dos en R la acotacion del operador multiplicacion implica que la norma asociada al
producto es equivalente a la norma de un producto secuencialmente dominado.

Puede ocurrir que el producto no sea secuencialmente dominado y sin embargo
que los ceros de los polinomios @), estén uniformemente acotados, como muestra el
siguiente teorema para el producto (4.1) con m = 1.

Teorema 5 ([18]). Sico(S,,)Nco(S,,) =0, entonces los ceros de Q! son simples
y estdn contenidos en el interior de co(S,,) U co(Sy,), y los ceros de Q. estdn
contenidos en el disco centrado en el punto de co(S,,) mds alejado de co(S,,) y
radio el didmetro de co(S,,) U co(Sy,).

Recientemente, en [12] se ha extendido el resultado del teorema 4 a productos del
tipo (4.1) sin imponer que los soportes .S, sean compactos, mejorando la cota que
alli aparece. El nuevo método empleado para la localizacién de los ceros no hace uso
de la acotacion del operador multiplicacién.

El resultado a que nos referimos es el siguiente:

Teorema 6 ([12]). Sea el producto (4.1) donde duy = wy dp con == € Loo (1),

wr_1
k=1,...,m. St zg es un cero de Q,, entonces
< 1 . 2
d(z0,co(Sy)) < 5 D k2 [Jwk/wi 1|

k=1

Permanece abierta la cuestion de si los ceros de los polinomios ortogonales Sobo-
lev estan uniformemente acotados incluso cuando los soportes de las medidas sean
compactos.
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