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| CONVOCATORIA DE LA
| 0

ASAMBLEA GENERAIL ORDINARIA DE 1990

JUNTA DIRECTIVA

Se convoca la Asamblea General Ordinaria de 1la
Sociedad Castellana "Puig Adam" de Profesores de Matematicas

Francisco Lorenzo Miranda correspondiente a 1990, para el dia 12 de Mayo de este afio,

Presidente:
__________ a las 11 h 30 m en primera convocatoria y a las 12 h en
Vicepresidentes: ' . | segunda, en el Instituto "Isabel la Catélica® de Madrid

José Manuel Martinez Séanchez (Madrid) (Alfonso XII, 3 y 5>, con el siguiente

Amador Domingo Escribano (Toledo)

. EN D DIA
Salvador Herrero Pallardo (Ciudad Real) ORD EL
Valero Antonio Alias Tuduri (Cuenca)

Rrgen: M2 Alcala del Olmo Pérez {(Guadalajara) 1. - Lectura y aprobacién, si procede, del acta de la asam

blea anterior.

Juan Luis Sanz de Andrés (Segovia)
2, - Informe del Presidente sobre las actividades de la So-
Secretaria: Carmen Garcia-Miguel Fernéndez etedad
Vicesecretario: Francisco Quesada Cobo 3. - Presentacién y aprobacién, en su caso, de las cuentas
|
esorers: slberto Aizpan Lépez de ingresaos y gastos.
——————— 4., - Eleccién de los cargos directivos cuya renovacién esta-
Bibliotecario: Jesis Begofia Aina blecen los estatutos: Presidente, Vicepresidentes de
T —— ' : Cuenca y Segovia, Vicesecretario y Tesorero.
§. - Ruagos y preguntas.

VEA NUESTRAS CONVOCATORIAS

o o DE
DE ASAMBLEA GENERAL Y ; Esperamos tu asistencia !

NUESTRC VIII CONCURSO DE

RESOLUCION DE PROBLEMAS, Vea la convocatoria de nuestro

VIII Concurso de Resolucién de Problemas
EN LAS PAGINAS SIGUIENTES:

en las paginas sigulentes.




VIII CONCURSO DE RESOLUCION DE
PROBLEMAS DE MATEMATICAS

Convocado por:
Socledad Castellana "Pulg Adam” de Profesores de Matematicas
y Colegio Oficial de Doctores y Licenciados en Clencias y éen
Filosofia y Letras.

BASES

PRINMERA

Podran participar los alumnos de B.U.P. y F.P. de los
Centros de Albacete, Ciudad Real, Cuenca, Guadalajara,
Madrid, Segovia y Toledo. Los de F.P.1 lo haran con los de
Primeroc de B.U.P., los de 12 de F.P.2 con los de Segundo de
B.U.P. y los de 22 o 32 de F.P.2, con los de Tercero de

B.U.P.

SEGUEDA

Las pruebas del Concurso se realizaréan en Madrid, en 1la
segunda quincena del mes de junio <(posiblemente el sabado,
23 de ese mes) y consistiran en la resolucién de problemas
(los mismos para todos los concursantes de cada uno de los

tres niveles).
TERCERA

Se concederan diplomas para los mejores de cada nivel,

acompafiados de los premios correspondientes.

CUARTA

Aquellos centros que deseen presentar a algunos de sus
alumnos (hasta un mAximo de dos en cada uno de los tres
niveles) deberan resalizar la preinscripcién antes del dia
30 de Mayo de 1990, dirigiéndose por carta a esta Sociedad
(Apartado de Correos n2 9.479, 28080 - Madrid>>. En esta
preinscripcién no es preciso hacer constar laos nombres de

los alumnos selecclonados. Envien las cartas sin certificar.
QUINTA

Se comunicara directamente a 1os‘Centros preinscritos la
fecha exacta, lugar y hora de realizacién de las pruebas y
estos centros entregaran a los alumnos que envien,
credenciales individuales en las que se haga constar el
curso en que estén matriculadas en el afio académico 1989-90
y que han sido seleccionados por su excepcicnal aprovecha-

miento en MatemAticas.



- 6 -

INDICE DE NOTICIAS SOBRE OLIMPIADAS MATEMATICAS Y CON-
CURSOS DE PROBLEMAS PUBLICADAS EN ESTE BOLETIN
Con objeto de facilitar a nuestros socios la consulta de datos

sobre los tiltimos Concursos y Olimpiadas, ofrecemos un indice se—
flalando los mimeros y péginas donde pueden encontrarlas.

CONCURSOS DE PROBLEMAS DE NUESTRA SOCTIEDAD :

Nimero y afio Convocado en Boletin Crénica - Enunciados
I (1983) 1 2, pag 11
II (1984) 3 4, pag 7
III (1985) 5 7, pag 3
Iv (1986) 9 10, pég &
v (1987) 13 15, pag 3
v (1988) 17 19, pag 17
VII (1989) : 20 22, pag 9
VIII <1990> 24
OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA :
NGmero y afio Primera fase (distritos) Segunda fase (final)
XX (1984) 3, pag 77
XXI (1985) 5, pags. 8y 9 5, pags. 8 y 10
XXII (1S86) 8, pag. 5 g9, pags. 15y 75
XXITII (1986-87) 11, pégs. 3 y 87 13, pags. 9 y 83
XXIV (1987-£8} 16, pigs. 7 ¥ 70 17, pags. 7 y 71
XXV (1988-89) 20, pags. 13 y 79 21, pags. 7y 61
XXV1I <(1989-90) 24, pags.1ly &7
OLIMPIADA MATEMATICA IBERO-AMERICANA :
Nimero, afio y lugar Crénica v enunciados en Boletin n°
I (1986) Colombia 8, pags. 11 y 83
II (1987) Paraguay 12, pags- 3y 75
III (1988) Perl 18, pags. 5y 73
IV (1989) Cuba 21, vaes. 11 y 63

OLIMPIADA MATEMATICA INTERNACIONAL

Nimero, afio y lugar Crénica y enunciados en Boletin n°
XXIV (1983) Paris 2, pag. 15
XXV (1984) Praga 4, pag. 67
XXVI (1985) Helsinki 7, pégs. 9y 89
XOVIT (1986) Varsovia 10, pag. 11 y 11, pag. 89
XXVIIT (1987) Cuba 15, pags. 9y 73
XXIX (1988) Australia 19, pags. 23 y 77

XXX (1989) R. F. A. 22, pags. 15y 73

FOTICTIAS

V OLIMPIADA IREROAMERICANA
DE MATEMATICAS

La Olimpiada Iberoamericana de Matemiticas, que ha
celebrado sus anterliores competiciones en Colombia,
Paraguay, Peru y Cuba, con un importante numero, cada vez
mayor, de palses participantes, se realizara este afio en
Espafia.

Las pruebas se realizaran en Valladolid, los dias 23
y 24 de Septiembre de 1990, y en ellas pertiparan alrededor
de 140 alumnos de cursos preuniversitarios de la mayor
parte de los palses ibercamericanos. El equipo espafiol sera
seleccionado entre los mejores clasificados en 1la XXVI
Olinmpiada Matematica Espafiola, cuya fase final tendra lugar
los dias 16 y 17 del mes de Marzo préximo.

XXXI OLIMPIADA MATEMATICA
INTERNACIONAL

La Olimpiada Matemitica Internacional se celebrara
este afio en China, en el mes de Julio préximo. En nuestro

proximo Boletin daremos datos mAs precisos.
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El Tercer Simposium Internacional de AnAlisis
Numérico, organizado conjuntamente por la Universidad
Politecnica de Madrid y la Universidad Carolina de PFPraga
(Checoslovaquia), tendra lugar en Madrid, del 22 al 24 de
Mayo de 1990.

El SIAF <o ISHA) tiene el objetivo de examinar el
estado del arte actual en Analisis Numérico, especialmente
en el aspecto de las aplicaciones computacionales.

Para cualquier cuestién relacionada con el SIAN

dirijanse al Prof. Dr. Carlos Vega. Rectorado de la U. P. M.

IV SINPOSIO IRTERNACIONAL
DEL CONOCIMIENTO Y SU IBRGENIERfA

Las sesiones de este Simposio se celebraran en
Barcelona del 7 al 11 de Mayo de 1990. Las tutorias (7 y 8
de Mayo) tendran lugar en el Dept? de Informatica de ia
Universidad Auténoma de Barcelona (Bellaterra) y las
sesiones tecnicas (9 al 11 de mayo) en el Auditorium Eanca
Catalana (Diagonal, 662-664>.

Para informacien o inscripciones, dirijanse a IBC ,
Alvarez de Baena, 3, 22, 28006-Madrid. Tno. 319 75 38.

VIII CIAEM

La VIII Conferencla Interamericana de Educacién
Matematica se celebrara del 3 al 7 de Agosto de 1991, con

sede en la Universidad de Miami, en Coral Gables (Florida».

c. Db. L.

CURSOS DE FORMACIGN DEL PROFESORADO

El Colegio Oficial de Doctores y Licenciados en Filosofia
y Letras y en Ciencias y el Colegilo Profesional de la
Educacién han organizado unos cursas de Formacién del
Profesorado que comenzaron el 1 de Febrero y se prolongaran
hasta el 20 de Abril. Los cursos programados, ¢On Sus fechas

previstas, son los sigulentes:

1, 2 y 3 de Febrero de 1990:
El] disefo curricular base en el area de Lenguas Extranje-—

ras (Inglés) y sus aplicaclones al aula.

19 al 23 de Febrero de 1990 (19.00 a 21.00 horas):
Filosofia y Educacién: Consideraciones en torno a la re-—

forma del sistema educativo.

5, 7, 9 y 12 de Marzo de 1990 (a las 18.30):
MATEMATICAS. Seminario de Matematicas.

6, 7, 13, 14, 20, 21, 27 y 28 de Marzo (a las 19.00>:
Seninarioc de Ciencias Naturales. Introduccién a la técni-

ca histolégica.

13, 14, 20, 21 y 22 de Marzo de 1990 <(a las 19.00>:
Bl Tiempo en Gramitica, Légica, Matematicas, Fisica e His-

toria.



15, 16 y 17 de Marzo de 1990 :
E] disefio curricular base en el &rea de Lenguas Extranje-

ras (Inglés) y sus aplicaciones en el aula (22 parte’.

22, 23 y 24 de Marzo de 1990 :
El disefio curricular base en Ensefianza Secundaria Oobliga-

toria.

16 al 20 de Abril de 1990 (a las 19.00):
Tratamiento de las dificultades de aprendizaje en el area

de MATEMATICAS a través de las adaptaciones curriculares.

lLas inscripciones para estos cursos pueden reallizarse en
ljas oficinas del Colegio de Doctores y Llicenciadas, plaza de
Santa Barbara, 10, de 10.00 a 13.80 y de 16.30 =a 19.30,
excepto sabados. Tno. 3 19 27 12. Las plazas estan limitadas
y hay cuotas especlales para los colegiados. E1 CDL extende-

ra Certificados de Asistencia al terminar los cursos.

Por considerarlo de especial interés para nuestros socios,
damos a continuacien el programa del Seminario de MatemAti-
cas, destinado a proifesores de Ensefianzas Medlas, que se
realizara en los locales del I. B. "pvenida de los Toreros"

(Avda. de los Toreros, 57. Madrid):

5-Marzo: “Transformaciones Geometricas”. por D2 Adela Salva-—
dor Alcalde.
7-Marzo: “Geometria y experimentacidén®, por D. Julio Fernan-—

dez Biarge.

o-Marzo: "“Disefio curricular Base de Matematicas ¢ Un cambio
de programas 7%, por D2 HN& Jesis Luelmn.

12-Marzo: *“Algunas curiosidades, divertimientos y problemas

sobre numeros”, por D. Javier Peralta.

XXVI OI.IMPIADA MATEMATICA
ESPANOLA

PRIMERA FASE

Las pruebas de la Primera Fase de la " XXVI
Olimpiada Matemdtica Kspatiola ", correspondiente al curso
1989-90, se han realizado en el distrito de Madrid y en la
mayor parte de los restantes, en los pasados dias 16 y 17

de Febrero.

Como es sabldo, esta Olimpiada est& organizada por
la Real Sociedad Matematica Espafiola bajo el patrocinio de
la Subdireccién General de Becas y Ayudas al Estudio
A ella pueden concurrir los alumnos matrculados en C.0.U,
o F.P.2.

Los tres primeros clasificados de cada distrito,
ademas de tener opcion a una beca para cursar la
licenciatura de Matematicas, pueden participar en la fase
final, en la que se proclaman los ganadores. Esta fase
final servira de base para selecclonar los equipos que
representaran a Espafia en las Olimpiadas Matematicas
Internacional e Iberocamericana, anunciadas para los
proximos meses de Julio y Septiembre, respectivamente. Lo
tardio de estas fechas, en relacién con 1lo que es
habitual, explica el que también las pruebas de 1la XXVI
Olimpiada Matematica Espafiola se hayan celebrado mas tarde

de lo acostumbrado.

Las pruebas de esta Primera Fase, en el distrito de
Madrid, tuvieron lugar en la Escuela Técnica Superior de
Ingenieros Industriales. El numero de participantes ha

sido de 110, Dbastante superior al registrado en los afios
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precedentes. Como de costumbre, consistieron en la
resolucion de ocha problemas, distribuidos en dps sesiones
de cuatro horas cada una, que se realizaron en la tarde

del dia 16 y en la mafiana del 17.

Los enunclados de estos problemas pueden verse en
este mismo Boletin, en nuestra seccién de Problemas
Propuestos. Sobre su grado de dificultad, nuestros
lectores formaran su propio juicio, pero podran comprobar
que la mayor parte de ellos son mucho mas faciles de
resolver que los que se suelen proponer en las
competiciones internacionales, lo cual es razonable para

la Frimera Fase de la Olimpiada.

E1 Jurado, tras examinar Yy valorar los ejerciclos
presentados, se Teunio el pasado 22 de Febrero, e hizo
publicos los nombres ae los aspirantes mejor clasificados.
Se asigno a cada particpante umna puntuacién de cero a
diez puntos por problema, con 1o que habia una posibilidad

teorica de obtener 80 puntos.

Al d1gual que en 1los afios precedentes, se pudo
comprobar que bastantes de los participantes concurren a
las pruebas sin preparacién alguna, confiados tan s6lo en
en cierto gusto por la asignatura de matematicas; esto no
es, evidentemente, lo que exige la participacién en una
competicisen olimpica. Son pocos los centros que han
Jlevado a cabo una preparacion sistematica de los alumnos
que presentan, tal como es habitual en otros paises. Eso
explica que el nivel medio resulte bastante bajo, pero
entre lose alumnos que han sido guliados por sus centros en
preparacioen y entrenanmiento adecuados, unas pocas horas al

mes, los resultados quedan Tuy Ppor encima de ese nivel.

—13_

Los aspirantes mejor clasiricados en el distrito de

Madrid han sido los sigulentes:

12 - D. Marco CASTRILLON LOPEZ, del I. BA. "Ave-
nida de los Toreros” de Madrid ... ... 58 puntos

22 - D. Franciso OGANDO SERRANO, del I. B. "Ra-
miro de Maeztu” de Madrid ... ... ... 57 puntos

32 = D. Nanuel Francisco HERRADOR BARRIQGS, del
Colegio de N2 S2 del Recuerdo de Madrid 47 puntos

4¢ = D. J. Luis PeEREZ CASELLES, del [. B. "Cer-—
vantes” de Madrid ... ... ... ... ... 45 puntos

52 - D, Esteban CHACON RISCO, del I. AB. "Dioni-
sio Aguado"” de Fuenlabrada (Madrid>... 43 puntos

62 = D. Daniel ALMODOVAR HERRAIZ, del I. B. "Al-
fonso VIII” de Cuenca +++e ... 40 puntos
72 - D, Ignacio LACADENA GARCfA-GALLO, del Cole-
gio de N2 52 del KRecuerdo de Madrid .. 39 puntos

82 - D. Franclisco MOYA FERNANDEZ, del [f. B. *“El

Gran Capitan” de Madrid .. ... ... ... 38 puntos

Por debajo de estos, pero con 35 puntos o mas, han
resultado Dfla. Nuria Talayero San Miguel <(Liceo Franceés),
D. Padro Javier Castro Sayas (N2 S2& del Recuerdo), D.
Ricardo Torres Zurita <(Col. Ramén y Cajal> y D, José
Manuel Moya Fernandez (I.B. El Gran Capitan).

Los tres primeros clasificados son los que podran

partipar en las pruebas de la Fase Final 1y los que tienen
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opcion & cendas becas para estudiar, si 1o desean, la
1i{cenciatura de Ciencias Matematicas. Si algunos de =508

tres primeros renunciasen al disfrute de sus becas, éstas

podrian ser adjudicadas a los siguientes de la lista.

Debemos sefialar con satisfaccién gque algunos de los
participantes citados antes, compitieron con éxito, en
afios anteriores, en los Concursos de Resolucién de
Problemas de nuestra Sociedad: El1 mejor clasificado, D.

_Jﬂnrco CASTRILLOK LOPEZ, quedé en segundo lugar, c©Omo
7/:alumno de 32 de B.U.P. en 1080; también D. J. Luls PEREZ
CASELLES, ahora clasificado el cuarto, fué el primero,
como alumno de 32 de B.U.P. en 1989 y el primero, como
alumno de 22 de B.U.P. en 1988; D. Daniel ALMODOVAR
HERRALZ, ahora sexto, quedo el 32 como alumno de 3¢ en
1989, el 22 como alumno de 22 en 1088 y el 12 como alumno

de 12 en 1987. Una vez mas comprobamos que los preniados

en nuestros concursos suelen figurar entre los mejores
clasificados en las pruebas de sus distritos, en 1la

Primera Fase de la Olimpiada.

Damos la enhorabuena a los ganadores Yy & los
Centros que se han esforzado en Su preparacion ¥y deseamos
que tengan una destacada actuacién cuando participen éen la
FASE FINAL, que &€ celebrara simultaneamente en las Islas
Canarias y en Madrid (E. T. S. de Ingenieros Industriales>
en la tarde del dia 16 y en la mafiana del 17 de MNarzo de

1990.

TEMAS DE SELECTIVIDAD

En el numero anterior de nuestro Boletin, entre los
temas de MATEMATICAS II que publicamos, aparecié uno de
ellos repetido en las paginas 15 y 16, omitiendo, en cambio,

otro de los gque fueron propuestos en el Distriro ¢nico de
Madrid.

Publicamos en la pagina siguiente la reproduccién de ese

tema, para completar la informacién que tratabamos de dar a

nuestros soclos.

El Grupo de Trabajo encargado de la elaboracién de los
temas de MATEMATICAS I1I en el curso pasado, entregé a los
coordinadores de esta asignatura del C.0.U. de las cuatro
Universidades de 1la Comunidad Auténoma de Madrid, dos
modalos de temas, para que los hiciesen 1llegar al
profesorado de 1los Centros coordinados por ellos, como
orientacién en sus enseflanzas. Como estos modelos tuvieron
gran difusién, es posible que sean ya conocidos por nuestros

socios; por si no fuese asi, los incluimos en las paginas

siguientes.

Ofrecemos también algunos de los temas de MATEMATICAS II

propuestos en las Universidades de Extremadura y Sevilla
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b)
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MATEMATICAS II

i Dar respuesszas rzzonadas, claris y concisas a 1as oreguntas simoenies:
na variazi: aleatoria discr=ta t:izrne la siguient2 distribucisa
Srobabilidad: K “ 1] 2 3

( a | s | s |
/o | s/18] 176 | =2 |
Se pice: a’ Compietar la distribucidn de probabilidad

b) Caicular la med!a y la desviacién tipica

neidera la funcidn real de variable real y = f(x) = --]'--(x5 - 80x) . Se pide:
imiento o decrecimiento, extremcs relativos y dibujo d€ su grdfica.

. Dar respuesz2s raconadas, claras y concisas a las preguntas siguientes:

a b c

Calcular el valor del determinante D = a=1 b+2 c-1 (conocidos a , b, ¢ )

a+l b-3 c+2

Dados tres suceses A , B8 , C , expresar (mediante las operaciones con su-
cesos) los siguientes sucesos: 1) Ocurre exactamente un suceso de los A ,
8 , C . 2. Qcurren exactamente dcs de los sucesos A , B , C . 3) Ocurren
a. menos c¢os sucesos de los A , B, C.

Dar respuestas razonadas, claras y concisas a las preguntas siguientes:

2 .

Yal.ar ei drea encerrada por las gréaficas de y=x -1 , y=3 .

a)
x + 3y ~22 +3 =0
b) Daco el sistema 3x - y +2-2=0 , determinar a para que tenga
ax + 2y -2+1=20
{infinitas soluciones y resolverlo para ese valor de a .
22 £uzzTION @ Das respueszas razcnacas, claras y concisas a 12s preguntas siguientes:
X I
. x - 2v £ -1
a) Dadas las restricciones: v £
bx-y-520
3y L =4x =22
Hallar lus puntos de la regidn que limican. en los cuales la funcién
Fix.v) = x4y es mixima y aquéllos en que es minima.
_ X + 1
b) Calcular una funcién primitiva de la funcidn y= x - 1)(x + 2

MATCMATICAS II (MODELO A

Oar respuestas razonacas, claras y ccncisas a las preguntas sigulentes:
a) Se han cotenido las pulsacicnes de un eguipo de atletas después
de una carrera los datcs octtenidss son los sig:zientas

Pulsacicrnes |70-74 7 -"9 AN-Aa ELE- on-24a o2& .03

Num. de atletas | 3 3 ? 10 12 3

Ze pide: allas marcas de clasa S,EL intasvalio madi

2
. . x
b) Se considera la funcidn f£(x) = == . para x 2> 0 . Contestar razcnadamente a:
A . . Lex
- ¢ La funcidn es creciente o dedreciente ?
- ¢ EZxisten valores de x para los que f(x)>! 7
- . Ixiste
o H

sten valores de x para los que f{x}<{2 ?
- Cuarndo x crece indefinidamente ; los valores de f{x) tienden a algin valsr 7

~ Hacer un besgueio de la grdafica de f£ix) .

ZCN

Jar respuestas razcnadas, claras y concisas a las preguntas siguientes:
X =2y 22 =1

al Comprobar que los tres planas { 5. _ v 43z -2 se cortuan en un punto v hailarlo.
x4 y=- z2=4
t) Dada la distribucién de frecuencias
vaicr X | S 20 25 30 35 4Q 45 50 S5
frecuencias n | ¢ 13 38 74 106 &5 30 10 a

Se picde: a) Calcular la media y la desviacién ct{pica.
b) Csnstruir el poligono de frecuencias
c) Sl se considera una distribucién normal X con la misma
media y dasviacion tipica que en a). Calcular P(X>35)

y compararla con la frecuencia relativa de 1la tabla anterioer.

: Dar respuestas raccnadas, claras y ccneisas a las prezunctas siguientes:

a) Estudiar y comparar las griricas de las funciones y = % cos(ditx). y =3 cos(41zx)

b) Se considera la funcién z = f(x,y) = 4x + Sy . Determinar el punto donde la funcién
z = f(x,y) toma su valor minimo, con las restricciones siguientes:
x20 , y=o0 .dx+3y;90, 2x~y220 . Sx + 12y> 120 .

a) £l presio de un billete de una linea de autobuses es suma de una cantidad fija y otra
proporcional ai nimero de kildmetros del recorrido. Par un billete a una poblacidn
se han cobrado 1 800 p:s. For otro a otra poblacidn que dista el doble, 3 3GO pts.
¢ Cuanto cctrardn por el billete a ura poblacidn que diste la mitad que la primera K

b) Determinar el drea finita limitada por el eje 0X , larecta x =2 , y la

9

2
x

grifica de la funcidn y = -1 .

ano ciCoeflcienta de variacién



MATEXATICAS [I (OMODELO B)

i ~p fegienmios
. Dar- recguesTtiIS £aLonalias, claras y concisas a l1as preguntas Sigdienie

atro la
a) Un distrituidor de llantas 1as vende &n lotes de cu R

discritucién probacilistica del numero de defactucsas en cada lote

pe
es la siguiente K | [o} 1 2 3 4
$(i=5,]|5.9 0.05 0303 ©0.01% 0.0C5

Se pide a)Cui. es la media ?

b)ICuil es el coeficiente de variacién?

1a grafica de la funeidn y = (x2 - 1){(x + 2) , hallando para ello las

sresentar . :
o) ne ue se estimen convenlientes.

ca-acteriscicas de esa grafica g

-2 mcm-ay . Da- respuestas razonadas, claras y concisas a las preguntas siguientes:

a
a) Sean las siguientes rectas del plano:
X - v =2

3x - v = 1

Ix -0y = -»

icsd iv 2 a mis de una de ellas.
Lecerminar su posicidn relativa v los puntos que pertenezcan :
b) Un eguipo de baicncesto, encuentra que ei: numero de puntos

cbtenidos en cada parzicdo a io largo dei campeonato, esté
disc—ibuido normaimente ccn media de 85 puntos Y desviacioén tipica
de 11 puntos. Se pice:

a)Ercbabilidad de que en el partidoe sigulente, el equipo obtenga
b)fropabilidad de que supere 1os& 100 puUntes.

T v 2 puUntes- .
S ! : : as y ccnclsas a LEs preguntas siguientes:

. Dar rescueszas rascnadas, ¢lar

o}

2 rivaca d a - b se anula pa igual a < la funcion ¢ r creclente

L ae v e un uncicn e anu para x 1guad 3 o} puede se 5E ent
T PUn H ¢ puede ser dezreciente 7 (FU 24 = Cl-—

ar, ese intgo ? ci ? ede tener un maximo o un minimo re ati

vos en él ?

b) si (x,y) son las coordenadas de un punto P , escr;bir doi mitrizzz i:aizigﬁ:a
i ) tales que el producto
de segundo orden , A Yy B,
de coordenadas del punto simétrico de P respec®o az ;rxge: de.c?:rgzzagzs
| I columna de coordenadas del punto simetr
y el producte B y) sea la

P respecto al eje y =0 (o sea el OX).

) ¢ concd pe-1 regunstas siguientes:
#sx ¢ Dar resguectas razonacas, claras y csSnce sas 2 s preg guier

ée compran las cantidades a , b y ¢ de los productos A,B ¥ C‘,sr::pec-
L‘vaﬁente. Para estos tres productos, un fabricante ofr?ce los precio : e
2' 3 y 5 pesetas por Kg, respectivamente; otro fabr;can;e, iua p;ect:jkg
I los precios de , y 4p .
6 esetas por kg, y un tercero,
} éuz'cintidnges a .pb y 'c hay que comprar de cada producto para que el

imparte total de lo pagado sea 6200 pesetas cualquiera que sea el fabricante

irva 7 - [ —

que los si 7 - —

b) Una piscina tiene forma de prisma con base cuadrada.y su capacidad :tru 5
4000 metres cubices. Calcular sus dimensiones sabiendo que s? 902 y
de medo que el material erpleado en su revestimiento fuese minimo.

UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA
SELECTIVIDAD

EXAMEN DE MATEMATICAS 11 -

Tiempo: 1h. 30m.
Obligatoria/Optativa

'L ALUMNO TIENE QUE ELEGIR ENTRE EL REPERTORIO DE CUESTIONES_|
QUE FIGURA EN ESTA "CARA" Y EL QUE FIGURA AL DORSO.
Cada cuestidn del repertorio elegido se calificard de 0 a 2°S puntos.

REPERTORIO 1

1.- Se quieren obtener 10 kg. de pasta con trigo, arroz y malz, cuyos precios son 20,
40 y 25 ptas./Kg., respectivamente. Hallar 1a cantidad de cada materia que ha de for-
mar |a pasta, sabiendo que el precio resultante ha de ser de 40 ptas/Kg. y que la canti-
dad de arroz ha de ser doble que la de mafz.

2.- Los litros de agua/in2 cafdos en determinada regidn han sido los siguientes:

Afio 1982 1984 1986 1988
Lluvia 630 510 540 310

Hallar la previsién de lluvias para el afio 1989 utilizando el polinomio de inter-
polacién de segundo grado mds idéneo.

3.- A cierta distribucién bidimensional de las variables (x;, y;) le corresponde como
recta de regresion la de ecuacion  y=0'6x + 8

Sabiendo que la media y la desviacion tfpica de la distribucién marginal de la va-
riable x son iguales a 12'2 y 1'3, respectivamentc, calcular:

a) La media de la variable y
b) La covarianza.

4.- En la fabricacion en scrie de bombillas en cierta fibrica, se estima que de cada
partida de 1.000, cinco salen defectuosas. Si en un afio se han fabricado 50.000 bom-
billas, ycudntas cabe esperar que presenten defectos? ;Cuil es la varianza y la desvia-
cién tfpica de la distribucién?
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REPERTORIO 2

1.~ Un fabricante de alfombras dispone de las siguicnies existencias de lana: 500 Kg.
de color azul, 400 Kg. de color verde y 225 Kg. de color rojo. Desea fabricar alfom-
bras de dos tipos que llamaremos A y B. Las del tipo A llevan 1 Kg. de lana azul, y 2
Kg. de lana verde. Las del tipo B, 2 Kg. de lana azul, 1 Kg. de verde y 1 Kp. de lana
roja. Por cada alfombra del tipo A obtiene un beneficio de 2.000 ptas. y 3.000 por
cada una del tipo B.

(Cuéntas alfombras debe fabricar de cada clase para que la ganacia sea méxima?

2.- El Ayuntamiento de cierto municipio ha publicado el siguiente censo (a 31 de di-
ciembre) de varios aiios:

Anos Poblacion
1960 1.050
1970 1.290
1980 1.552

Estimar la poblacién en el aiio 1976 mediante:
a) Interpolacién lincal
b) Interpolacién cuadritica

3.. Las calificaciones obtenidas por un grupo de 5 estudiantes en C.O.U y en la Se-
lectividad han sido:

Ccou Selectividad
6'8 6'2
8'2 7
7'4 7'6
6'6 5
78 5'4

n) Calcular el coeficiente de correlacion y la ecuaci6n de la recta de regresion de
1as calificaciones en la Selectividad respecto de las calificaciones en C.O.U.

b) Obtener la calificacién en la Selectividad que resulta previsible para un alum-
no cuya calificacién en C.O.U. fue 7.

4. Se lanza un dado 4 veces y se considera la variable aleatoria, X, que indica el ni-
mero de veces que se obtiene una puntuacion divisible entre 3.

Establecer la distribucién de probabilidad y la funcién de distribucién de la va-
riable X y representarlas gréficamente.

lignea adjunta (incluyendo los bordes).
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MATEMATICAS Il

Fl alumno contestacda DOS de las siguientes cuestiones:

CUESTION 1.

243

r+ 1

(a) Determinar sn dominio de existencia y sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

(b) Calcular sus asintotas.

(¢) Representar graficamente la funcion.

(d) Hallar el drea del recinto limitado por la curva y = f(z). los ejes coordenados y la ordenada z = 1 .

Sea la funcion f(z) =

CUESTION 2.

Se lia medido la talla de 20 jévenes obteniéndose los siguientes datos en centimetros:

171, 182, 192, 162, 173, 172. 160. 187, 197, 180, 163, 173, 167. 179, 178, 181, 198. 175, 168, 168.

(a) Agrupar los datos en cuatro intervalos de amplitud 10, representando el histograma correspondiente.
(h) Calcular razonadamiente la media y la desviacion tipica de los datos agrupados.

{¢) Construir el poligono de frecuencias acumuladas y calcular la mediana.

(d) Localizar el intervalo modal y la moda.

CUESTION
Ue una distribucion bidimensional (X, ¥} se conocen las rectas de regresién:

de V' sobre X 4y

15.X + 50

de X subre V 61V =153V =110

(a) Caleular of corficiente de rorrefacién entre las variables X e ¥ ¢ interpeetario.
(b} Calcular 1a media de la variable X y la media de la variable Y.

CUFSTION o
(a) Construir nn sistea de inecuacionrs cnyo conjunto solucidn corresponda con el seiialado en las

(4,4)

(0,1)
(1,0)
(b) Determinar a para que el sistema
z+2 =4
az+y =1

tenga una tnica solucién y para que no lenga solucidn.



MATEMATICAS Y
FILOSOFiAS DEL ESPACIO

El Profesor don Rafael Rodriguez vidal, eminente
catedratico de la Universidad de Zaragaza, al que ya debemos
algunas vallosas aportaciones para nuestro Boletin, ha
tenido la amabilidad de autorizarnos a reproducir, del
nomero 15 de los Cuadernos del Ateneo de Zaragoza
(Noviembre, 1989>, el articulo que ofrecemos a continuacidén,
que estimamos ha de ser de gran interes para nuestros

socios.

Matematicas y filosofias del espacio

Por Rafael RODRIGUEZ VIDAL

Es indudable gque la contemplacion reflexiva del espacio sin li-
mites donde vivimos ¥ medimos, ha dsbido preocupar al homkre
racional desde su 2tasa pracientifica v esta contzmplacion ha se-
guido. como un desafio interrogante, hasta los filésofos y matemd-
ticos d= hoy mismo. En la extensién de una conferencia, no pode-
mos tomar el tema desde tan lejos, ni llegar hasta tan cerca, Nos li-
mitaremos, pues. a exponer un resumen de tres invenciones capita-
les. a saber, la geometriz analitica, las geometrias no euclideas y la
genmetria diferencial: que son matemdtica pura, pero por su po-

tencia intelectual alcanzan a la filosofia.

Geometria analitica

LA GEOMETRIA DE DESCARTES

Es de conocimiento general que a partir del siglo XVI1I el espa-
cio y su geometria pueden tratarse en términos de 4dlgebra, segun
ensena la llamada geometria analitica. La concepcién de esta geo-
metria se vincula indisolublemente al genial filésofo y matematico
R. Descartes (1596-1650); tal vinculacion es totalmente justa, pero
demasiado exclusiva cuando se olvidan antecedentes y complemen-
tarios importantes.

El libro de La Geometria de Descartes aparece como tercer
apéndice al Discurso del método (1637) cartesiano. Debe ya decir-
se que no es un libro escrito para lectores cualesquiera, ni aun para
matemdticos cualesquiera, pues en muchos puntos es deliberada-
mente hermético, y asi fueron frecuentes las peticiones de aclara-
cion que los propios amigos y discipulos elevaban al autor. No es
esto extrafio, cuando en el texto se leen, por ejemplo, frases asf:
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“Pero yo no me detengo aqui para explicar esto mds en de-
talle, porque os guitaria el gusto de descubririo por voso-
tros mismos, ¥ 14 vlihdad o€ cultivar vuesiro ngemo gjerie
tandolo, que es,a mi parecer, lo principal que se puede ob-
tener de esta ciencia.”

0, m4s adelante,
‘... y yo intentar¢ poner la demostracién en pocas pala-
bras, porque me aburro ya de escribir.”

El que piense en la geometrja analitica como la estudiamos
hoy. definiendo primero unos gjes de coordena@as, para pasar a las
ecuaciones de las lineas del plano y las superficies del espacio, con
los problemas consecuentes, seguramente no la reconocerd en
la obra de Descartes, donde no aparecen los ejes de coo'rdenadas‘
ni las ecuaciones de lineas notables. Todo esto se ve mads patenté
en la obra de P. de Fermat (1601-1665), escrita antes, pero publi-
cada —postuma— 30 anos despues, que la de Descartes. Sin eml?a.r_-
go es la concepcion de Descartes. y no la de Fermat, la mds proxi-
ma a nuestro ideario.

Esto se debe a que P. de Fermat, que €s el matemﬂtigo mas im-
portante de su liempo (aungue no el mds célebre, que sin duda 19
es Descartes). permanece ligado al formulismo de la homogenei-
dad, por el cual, si AB esun segmento, AB x AB esun :ire'a y AB x
AB x AB es un volumen, y las ecuaciones deben ser, explicitamen-
te, entre cantidades homogéneas, Descartes, en cambio, orilla la
homogeneidad con un recurso tan sencillo como genial._ I.,e basta
considerar un segmento arbitrario (que no hay que explicitar) co-
mo unidad: si X es un segmento de recta, también x2, x* los conci-
be como segmentos “aunque, dice Descartes, para servirme de los
nombres usados en dlgebra les llamo cuadrados, cubos, etc”.

De este modo. si x esun segmento. en Fermat no tendria ningtn sentido
la igualdad

v=x2 - 5% -9

pues x2 es un drea, 3X es un segmento y 9 esun ntimero, mientras Descartes
permite dejar tdcita l2 estuncia de un segmento u. unidad, arhnrano.gcnerai-
mente, con el que la formula anterior se entenderd homogeneizada asi:

2
g =22 sy o
u

Para la matemadtica actual, las varjables son nimeros y no segmentos, pot
lo que la ecuacién anterior debe sobreentenderse homogeneizada asi:

2
Y _ X _sX_ 9
u u2 u

Por todo ello suele decirse, como es bien sabido, que Descartes
ha reducido la Geometrfa al dlgebra (los puntos son numeros, las
iguras son ecuaciones, ...); pero los matemdticos prefieran tal vez
decir, con H. Lebesgue (1875-1941), que Descartes ha referido to-
das las geometrias, plana y espacial, a la de la recta. Esto lleva a
construir el continuo lineal y de aqui a la aritmetizaci6n de la Ma-
temdtica. ‘‘Este progreso logico ha sido tan considerable —conclu-
ye Lebesgue—, que su amplitud es en cierto modo filosofica’. Pero
no serd esta filosofia de la matematica la que tratemos en esta lec-
cidon.

EL TRATADO DEL MUNDO

Descartes no cita nunca la fuente de sus ideas y es patente la
reserva y reticencia con que de ordinario trata la obra de los auto-
res de talento comparable al suyo (pocos ciertamente). En particu-
lar es lamentable que no llegase a apreciar el genio del ya citado P.
de Fermat, asi que, por ejemplo, en cierta ocasion, con motivo de
algunos problemas propuestos por Fermat, cuyos enunciados
habia recibido Descartes a través del P. Mersenne, contesté a éste:

“Para hablar de ello francamente entre nosotros, asi como
hay quien se niega a batirse en duelo contra los que no son
de su calidad, vo creo tener algin derecho para no detener-
me en contestarle.”

Como bien dice uno de los bidgrafos de Descartes a propésito
de su cardcter: “He aqui una de las extravagancias que es sensible
encontrar en la vida de un gran hombre, porque uno no sabe ba-
jo cué aspecto presentarla para hacerla disculpable.” Esta observa-
cion la hace E. Figuier, francés, comentando los juicios de Descar-
tes sobre Galileo. Tema que nos vuelve al de nuestro discurso.

En 1625 Descartes estuvo en Florencia y evit6 el encuentro
con Galileo, entonces en la cumbre de su prestigio. Algunos bidgra-
fos benévolos dicen que esto fue por la prudencia de Descartes an-
te la Inquisicion; pero el proceso de Galileo (1633) estaba enton-
ces muy lejano. Afios después de su viaje a Italia, escribe al P. Mer-
senne:



“Por lo tocante a Galileo, os diré que no le he visto nun-
ca, que nunca he tenido ninguna comunicacion con £1, v
avs, por consiguiente, no puedo haber adquirido nads &«
¢ P51 esto no veo nada en sus escrites que me conse on
dia, ni casi nada que yo quisiera reconocer por mio. Todo
lo mejor es lo que ha hecho en la musica; pero los que me
conocen podrian creer que €l la habria tenido de mi mas
bien que yo de él; porque yo habia escrito casi lo mismo
diez y nueve afios hd, en cuyo tiempo yo no habia estado
en Italia.”

En cuanto a la explicacién que dan los historiadores italianos
es undnime: “che forse il Descartes evito Galileo, perche non pote-
va gareggiare con lui...”” (G. Loria).

Descartes elabora hacia 1635 su Tratado del mundo, que hace
conocer en publicaciones parciales (esta vez, si, por temor tras la
condena de Galileo). La materia, tanto como cuerpo vivo como na-
tural, tiene segin Descartes, un solo cardcter fundamental, que es
la extension; funde, pues, las ideas de extension y de materia, as{
que la extensién es lo que constituye la materia, y la materia es lo
que constituye el espacio. Descartes considera que al principio
Dios cre6 la materia con una cierta cantidad de reposo y de movi-
miento, y luego conserva inmutable esta cantidad. El vacio es in-
concebible, no existe; tampoco los 4tomos. Como en este macizo
espacio cartesiano no cabe accion a distancia, la unica accion posi-
ble es por contacto, produciéndose movimientos en torbellino que
llenan el universo, y con los que Descartes explica todos los feno-
menos del cosmos, desde la formacion del sistema solar a los movi-
mientos del mundo animal. En una palabra, Descartes, totaimente
ajeno a su Método, imagina en vez de observar y medir.

Es ocioso comparar estas imaginaciones cartesianas (tan poco
“cartesianas’’ en paradigma tépico) con la investigacion sistemadtica
con las que Galileo habra establecido, trece afos antes, las leyes
del movimiento, que darfan a Newton el estribo para su descubri-
miento del sistema del mundo. Lo extraordinario estd en que la
teoria de los torbellinos subsistiese en Francia por mds de un siglo,
oponiéndola a los newtonianos como cuestion de honor patrio.

Volviendo a la actitud de Descartes, el gran fisico y matemati-
co holandés Cristian Huygens (1629-1695), hijo de Constantiny
notable amigo y seguidor de Descartes, la entiende claramente asi:

“Descartes, que siempre me parecié’ celoso de la fama de
Galileo, deseaba ardientemente ser reverenciado como
creador de una nueva'filosofia.”

Y para el fugaz éxito de la cosmologia cartesiana (ripidamente
olvidada en Europa, excepto en Francia) tiene esta natural explica-
cion:

“Descartes ha encontrado la forma de que sus conjeturas y
ficciones se tomen por verdades. A cuantos leyeron sus
Principios de Filosofia les sucedio algo parecido a aquellos
otros que se deleitan leyendo novelas hasta el punto de
producirles éstas la misma impresion que las cosas reales.”

Muy oportuna es, para concluir, la referencia del jansenista Pie-
rre Nicole:
“El difunto Monsieur Pascal, cuando queria poner un
ejemplo de una locura aprobada por obcecacion, proponia
generalmente la teoria de Descartes sobre la materia y el
espacio.”

Geometrias no euclideas

EL PARADIGMA EUCLIDEO

Hacia los afios 300 a. de C. elabord Euclides su imperecedero
texto de Elementos de Geometria. (En lo sucesivo serd citado Ele-
mentos). Por razén del plan expositivo que adopta, los Elementos
se han tomado siempre como el paradigma de las ciencias matemd-
ticas.

El proyecto de Euclides es demostrar logicamente, irrebatible-
mente. toda la Geometria. si se le admiten como punto de partida
ciertos axiomas y cinco postulados que (dejando aparte las discu-
siones de los eruditos en sus ediciones), son los siguientes

. Entre dos puntos cualesquiera se¢ puede trazar una
recla,

II. Una recta limitada se puede siempre prolongar por am-
bos extremos.

[11. Se puede describir un circulo con cualquier centro y
con cualquicr radio.

IV. Todos los dngulos rectos son iguales.

V. Si una recta incide sobre otras dos, y forma a un mis-
mo lado dngulos internos que valen (sumados) menos



de dos recios, las dos rectas prolongadas ilimitadamen-
je se enconftrardn en el lado en que los dngulos vaie
menos de dos rectos.

El postulado V tiene un enunciado sorprendente, sin la eviden-
cia inmediata de los otros cuatro, y el fino talento de Euclides le
lleva a usarlo con tanta precaucion que no lo utiliza hasta la propo-
sicién 29:

Una recta que corta a dos paralelas determina dngulos internos
del mismo lado que suman dos rectos.

Lo anterior a esta, es decir, las 28 primeras proposiciones de la
Elementos constituyen el primer texto de lo que ahora se llama
geometria absoluta, que significa el conjunto de proposiciones geo-
métricas que pueden demostrarse sin utilizar el postulado V. Las
proposiciones que se apoyan en ese postulado forman lo que siem-
pre se ha llamado geomerria euclidea, por treinta siglos tenida co-
mo la unica posible: 1a mds conocida proposicion euclidea es la 32
de los Elementos. que dice:

La suma de los tres dngulos de un tridngulo es igual a dos rec-

ros.

POSTULADOS EQUIVALENTES AL DE EUCLIDES

Desde los més antiguos comentadores de los Elementos encon-
tramos intentos de demostrar €l extrafio postulado V, lo que quie-
re decir, deducirlo de los axiomas y postulados que le preceden.
Muchos matemdticos importantes creyeron haberlo demostrado,
pero pronto un examen atento, venia a descubrir que se habia in-
troducido en la demostraciéon alguna otra hipétesis tdcita. Por
ejemplo, si se admite como cierta la proposicién: Dos rectas para-
lelas son equidistantes, entonces el postulado V podria demostrar-
se, pero esta proposicion pasaria a tomarse como postulado. En es-
te sentido se dice que tal proposicion es equivalente al postulado
de Fuclides. Asimismo, si admitimos como postulado una de las
proposiciones siguientes, entonces el postulado V puede demos-
trarse, y las otras proposiciones también, pasando aquél y éstas a la
categorfa de teoremas:

V,.— Por un punto fuera de una recta puede trazarse una-

paralela a ella, y solo una.
V,.— La suma de los dngulos de un tridngulo es dos rectos.

Va.— Si un cuadrilatero tiene tres dngulos rectos, el cuarto
dngulo también es recto.
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y muchos otros, equivalentes al V en el sentido explicado.

La fqrma Vi, enunciada por Playfair y adoptada por Legendre
ha terminado por ser la forma habitual de enunciar el que por
antonomasia llamamos postulado de Euclides.

_ Por consiguiente, el hecho de admitir que por un punto exte-
rior a una recta se puede trazar una y sélo una paralela a la dada,
constituye el punto fundamental de la teoria del paralelismo eucli-
deo y, mds generalmente, de toda la geometria de Euclides.

LA NUEVA GEOMETRIA

El 23 de febrero de 1826 un joven profesor ruso, Nicolai Lo-
batchevski (1792-1856), 2n la Universidad de Kazdn, ley6 una co-
municaciéon que creaba una nueva geometria. Esta geometria era la
que resultaba al sustituir el postulado V; de las paralelas por el si-
guiente:

Las rectas que pasan por un punto P exterior a unarectar, se
dividen en tres categorias: unas son secantes, como la s, y otras no
cortan a la recta r, como las n; estas ultimas constituyen un haz cu-
yo limite son dos rectas p, t, que (como es facil demostrar) no son
secantes a r. A estas dos rectas limites de las no secantes se les lla-
ma paralelas a la rectar.

. De este modo la expresion “una recta paralela a otra recta” sig-
nifica en esta geometria, no solo que la recta p no corta a la r, sino
también que separa, de ambas partes del punto P, las rectas que
cortan a r de las que no son secantes ar.

El segmento de recta normal a r desde el punto P mide la dis-
tancia d del punto a la recta. Y el dngulo agudo que esa normal
forma con cada paralela se llama dngulo de paralelismo correspon-
diente a la distancia d.



Con estos principios se va desarrollando una geometria en la
que las figuras tienen propiedades distintas de la geometria eucli-
dea, pero no son contradictorias entre si. De este modo la geome-
tria de Lobatchevski aparece tan coherente como la de Euclides.
Mencionemos alguna de estas propiedades de extrafia apariencia.

1. Dos lineas paralelas (segiin Lobatchevski) no son equidistan-
tes, sino que se aproximan indefinidamente con cardcter asintotico.

Por esta razén la representacion grdfica en ideograma de estas
paralelas suele dibujarse asi:

2. El lugar de los puntos cquidistantes de una recta no es otra
recta, sino una linea llamada hiperciclo (cs la trayectoria ortogonal
de las normales a la recta dada).

Digresion.— Si en el plano de Lobatchevski tomdsemos para vias del tren
dos rectas paralelas, el tren descarrilaria. porque los railes se aproximan inde-
finidamente. Si se reemplazan los railes paralelos por railes “equidistantes™. el
tren descarrilaria también, porque las ruedas de un lado y otro no recorrerian
nunca la misma distancia.

3. La trayectoria ortogonal de un haz de rectas paralelas no es
otra recta, sino una linea llamada horociclo (€sta es cl limite de
una circunferencia cuyo centro se aleja al infinito, lo que en ¢l pla-
no euclideo es una recta).

(H)

r

4 La suma de los dngulos de un tridngulo es menor que dos
rectos: tanto menor Cuanto mayor es su drea.

De nuevo, para ayudar, a la mente, se dibujardn los poligonos

de esta forma: r:

Digresion.— En 1768 escribe Voltaire un cuento titulado E! hombre de
los cuarenta escudos, donde un gedmetra le habla asi al protagonista:
~Aconséjole a Vd. que dude de todo. como no sea de que los tres dn-

gulos de un tridngulo son igual a dos rectos; de que los tridngulos
que tienen la misma base y la misma altura son equivalentes, y otras

proposiciones semejantes, ..."
Pues bien. aunque Voltaire no sabia matematicas, es cierto que ni el mds
eminente de los matemiticos de su tiempo habria opuesto el mds pequefio re-
_paro a esos modelos de verdad absoluta, Juzguese en esto la revolucion que
supuso la geometria de Lobatchevski.
5. La altura de un tridngulo rectdngulo isdsceles cuyos catetos
crecen infinitamente tiene por limite una longitud C finita y bien
determinada (a la que se lHama constante de Schweikart).

<
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6. La longitud de la circunferencia no es proporcional al radio
g redio igual su longitud es superior a la de lu circunferenc
cuclidea, segun la formula

L = 27t_k

(férmula de Gauss) donde e es la base de los logaritmos naturales )
k es una ‘‘constante universal’ llamada constante de Gauss. Si k se
hace infinito, o R es infinitesimal, resulta L = 2zR.

La historia del descubrimiento de las geometrias no euclideas
no es la historia de una revelacion subita, El tema tiene una larga
prehistoria ; rescatemos siquiera los nombres de Sacheri, Lambert,
Schweikart y Taurinus, entre los precursores. Fl descubrimiento
propiamente tal, se centra en tres autores de biografia muy distin-
ta: F.K. Gauss, justamente considerado en su tiempo el primer ma-
temitico del mundo, que en esta historia aparece ‘‘Deus ex machi-
na'* en los momentos Oportunos: en cuanto a los otros dos autores,
Bolyai, hungaro, v Lobatchevski, ruso, descubridores casi simulta-
neos de esta geometria, es inutil enzarzarse €n una cuestion de
prioridad. Tanto mds intitil si se tiene en cuenta, que el descubri-
miento de las geometr{as no euclideas se habfa hecho en su tiempo
uno de los ‘‘descubrimientos inevitables™ que presenta la historia
de la ciencia.

JANOS BOLYAI (1802-1860)

Farkas Bolvai, el padre de Janos, habfa sido condiscipulo de
Gauss, y esta amistad juvenil se mantuvo largo tiempo, en COITes-
pondencia epistolar. El tema preferente eran cuestiones de funda-
mentos de las matematicas, entre las que, concretamente, Farkos
expuso a Gauss dos demostraciones (falsas) del postulado de las pa-
ralelas. En cuanto a Janos, durante sus afios de estudiante de inge-
nierfa en Viena intenté también obstinadamente demostrar el pos-
tulado; tan pronto Janos dio a su padre noticia de aquellos inten-
tos de estudiante, la respuesta paterna fue, en cierto modo, con-
movedora;

““Te suplico, no trates de intentar conseguir la demostra-

cion de la teoria de las paralelas. Perderds en ello todo tu
tiempo Yy, con todo lo que tu eres, no llegards a demostrar

esa proposicion. No busques la razén de esa teoria ni por el
procedimiento que me comunicas, ni por ningin otro. He
explorado a fondo todas las vias posibles: no he dejado
una sola idea sin estudiar, He atravesado esa noche negra y
en ella he enterrado todos los goces de la vida. Por el amor
de Dios, te lo suplico, abandona ese tema, témele tanto co-
mo a las pasiones, porque puede sustraerte todo tu tiempo,
tu salud, tu tranquilidad, toda la felicidad de tu vida...”

En 1823 Janos Bolyai se incorporé como oficial al ejército
hungaro, donde escaso de libros y corresponsales matemadticos
fue elaborando un sistema geométrico original. Digamos ahora que
como militar no fue muy feliz;de cardcter pendenciero y poco so-
ciable, parecs cierto que en 1833 fue obligado a presentar su dimi-
sion como oficial, Entretanto, hacia 1825, habia elaborado un sis-
tema geométrico original que resolvia el problema de las paralelas
de un modo drdstico y nuevo: el postulado de las paralelas es op-
cional: puede admitirse o no, y Janos habia construido efectiva-
mente los principios de una nueva geometria no euclidea. Su pa-
dre, Farkas, convencido al fin insisti6 a su hijo para que no demo-
rase la publicacién.

Fecha importante: En el afio 1832 Farkas Bolyai publicaba un
texto en latin de matemdticas generales titulado Ensayo de inicia-
cion de la juventud escolar en los elementos de las Matemdticas pu-
ras (esto es Tentamen... etc.). El tomo segundo era seguido de un
Apendix que era la obra de Janos Bolyai, con los principios de la
Geometria no euclidea por €1 descubiertos.

Se comprenderd que en estas condiciones de edicion el texto
fuera muy poco lefdo. Pero Farkas Bolyai envié un ejemplar a
Qauss, bien seguro de que la aprobacién de éste seria un pasaporte
indiscutido para la fama en Europa. Pero la contestacion de Gauss
fue absolutamente imprevista:

“,fulgunas palabras ahora sobre el trabajo de tu hijo. Co-
mienzo por decirte que no lo puedo alabar. Evidentemen-
te, por un instante estards sorprendido, pero no lo puedo
hacer de otra forma, porque eso significaria cantar mi pro-
pio elogio. Todo el contenido de la obra de tu hijo, la via
que sigue, asi como los resultados que ha obtenido, casi
coinciden con aquellos que yo mismo he logrado hace unos
35 afios. En realidad estoy sorprendido enormemente. Te-
nia la intencién de no publicar nada de mi propio trabajo
mientras estuviera vivo, por consiguiente, muy poca cosa
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he puesto sobre el papel. ... .No obstante, me proponia
con el tiemjo poner todo esto por escrito, con el fin de
evitar, en todo caso, que estas ideas mueran conmigo. For
lo tanto, me sorprende en exceso que esté dispensado de
esa obligacién, y me siento extremadamente feliz de que
sea precisamente el hijo de mi viejo amigo el que se me
haya adelantado en el camino.”

Esta carta produjo en los Bolyai un desencanto muy profundo.
Janos juzgaba increrble que Gauss hubiese tenido esas ideas antes
que €1, y que hubiese renunciado a publicarlas.

Mis penosa debi6 ser la decepcion del desalentado Janos Bolyai
cuando recibié, enviado por su padre, el folleto de Lobatchevski
traducido al alemdn, /nvestigaciones geométricas sobre la teoria de
las paralelas (1840), donde este autor hace alusién a la publicacién
de sus primeros resultados en el Mensajero de Kazdn de 1829; esto
deshacra la prioridad de Janos en el 4pendix, Aunque desilusiona-
do totalmente, Bolyai escribe el comentario, frase por frase, del fo-
lleto de Lobatchevski, con juicio critico matemadtico excelente,
aunque sin intencion de publicar lo escrito, como no lo hizo. Afor-
tunadamente, la obra de los Bolyai, padre ¢ hijo, incluida la corres-
pondencia, fue rescatada y publicada por el matemadtico aleman P.
Stidkel (1902), que asi salvo para Janos Bolyai un puesto de privile-
gio entre los gedmetras del siglo XIX.

NICOLAI LOBATCHEVSKI (1793-1856)

La biografia cientifica de Lobatchevski es rectilinea. Se resu-
me en cuarenta afios ligado a la Universidad de Kazan. En esta Uni-
versidad entré como alumno Lobatchevski (L.) a los 15 afios; nom-
brado profesor adjunto en 1814, a los 21; fue rector entre 1827 y
1846; finalmente, jubilado en 1855 por motivos de salud, muri¢ al
afio siguiente.

Su biografra personal también es sencilla. Como estudiante fue
mas bien altanero y travieso pero bien tolerado por sus profesores,
que reconocieron su talento matemdtico. Como profesor tuvo al-
gunas dificultades por su tal vez demasiado arrogante cardcter en la
juventud, pero mds adelante, en su rectorado especialmente, de-
mostré gran capacidad de organizacién y gestion.

Escribié y enseid mateméticas superiores, no sélo geometria,
Para sus publicaciones de geometria no euclidea encontré la in-

comprension y sarcasmo de muchos colegas, y la defensa de otros,
pero nunca el aislamiento esterilizador que amargd en soledad
cientifica los ultimos afios de J. Bolyai.

En 1832, alos 40 afios de edad, N.L. contrajo matrimonio con
una joven noble y rica de Kazan; no fue un matrimonio desgracia-
do, aunque tampoco, como era previsible de identificacién absolu-
ta. Uno de sus bidgrafos y amigos cuenta:

‘“Mientras Nicolai Ivanovitch se distingufa por su sangre
fria v buen sentido, Bdrbara Aleixeneva tenia un carédcter
en extremo vivo y fuerte. No era raro que hiciera reproches
violentos y prolijos a su esposo por cualguier torpeza, vdu-
rante todo ese tiempo Nicolai Ivanovitch caminaba tran-
quilamente de arriba hacia abajo fumando su pipa turca.”

La familia tuvo pronto graves problemas econdmicos, por la
obligada atencién a una familia muy numerosa, vy el fracaso econé-
nmico de reformas agrarias en sus propiedades.

El 23 de febrero de 1826, en la seccion de Fisica y Matemdti-
cas. Lobatchevski leyé una memoria (hoy perdida) en la que, por
primera vez, se exponen piblicamente los principios de una Geo-
metria no euclidea. En 1829-30 se publican en el Mensajero de Ka-
=:idn sus Principios de Geometria, primera obra publicada sobre ésta.

Al desconcierto casi general siguen las criticas. Algunas son
auténticos libelos. como la publicada en 1834 en la revista Hijos de
lu Parria (firmada S.S.). All{, por ejemplo. se dice:

*.Por qué, en lugar de Principios de la Geometria, no
haber tomado por titulo Sdtira de la Geometria, por gjem-
plo, o Caricarura de la Geometria, o alguna cosa de este gé-
nero? De entrada cada uno se hubiese dado cuenta de lo
que se trataba y el autor hubiese evitado muchos comenta-
rios y juicios descorteses. jFeliz yo por haber podido cap-
tar el verdadero fin de este libro!.., etc.”

El entonces rector, Musin Puchkin, aunque no matemadtico, to-
mo ardorosamente la defensa del sabio contra tan grosero ataque.

El mds importante matemdtico que sotuvo una actitud hostil
hacia la obra total de Lobatchevski (no sélo la geométrica) fue M,
Ostrogradski.

En 1832 en un informe oral, en la Academia de Ciencias, acer-
ca de los Principios de Geometria de L. aparecidos en el Mensajero

de Kazdn, Ostrogradski concluye que ese trabajo de L. “‘no merece
{a atencion de la Academia’.



En 1840 aparece una critica andnima de las /nvestigaciones
Geométricas de L., en el Repertorio alemdn de Gersdarf, donde se
dice:

“Los fundamentos de esta nueva ciencia (Geometria imagi-
naria) se exponen en el presente folleto; sin embargo este
principio, existencia de infinitas rectas secantes a otra desde
un punto y la proposicion que de €l se desprende: “‘mien-
tras mds prolongamos las paralelas en el sentido de su para-
lelismo, mds se aproximan la una a la otra’ caracterizan
bastante bien esta obra limitada, y dispensan al redactor de
la necesidad de proseguir su apreciacion.”

Pero en 1841 Gauss escribe al astronomo J.F. Encke, y dice:

““El sefior Knorr me envié un pequefio trabajo de Lobat-
chevski (de Kazdn) escrito en ruso. Este trabajo, asi como
un opusculo en aleman (a propésito del cual el Repertorio
de Gersdorf contiene una nota completamente estipida)
han hecho nacer en m{ un gran deseo de leer el mayor nu-
mero de obras de este ingenioso matemadtico.”

En 1842“e] Ministerio solicité a la Academia una recensién de
otra obra de L.; otra vez Ostrogradski (en quien una hostilidad per-
sonal hacia L. es patente) informa:

‘“La Academia me ha encargado examinar una memoria
sobre la convergencia de series e informar sobre ella. El
autor de esta memoria N. Lobatchevski, rector de la Univ.
de Kazan, ya es conocido, y en verdad bajo un aspecto des-
. favorable, por la creacion de una nueva geometria que él ca-
lifica de imaginaria, por un tratado de 4lgebra bastante vo-
luminoso y por varias disertaciones de andlisis matematico.
La memoria presentada, de la cual se me ha confiado el

examen, no contribuye a modificar 12 reputacién del autor
...etc.”

Pocos meses después de publicado este informe, Lobatchevski
fue elegido, a propuesta de Gauss, miembro de la Sociedad de las
Ciencias de Gottingen. La aprobacion de Gauss fue ya, para siem-
pre, titulo de crédito para la nueva geometria.

LA NATURALEZA DEL ESPACIO

No fueron pocas las polémicas que el siglo XVIII le dejé plan-
teadas al siguiente; en una de ellas, por lo menos, parece que las
'

geometrias no euclideas tuvieron algo decisivo que decir. Retroce-
damos al tiempo en que la filosofia de Immanue! Kant (1724-
1804) dominaba los espiritus.

Siempre ha sorprendido que se haya podido construir una cien-
cia como la Geometria (euclidea) de un modo tan distinto a las
otras ciencias. Se trata de una ciencia del espacio, luego de una
ciencia de la naturaleza. Pero todas las ciencias de la naturaleza
exigen un largo trabajo previo de aportacion de nuevos hechos, y
de retoques, que éstos provocan. Nada de esto ocurre con la Geo-
metria. En ella el unico motor de progreso es la deduccioén y, en
efecto, la Geometria progresa y no se retoca. Pero, ademds, su con-
firmacion en la experiencia natural, desde la agrimensura a la astro-
nomia, es infalible: nadie que realice un buen cdlculo con medidas
buenas de relaciones espaciales, se encontrard con un desmentido
de la naturaleza. Todo esto hace, segin expone el gran fisico y fi-
si6logo Herman Helmholz en una conferencia célebre de 1884, que
se haya presentado la Geometria como ejemplo probatorio fdcil de
la posibilidad (que Helmoltz no acepta) de conocer hechos concre-
tos sin apoyarse en una base empfrica.

Pero ya hemos recordado que a principios del siglo XIX el pen-
samiento filosofico dominante era el kantiano. Se sabe bien que la
concepcion del espacio v del tiempo, tal como Kant las expone en
su Critica de la Razon Pura, estdn impregnadas de idealismo. Se-
gun Kant nuestra representacién del espacio y del tiempo, no sélo
son inherentes a nuestra conciencia, sino que constituyen ademds
las formas absolutamente necesarias del pensamiento, fuera de las
cuales éste es imposible.

Una vez creadas las geometrias no euclideas estas ideas de
Kant resultan inconsistentes, o, para decirlo con la frase de Hel-
moltz, ‘‘se fundieron como hielo puesto al sol’’. No hay ya duda
de que nuestro pensamiento maneja no solo las representaciones
espaciales establecidas, sino también imdgenes absolutamente dife-
rentes del Universo considerado en su conjunto; en esta nueva
ciencia, se ceden las viejas representaciones a la insignificante parte
del Universo a la que el hombre tiene acceso.

Los axiomas geométricos aparecfan tan claros y evidentes que
no era espontdneo atribuirlos a la experiencia. Pero téngase en
cuenta que cualquier geémetra regular que se familiarice con el
contenido de la geometria no euclidea, puede desenvolverse por el
universo de Lobatchevski con la misma soltura que por el de Eucli-
des, Por tanto, las representaciones espaciales como forma de pen-
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samiento inherentes a la conciencia de cada uno de nosotros, no
pueden sostenerse.

Destacaremos ahora, para terminar, la més notable particulari-
dad del espacio no euclideo, en oposicién al de Euclides:

En el espacio euclideo se concibe una unidad “‘absoluta™ para
la medida de dngulos: el dngulo recto, por ejemplo; pero no hay
“metro natural” para la longitud; cualquier unidad de longitud que
se elija depende de un convenio humano, Por contra, en la geome-
tria no euclidea si existen longitudes absolutas universales (por
eiemplo, la constante C de Schweikart). En una carta de Gauss a
Taurinus fechada el 8 de noviembre de 1824, el gran gedmetra

dice:

““La hip6tesis de que la suma de los tres dngulos fie un
tridngulo es inferior a 180°, conduce a una geometria par-
ticular distinta de la nuestra; esta geometria es absoluta-
mente coherente v yo la he desarrollado para mi uso parti-
cular. ... . Todos mis esfuerzos para encontrar una con-
tradiccién o inconsecuencia en esa geometria no euclidea
han fracasado; la unica cosa aqui que choca a nuestra ra-
z6n es que en el espacio, si ese sistema fuera justo, deberia
existir una cierta magnitud lineal determinada por si mis-
ma (aunque desconocida para nosotros). Pero me parece
que, dejando aparte discursos puramente verbales de los
metafisicos, sabemos muy poca cosa, o verdaderamente na-
da, de la naturaleza del espzcio. ... Asfa veces,en forma
de broma, he expresado el deseo de que la geometria eucli-
dea no fuese verdad, porque entonces dispondriamos a
priori de una medida de longitud absoluta.”

En enero de 1829 Gauss escribia a su amigo y gran astréonomo
F.W. Bessel (1784-1846):

‘‘Es posible que yo no pueda preparar enseguida mis inves-
tigaciones sobre ese sujeto en forma que se pueda publicar.
Pero es posible que yo no me decida jamas, porque temo
los gritos de los be.cios cuando yo enuncie mis puntos de
vista por completo.”’

La critica interpreta undnimemente que la referencia a los beo-
cios alude a los filésofos kantianos. (Por lo demds, son muchas las
cuestiones en que Gauss no tuvo interés en publicar y dejo inéditas
por no tenerlas completamente elaboradas: Parca sed paura era su
lema habitual).

Parece a primera vista que la experiencia demuestra suficiente-
mente que la suma de los dngulos de un tridngulo es 180°. Pero
(cudndo la experiencia hubiese demostrado a los arquitectos que
las esquinas verticales de un edificio no son paralelas? Y aun ahora,
que las sabe concurrentes en el centro de la tierra, debe calcular y
proyectar como si fuesen paralelas. Del mismo modo, aunque se
conciba el universo construido segiin una geometria no euclidea,
hay que dejar a la geometria tradicional la infinitesimal parte de
universo al alcance de la observacion humana.

Geometria diferencial

COORDENADAS DE GAUSS

Por elegante y eficaz que resulte el método de las coordenadas
llamadas cartesianas para el estudio analitico de una superficie, es
claro que tal estudio se liga a un sistema de referencia extr{nseco a
la superficie en cuestién. Contrariamente, imaginemos una superfi-
cie sobre la que viven y midén unos seres inteligentes sin ninguna
nocion del espacio ambiente, inimaginable e inaccesible para ellos.
Estos seres podrian, por ejemplo, encontrar la distancia mas corta
entre dos puntos (todo en su habitat superficial), o trazar sus ‘‘cir-
cunferencias’ v, en fin, hacersc su geometria. ;Podrian estos seres
saber algo acerca de la naturaleza del espacio bidimensional en el
que viven?!. En efecto, la métrica de su espacio les puede decidir si
su espacio es “*plano’ (tal bandera ondeando al viento), o si tiene
curvatura, y si €sta es constante o es variable (si es constante y po-
sitiva vivirdn sobre una esfera. El radio de la misma serd una uni-
dad absoluta de longitud, o sea, propia de su universo).

Hacia 1825 dirigia C.F. Gauss importantes trabajos de geode-
sia. Sin duda fueron ellos los que le llevaron a plantearse la cuestion
apuntada: [nvestigar lo que pueda saberse de la naturaleza de una
superficie partiendo exclusivamente de las medidas tomadas sobre
ella, sin referencias extrinsecas.

Esta investigacidon cristalizé en una obra decisiva titulada Dis-
quisitiones generales circa superficies curvas (1827).

Imaginemos trazados sobre la superficie S dos sistemas de li-
neas u y v tales que por cada punto de la superficie pase precisa-
mente una linea de cada sistema que son las coordenadas de Gauss
de tal punto. Asi como en la geometria cartesiana del plano eucli-



2eo el elemento diferencial de distancias se expresa por la férmula
pilagdrics

ds? = dx? + dy?.
en el sistema de coordenadas u, v, sobre la superficie S es

ds? = Edu? + 2Fdudv + Gdv?

donde E, F, G son funciones de u, v que definen la métrica de la
superficie S. Y Gauss muestra coémo la geometria intrinseca _de la
superficie S depende y estd determinada por la forma cuadratica

‘Edu? + 2Fdudv + Gdv?

a la que justamente se llama “forma fundamental’ de S.

ESPACIOS DE RIEMANN

Bernhard Riemann (1826-1866). fue un matematico ahs{_lll_um
mente genial, que proporciono a varios campos de las I}Galemaueas
ideas que todavia hoy siguen desarrollindose. En _18?4 fue nom-
brado encargado de curso en la Universidad de Gottingen. lo que le
obligaba a desarrollar ante un tribunal una leccion sobre uno de los
tres temas que el candidato sometia a la facultad. En el trib up_a} es-
taba Gauss, de quien Riemann habia sido discipulo: la ele;cmn de
Gauss fue para el tercero de estos temas: Hipoiesis que sirven de
fundamento a la Geometria. Hoy se la tiene por la mas prol’un‘da
-y irascendente de las tesis de matemdticas que se havan escrito
nunca y sin duda era Gauss el linico capaz de apreciarla en tgdo su
valor. Se trata de un resumen de varias ideas profundas. mas que
de un trabajo listo para publicarse. y Riemann lo guardo6 para pre-
pararlo, pero su prematura muerte le impidio hac;erlo. Fue J.W.De-
dekind (1831-1916) quien encontro el manuscrito entre los pape-
les de Riemann y lo hizo publicar en 1866.

En lo que hace a la Geometria métrica, Riemann no la 1§mita a
espacios de 2 6 3 dimensiones, sino la concibe en un espacio de n

coordenadas (X;, Xz, --- Xn )iV asi como vimos que Gauss derivaba
la Geometria intrinseca de una superficie de la formula fundamen-

tal
ds?2 = Edu? + 2Fdudv + Gdv?,

del mismo modo, Riemann deduce toda la geometria de su espacio
de una forma cuadrdtica definida positiva

d52 = Egij dX| dxi l,j =1 2, veey 11

donde las g; son funciones de las x,, X;, ..., Xa.

Este espacio tendrd, en particular, una curvatura en cada pun-
to. Refiriéndonos a un espacio de tres dimensiones, si su curvatura
es constante nula, se tiene la geometria euclidea, si es constante
negativa se tiene la geometria de Lobatchevski, si es constante po-
sitiva se tiene una geometrra nueva (de Riemann) donde las rectas
coplanarias son siempre secantes, no hay paralelas: puede ejempla-
rizarse en la geometria sobre una superficie estérica donde las cir-
cunferencias mdximas hacen de “rectas”; la suma de los dngulos de
un tridngulo es ahora mayvor que dos rectos.

Una de las observaciones de Riemann en su tesis es la distin-
cion entre ilimitado e infinito, que no son ideas sindnimas. Un
ejemplo simple: cualquier arco de circunferencia puede prolongar-
se mds alld de sus limites, es ilimitado, pero esto no lleva al infini-
to. En espacios de Riemann de mds dimensiones la cuestion no es

tan intuitiva, pero se mantiene: un espacio ilimitado puede ser fini-
{o.

La concepcion de Riemann ha tenido particular fortuna como
adecuada a la expresién matemdtica de la relatividad restringida
(1905) v de la relatividad generalizada (1916). La relatividad res-
tringida de Einstein, en la interpretacion de Minkowski (1909), co-
rresponde a la naturaleza de un espacio cuatridimensional donde
hay una constante c, tal que

c2dt? — dx® —dy? —dz?

es invariable cuando cambiamos de sistema de referencia durante
un movimiento uniforme. En la relatividad generalizada se identifi-
can los efectos de la gravedad con los de la curvatura en un espacio
de Riemann definido por una forma cuadrdtica

Tg dx dx; i,j::1,2,3,4.

Se dice a veces ( exageradamente?) que esto equivale a geometrizar
la fisica. En todo caso la relatividad de Einstein supone el ultimo
capftulo de las cosmologias cldsicas. En el iltimo medio siglo el
progreso matemitico es la topologia de las variedades multidimen-



sionales, ha permitido concepciones, como las supercu-er_d.as, los es-
pacios retorcidos, etc., en los lfmites ya de las posibilidades de
nuestra intuicion. Sin embargo, O mucho me equivoco, o el aserto
de Gauss sigue vilido: sabemos muy poca cosa, 0 verdaderamenie
nada, de la naturaleza del espacio. No hay en este juicio na@a mi-
norante o peyorativo para la inmensa admiracion que !a ciencia
moderna merece. Por el contrario, significa que nuestra ciencia po-
see también aquella preciada cualidad que para todo hombre estu-
dioso es tan deseable y sosegante: saber bien a donde se llega y de

ddnde no se pasa.

SOBRE ANALISIS NO ESTANDAR

por Manuel Suarez Fernandez

CAPITULO 1 : UN POCO DE HISTORIA

Poner en tela de Jjuicio la existencia de noameros
ilimitadamente grandes (o 1ilimitados) e 1ilimitadamente
pequefios (o infinitésimos’>, es algo que ocurre desde los
primeros tiempos del Céalculo Infinitesimal, en el cual, sue
descubridores, Newton y Leibniz, los utilizaron
frecuentemente, &1 bien informalmente o con un formalismo a
todas luces incompleto y poco claro.

Surgieron asi imprecisiones ; inconsistencias que
con el paso del tiempo se hicieron mAs notorias; ello dis
lugar a gque, en nombre del rigor, Cauchy y otros matematicos
fueran prescindiendo de los numeros ilimitados e
infinitésimos y por tfin, WVelerstrass y algunos de sus
discipulos, hacia 1870, lograron un Analisis Infenitesimal
en el que no se mencionaban para nada tales nameros
ilimitadamente grandes o pequefios, sustituidos por el mo-

derno concepto de limite.

El rigor del mnétodo de VWelerstrass fué ganando
adeptos con rapidez entre los matemAticos, pero ello resultd
bastante mAs lento y parcial entre los fisicos, ingenieros,
etc., muchos de los cuales, en la actualidad, prefieren
sufrir 1la talta de rigor, a dejar de razonar con 1los
intuitivos infinitésimos.



Quedaba un problema pendiente: Conseguir un Analisis
Infinitesimal con numeros infinitésimos e ilimitados, a 1la
vez que construida con rigor. En tal sentido, el mas
significativo redescubridor de los numeros 1limitadamente
grandes y pequeiios es Abraham Robinson. Su primera
publicacion en la que los considera es de 1961, y al nuevo

método de calculo lo titula "“Non Standard Analysis”.

Hubao, no obstante, otros origenes de las “ideas no
estandar”. Skolem <(cuyo nombre figura en el trabajo de
Robinson antes mencionado), Lowenhein y Hilbert, entre
otros, observaron que el formalismo en uso permitia no sélo
el modelo estandar (o clasico) de los numeros naturales,
sino también modelos no estandar en los que, ademas de los
numeros de la sucesién determinada por el proceso intuitivo
de contar < 0 , 1 , 2, ... }, habia otros elementos que se
consideraban no deseados, escapados de la vigilancia del
legislador. Lo deseado era, c¢laro est&, que el dnico
conjunto, salvo 1somorfismo, que verificase los axiomas de
Peano fuese el que llamamos "sucesién determinada por el

proceso intuitivo de contar®.

El merito de Robinson fué el de acertar a ver como
positiva 1lo que, antes de ¢él1, habia sido visto como
negativo. Es Jdecir, el de acertar a ver Qque se podia
aprovechar, en lugar de lamentar, el hecho de que con el
formalismo en uso, ademas de los numeros naturales de la
referida sucesilén determinada por el proceso intuitivo de
contar, a los que llamamos “estandar" (”clésicos” o
"Intuitivos”), existiesen otros numeros naturales, a los que
llamamos “no estandar”, completando dicho formalismo para
distinguir entre unos y otros (entre estandar y no estandar)

¥y asi utllizarlos para volver al Analisis Infinitesimal de
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los intuitivos y practicous nameros ilimitadamente grandes y

pequefios de los primeros tiempos, pero formilade con rigor.

El nuevo Analisis desplerta curiosidad entre los
matemasticos y légicos, pero entusiasmo tan s6lo en un numero
reducido de ellos, presumiblemente a causa de la mnotable
complicacién de su fundamentacién 1légica; Robinson es 6Su
figura mas relevante hasta su muerte en 1974. Sus trabajos

muestran un enorme esfuerzo por promover el Analisis BNo

Estandar, reformulando temas clasicos como topologia,
sucesiones, series, derivadas, diferenciales, integrales,
teoria de la medida, espacios e Hilbert, etc., dando asi a

conocer la elegencia y sencillez de las demostraciones no
estandar. En 1966 soluciona con Bernsteln un problema
ablerto sobre espacios de Hilbert y aplica sus métodos a la

Fisica (Mecanica Cuantica) y a la Economia.

En 1067 tiene lugar el primer coloquio internacional
de Anédlis No Estandar al que, como principal aportacién,
figuran los trabajos de Robimson, Yy en 1977 cnomienza una
segunda época con la publicacien, en el Bulletin of the
American Mathematical Society, del articulo de Edward Helson
titulado “Internal set theory”, en el que la fundamentacién
légica del Anadlisis No Estandar es mucho mas sencilla que la
de Robinson y la de otros matematicos y légicos. Nelson, en
ese articulo, dice que la "internal set theory” se presta
principalmente a ser aplicada a la Teoria de Probabilidades,
cosa que ¢l y sus discipulos realizan, y a la Mecéanica
Cuéantica, nediante el estudio de perturbaciones de
ecuaciones diferenciales, lo que vienen haclendo matematicos

de Strasbourg y de Mulhouse, alentados por George Reeb.
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Mi experiencia personal sobre coordinacién
interdisciplinal entre profesores de Matematicas que son
matematicos y profesores no matemdticos, por ejemplo, de
Fisica, con el fin de que laos alumnos hayan visto en clase
de Matematicas cilertas cuestiones (generalmente de Analisis

Infinitesimal) cuando las necesiten para la Fisica, es que
no funciona.

Sin perjuicio de otras causas de tal experiencia
negativa, erec que una esencial es que el Analisis
Infinitesimal de las asignaturas de MatemAticas inmpartidas
POor matematicos, es el Analisis Estandar (clésico o de
Velerstrass>, que todo 1lo fundamenta en el concepta de
limite, con el formalismo del €, por lo que su comunicacién
a la clase resulta dercasiado lenta para el fin referido. Por
ello, cuando se requiere explicar Analisis Infinitesimal a
los alumnos, para ser utilizado con cierta urgencia en clase
de Fisica, acostumbran a ser los profesores no matemAticos
de Fisica quienes salvan la situacién proporcionando a los
alumnos algunas sencillas e intuitivas ideas, s1 bien faltas

de formalismo y, en consecuencia, de rigor, utilizando los
infinitésimos.

Sobre Analisis Infinitesimal sln o con infinitamente

grandes e infinitamente pequefios <(es decir, sin o con

llimitados e infinitésimos) y coordinacién interdieciplinar
entre profesores matematicos ¥y profesores fisicos, con el
Propésito manifestado, el profesor Jaques Harthoug de la
Universidad Luis Pasteur de Strasbourg (cuyos trabajos
fundamentalmente versan sobre MecAnica Cuéntica), en su
articulo publicado en “La Recherche" (nemero 148 de Otubre
de 1983) con el titulo de “L’'Analyse Non-Standard”, entre
otras cosas, dice lo siguiente: ‘
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¥ Las matemsticas que habels aprendido en el Ins:ituto y en la
Universidad tiemen un gren defecto: eluden copp.utamente toda
consideracién de escala de tamafio; por ejemplo, pura «llas, no hay
ninguna diferencia cualitativa entre nimeros tales como 1,100 , 10-'9° ,
10-'ecc |, [Esta laguna proviene de que estas matemdticas, o© mis
precisamente, el cAlculo Infinitesimal que Inducen, est4 todo
fundamentado sobre el concepto de limite. Antes de trabajar ern términos
de limites, los matemSticos recurrian a los Infinitamente pequeflos y a
los infinitamente grandes (Guillaume de 1°'Hépital, Leibpiz,...); es el
fracaso de todas las tentativas de teorizacién de estos I1nfinitamente
pequeflos 1o que bha llevado a d’Alambert y Lagrange, y después a
Velerestrass y Dedekind, a retirarlos ep beneficio del cnucepto moderno
de limite, considerando este hecho como rewedio a ese mal que era la
falta de rigor. La incapacidad de distinguir érdenes de tamaflos
diferentes es un efecto secundario de este remedio. KXo se puede,
seriamente, tenerlo en el olvido. En efecio, las matemiticas tlenen en
nuestra cultura un campo de aplicaclén muy vasto: el fisico o el
ingenierp las practican tanto como el matemitico. FPero en las clienclas
de la naturaleza, la consideracién de érdenes de tamafios diferentes y
comparables es de la mixima Importancia; para el fisico y el ingeniero,
el remedio es bastante peor que el mal.

Un desgraciado divorcio... Y es asi/ que después de mis de un
siglo, y de manera aun més Iflagrante en los ultimos cuarenta afios, el
divorcio es consumado: de un lado los matemAticos puros que persiguen
sus propios problemas en su torre de cristal y de otro los fisicos que,
ignorando a D'Alembert y sobre todo a Velerstrass y Dedekind, continidan
practicando el calculo de los infinitamente pequeflos y burlandose de
este rigor matemadtico, a sus ojos puramente ldeolégico.

Este divorcio es hoy tan aceptado como una fatalidad, que se
le tiene olvidado; ello no es menos flagrante. Yo me acuverdo por ejemplo
de ésto: hace una decena de afios, unos fisicos babian encomendado a un
matemAtico un curso de andlisis matemitico para aplicar a la Fislca y yo
he podido comprobar sv furor cuando ellos se apercibleron de que los
primeros meses de este curso habian servido solamente para demostrar la
férmula de Stokes (que ellos demostraban con sus infinitamente pequefios,
en cinco minutos), cuando los estudiantes Ignoraban sin embargo los
métodos matemdticos mids indispensables. Fueden creerme [ Alll, npunca mis
se repitié aquello ! En adelante, los cursos de matemdticas para fislcos
se encomendaron a fisicos. En cuanto a la frustracién que de ellpo
resulta, se la exorciza con una profusién de discursos oficiales
exaltando la coordinacién interdisciplinar y la apertura. No se puede
impedir, cuando se contempla esta sitvacién, el encontrarla extrafla y
paradéjica. ... "
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Es mi proposito publicar en distintos numeros de
este Boletin de la Sociedad Castellana "Pulig Adam" de
Profesores de Matematicas, una serie de articulos, de los
cuales eéste es el primero, sobre Analisis FNo Estandar (lo
que da nombre a la serie) y en particular sobre la “Internal
Set Theo:ry" de Nelson, procurando justificar la posibilidad
de modelos no estandar con el actual formalismo de las
Matematicae y lcs nuevos principlos (es decir, axiomas) que
conslidere, 4definiendo en términos no estandar un conjunto de
conceptos Lasicos del Analisis Infinitesimal y comparando
dichas datfinicicnes c¢con las correspondientes estandar,
comenzando @n el proximo articulo con con una sucinta
exposicion de 1la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel,
con el axioma de eleccién, para terminar con unas
sugerencias w=gbre cémo, quizas y a titulo de ejemplo,
definir un aodelo no estandar con el fin de utilizarlo en el
Analisis [nfinitesimal de las Enseflanzas Medias y primeros

cursos de¢ la Universidad.
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Como socio de la Sociedad Castellana Puig Adam de
Protesores de Matematicas, deseo que me envien gratuitamente
los siguientes numeros atrasados del Boletin (seffalar con

unas aspas los que interesen)

3 4 S 9 10 11 13 14 15

16 17 18 19 20 21 22 23

-

Envio adjuntos sellos para el franqueo (20 pts. por numero

para Madrid y 30 pts. por numero para proviancias).

Hagan el envio utilizando como direccién la consignada en

este recuadro:

Los numeros 1, 2, 6, 7, 8 y 12 estan eagotados.. De los

numeros ¢ v 19 quedan sé6lo unos pocos ejemplares.

S1 desea acogeree a este ofrecimiento recorte o cople este
cupén y envielo a la Sociedad Castellana "Pulig Adam” de
FProfesores de Matematicas, Apartado 9479 - 28080 - MADRID.
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UNA AXIOMATICA PARA EL PLANO
Fidel Higuera Garrido

Desde mis estudios de 1licznciatura, he sentido
una gran atraccién por la Geometria Axiomiatica,
encuadrada en el contexto matemdtico-filoséfico de los
fundamentos, de la distincién cada vez mds n.:iida entre
la mera descripcién del mundo fisico y 1la desnurdez
de 1la verdad matemdtica, que no precisa de ninguna
referencia a lo real y que en conocida frase <= Einstein

YEn la medida en que se refieren a la realidad,
las leyes de la Matemdtica no son ciertas; y en la medida
que son ciertas, no se refieren a la realidad”.

He sequido con mucho interés la evolucién del
pensamiento matemdtico desde la primera organizacién
deductiva de la Matemdtica griega que ha llegado a
nosotros y que constituye el punto de partida para ioda
elaboracidén cientifica: "Los Elementos'" de Euclides., E1l
profesor Abellanas hace una interesante Yy razonada
consideracion de la matemdtica de Los Elementos, como
fotografia de la infancia de nuestra matemdtica actual:
en ella ya estdn presentes todos los rasgos (léase
problemas fundamentales) de la matematica de hoy.

Los reiterados esfuerzos para demostrar que el V
Postulado de Euclides, estimulan el sentido critico de
los matematicos posteriores y la comprobacién de lo
erréneo de las demostraciones, va estableciendo una
cadena de propiedades equivalentes. Son de un particular
interés 1los resultados de Saccheri que, pese a su
falsedad final, proporcionan un importante punto de
partida para los estudios siguientes: las ¢onocidas
hipétesis del &ngulo recto, agudo y obtuso, Con ellas,
llegara Lobachewski, a una de las primeras formulaciones
de Geometria no euclidea, Los trabajos de Bolyai y Gauss
principalmente, a la vez que presentan, desde otros
puntos de vista, Geometrias no euclideas, van abriendo
una importante via de despeque de la Matemdtica con el
mundo fisico; Beltrami, al presentar un modelo de
Geometria no euclidea, contenido en el marco de 1la
euclidea, dard la garantia final para el conocimiento
total de las Geometrias no euclideas, como un capitulo
mis de las construcciones matemiticas.

Esta situacién lleva a un deseo cada vez mds
sentido de precisar los conceptos basicos y formularlos
con una gran independencia de su indudable valor como
descripcién del mundo fisico. En el ultimo tercio del
siglo XIX, Pasch plantea, como un capitulo cero de su
libro "Lecciones de Geometria Moderna', un conjunto de
axiomas que le garantice la solidez de sus estudios
geométricos posteriores.

Autores como Kennedy discuten la prioridad del
trabajo axiomdtico de Pasch sobre el de Peano, éste
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tiltimo menos conocido por la dificultad de su lectura.

Hilbert, en sus "Fundamentos de la Geometria",
proporcionara la gran construccién de la Geometria
axiomadtica, punto de referencia obligado para cualquier
otra construccién. En su obra, ademas del deliberado
intento por despojar a Sus axiomas de toda vinculacidn
con el mundo fisico, se plantea por primera vez el
problema de la compatibilidad del gsistema y el de la
indepencia de sus cinco grupos de axiomas. La
compatibilidad, a la vista del Teorema de Godel, la
"resolvera" del tnico modo posible: estableciendo su
solidaridad con un modelo suficientemente '"fiable': la
aritmética de los numeros reales. Consecuente con este
planteamiento, demostrarda la independencia de cada grupo
creando modelos que verifiquen todos los axiomas salvo
los del grupo que se contrasta.

Una interesante serie de trabajos, tales como los
de Pieri, Veblen, Moore, Birkhoff, Moulton, Maclane Yy
Huntington, etc. dan testimonio del interés que la
Geometria axiomatica suscita en el mundo de la
Matemdtica.

Al margen de .esta intencionalidad axiomdtica,
pero siempre desde la preocupacidén por el andlisis de los
elementos geométricos, estudié con gran interés el gran
trabajo de Descartes, donde se plantea ya claramente la
traduccién de los conceptos geométricos al mundo mas
asequible y potente de los numeros y de lo algebraico.

Las relaciones entre la Geometria y el Algebra,
tratadas en un lenguaje axiomatico por Baer, fundieron
mis dos centros de interés. En su Memoria, Baer, tras una
necesaria descripcién axiomdtica del plano, pretende
fundamentalmente poner de relieve una serie de
equivalencias entre propiedades algebraicas Y
geométricas., El detallado estudio de este trabajo de
Baer, de lectura muy laboriosa, juntamente con algunas
aportaciones personales, constituyeron mi Tesina de
Licenciatura.

En el mismo afio de la publicacién del trabajo de
Baer, E. Artin publica otro donde se aprecia una linea
andloga, aunque con una intencionalidad mas claramente
axiomatica. A partir de un conjunto de axiomas de
formulacién geométrica, llega a la construccidon de un
cuerpo (en principio totalmente arbitrario) y a la
introduccisn de coordenadas con los elementos de ese
cuerpo. Esto es, se llega a "afinizar" la Geometria,
asignando a cada punto, una vez elegido un sistema de
referencia, un par ordenado de elementos del cuerpo, Y
considerando cada recta como el conjunto de puntos cuyas
coordenadas satisfacen una ecuacién lineal con
coeficientes en el cuerpo sefialado.

Con posterioridad Artin, completaria su estudio
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estableciendo las equivalencias entre propiedades del
cuerpo base y propiedades geométricas del plano af:.n
construido sobre €1,

Pues bien el principal objeto de esir Tirabelio
sera la obtencién de unus resultados previos siementules
que nos permitirdn posteriormente la obtedc.un  de un
plano afin.

Sean dos conjuntos, uno de "puntos" viro de
“rectas" y una relacién binaria entre un punic dado P
y una recta dada 1, "P estd(situado) sobre 1" (Pel); esta

relacién puede ser verdadera o falsa para el par formado
por Py 1.

Todos los axiomas pueden ser expresados =n
términos de esta relacion. Sin embargrc también
utilizaremos expresiones equivalentes a la relacion
binaria con el objeto de aligerar el lenguaje, como “P
pertenece a 1", o, "1 contiene a P", o, "l pasa por P",
Si P estd a la vez sobre 1 y m, podemos decir que 1 y m
se encuentran en P, y si P es el unico punto sobrs I ¥y m
diremos que "1 y m se cortan en P", o que "F es la

interseccion de 1 y m".

Definicidén 1

Sean 1 y m dos rectas tales que 1 = m, o bien que
ningtn punto esté a la vez sobre 1 y m; entonces decimos
que 1 y m son paralelas, y escribimos 1 [l m. 8L 1 ¥y m no
son paralelas escribimos 1 M m.

Si 14m , entonces existe al menos un punto P a

la vez sobre 1 y m.
AXIOMA I

Dados dos puntos distintos P y Q exisie una Yy
sélo una recta 1 tal que P esta sobre 1 y Q estd sobre l.
Escribimos 1 = P + Q.

Si 1.4 m, existe exactamente un punto P a la vez
sobre 1 y m. En efecto, si existieran dos puntos, el
axioma I llevaria a I = m y, por tanto, 1 | m.

AXIOMA II

Dados dos puntos distintos A4 y B alineados existe
un tercero C que no pertenece a la recta 4 + B.

Este axioma no asegura la existencia de tres
puntos no alineados al no asegurar la existencia de dos
puntos distintos,

Definicién 2

Una aplicacién biyectiva f entre los puntos del
plano se denomina alineacion respecto a un punto R si



a) fP=1, f¥£1

b) Rf = R (R es el unico punto fijo de f)

c) Si P, Q, T son puntos distintos alineados
Pf,Qf, Tf estdan también alineados.

d) Para todo P del plano R € P + Pf
Nétese que en la geometria euclidea ordinaria las
alineaciones se corresponden con las simetrias centrales.

AXIOMA III

Para todo par de puntos alineados existe una
alineacién que los intercambia.

Definicién 3

Una correspondencia entre rectas se llama
relacion de ortogonalidad si
0.1 Para cada recta a existe una b ® a tal que a
es ortogonal a b,

0.2 a es ortogonal a b si y sélo si b es
ortogonal a a.
0.3 Si a es ortogonal a b, entonces a || a’ es

condicién necesaria y suficiente para que a’
sea ortogonal a b,

0.4 Las alturas de un triangulo concurren en un
punto.

Si a y b son ortogonales escribiremos a 4 b.

AXIOMA IV

Existe una relacién de ortogonalidad entre las
rectas del plano.

Teorema 1

M-

. Por un punto exterior a una recta existe una
Unica paralela,

Demostracidén
—— ——————
Sean P y r un punto y una recta dados, entonces
por el axioma IV existe una recta s, s & r, tal que s L r
YQtal que Qe s yQ e r pues s y rr no son paralelas.
Se presentan dos casos

1) Pes

. Entonces, existe un tnico punto R centro de la
alineacién f que intercambia P Yy Q, por el axioma II,
existe M tal que M ¢ P + Q, entonces ;

F1G.1
. f _ f R
a) Mer (Ver fig 1). r =P + M, si r MHr, tiene un
punto en comin con ella y este punto s?ré fijo.fComo R es
el dGnico punto fijo de f,resulta que r" =P + M =P + R =

= s =P + Q, Yy entonces Q seria punto fijo, contradiccién

que lleva a que rf 1| r.

Si existe otra paralela r, por P a r, resulta que

1
considerando el mismo razonamiento para M y s que para P

Y r, existe una recta s, que contiene a M y es paralela a

1 ©s ortogonal a ry

corta en dos pdntos distintos A y B. De aqui se deduce
que las alturas del tridngulo PAB se cortan en dos puntos
distintos 4 y B, lo que contradice 0.4,

S. § Yy a rf, pues lo es a r y las

b) Mer.
Entonces si P + M es paralela a r (ver fig. 2},
como por M existe una tnica paralela a P + Q, por los

resultados del paragrafo anterior, esta paralela 5, sera

1’ siendo r, una segunda paralela

a r que pasa por P y distinta de P + M, Si A es la

interseccién de S, Y Iy, el triangulo PMA tampoco

ortogonal a P + M, yar

verifica 0.4,

Si P + M no es paralela a r, existirda un punto de
interseccién de ambas, que llamaremos T y estaremos en
las hipétesis de a).

2) P¢s

Entonces existe un uUnico punto R que es el centro
de la alineacidn f que intercambia P y Q, por el axioma
II, existe un punto M ¢ P + Q. Se presentan tres casos




FIG.2

a) Si M € r (ver fig. 3), P + Mt es paralela a r, segun

razonamientos anteriores, y es unica pues si existiera
otra r,, considerando el punto A interseccién de

la recta P + Mf con s, y B interseccién de r, con S,
resultaria que el triangulo PAB no cumpliria 0.4.

b) Si M € s, entonces P + M puede ser paralela a r Yy
seria tnica por el mismo razonamiento final del apartado
a), o no seria paralela y cortaria en un punto M’ a r,
con lo cual estariamos en las hipdétesis de a).

c) Si M s yMegr, podria ser que P + M fuera paralela
a r y seria uUnica por los mismos razonamientos
anteriores, o bien cortaria a r en un punto M’ Y
estariamos en las hipétesis de a}.

FiG.3

Teorema 2

El paraleiisno e$ una relacidn e equivalencis,

Demostracion

Esta relacién es evidentementie el iexiva ¥y
simétrica. Para establecer la transitividad, supongamoss

|| 12 ¥ lz||13' Si no existe ningin punte & .a vez
sobre 11 Yy 13 entonces 11|| 13. Si existe un punto P a la
vez sobre 11 Y 13, entonces 11 = l3 por el Teorema 1 Y

entonces l1 13.

Definicidén 4

Una clase de equivalencia de rectas parai¢las se
llama haz de rectas paralelas.

Teorema 3

Si existen tres haces distintos My, My Yy m, de

rectas paralelas, entonces todo haz @ contienz &l mismo
nimero de rectas, y este numero es igual al numero de
puntos sobre toda recta dada.

Demostracion

Sean 1 una recta de n, Yy m una recta de T,

Tenemos que lJ*’m y, por tanto, existe un urico punto P
situado en 1 y m. Por otra parte, sea ¢ un punto
cualquiera de 1, Existe exactamente una recta m'|| m , es
decir una recta m’ de m,, tal que Q esta sobre m'.
Tenemos asi una correspondencia biunivoca entre los
puntos de 1 y las rectas de T,; el numero de puntos de 1
es el mismo que el numero de rectas de T,. Hemos
establecido pues el resultado siguiente: Dados dos haces
distintos, cada recta de uno de los haces contiene tantos
puntos como rectas hay en el otro haz. Si n es un haz
cualquiera, es ciertamente distinto de al menos dos de
nuestros haces. Por ejemplo m # T, Yyn # m,. el numero de

puntos de una recta de 7, es igual al numero de rectas de
n, asi como al numero de rectas de m,, Y el teorema

resulta facilmente.

Corolario 1

Existen 21 menos ires hacez distintos de rectas
paralelas.
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Demostracidn

ey

Puesto que el axioma II asegura la existencia de
tres puntos 4, B y C no alineados en el caso de que Ay
B lo estuvieran , las rectas A4 + By 4 + C no son
paralelas, si no (puesto que contienen a A4) serian
iguales y C estaria sobre A + B. Por la misma razdén
resultaria que A + B#¥B +C y 4+ C £ B+ C.

Corolario 2

Si f es una de las alineaciones que se postulan
en el axioma III respecto a un punto R, entonces para
todo par de puntos P y Q del plano se verifica que P+ Q

IIPf+ Qf.

Demostracién

Sean P y Q dos puntos distintos cualesquiera del
plano, y f la alineacién respecto a un punto R, entonces:

1) Si ReP + Q, Re Pf + Qf, y como R € P + Pf Yy R e
b o= pll f £ f
Q + @, resulta que P + Q=P +0Q y P+Q P+ Q.
2) Si R¢EgP +Q, entonces como R € P + Pf Yy ReQ + Qf
las rectas P + Pf y Qo+ Qf tienen un tGnico punto comdn R
ya que si tuvieran un segundo punto comin serian la misma
recta y estariamos en el primer caso. Entonces P+Qyla

recta Pf + Qf son paralelas puesto que si tuvieran um

punto comun, éste seria fijo y distinto de R, lo que no
puede ser. '

Corolario 3

Si f es una alineacién se verifica que si R es su
centro y P y Q@ dos puntos que intercambia f, existe
puntos Sy T no en P + Q tales que P + SI Q+TyY P+Tn
Q+S Yy R, S y T estan alineados.

Demostracion

Sea S un punto cualquiera del planonoen P + Q ¥

T = Sf, entonces resulta que R, S Yy T estidn alineados Y
P+ S H Q+«TyP+T||Q+s5Sporel corolario 2.

Teorema 4

La alineacién que intercambia dos - puntos
cualesquiera del plano es Gnica.

Demostracién

Supongamos dos puntos del plano P y Q tales que
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P # Qy sean f y f’dos aiineaciones distintas ue ceairos

R ysR’ respectivamente gue intercambiian P y . Sea & )
pimto cualquiera del plano no en P + . Segun %
. £ _ :
corolar%o 3, T = 8 y T! = ! . tales gue o T (! O« 8
Yy P+ T Q+ S, lo que implica que P + T || = Iy que
P+ T=P+ T; por otro iado P + sllo+T v » 4“',Q+T’,

lo que implica que Q + T = Q + T’, y puesto que +T # (Q+7
resulta que T = T’, Sf = Sf' y £f =£°,
Teorema 5

Las diagonales de un ara s
paralelas, paralelograme Nt son

Demostracidn

Sean A, B, A’,B’, los vértices T un
paralelogramo tal que A + B|| A’ + B> Yy A+ B’ | A' +BY
f la alineacién que intercambia 4 y 4’, cuyo c<entro R
pertenece a A + A’ siendo esta tltima una diagonal.Como

. :
A + B’]lA’ + B’ y A’ + B’l] a4+ B’f, se Juuuce que

apf= 'y & d
= A+ ByA + B’ = A' + By entonces B’ =} ; Y en

consecuencia R € B + B’,

Corolario 4

) Las giagonales de todos 1los paralelogramcs dque
t}enen una diagonal comin a todos ellos se cortan en un
mismo punto.

Demostracién

Segun el.teorema 5 el punto de interseccion es el
cent;o de la a{1neac10n que intercambia los vertices de
la diagonal comuan.

Teorema 6

Si ABCD es un paralelogramo tal que A + BI] D+ C
YA+ D||B+C, si Fes un punto en 4 + D tal que B+DH

C + F (ver fig. 4) entonces F = a7, si j
R 3 . - = - [ d
alineacioén de centro D., ’ s B

Demostracioén

Notemos por L el punto comin de las rectas A4 + B
Yy C + F (no pueden ser paralelas pues si no, existirian

dos paralelas a C + F por B); Y or K el punto
univocamente_determinado tal gque A + K F+ Ly F+ K ,
A + L. Ademdas, sean M = (A+K)(C+D) , N = (F+K)(B+D) ,

R = (D+F)(C+N) , S = (B+C)(D+L) , Y T = (A+D)(B+HM).

Sea f la alineacién que intercambia C y D. Esta



alineacién intercampbia B y F, ¥y L ¥ N {cnrolqrio 4) por
tanto C + N || L + D. Sea g la alineacion gque intercambia
B y D. Esta alineacion intercambia ¢ y 4 , ¥y L v H, lo
que prueba que D + L|| M + B. La transformacién gf manda
C sobre B y N sobre M, y transforma toda recta en otra
paralela, ya que f y g tienen esta filtima propiedad.

De aqui B + C y M + N son rectas fijas por gf. En
efecto, para todo punto X de B + F, X ?.C ssftransforma
en una paralela a X + C, y como gty 9t = + B, esta
Gltima tiene que ser B + Cy X" 'e¢ B + c.

Andlogamente para M + N. Si estas rectas no son
paralelas, tendrian un punto comin W, y W seria punto

fijo de gf. Entonces wgf =Wy v = wf, y se seguiria del
teorema 4 gque f = g. Pero esto es imposible pues
implicaria que B = C. Hemos mostrado que B + C ||M + N.

FIG4

Existe finalmente una alineacidn h que
intercambia D y M, "intercambia A y N ¥y ademas B y K. De
aqui, por lo anterior, B + M | p + K. Por tanto D + L ¥
D + K son rectas paralelas y en consecuencia, D, L y K
son puntos alineados y AKFL es un paralelogramo cuyas

diagonales se encuentran en D, lo que prueba que F = AJ,
siendo j 1z allineacién de centro D.

Teorema 7

si P y @ son dos puntos distintos y R 1la
alineacion que los intercambia. Si P’, Q’, y R’son puntos
alineados y existen tres rectas diferentes paralelas p,
g y r tales que P + P’=p, Q + Q’= g, YR + R'=T1,
entonces R’as =1 centro de la alineacién que intercambia
P’ y Q.
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Demostracion
Se efectuara en una serie de apartados:
1) Supongamos que F = FP', R # R y ¢ # ¢r, R« ORI AR

Luego existe un solo punte T tel que 7 = PR + 7 Y
T + 0’'|] P+ R, Es consecusucia del corolario 4 que 7, R
y R’ estan alineados y ademas que T + rR* Il 0+ @', luego

R’ es el centro de la alineacidon gue intercambia P’ y ¢,
segin el teorema 6.(Ver fig. 5).

2) Supongamos ahora que P + Q || P’ + Q' , entonces P+Q’

tendrd un punto comin con R + R’que llamaremos M. Por lo

demostrado en 1) M es el centro de la alineacion que

intercambia P y Q’, Yy en consecuencia R’ es el centro de
la alineacién que intercambia P’ y @’ .

FiG.5

3) Supongamos ahora que P + Q es no paralela a P’ + Q’, Y

P # P’, entonces sea w la recta paralela a P’ + Q’ que
pasa por (. Entonces el punto wr es centro de 1la

alineacion que intercambia wp y Q por 1); Yy R’ es el

centro de la alineacidn que intercambia P’ ¥y Q’

Definicidn 5

Una aplicacién biyectiva t entre los puntos del
plano se llama traslacién si

a) X ¢+ XtH Y + Yt en el caso de que X e Y no son puntos
fijos de t.

b) X + Y |} X* + v* para X # Y.
Si la traslacién t es distinta de la identidad,

entonces las rectas paralelas a las que se refiere la
condicién a) forman el mismo haz de rectas paralelas.
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Es inmediato que vna traslacién con un punto fijo
es la identidad. Asimismo dos traslaciones son iguales si
existe un punto que es transformado por ambas
traslaciones en el mismo punto. Las traslaciones forman
un grupo T. Este grupo es conmutativo si existen
traslaciones con diferentes direcciones.

Teorema 8§

El producto de dos alineaciones es una
traslacién, y el producto de tres alineaciones es una
alineacion.

Demostracién

Si f es el producto de un cierto numero de
alineaciones, entonces se cumple la propiedad b). Si el
punto P no es un punto fijo por f, entonces la recta P +

Pf es fija por f, ya que es enviada por f a una recta

paralela que pasa por Pf.

Si r y s son alineaciones, se sique del teorema 4
que la existencia de un punto fijo de rs implica que r=s

ya que si w S= W, who=w® y ademdas que rs = 1.

Pero si rs no tiene punto fijo, entonces se sigue
del resultado del primer pdrrafc de la demostracidén que

todas las rectas P + P™° son paralelas por ser rectas
fijas y no tener puntos fijos, lo que demuestra que rs es
una traslacidn. '

Si t es una traslacién y r es una alineacién

respecto a un punto R, y si P es un punte, entonces P+Pa
PP+ (PTE)E, por a) y P+ PTE BE + (PTE)F, por b).
B . . r_ _Erd rt

sto implica que P° = P (pues P~ y P~ son los extremos
de la diagonal del paralelogramo y el trnasformado de P
por r tiene que ser el otro extremo de la diagonal, es

et
decir, P“"\, o también r = trt, ademés rz = 1 ; y ahora
es facl jemostrar que rt es una alineacién. En efecto,
rt es blyeccién pues es composicién de biyecciones, Y
ademas,

a) SL r = trt se verifica que r2 = rtrt = (rt)z =1, si
r # 1, entonces rt # 1,

b) Si P y Q son dos puntos distintos, entornices P + Q ||

Pt + Qt, como r es una alineacién Pt + Qt” Pt Qrt s Y

por tanto, P + Q || Prt + Qrt, con lo que se cumple la

condicién 1= que rt transforma puntos alineados en puntos
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alineados, y toda recta en una paralela. De aqui se

deduce inmediatamente que R € P + Prtpara todo P del
plano.

c) Bastard, por fin, calcular el centro de la alineacidn

rt. ?ara ello, bastard demostrar que P,Q,Prty Qrt son los
vértices de un paralelogramo cuyas diagonales se cortan

:? un punto que serid el centro de la alineacion (ver fig.

Ya hemos visto que P + Q || Pt o+ Qrt. Veamos que

rt

Q+ P . I Pt+ Qrt, con lo que habremos tsrminado. Pero
r trt

Q+P et + P rt _ Qt + P H Qrt + pr = Qrt + P,

Qrt Qr

FiG.6
-1 _En consecuencia, hemos demostrado también que
t =r "tr con lo que se verifica el siguiente hecho

Corolario 5

Si R es el grupo generado por las alineaciones,

entopces T es un subgrupo de indice 2 en R, y T es
abeliano,

i Una consecuiencia inmediata de los teoremas 4 y 8
es el importante resultado siguiente

Corolario 6

Existe para todo par de puntos distintos
alineados una alineacién que los intercambia si, y sélo

si, el grupo de 1las traslaciones es simplemente
transitivo.



Demostracion

1) Si para todo par de puntos distintos alineados existe
una alineacién que los intercambia, por el teorema 4 esa
alineacién es tdnica y en consecuencia, existe una Unica
alineacién para cada R del plano que tiene R como centro.

Bastara con probar quer para todo par de puntos
distintos P y Q del plano existe una traslacidén t tal que

o r
Q = PC. Pero como existe una alineacién r tal que P =Q ,

si. R es el centro de esta alineacidén, entonces existen
R : r r, _
sendas alineaciones r,yr, tales que R = P1 y R2 =Q

en consecuencia t y por tanto, T es simplemente

|
transitivo.

2) Si el grupo de las traslaciones es simplemente
transitivo, sean P y Q dos puntos distintos, sea R el

. . . i i ) .
centro de una alineacién r. Si Q = P hemos terminado. Si

g r r

0 = P¥ entonces Q + P || @" + P', y ademds Q +P || Q + P .
Entonces, por ser el grupo de las traslaciones
simplemente transitivo, existe una traslacién ¢t que

rt
transforma P’ en Q, es decir Prt = Q y, por tanto, Q =P

y rt es la alineacidén buscada.
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RESENA DE LIBROS

EL SUESO DE DESCARTES (El mundo segun las Mateméticas), por
Philip J. DAVIS y Ruben HERSH. Editado conjuntamente por el
M.E.C. vy Ed. LABOR, S.A., 1989.

En este 1libro, de 228 paglnas, se tratan cuestiones
relacionadas con el impacto que las matemAticas producen al
ser utilizadas en la naturaleza ©o en los multiples ¥y
diversos aspectos de las actividades humanas, es decir, 1lo
que suele llamarse "Matematica Aplicada", en cuyo desarrollo
juega hoy un papel fundamental el ordenador.

Los autores formulan preguntas tales como: ¢ Qué es la
experiencia i1nformatica 7, ¢, De qué modo afecta la
informatizacién del mundo a la calidad fisica e intelectual
de la civilizacién 7?7, ¢ Cual ha sido la influencia del
ordepador a la hora de acercar formulaciones matematicas
abstractas a las aplicaciones préctiéas ?, ¢ Es posible
matematizarlo todo ?, ¢ Habra algo en el mundo gque no pueda
jamass llegar a ser materia de una teoria matemética 7 ..

Otras preguntas entrarian en lo que se podria llamar
filosofia de la informatica: ¢ Qué hace veraz a un cémputo ?
¢ Por qué se ha de creer lo que diga un ordenador ?, ¢ Qué
hace que sea bueno o malo, bello o feo ?, & Por qué son
vtilizadas las matemdticas 7 ...

De estos y otros apasionantes temas hablan los autores a
lo largo del 1libro, gque es una coleccién de ensayos
independientes, inspirados en articulos, conferencias o
entrevistas. Su lectura requiere diversos niveles de
conocimientos mateméticos que van desde el popular al
profesional, pero carece de tecnicismos, por lo que resulta

amena y facil.
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Los autores, en el prefacio, animan a los lectores a
hojear el 1libro, al azar, y leer aquellos parrafos que
despierten su interés. Esta as también nuestra
recomendaciasn.

Damos a continuacién los titulos de los diferentes

capitulos y un breve resumen de su contenidos:

1. Este mundo matematizado.
El suefio de Descartes. Los limites de las matemAticas.
¢ Estaremos axfisiandonos en cifras ?

2. La tirania social de los numeros
Matemdticas y retérica. Las matematicas y la politica
social. La informatizaciéon del amor.

3. Cognicién e informhatica.
Las funciones descriptiva, predictiva y prescriptiva de
las matematicas aplica&as. Tres significados de infor-
matica. ¢ Qué finalidad tiene el célculo cientifico ?

4. Perspectivas a travéds del tiempo.
Del tiempo y las matemAticas. La irrazonable eficacia de
los ordenadores.

5. NatemAticas y ética.
La matematica platénica traba conocimiento con la filo-
sofia platéonica de la religién: una metafora ética. El
ordenador piensa. Una interpretacién al modo medieval.
Las matemAticas y el fin del mundo.

6. Significados personales.
Las matemAticas y la realidad impuesta. La abstraccién
matematica.

7. Colofén

La bibliografia que ofrece el libro es extensisima.

F. L. M.
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PROBLEMAS PFPROPUESTOS

PROBLEMAS PROPUESTOS EN LA FASE PRINERA DE LA
VIII OLINPIADA MATEMATICA ESPASOLA

PROBLENA 19:

3 2

Sin resolver la ecuaclén cubica ¥ 4+ ax + bx + ¢ = 0 ,expre-

sar la suma de los cubos de sus raices en funcién de los coefi-

clientes a , b y ¢

PROBLENA 29:

Sean dos angulos o y B tales que 0 < o< B < w/2 i demostrar
que: sen o sen f tg o tg B
—_ <
o 8 . a B
PROBLEMA 32:
Demostrar que si las longitudes a , b, ¢ de los lados de un
triadngulo satisfacen a la condicién a? = b2 + be , el angulo A

opuesto a a es doble del angulo B , opuesto al b .

PROBLEMA 42:

Determinar el conjunto de los numeros n tales que el numero
7.n + 4n + 1
sea divisible por 8



PROBLENMA 59

Si la descowposicién en factores primos de un numero n es
a~b¥c“,.., |, se lizama Indicador de ese numero y sSe representa con
#<n) , el productu a*~'¢a-1)be-1 (b~1)c*'!' (c-1)...

Determinary todos los numeros 1impares cuyo indicador sea el

mismo que el de 1930,

PROBLEMA 62:

En una circunferencia se consideran n puntos Pr,...,P. ,
que la dividen ev n arcos iguales: PiPx» , PaPa ,..., Pa—yPn, PnP:
Fijado un numerc natural r , r < n, y partiendo de P, , se trazan
cuerdas: PiPr+r , PrevPreszr , PreorPisom , ... (donde Py+n = Py

para cualquier numero natural ). Razonar cual serid el naumero de
cuerdas que han de ser trazadas para volver al punto Py , por

primera vez. Después, calcularlo para n =360 y r = 42
PROBLEMA 79:

Hallar tres numeros naturales en progresién aritmética de
razén 2 , tales que la suma de sus cuadrados sea un numero de

cuatro cifras iguales.
PROBLENMA 892:

Sea ABC un triédngulo arbitrario. Las bisectrices exteriores
en A y B se cortan en C° . Sean a”, b, ¢, los lados del
trianguloc 48C¢ |, opuestos respectivamente a 4, B y C° .

Expreezr- el cociliente b/b° en funcién de las razones tri-

gonometricas d» 4 , B y C .
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PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 32 (Boletin n2 19)

Sea f la funcién cuyo dominio es el conjunto de los enteros
estrictamente positivos definida por
fd1> =1 f¢3) =3 , I2n) = f(n>) ,
f(4n+l1) = 2f2n+1) - f(n) , £(4n+3) = 3f(2n+l1) - 2fn) ,
para todo =n .
Determine el nimero de enteros estrictamente positivos n ,
menores o lguales que 1988, tales que fm) = n

Solucién:

Vamos a demostrar que la imagen de un numero escritc en
base 2 es otro namero, escrito en base 2, con las cifras

colocadas en orden inverso. Veamos algunos casos:

p=1: (1) = £Cle=) = 1 = 1lem
P=2: (2 = £(10c¢a) = 1 = Oleam
£¢3) = £Cilex) = 3 = 1lea
P=3: fd4) = £¢100:c2> = £¢(2) = 1 = 00lem
£¢5) = £<101ca) = 2£(3) - £(1) = 5 = 101z
£(6) = £¢110c2) = £(3) = 3 = 011.=
£¢7) = £(111cm) = £¢4) = 1 = 000lcm

p =4 £¢&> = £<1000cx) = f¢4) = 1 = 0001cm
£(9) = 1<1001c¢z) = 2f(5) -~ f(2> = 9 = 1001lc=

Sea P el numero de cifras binarias. Lo haremos por
induccién: Supongamos que se verifica para todo numero de
cifras binarias inferior a p . Sea lex€=m...€p <z un no-
mero de p cifras binarias ( €; € (0,1} ). Distinguiremos
tres casos:

12) La 0ltima cifra binaria es cero; f(le€z€m...€m-10cz) =
£<10c=2 . lex€sn. . . €m—ren) = f(l€z€m., . €penr) = (por 1la

hipétesis de induccién) = €p-r1€p-z...€n€nlcn



22) Las dos ultimas citras binarias son 01 ; entonces
felen€n. . . €m- 201> = £(100cz . L€ ;:€n. .  Epa—mav 2 + Len) =
= 10:2 . £(10c» . lew€m.. . €p—nca t Tew) + fQlem€m. Emmzcz)=
= 10, . fClé€n€a, . Em-mlow) = £(lEx€a. +  Epmmem) =
= 10cz . l€p-=...€x€xlea = €r—m€pmms « s €mlca =
= l€p-z.., . .€2€210c2 — Cp—z€pmm, » €mlem =
= 2P+ €29 TE + €p-a2PT? + .. F ex2® + 1.2
— (Ep-z2P™® + Ep-n2FPT + + €m.2 + 1) =
= 2”"*‘m_z(zw“*-29"3)+ep—a(29"3—2p"“)+...+e:(22-2>+2—1 =
= 201 4 €p-n2FTH + € pen2P 2 + .. F er.2 + 1 =
= 10€2--2€p-a. » - €xlex , quUE €S lo que queriamos ver.

32) Las dos ultimas cifras binarias son 11

f(lem€m, . .€pamlicn) = £(100cz . l€x€m...€p-= + 1lez) =
= 11cm . £C10cz . lex€m.. . €w-=)+ 10c= . f(len€mn. . . €Ep—m) =
= 1l¢m . f(len€s...Lkem) — 10c2 . flex€n, .. .€p—nca) =
= 1lce . l€m—z...€xm€xlen Z 10cn . €pez...€Em€2lez =T
= l€p-n...€a€=210ca + l€p—m:  cEm€xmlem — Epmits « 1 €m€210cn =~
= (2 + Ep—-n2FTE + .. F €a2¥ + €22% + 1.2) +
F (2P 4+ g2 4 L., + €x2% + €x2% ¥ n
— (Ep—zl2PE 4+ .+ €n2® + €=x2% + 1.2) =
= 2m-1 4 2072 4 gpem.2®TF + .+ €2.2% + €a2.2 + 1 =

ll€p~=2. . . Ex€=lcm

Con esto gqueda probado que la imagen de un numero escrito
en base 2, es otro numero escrito con las mismas cifras en
orden inverso, también en base 2 .

Los numeros que verifican las condiciones del enunciado
(f<n)> = n ¢ 1988 seran los numeros capicuas escritos en
base 2, menores que 1988 = 11111000100¢= (tiene 11 cifras).

Calculo del nuamero NC(p> de numeros capicuas, escritos
en base 2, de p cifras (p ¢ 10):
i®r caso: p = par ; NC(p) = WVRp., oz, 2 = 2P78/2 = 2¢P-#2/%

22 caso: p = ilmpar; seran los mismos de antes multiplicados

por dos, pues en el centro puedo poner el 0 6 el 1
decir, NC(2q+1)> = 2.NC(2q>

i €es

10
As{: N2 de nUmeros capicvas de 10 cifras c menos= :E:NC(p)=

= 1 4 2° 427 42 +2% + 2% + 2% 420 424 428 = T

= 2(1+2+4+8+16> = 62. El namero de caplcuas de 11 cifras me-

nores que 11111000100c= = n2 de capicias de 11 cifras - 2 =

2% - 2 = 30 (los dos mayores que 11111000100:= son:

11111011111 ¢= y 11111111111¢z >. El namero de numeros me-—

nores que 1988 que cumplen f(n) = n es 62 + 30 = 92

Miguel Angel Cabezon Ochoa

PROBLEMA 42 (Boletin ne 19)

Demuestre que el conjunto de los numeros reales x gque

70 i
e
satisfacen \\} k 5
// %z - k 4
e\
k=1

es union de intervalos disjuntos cuyas longitudes suman 1988

Solucién:

Haciendo F((x) = (x-2)x-3).. . xX~-700+2x-1)(x-3)., ., (x-70>+

+ .0 thXx=1). .. (x=(k-1)) (x—<Ck+1))>. .. (x=70)+

o #70(x-1) (x=-2)..., (x~69) , y poniendo P(x) = (x-k),
la condicién del enunciado se escribe

F(x)/P<x> - 5/4 2 0 , o bien [4F<(x) - SP()IP<x) 2 0

La ecuacién que se obtiene tomando sé6lo el signo igual,

admite evidentemente las raices Xy = 1 1 = 1,2,...,70).

Suprimidas estas railces, la ecuacién que resulta:

g(x) = 4F(x) - BPx> = 0



aue es de grado 70, admite una railz en cada uno de los
intervalos CL,2>, £2,3> , ... , (89,70 y (70, +®), ya que:
Para x = 1, g(l) = 4F(1>)-5P(1) = 4(-1>(=2>,..(-69) - 0 < 0 ,
Para x = 2, g@2) = 4.2.1.¢-1>...¢-68) - 0 > 0 ,

Para x = 70, 4<(?0) = 4.70.69....2.1 - 0 > 0 ,
Para x 4+ 4o , lim g<x) = -® | puesto que el coeficiente del
termino de mayor grado es negativo.

Luego, como g<(x> toma valores de s1gno contrario en los
extremos de cada uno de los intervalos abiertos (1,2), (2,3),
e, (89,70 y (70+4®), en cada uno admitira un numero impar
de raices; cono el grado es 70, admite una y sélo una raiz
real en cada uno de los intervalos.

1 Observando la figura, el conjunto

. 2 . 3 4 69’ 70,
—L-qiiL-ﬁEA-;—
X', - X

A\ ﬁ-—;vii‘—ﬂ —de valores de x que verifican la
i 7

L1 ro

inecuacién es la unién de los
intervalos cerrados (y disjuntaos)> seffalados en la figura,
puesto que es donde g<x).P<(x) > O
La suma de las longilitudes de dichos intervalos es (véase
figura) L = (X1-L)+<(xH-2)+XA—-3)+. ., . + (Xd~60) + (X 46-70) =
=L X{ - (1+243+...470) = I x!{ - S
Pero I x{ es la suma de las raices de la ecuacién g{(x)=0.

Recordando las férmulas de Cardano, la suma de las raices de

la ecuacién acx"+a X" '+...4+an~ = 0 , es s = -ai/ac . Basta
obtener en la ecuacidén g(x) = 0 , los coeficlentes de los
términos en x“% y en x¥* , El de x’° es, evidentemente, -5 ;
el de x%% es 4<C1+2+,..+700-5(-1-2-,,.~-70) = 48 + 58 = 95 .
Tuego i1a suma de las railces es ¢ = ~ 9S/¢(-5) = 9S/5 y
como § = 1+Z¢...+70 = 2485, la suma de las longitudes de los

intervalos s2ra 1 = 9S/5 - S = 4S/5 = 1988 , c.d.d.

J.V. Garcia Sestafe (Madrid)

Otras soluciones de: F. O, Alonso y de M.A. Cabezén Ochoa.
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PROBLEMA 1 (Boletin n® 20)

Sea n un nmero par divisible por un nfimero primo mayor que su
) . .3
raiz cuadrada. Probar que ni n ni n~ pueden expresarse como

producto de dos impares consecutivos aumentando en una unidad

pero tanto n2 y n4 se puede expresar de esa forma.

Solucibn
Veamos en qué casos la ecuacién

(2K + 1).(2K - 1) + 1 = nt

tiene solucidn, siendo K,t € N v n el nfimero dado:

4K2-1+1=nt <= '4I<2=nt = 2K=\/1’1t

Casos:

a) Si t es par, t es de la forma t = 2a (a € N) y

por tanto

n2a/2 =02

2K = = 2K =1

teniendo la ecuacibn solucibn natural porque, al ser n un nlme

ro par, es divisible por 2.

b) Si t es impar resulta 2K = /n2a+l

2K = /g2a n

2k = n® . /A (1)

Pero sabemos que n es divisible por un nimero primo p tal que
/o < p, luego n < pz; esto quiere decir que en la descomposi-
cibén factorial de n no puede figurar el nGmero primo més de una

vez.




Por tanto deducimes cue vn es irracional. Esto nos
lleva a ver cue la ecuacién (1) no es posible pues un nGmero na

tural no puede ser expresado de forma irracional.

Asi probamos, aunque de forma mids generalizada, lo
vedido en el enunciado.

Marco Castrillon Lopez
— (I.B. "Avda. de los Toreros” Madrid>
Recibidas otras solucicnes de: F. Alvarez H. (Madrid),
Amparo Ortega (Valencia) y

J.V. Garcia Sestafe (Madrid).

PROBLEMA 3 (Boletin n# 20)

2

Se disoonen los nidmercs entercs del 1 al n” formando una matriz

cuadrada en esta forma

/1 2 3 ;\!
/ | |
| net n+2 n+3 2n \

[ 7 o f

| /

[\ nz/J

Se escoge arbitrariamente un nfmero éde la matriz, suprimiendo
después la fila y la columna donde estf; en la matriz que que-
da se repite el proceso, continuando asf hasta que queda un so
lo n@mero. Hallar la suma de este Gltimo nlmero y de todos los
escogidos sucesivamente. Probar que esta suma no depende de las
elecciones realizadas.

Solucibn

Los nlGmeros de la matriz puede escribirse también de
la siguiente forma:

- 75 -

[(on)+1  (0n)+2 (On)+3 ... {0n) +n

n+l n+2 n+3 ... n+n
n
filasﬂ 2n+1 2n+2 2n+3 ... 2n+n

(n-1)m+l (n-1)n+2 (r-1)m+3 ... (n~1)mn
.

-~

—~" -
n columnas

La suma que se debe hallar constaré ée n sumandos, sin
que ninguno de ellos pertenezca a la fila o columna de algfin
otro, por lo gué habrd uno, y sélo uno, de cada fila o columna.

La suma serf, por lo tanto, la de los n primeros tér-
mincs de dos progresiones aritméticas: una, de diferencia n y

primer té&rmino 0; la otra, de diferencia 1 v primer té&rmino 1

P _ .

Suma de los n primeros términos de la evrimera procresidn
2
s=0_+_(£—__l.)'—n n=§_(n;l)
n 2 2

Suma de los n primeros té&rminos de la sequnda procresidn

gr = itn . _ (n+l) n
n 2 2
Suma pedida:
S=5 +8§' = n2(n-1) s {otl) n n’ 4+ n
s N 2 2 2

—# Juan Lahoz Garcia
(32-de BUP, 1.B." Avda de los Toreros" Madrid)
Recibidds otras soluciones de: Amparo Ortega (Valencia),
J.V. Garcifa Sestafe (Madrid) y
F. Alvarez H. (Madrid).




Proplam slatin n® )

En el jaterio de un cuadrado ABDE se toma el punto C tal que CCE
sea un triingulo isdsceles con ingulos de 15°en D y E. {Que clase

de triingulo es ABC ? Justifica la respuesta.

Solucitn

Respuesta: El tridngulo AEC es equilitero,

Justificacidn de la respuesta: Puesto que todos lcs cua-
drados son semejantes, basta demostrar que:

wgi en el interior de cualquier cuadrado APDE se construye
el tridngulo equildtero ABC , el punto C cumple las condiciones del

enunciado ".

"“n.?so

J—300

|

i
A u;n“/ :

Efectivamente:

1°. El vértice C del tridngulo equildtero pertenece a la mediatriz
de AB y ED, luego el triangulo ECD es isdsceles,

2¢. El triangulo CBD tambi&n es isbsceles por construccidn ( AB =
¢B = DB ) y su ingulo en B es de 30° (complementario de uno de
los del tridngulo equildtero), luego, sus otros dos angulos en
C y D son de 75°.

3°, Lo anterior evidencia que el tridngulo isdsceles ECD tiene sus
dngulos iguales en D y E de 15° ( pues el de vértice D es com-
plemzntario de uno de los de 75° del triidngulo CBD ) , c. S.

q. d. .
D. Corbella Barrios y F. Quesada Cobo (Madrid)

Recibidas otras scluciones de: José Alvaro Dominguezs?x

(32 de BUP; I.B. “Avda. de los Toreros"),
Mercedes Rico (Madrid),

F. Alvarez H. (Madrid) y

J.V. Garcia Sestafe (Madrid).

PROBLEMA 782 (Boletin n® 20>

7

Calcular el valor maximo de la funcién £ (x) =.TT i x—kI
en el intervalo (3 , 4] . k=0

Splucién (procedimiento A

Para todo x € (3,41 ,
fx) = x(x—l)(x-2)<x-3)(4—x)(5—x)(6—x)(7—x) i haciendo el
cambio x = a + 7/2 , con & € (-® , %>, resulta: fa+7/2) =
(7+2a)(5+23)(3+23)(1+2a)(l—2&)<3—2a)(5—§31}7:?a{
28

(7R-4a%) (5=-4a<) (32-4a®) (1-4a*)
256

Como todos estos paréntesis son positivos, el valor maximo

de la expresién anterior se obtiene para 4a= = 0 , a = 0

picho valor es <40 . 25 . 9 . »s2f =t11025/2561

Solucién (procedimiento b

Restringiendo el estudio de la funcien f al intervalo (3,47,

que es el que nos interesa, podemos escribir lo siguiente:
T(x) = (x—O)(x—l)(x—2>(x—3)(4—x)<5—x)(6—x>(7—x) i

Lf(x)=L(x—0)+L<x—1>+L(x—2)+L(x—3)+L(4-x)+L<5—x)+L(6—x>+L(7—x

) 1 1 1 1 1 1 1 1
= + + + + + + +
1 () *®x=-0 #-1 x-2 x-3 x-4 ®-95 x-6 x-7
Llamando M(x> al 2¢ miembro, resulta £ G0 = M(x)f (x>

Extremos relativos: f£7(X) = 0 da MOOTx>) = O
Si ha de ser f(x>=0 , no hay eolucién en (3,4)
Si M(x> = 0 , se ve claramente que la unica solucién en
3 , 4> es x = 3,5
x€¢3 , 3,5 , Mx>>0 ¥y fG0>0 , £ x>0, £ creciente.
%x€¢3,95 , 4> , Mx><0 v £<¢x)>0 f-(x><0, tf decreciente.
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En definitiva el valor maximo se obtiene para x = 3,5 = 7/2

v es 7.5.5.1.1 3.5.7/28 =[11025/256.

Solucién (procadimiento c):

3
Al observar la funcién £(x) = IT | x~kl = ITT (x-k)}t =
k=0 heo
= I (x=0) (x=1) (x=2) (x-3) (x—4)> (%x=5) (x=6) (x~7) | = lg(x)! '
vemos que para todo x € <3 , 4), la expresién que hemos

llamado g<(x) consta de 4 factores positivos y 4 negativos,
por lo que para todo x € [3 , 4] es g<x> 2 0 . Esto nos
permite afirmar que para todo x € (3 , 4] es fx) = g<x
El problema equivale, por tanto, a hallar el valor maximo de
g(x> en (3 , 4]

Consideremos los intervalos [k, k+1] (k = 0,1,2,3,4,5,6).
Como en cada uno de ellos se cumplen evidentemente ( g es
polinémica y g<k) = g(k+l) = 0> las hipétesis del teorema de
Rolle, la funcién g° tiene que anularse, al menos una vez,
en cada uno de los 7 intervalos; pero como g’ (x) es una
funcién poliinomica de grado 7, no puede tener mas de 7
raices, por lo que g  se anula una y sélo una vez en cada
uno de los intervalos. Abora bien, si g' sélo se anula para
un valor de (3 , 4>, éste tiene que ser 3,5 , pues la
grafica de g es simetrica respecto a la recta x = 3,5 (ya
que g¢3,5+h) = g(3,5-h) ). Como ademés g(3) = gd4> = 0 ¥y
g<(x>>0, para todo x € (3 , 4) , necesariamente ha de

tratarse de un mAximo. El valor pedido es, en definitiva,

£¢3,5> =[11025/256 .

Victor Manuel SaAnchez, Oscar Castillo.;—”

Juan Lahoz y Marco Castrillén
I.B. "Avenida de los Toreros" Madrid
Reclbidas otras soluciones de F. Alvarez H.

y de J. V. Garcia Sestafe
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PROBLEMA 102 <(Boletin n2 20>

.,

Calcular 4
b In¢e-x) dx
\/ln(g—x) + Vln(x+3)
2

Sclucion:

La inspeccion de las graficas de 4(9-x) y 43+x) aconseja

trasladar el problema: x=t+3; dx=dt
1

Queda [ V(6 -t) dt
YEGT) +VAGT

Que los radicales conmuten umos con otros al cambiar t por -t

quedando el denominador D invarizble l!leva a verificar la

imparidad de

o) = vén(6 -i) B _%_
Va(6-1) +vVaAa(G + 1)
En efecto:
) _ Va(6-1) 1, Y&a({6+1) 1 D
PO +o(-t) = TR S = 1=
1 D I Ty - = "1=0,conlo
cual J' @(t)dt=0.
-1
Ahora bien,
I
1 . 1
0= f P(t)dt = J Va(s -1) _dt - —é—j dt
- RZICEIERZA(E) ¥

como la ultima integral es 1, se sigue que tambien es 1 la

integral propuesta. F. Alvarez H. (Madrid)
Recibidas ctras soluciones de J. V. Garcia Sestafe

y Victor M. Sanchez Gonzalez
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PROBLEMA 12 (Boletin n2 21)

El programa de una asignatura consta de n preguntas y el
examen de la misma consiste en la exposicidén de una de esas
preguntas, sacada al agzar. Un alumno se sabe sélamente una
pregunta, pero se le permite realizar hasta n examenes.
Expresar en funcién de n la probabilidad que tiene de
aprobar. ¢ Crece o decrece al aumentar n 7 Determinar su
limite cuando n tiende a infinito. ¢ Cual es la maxima cota
inferior de las probabilidades obtenidas para todos 1los

valores de n 7
Solucién:

La probabilidad de aprdbar en el primer examen es 1l/n ;
la de aprobar en el segundo, habiendo suspendido el primero
es (1 - 1/n).1/n ; la de aprobar en el n~ésimo, hablendo
suspendido los anteriores, es (1 - 1/nmy~=%*,1/n . La pro-
babilidad de haber aprobado la asignatura de n preguntas es

nef

1 i i 1 1 i
Po ==+ (1—7)..-;‘-‘-+ (1—;‘;)"-7‘- ook (- | = 1= (-7)

La sucesion an = (Lﬂ%)“ es creciente; en efecto, como
1" 1 n+l | (n+1)(n+2) 1
(1-—)=1+—+ + +oo >14+— ,
n= n 2n? on™

n
I e i

-

de donde (1_%) >(1_ _1__)--(41-\'1)=“> (1-%)11( (1—_1_)n-b4

n+1 n+l
estc es, an es crecilente y como am < Y , Pn es
decrecliente
Si n -+ >, lim P, =1 - e~!' =1~ 1l/e '

y como P. es constantemente decreciente, 1 - 1l/e sera el
valor de la maxima cota inferior de todas las

probabilidades.

J.V. Garcia Sestafe (Madrid>

PROBLEMA 32 (Boletin n2 21)

Demostrar que 1 1 3 5 o7 99 1
1o0y2 2 4 © o8 100 10

Solucién:

Consideremos A= 1 3 5 97 99
2 4 6 98 100
2 4 6 Q8 -
3:—.—-.—.-.a o oomm—
3 5 7 Q9

y las equivalencias a/b < (a+1)>/(b+l) &= abta<ba+b &= a < b.
Segun ésto, AB = 1/100 y A < B , luego A < 1/<¢100A)
100A2 < 1 A < 1710

Por otra parte, comparando las expresiones:

=22.7.2, .. .2.8,.,1.
—-2 4 © 8 96 98 100
c _4 6 8 10 98 100 1
T35 7 9 o7 e 100
vemos que 372 > 4/3 , S/4 > 6/5 , 7/6 > 8/7 ,
, 99s98 > 10099 y 17100 : 17100 , lo que nas
permite afirmar que A > C . Como adem&as se cumple que
A.C = 1/200 , resulta en definitiva que a > 1/(200A)> , ec
decir, A2 > 1/200 , o sea A )-—L— c., d. d.
1ovz /

Victor Manuel Sanchez (Madrid»

Recibida otra solucién de J.V. Garcia Sestate (Madrid)




PROBLEMA 62 (Boletin n2 21)

Demostrar que dados arbitrariamente siete numeros reales
se cumple siempre la siguiente propiedad:
»Se pueden encontrar dos de ellos, a y b tales gue
J3 la-b < 11 +abl . "
Poner un ejemplo de seis numeros reales que no tengan esa

propledad.

Damos dos soluciones de este problema. Primera:

Designemos con J al intervalo abilerto (-w/2 , n/2) , cuyos
puntos se puedern jdentificar como los de una semicircunfe—
rancia, de modo que el numero de radianes de un arco de
ésta sea el valor absoléto de la diferencia de los numeros
de J que representan sSus extremos.

Consideremos la aplicacion biyectiva entre J ¥y R,

§ ++ x dada por x = tg 4 . 34 a,b e R, y sus imagenes en J

son @ ¥y 5 , 1la condicién JE la-bl < |1l+abl equivale a la
relacién entre las imAgenes V3 itg a - tg Bl < l1+tg «. tg Bl
que es lo mismo que Jg.ltg(a - g1 <1 , o sea,
ltgla - B>t < tg(n/6> , es decir, la — B1 < ®/6
Por tanto, equivalente a lo que se trata de probar
es que: “"dados 7 puntos en J, slempre se pueden encontrar
dos de ellos , a« y B , tales que la -~ Bt < m/6 " pero esto

ss evidente, pues los 7 puntos dividen a la semicircunferen-—
cia en 8 partes, y los radianes de las 6 que quedan entre
dos de =sns puntos, sumaran menos de w® , por lo que alguna
de ellas debera de tener menos de mn/6 radianes. Queda
probado ;o ueseado.

$4 g cumple /6 < g8 < /% , dos nuneros escogidos
entre los & de J : -5g/2 , -3g/72 , —-4/2 , #/2 , 3g/2 , 56/2,

difieren siempre en n/5 o0 mis O Sea en mas de n/6. Por

tanto, el ejemplo pedido puede formarse con l1lo0s valores de
las tangentes de esos numeros.
Argearge

Recibjida otra solucion parecida de J.V. Garci1a Sestafe

Segunda solucién:

Dados 7 numeros reales, al menos cuatro de ellos son no
negativos o al menos cuatro de ellos son no positivos.
Haremos la demostracion para al menos cuatro no negativos;
esta demostracien servira mutatis mutandi, para cuatro no
positivos, con lo que quedara terminada la demostracién.

Sea 0 ¢ a+ ¢ az ¢ a=m ¢ aa , con ai € R , tal que

ninguna pareja de ellos cumpla la condicién del enunciado.

Se tendra: a= = ax + h , h 3> 0 ¥y Jg lax — a1l 2 11 + araxl;
V3 h 2 1 + ar% + ath ; (V3 - a«>h 2 1 + a1% , luego ax < V3
y h 2 (1+E12)/(J§—a1) . Como Wf3las - azl * 11 + azaat,

se tendra a= < V3 ., luego ar + (1+a1“)/% ~a ) ¢ ar + h =
= awx < VE'; a1/§ — a1= + 1 + a~ < 8 - /§a1 i 231]5 < 2 '
ar < 1/6.

Si hacemos lo mismo con a=, &8s, 24, S€ tendré as= < 1/J§,
luego am - a1 < 1/V3 , pero az - a: = h > (1+a =)/ (f3-ar) y
por tanto 1//5 > (1+a1¢)/(J3—a.) H Vg - ax 2 JE + Jga,“ :
0 > a, + {y3a.< , que es una contradiccién; por tanto, alguna

pareja debera cumplir la condicien del enunciado, c¢. q. 4.
Un elemplo de seis numeros que no tienen la propiedad

citada es:

—ay3 , -5y3/9 , -V3/7 , V3s6 , 3Y3/5 y 7V3/3

Maria Jesus Vilar Rubio
(Valdecllla-Solares. Cantabriad
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