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Prologue

FOLIA TI ONS, GR OUPOIDS AND

Rev. Academia de Ciencias. Zaragoza. 48 (1993)

GROT HENDIECK ETENDUES

This is the text of five lectures given at the University of Zaragoza in January 1993.
The purpose of the lectures was to give an introduetion to the relation between folia tions
and Grothendieck topoi.

In the study of foliations, a central role is played by the so-called space of leaves of the
foliation. It is immediately clear from elementary exarnples that th e naively construeted
quotient space MI '" of leaves of a foliation on a manifold M does in general contain very
little information. One is thus led to developing a more general not ion of "spacen which
can capture th e topological and differential-geometri c properties of the space of leaves,
and many proposals have been made in this direction . (A brief list occurs in Seet ion 5
below.) One of th e first such proposals was made by °Grothendieck (SGA4, vol. 1, p .
485), who associated to each foliation F of a manifold M first a so-called local equivalence
relation r;¡: on M and then a top os Sh(M, r;¡:) of r:;:-invariant sheaves. This topos is of
a special kind, a so-called differentiable (smooth) étendue. A closely rela ted top os is the
topos oí holonomy -invari ant sheaves on the manifold M, which 1 will denote by MIF; thi s
is also a smooth étendue. The more specific goal of these leetu res is to illustrat e th at thi s
topos M/F serves as an excellent model for the "space oí leaves" of the foliated man ifold
(M, F) . Many invariants (such as t he cohomology groups and th e (et ale) hoinotopy groups)
are immediately naturally defined for MI F, as part of the general theory of topoi. It will
(very briefly) be discussed how thes e invariants relate to sorne tr ansversal invariants stu died

°in the literature, e.g. the cohomology oí basic forms. As part of general topos th eory, one
also obtains a natural notion of (smooth) map M/F -+ M'IF' between two such spa ces of
leaves. It will be shown that the localization th eorem from Moerd ijk (1988) implies that
such maps between topoi MIF -+ M' / F ' correspon d exaetly to the maps between "leaf
spaces" ut ilized in the work oí Connes, Skandali s, and others . °

The level of these leet ures is rat her introductory. In par ticular, the first lect ure discus ses
the definition and sorne well-known examp les of foliated manifolds. T his material can be
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obtained by identifying (x, t -+ 1) with (f(x), t) . Write q : M x R -+ Mi for the quotient
map (a covering projection) . Inside Mi there is an embedded copy M = .q(M x {O}) of
M, which is transuerse to each leaf. The lea.f through q(x,O) "returns" 10 M in q(J(x),O).
So f is recovered by foHowing the lea.ves until one first gets ba.ck to M (Poincaré map of
"first return"] .

Mi = (M x R)/ '"

1.3.4 Suspension. The previous exa.mple is the suspension of the diffeomorphism t 1-+

1 - t : [0,1]-='[0,1] (or x 1-+ -x : R -+ R for the infinite band) . More generally, if
f: M -+ M is any diffeomorphism of a manifold M, the triviai foliation on M xRwhose
lea.vesare the verticallines {x} x R givesa foliation on the quotient space

This·gives a foliation on the Móbius 'band whose lea.ves are all circles. There is a central
lea.fgoing around once, while the other lea.ves are "double coverings" of this central one.
(In faet this is a foliation of a manifold with boundary. Of course there is a similar con
struction of an "infiniten foliated Móbius band obtained from 1 x R by identifying (O, x)
a.n:d (1,- x).)

L!1J
_._. -..__._- _.
- ~ " . ._ .:...._. .-. .. . . .. -
. -. ." .
. .. . - __ . "

1.3.3 The Móbius bando Foliate the square P = [0,1]2 by horizontal lines. Next
construet the Móbius band by identifying the two opposite sides while reversing the orien
tation:

Depending on cr, each leaf winds around the toros a fueedfinite number of times, or infinitely
often. In the latter case the lea.vesare (as always irnmersed but) not embedded.Each lea.f
is dense. The quotienttopology on the space of lea.ves is the trivial (indiscrete) topology
in this case.

1.3.5 The Reeb foliation. This is a foliation of the salid torus M = B2 X SI (where
B2 is the 2-ball and SI the l-sphere). To describe this foliation, think ofM as constructed
from an infinite solid cylinder B2 x R by identifying (x, t) and (x, t +1). Now foliate this
infinite salid cylinder by a foliation whoselea.ves are the boundary SI x R and a.collection
of infinitely deep salad bowls piled onto (into) each other, and filling up the interior of the
solid cylinder. (The pieture on the left is a segment [-1,1] x R.) .

~
-- . a ne leaf ~ in i tial p.art

-- in B2 x R ' . O of a leaf In M:::} .-- -. ==> - .
rotate J . .

identify .

Note that eachof the lea.ves in the interior of M is a copy of R2 which accumalates on the
baundary of M . . ..

The ~-sphere S3 can b~ constr~cted by glueing two solid tori together along their
boundarles. Thus one obtains a codimension 1 COO-foliation of S3 from two copies of the
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&(U) = {R I R ~ U x U is an equivalence relat ion on U},

1.4 Al ternative definition of foliations. We mention th ree different, but equivalcnt,
ways of definin g foliations.

cornmute. This definition is related to the earlier one (l.I) by defining tPi = 1l"2 o v:'
U, -t Rn-·q x Rq -+ Rq .

with the evident restri et ion maps &(U) -t &(V ) for op en sets U, V with V ~ U. Thi s
presheaf is not a shea f, and we write t for its associated sheaf. A local equivalence relciion

1.4.3 Local equivalence relations. (Grothendi eck-Verdier, SGA4, vol.! , p. 485.)
For any space M th ere is a presheaf &on M , defined for eac h open set U ~ M by

1.4.2 Integrable subbundle form o A Coo-foliat ion on M of codimension q defines
an (n - q)-dimensional subbundle T1eaf(M) of the tan gent bundle T M, consisting of th ose
tangent veetors which are tangent to the lcaves. This subbundle is integrable, in the.sense
that if X , Y are sections of 7lear(M) on an open set U ~ M then their Lie-br acket [X , Yj
lies again in the subbundle 7lear(M). Conversely, by th e theorem of Frobenius (1877), an
integrable subbundle E ~ TM (of codimension q) defines a unique foliation on M for
which E = 7lear(M).

o.e.o,
"'V ~j

h'i
- - - - > t/lj(U;)

Reeb foliati on on t he solid torus. By Haefiiger's theorem [Haefliger(1958)) there exists no
analytic foliation on 53 of codimension l. Any compaet or iented connec ted 3-manifol d
can be obtained from 53 by cut t ing out solid tori and sewing thcm back in with a twist
[Lickorish(1962), (1965)). This can be used, together with the Rccb foliation, to constr uct
a foliation of codimension 1 for any such 3-ma nifold.

1.3.6 Flat fiber bundles. Let p : E -t B be a smooth fiber bundle, with fiber F. Th en
in particular p is a sub mersion, so E carries a foliation whose lea ves are (the compon ents
of) the fibers of p , as in l.3 .l. A more interesting foliation, whose leaves are "hori zont al"
(rather than vertical ) parts of E, can be const ructed if the bundle is flato Thi s mcans
that its struct ure group G is discreteo lndeed, suppose 'Pi : U, x F ':::"p-I (Ui ) ~ E are the
local charts for the bundle, for an open cover B = U Ui. Wri te {'Pij : U; n Uj -t G} for
the associated cocy cle into the discrete struct ure group G. By choosing the U, sui tably,
we may assume that the interseetions U, n U¡ are connected , so that eac h 'Pij is constant .
Now define a tri vial foliation on each p-I(U;) ~ E with as leaves th e horizontal slices
'Pi(Ui x {x}) for x E F. These fit together to give a foliation on E. Its holonomy (§2)
refiects the cohomology class in HI (X, G) of the cocycfe {'Pij} .

1.4.1 Submersion formo A COO-foliation on a Coo-manifold M, of codimension q, can
be given by an op en covering M = UU, and submersions t/li : U; -t Rq with the propcrty

th at for each interseetion Ui n Uj there exists a Coo-diffeomorphism hij making the diagram
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One writ es a : x -+ y to denote that a E C I is an arrow [rom x = doCa) lo y = dl(a) .
For example, the category Sets bas as objeets all sets, and as arrows all funetions

between sets . lt is a very large cat egory. As ano ther example, the "sirnplicial model
category" Abas as objeets the finite ord ered sets

(a o {3) o I = a o ({3 0 / )

a o i(doa) = a
i(dla) o a = a.

doi(x) = x = dli(x)
do(a o {3) = do{3
dl(a o {3) = dla

2 Groupoids and bolonomy

The rest of these lectures presupposes sorne knowledge of category theory, as contained
e.g. in tbe first chapters of [MacLane (1971)]. We begin by reviewing the basic definitions
and fixing tbe notation.

2.1 Categories. A category C is given by a col1eetion Co of objects, a col1ection C I of
arrows, and four st ructure maps:

CI xCo CI ~ CI t e:
d,

The rnaps do and di give for each arrow a E CI its domain do(J) and its codomain dIU).
The map m is defined for any pair of arrows a, {3 with doa = dl{3, and assigns to t his pair
the composilion m(a,{3), also denoted a o {3. Final1y, th e rnap i assigns to each object
x E Co th e identi ty arrow at x, denoted i(x) (or id, or 1",). These maps must satisfy the
well-known ident ities

1.5 Transversal structure. An important aspeet of the theory of foliations is tbe
study of tbe "tranversal structure". Tbe cobomology of basic differential forms (see §5)
is a typical exam ple, Tbe most naive approach would be to consider the quotient space
MI ~ obtained"from M by identifying any two points which "are in tbe same leaf. The
e1ementary examples given aboye already illustrate that this naive1y construeted space of
lea.ves in general does not retain rnuch of the strueture of the foliation. An underlying theme
for these lectures is the problem of construeting a more sophisticated quotient "space" of
lea.ves. "

1.6 References for this leeture. Apart from the approach by Grothendieck using lo
cal equivalence relations (1.4.3), the material in .this seetion is complete1y standard and can
be found in aimost any expos ition of the theory oí foliations; e.g. Camacho-Neto (1985),
Fuks (1982), Godbillon (1991), Rector-Hirsch (1981), Lawson (1977), Molino (1988), Ton-
deur (1988), and many others. ""

r on M is by definition a global seet ion of t. SÍJch an l.e.r. is given by an atlas, Le.
an open cover M = UU¡, together with equivalence relations R; ~ U¡ X U¡, which are
locally compatible; this means that for each x E U¡ n Uj there is a small neighborhood
W", ~ U¡n U¡ so tbat R; and Rj restrict to tbe same equivalence relation on W",. Each
foliation gives rise to a local equivalencerelation (with the plaques as equivalence classes).
Converse1y, by Godement's theorem [Serre(1992) , p. 92], an Le.r, ! defines a foliation of
codirnenslo n Q wben there exists aa atlas (CU¡ , R;)} for r for, wbich each R; ~ U¡ X U¡ is
a closed submanifold of codirnension q for wbicb the two projections R; -+ U¡ are both
subrnersions.



T r : F( x) --+ G(x), for x E Ca,

such that for each arrow a : x -t y in C the square

2.3 Functors.. A [un cior between two categories F : C -t D is given by two operat ions
on obj ects and arrows, both denoted F :

F : Co -t Do, F : C¡ --+ D¡,

which respect the strueture maps of the category¡ i.e.,

For example, when groups G and H are viewed as one-o bjec t categories, a fun ct or G --+ H
is the same th ing as a homom orphism . As another example, a simplicial set is by definition
th e same thing as a fun ctor h p

-t Sets .
For two funetors F, G : C -t D, a natural transformation T : F -t G is a family of

arrows in D,

(aH n 2 0)¡

(each x E Co),
(k ~ 0,1 , each a E C¡),
(aH a,fl E C¡ with doa = d¡ fl).
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~ G(x )

la(o )

~ G(y)

F(x)

F (o )1
F (y)

[nJ = {O , . . . ,n }

F(i(x)) = i(F(x))
F(dka) = dkF( a)
F(a o (3) = F( a) o F((3)

2.2 Groupoids. An arrow a : x --+ y in a cat egory C is said to be an isomo rphism if
there exists an arrow (3 : y -+ X so that a o (3 = i(y) and (3o a = i (x ). The objects x
and y are then said to be isomorphic, Given a, the arrow fl is unique (if it exists ) and is
denoted a - 1 j it is called the inverse of a. A groupoid is a category C in which each arrow
is an isomorphism. For example, the category of finite sets and bijections is a groupoid.
Another example is the fundamental groupoid of a topological space. More generally, if
X is a space and S ~ X is a set of points, one can construet the fundamental groupoid
relative to the set S of "base-points"

II(S,X)¡

its objects are th e points of S, and for x, y E·S an arrow x -t y is a homotopy c1ass [a]
of paths a : [0, 1J -t X Irom x = a(O) to y = a(l ). Composition is defined just as for th e
fundam ental group of X . Each group G also gives an example of a groupoid, with just one
object and th e e1ements of t he group as arrows (as in the case of monoi ds aboye).

the arrows [n] -t [m] of the category A are the monotone funetions a : [n] --+ [m]. As
a final example, recall that a monoid is a set M equipped with an associative operation
p. : M X M -t M which has a 2-sided uni t e E M . Such a monoi d can .be view.ed ~ a
category with just one objeet *: the arrows * -t * are the e1ements of M, with e as identity

arrow and with com position given by p..
For each category C there is a "dual" category COP , called the opp osi te category of C .

. It has the same objects and arrows as C , but the dornain and codomain are inter chan ged:
an arrow a: x --+ y in C is an arrow a : y -t X in COPo Th e identities and cornp osit ion of

Cap are the same as those of C.



commutes. Such natural transformations between functors can be composed, and one
obtains a categoryHom(C,D) with functors as objects and natural transformations as
arrows . A natural isomorphism is a natural transformation T : F -+ G with the property
that each T" : F(x) -+ G(x) is an isomorphism in the category D. This is equivalent to
saying that T is an isomorphism in the functor category Hom(C,D).

A functor between groupoids will also be called a homomorphism. The category
Hom(C, D) is again a groupoid when D is a groupoid.

2.4 Equivalence of categories. A functor F : C -+ D is said to be a (weak) equiva
lence if

(i) F is essentially surjeetive: for each objeet y of D there exists an object x of C
and an isomorphism a : i(x)-=+y i

(ii) F is full and faithful: for any two objects x, x' of C, the functor F induces a
bijection

Here C(x, x') denotes the set of all arrows from x to z', If such an equivalence exists, C
and D are s~id to be equivalent categories. (This is a syrnmetric notion, see [MacLane
(1971 )].)

2.5 Topological categories and groupoids. A topological category is a category C
where Co and C l are sets equipped with a topologysuch that the four structure maps are
continuous w.r .t. these two topologies. Such a topological category C is called a topological
groupoid if there is a cont inuous operation

Cl -+ Cl, a ...... a - l (2.5.1)

assigning to each arrow Cl its inverse. For example, ·the fundamental groupoid II(S, X)
mentioned aboye is a topological groupoid in a natural way. Also, each topological group
provides an example of a topological groupoid. If the spaces Co and C l are Coo-manifolds
(we will generally assume that Co is Hausdorff, but Cl need not be) and do, dI : C l ~ Co
are differentiablesubmersions then the fibered produet CI x c. Cl is again a Coo-manifold . If
moreover the composition m : C I x c. Cl -+ CI and the map i : Co -+ C l are differentiable,
then C is called a differentiable category. If moreover C is a groupoid for which the
operation a t-+ Cl-

l of 2.5.1 is differentiable then C is called a differentiable (or smooth)
groupoid. For exarnple, each Lie group is a smooth groupoid. By a homomorphism of
topological (or differentiable) groupoids F : e -+ . D we will mean a functor which is
continuous (differentiable) w.r.t. the given topologies (manifold structures) on C and D.

2.6 Haefiiger's groupoid r q (for q ~ O an integer). This is the groupoid with Rq
as space of objects, For two points x and y in Rq, the arrows x -+ y of r q are germs
of diffeomorphisms. More explicitly, consider diffeomorphisms a : U -=+V between open
neighbourhoods U of x and V of y, such that a(x) = y. Call two such a : U -+ V and
fJ : U' -+ V' equivalent if they agree on a neighbourhood W ~ unU' of x. The equivalence
class of a : U -+ Vis called the germ of Q at x, and denoted gerrn,,(a), or simply Cl". These
germs, for all x, y E Rq, are the arrows of ~. The set of germs can be equipped with a
natural (sheaf) topology, making f'l into a differentiable groupoid, with the additional
property that the domain and codomain maps are etale (local diffeomorphisms) .

N.B. For the spaces of objects and of arrows of ~ one generally does not write (f'l)o
and (~) I but Rq and rq.

12
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Mon(M,:F),

' 2.10 Monodrorny of a foliation. Let (M,:F) be a foliated manifold. Wc construct a
topolog ical groupoid, th e monodromy groupoid of the foliation,

with the manifold M as spa ce of objects. For points x , y E M , th erc are arrows x -t y
in Mon(M,:F) only if x and y belong lo tbe same leaf, Writ ing L" for this leaf, an arrow
x -t y is a homotopy class of paths from x to y in L". (The paths as well as the hornotopi es
should be in L,,; and as usual the homotop ies should Iea ve t he endpoint s fixed.) This set of
arrows carries a natural topology, derived from the compact-open topology on th e function
space MI, and making Mon(M,:F) into a topological groupoid (in fact even a diffcrcntiable
groupoid) . For details of the construction, see [Pbilips (1987») , [Kock-Moerdijk (1991), (in
preparation»). _

2.8 S-atlases. [Van Est (1984») Let G be an etale topological groupoid, and consider
an arrow 9 : x -t y of G. Since do, d¡ : GI -t Ga are assumed et ale, t here is a small
neighbourhood U, of 9 such that do and d¡ restrict to homeomorphisms Ug -=+v., and Ug '::"Wv
for suitable neighbourhoods v., resp. Wv of x and y. The map dio dOI : V" -t Ug -t Wv
sends x to y, and its germ only depends on g. We writ e 9 := germ,,(d¡ o do¡). T his
repres entation of arrows 9 of G by germs of diffeomorphisms need not be faithful (e.g. take
G a Lie group). By definition, an S-atlas is a differentiab ie gro upoid with th e property
that the germ-represen tation is faithful: for any two arrows 9 , h : x -t y, if th e germs 9
and h are identical, then 9 = h. For exarnple, r q is an S-a tlas. Another example is the
etale holonomy groupoid HoIT(M,:F) of a foliation, discussed in 2.11 below .

Hol(M,:F),

is a suitable quotient of Mon(M,:F). It was introduced by [Winkelnkemper (1983)], who
calls it the graph of the foliat ion, and discussed further e.g. in [Conn es (1982») and [Hae
fliger (1984»). The definition can be outlined as follows. The space of objects of Hol(M,:F)
is again the underIying man ifold M . For two points x and y in M, thcre are arrows x -t y in

2.11 Holonorny of a foliation. Let (M,:F) be a foliated manifold, as before. Th e
holonomy groupoid of (M,:F), denoted

2.9 QF-varieties. [Pradines, Wouafa-Karnga (1979») . A QF-variety is repr esent ed by
a surjective map p : M -t S , where M is a eoo-manifold and S is just a set, such that
several conditions are sa tisfied. One of these is that for any two points x , y E M with
p(x) = p(y), there is a diffeomorphism f : V,,'::"Vv, between neighbourhóods of x and y,
such that po f = p. (The other conditions need not concern us here.) Such a QF-variety
gives rise to a differentiable groupoid witb M as space of objects, and with arrows x -t y aH
germs of diffeomorphisms f as aboye. This space of germs can be given th e sheaf topology,
so tbat the resu lting groupoid is eta le¡ in fact it is an S- atlas. [A QF-variety is aet uaHy
given as an equivalence class of such maps f : M -+ S: equivalent such maps givc wcakly
equivalent differentiable groupoids (2.12 below), hence th e sa me étendue (3.2).)

2.7 Etale-groupoids , A top ological groupoid G is said to be etale if the domain and
codomain maps do, dI: GI =t Ga are both etale maps, i.e. local homeomorphisms. If G is
differentiable, G is called etale if do and d¡ are local diffeomorp hisms. For exarnple, the
groupoid r q is etale, as are th e following two types of examples.



the holonomy groupoid only if x and y are in the sarne leaf, and they are again equivalence
classes of paths inside a leaf, just as for rnonodrorny. However, the equivalence relation is
different . Consider a path a : [0,1]-+ L ~ M into the leaf L of x = a(O) and y =a(l). As
in seetion 1.2 , we can find a chain Uo, . . . , Um of coordinate neighbourhoods Ior the folía
tion, so that a(m~l'*J ~"UI: maps within one plaque. Let epI: : Rn-q x Rq -+ UI: be the

associated charlo Write ZI: = a( m~l) for k = O, ... , m +1 (so x = Zo and y = Zn+I)' Choose
transversal seetions TI: through ZI: such that To ~ Uo, TI: ~ UI:-I n UI: (for k = 1, .. . , m)
and Tm+1 ~ Um+I'

Th ese seetions TI: are small q-dimensiónal disks, transverse to the leaf L (and hence trans
verse to leaves close to L). For instance, if x = epo(s, t) then one can take for To the image
of {s} x Rq under epo. We will now associate to the path a a rnap germ (To,x) -+ (Tn+I'Y)'
as follows. A point Wo E To lies on a plaque P"", ~ Uo, and this plaque hits TI in a unique
point "W¡, provided Wo is close enough to x=.'"' Next, WI líes on a plaque PUl' ~ UI and this
plaque hits T2 in a uniqu e point W2 (provided WI is close enough to Z¡, which will be the
case if Wo is close enough to zo). Pro ceeding in this way, we find for Wo close enough to x
a sequence WI: E TI: (k = l, . . . ,m + 1) , and we define hol(a)(wo) = wn+l E Tn+I as the
last point in this sequen ce. This defined a rnap gerrn

hol(a): (To,x) -+ (Tm+I'Y)'

It is not difficult to prove that hol(a) does not depend on the choice ofthe chain (Uo,.. . , Um+I)
or on the choice of the intermediate seetions TI: (k = 1, ... , m). Now define two paths
a and (3 from x to y to be equivalent if holea) = hol({3). The equ ivalence classes are the
arrows from x to y in the holonomy groupoid Hol(M, F).

If a and {3 are 'homotopic (inside the leaf of x and y), then their holonomies are the
same. Thus Hol(M,:F) is a quotient of Mon(M, :F), by a homomorphisrn of groupoids

Mon(M,:F) -+ Hol(M,:F).

This holonorny groupoid is a differentiable groupoid; in particular, the dornain and codornain
maps Hol(M,:F) :::t M are subrnersions. (See Section 5 for a different construction of the
holonorny group, which rnakes the differentiable strueture irnmediate.]

Exercise. .Describe the holonomy and monodromy groupoids in sorne of the examples
given in §1.3. In particular, observe that in the case of the Móbius band these.two
groupoids are different (look at the arrows x -+ X for a point x oo "the centralleaf) .

2.12 Equivalence of topological groupoids. One can adapt the notionof equiva
lence of categories (in particular, of groupoids) of 2.4 to the topological (or differentiable) /
contexto We will say that a homomor phism F : e -+ D between topological groupoids is
a weak equívalence if

(i) F is essential1ysurj ective, in the sense that
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~ Hol(M,F)¡

lIcio ,d, )

~ Mx M.
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F x F
-----+

F
-----+

HoIT(M ,F)¡

(cIo .dtll

T x T

where the homomorph isms from M into K and L are weak equivalences as indicated, and
the diagram commutes up to continuous natural isomorphisms. Such generalized horno
morphisrns can be compos ed by a const ruct ion just like that for a "category of fra et ions"
[Gabriel-Zisman (1967)]. Of course a similar construction applies to the category of differ
ent iable groupoids. We will come back to this construction in 3.14 and 5.4.

2.14 An etale version of holonorny. An important example of a weak equivalence
between topological (differentiable) groupoids is the following. Let (M, F) be a foliation
of codimension q, and let T '-+ M be a complete trans versal. This means th at T is an
immersed q-dimensional submanifold of M which is transversal to the leaves of th e foliation
:F, and interseets each leaf at least once. (For example, T could be the disjoint unio n of
a sufficiently large collect ion of smal l transversal seetions as considered in 2.11.) Define a
new groupoid HoIT(M,F) which has T as space of objects, and exactly the same ar rows
as Hol(M,F). In other words, the space HoIT(M,F)¡ of arrows of HolT(M,F) fits by
definition into a pullback

is an open surjection (where D I XDo Co = ((a, x) Ia E D¡,x E Co and doa = F(x)} );
(ii) F is fuIl and faithful, in the sen se th at the square

is a puIlback (fibered product).
The definition for differentiable groupoids is similar, except that one replaces open surjec
tion in (i) by surjective subm ersion .

2.13 Inverting weak equivalences. One can const ruct a category of topological
groupoids and "generalized" homomorphisrns, by formally inverting the weak equivalences .
Such a generalized homomorphism G --+ H is repr esent ed by two (ordinary) hornomor
phisrns

G+=--K --+ H

where the first is a weak equivalence. Two such diagrarns G+=--[{ --+ H and G+=--L --+ H are
said to be equivalent (i.e. represent the sanie generalized homomorphism G --+ H) when
there exists a diagram of topological groupoids



arrows

(2.15.2)

(2.15.1)

Hol(M,F)¡

1

q :G-+f'I.

11" : G-=+ Hol(M,F).

Note also that the maps 'Ir¡ : U¡ -+ Rq and the maps h¡j occurring in 1:4.1 give rise to a
homomorphism of groupoids

2.16 The classifying space of a topological groupoid. (This also can be done for
any topological category.) For a topological groupoid G one can eonstruet a topological
space BG, called the classifying space of G. This construction is discussed in detail e.g. in
[Segal (1968), Bott (1972»). Briefly, one first constructs a simplicial space, i.e. a funetor

Nerve(G) : J'fp -+ (spaces).

One writes Nerve(G)n for Nerve(G)([n]) . For n = 0,1, define Nerve(G)o = Go, and
Nerve(G)¡ = G¡. In general, Nerve(G)n is defined as the space of eomposable strings of
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in G (topologized as the fibered product G1 x Go •••Go X G1). If <p : [nI -+ [m) is an order
preserving map (an arrow in &), then the funetor Nerve(G) takes <p to a map denoted

<po: Nerve(G)m -+ Nerve(G)n

and defined from the composition and identities of G as follows: the value of <po for a string
(xo ~ ... ~ x n ) is the string (x",(O) <- X",(l) <- .. . <- X",(n), where the arrow x",(i+l) -+

X",(i) is either the identity arrow (if <p(i +1) = <p(i» or the composition a ",(i+l) o ... o a ",(i)+l

(if <p(i) < <p(i + 1» .
The space BG is defined as the geometric rea1ization of this simplieial space Nerve(G).
This construetion is functorial : a homomorphism G -+ H if topological groupoids gives

'ontinuous map B G -+ BH between their classifying spaces . Moreover, we quot e from
Haeíl iger (1984):

HolT(M,F) -+ Hol(M,F),

1r X'X"

G« x Go --t M x M.

Then G¡ is the space of the arrows of a differentiable groupoid G; where an arrow x -+ y
in Gis by definition given by a unique arrow 7rX -+ 7ry in Hol(M,F). The map 'Ir gives
rise lo a.weak equivalence

2.15 Mapping the holonorny into P. For an~ther example of a weak equivalence,
recall from 1.4.1 that the foliation F on M can be represented by submersions t/J¡ : U¡ -+ Rq

for an open cover M = UU¡. Let Go = 2: U¡ be the disjoint union of all the U¡, and let
7r : Go _ . M be the local diffeornorphism given by the inclusions U¡ L..+ M. Define G¡ as

the pullback

and this homomorphism is a weak equ ivalence. The groupoid HolT(M, F) has the sp ecial
property that the domain and codomain maps are etal e: it is an etale groupoid (ef. 2.7).

The irnmersion T '-+ M gives a homomorphism of topological groupoids

These two homomorphisms 'Ir and q together give a "generalized" homomorphism
. Hol(M,F) -+ r q , as in 2.13.
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3 Grotendieck é t en d u es.

(e · g ) · h =e · (g · h) and e·i(x )= e,

J xid
---+ F X Go GI

1
...!..... F

p'of =p ·

(e,g) ..... e · 9 .

E x Go GI

1
E

E X Go GI -+ E

E ---+ F

~~
X

cornmute . In th is way one obtains a category BG of all G-sheayes. This category is a
topo s, called th e classifying top os of G.

ExampJe (iy) is a speci al case: if Gis a group act ing on a space X , one can form the
"translati on group oid " X G with X as space of objects and X x G as space of arro ws: an
arrow x --+ y is a pair (y,g ) where y . 9 = X . Then B (X G ) = Sh(X, G ).

Th e const ruetion of BG from G is functorial in G, as will be discussed in 3.13 and 3.14
below. Here we note th e fol!owing:

2.16.1 Proposit ion. Jf G --+ H is a weak equivalence of topological groupoids th en the
induced map E G --+ EH is a weak homotopy equivalence.

for any e E E , g , h E GI and x E Go for which t hese expressions are defined. A G
map between two suc h G-sheayes E and F is a cont inuous map which respects the eta le
projections into X as well as the action, thus making the diagrarns

This gives a category Sh(X) of all sheaves on X, which is a topos .
. [iv) Generalizing examples (i) and (iü), Jet G be agroup and Jet X be a space equipp ed

with a continuous right G-action X x G --+ X , denoted (x ,g) ..... x . g. A G-sheaf (or
equivariant sheaf) on X is a sheaf p : E -+ X , equipped with a con ti nuous G-action
E x G --+ E making pinto an equivariant map, With equivar ian t continuous functions
over X, these G-sheayes form a category Sh(X,G). This category is a topos.

(Y) More generalJy, let G be a topological groupoid, G = (GI ::::t Go, etc.). A G-sheaf
is a sheaf p : E --+ Go equippe d with a continuous right action by G, denoted

Thus e .9 is defined whenever p(e) = dI(g) and sat isfies the identi ty p(e . g ) = do(g) as well
as the usual identiti es for an action

3.1 Examples of t op oi. (i) For a group G, the category of al! (right) G-sets, and
equivariant (i .e., action-preserving) functions between them, is a topos, denoted G-Sets.

(ii) For a small ca tegory e (one for which Co and CI are sets) , a presheaf ori C is a func
tor P : cv --+ Sets. These presheaves form a category 6, wit h the natural t ransformations
as arrows. This category 6 is a topos. (Note that when we view a group as a cate/?ory
with one object, then example (i) is a special case of example (ii), since (G-Sets) = G.)

(iii) Let X be a topological space. A sheafon X is a local homeomorphism (etale map)
p: E --+ X. An arrow between such sheaves is a continuous functio n foyer X:

E .i; E'

~¿
X



3.2 Proposition. A weak equivalence G -> H between topological groupo ids induces an
equivalence 01 categories BG ~ BH.

3.3 Definit ion oí topos. There are various equivalent definitions of a (Gothendieck)
top os. One is as the category of all sheaves on a site ([SGA4], Mac Lane-Moerdijk, p.
127]). Another one is as a category satisfying the Giraud axioms [Mac Lane-Moerdijk, p..
575]. A third one is as a cat egory which has a set of generators as well as all sums, and
satisfies the Lawvere-Tierney axioms [Mae Lane-Moerdijk, p. . 591]. The precise forro of
the definition does not matter much here. What is important is, first, the list of examples
in 3.1. Secondiy,that oneshould not think of a topos as a very.large category, but as a
generalized kind of space, For example, the topos Sh(X) of 3.1( iii)"is" really the space X

in disguise. Thi s becomes clear when we define maps between topoi (in 3.12 below), in
such a way that topos maps Sh(X) -> Sh(Y) eorrespond to continuous funetions X -> Y.
This intuition is further supported by the homotopy and cohomology groups of a topos (§4)
which generalize those of a space. Thirdly, for the definition of a map between topoi it is
important ·t hat a topos is a category with (among other things) arbitrary (small) colimits
and finite limits. Finally, we may remark that Joya! and Tierney (1984) prove a theorem
whieh almost expresses that every topos is of the forro BG as in 3.1(v) [ the only difference
being that one must consider not just topological groupoids but also localie groupoids; see
also Moerdijk (1988a),(1988b), Joyal-Moerdijk(1990).]

3:4 Slice topoi. If e is any category and E is an object of e then the category el E
is defined as having all arrows p e -> E in e as objects, and having as arrows all
cornmutative triangles

e ---t e'

If e is a topos, the n 50 is elE. For example, if E ----> X is a sheaf on a space X , then (up
to equivalence of categories) Sh(X )IE is the category Sh(E ) of all sheaves on E. And if
S is a G-set , then the category (G-Sets)IS is the top os B(SG) (see 3.1(v)) , where SG is
the diserete groupoid with S as set of objects, and as arrows s ----> s' 'all those 9 E G with
the pr<:perty that s'· 9 = s. Since SG is diserete, we may also write B(SG) as the presheaf
topos SG (cf. 3.1(ii)).

3.5 Definition of étendue. (SGA4) An étendue is a topos T with the property that
there exists an object E E T sueh that the unique arrow E ----> Ir into the terminal obj ect
Ir of T is an epimorphism, and sueh that TIE is equivalent to the topos Sh(X) of sheaves
on sorne space X. Thu s an étendue is a topos which is "locally" like a space. For more
concrete deseriptions of étendues, see Theorems 3.7 and 3.10 below.

3.6 Examples. Th e easiest examples of étendues are the following two. Other exam
pies are provided by Theorems 3.7 and 3.10.

(i) For any space X, the topos Sh(X) is an étendue (take E to be the terminal sheaf
id : X -> X itself).

(ii) For any group G, the topos (G-Set s) is an étendue: Let Gbe the group G viewed
as a right G-set. Then the translation groupoid (G)G is a groupoid with exactly one arrow
between any two objects . Consequen tly the slice topos (G-Sets)/G, whieh is B(GG) by
3.4, is equivalent to the category Set s. But Sets is sheaves on the one-point space, 50

(G-Sets) is an étendue. .

18
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Sh(M,r) .

Mon(M,r)

This category of r-invariant sheaves is a topos. In fact it is an étendue, and every ét endue
is of this form:

for any (locally simply connected) local equivalen ce relation ron a space M. Its space of
objects is again M . An arrow x -. y in Mon(M,r) is a homotopy c1ass of paths a: [0,1)-.
M from x to y, which locallyrnaps within one equivalen ce c1ass [Le. there is a chain

3.11 Monodromy oí locally equivalence relations. Recall from 2.10 the mon
odromy 'groupoid Mon(M, T) of a foliation. More generally, one can define in exaetly
the same way a topological groupoid

(Recall from §2 that a groupoid is said to be etale if its domain and codomain maps
are etale.)

3.7 Theorem. [Grorhendieck-Verdier] A iopos T is an étendu« iffT is (equivalent to)
ihe classifying topos BG of an dale topological groupoid.

3.8 Examples. (i) The Haefliger groupoid r q (see 2.6) is etale, so its c1assifying topos
Brq is an étendue.

(ii) The holonomy groupoid Hol(M,:F) of a foliated manifold is weakly equivalent to an
etale groupoid (namely HoIT(M,:F), cf, 2.14). By 3.2 and 3.7 it follows that its classifying
topos BHol(M,:F) is an étendue.

(iii) For a space X equipped with a right G-action, the topos Sh(X, G) of equivariant
sheaves, considered in 3.1(iv), is an étendue. Indeed, Sh(X , G) = B(Xa ) as remarked at
the end of 3.1, and the translation groupoid Xa is etale.

3.10 Theorem. (Kock-Moerdijk) A topos T is an étendue iff T is (equivalent to) a
category of the form Sh(M, t), for. some locally simply connecied local equivalence relation
Ion a space M .

3.9 Local equivalence relations. Recall from §1.4 that a local equivalence relation r
on a spaceM is given by an "atlas" {(U¡, R;)} where M = UU¡ is an open cover of M and
each R; isan equivalence relation on U¡. We call I locally simply connected if there exists
such an atlas {(U¡,R;)} for r with the following properties, for each index i:

(i) the two projections R; 4 U¡ are open rnaps;
(ii) for'each x E U¡ its equivalence class x R; is a simply connected subset of U¡ . .

For example, .the local equivalence relation on M defined by a foliation of codimension q is
evidently locally simply connected, since inside a chart U, the equivalence c1asses are the
plaques, all diffeomorphic to Rn-q.

. For such a local equivalence relation I, a sheaf p : E --4 M on Mis said to be r- invariant
if for each chart (Ui, R;) with simply connected equival ence c1asses as aboye, the sheaf E
restricts to a constant sheaf (= a trivial covering proj ection) on each equivalence class

.. x R; ~ Ui. Forexarnple, if r is defined by a foliation on M then a sheaf E is I-invariant iff
for every leaf L ~ M the restriction p- l(L) -. L is a covering projection.

These invariant sheaves on M 'form a full subcategory of Sh(M),denoted



(Vo, J4¡), ... , (Um , R".) of charts for r so that a(m~l'*] ~ Uk and < a(t), a(t') >E Rk
for _k_ < t, t' < .!±!..] Furtherrnore, the homotopies between such paths, used in the

m + l - - m+l
definition of the arrows in Mon(M, r) . must similarly lie locally within one equivalence
class. In Kock-Moerdijk (1991) the fol1owing result is proved:

Proposition. There is an equiualence 01 topoi

Sh(M,r) ~ BMon(M,r).

In other words, for a suitable groupoid the topos Sh(M, r) is one of our typica1 examples

3.1(v).

3.12 Mappings between topoi . For two topoi T and T ', a map 1: T -t T' can be
defined in (at least ) two equivaient ways:

(a) as a pair of functors l . : T -t T' and f* :T' -+ T such that f* preserves finite
limits and I~ .is right adjoint to f*,

(b) as a functor f* : T ' -t T whi'ch preserves colimits and finite limits.
The functor f* is cal1ed th e invers image of the map 1, and l . is called the direc t image.
Two such maps I and 9 : T -t T' are said to be isomorphic if there exists a natural
isomorphism (cf. 2.3) 7" : f*-=+g. between their inverse image functors . Isomo rphic maps

' are often identified in practice. We write Hom(T, T') for the col1ection of isomorphism
classes of maps from T to T'.

3.13 Examples. (i) Let X , Y be topologica1 spaces. A continuous map"l : X -t Y
induces a mapping of topoi, (again denoted) 1: Sh(X ) -+ Sh(y), with th e usual in verse
and direct image functors

F : Sh(Y) +:t Sh(X) : l .
(see any book on sheaf theory) . If Y is Hausdorff then any map of topoi Sh(X) -t Sh(Y)
is induced in this way by a unique continuous map X -+ Y.

(ii) Let G and H be groups. A homomorphism of groups 'P : G -t H induces a map
of topoi 'P : (G-Sets) -t (H-Sets). The inverse image functor 'P. sends an H-set S to the
same set S viewed as a G-set (with action 'by G defined in terms of the given action by H
as s . 9 := s . 'P(g)). ' The dir ect image functor 'P. sends a G-set R to the set

HOII1G(H,R)

of G-equivariant maps (where the G-action on H is defined as h · 9 := h· 'P(g)) . The group
H acts on e1ements a of this set Horna(H,R) as

(a · h)(k) = a(hk) .

It is not difficult to pro ve that any mapping of topoi (G-Sets) -t (H-Set~) is induced
in this way. (up to isomorphism) from a homornorphism of groups G -t H (unique up to
conjugat ion).

(iii) Let G and H be topologica1 groupoids and let 'P : G -t H be a hom omorphism
(i.e., a cont inuous functo r). Such a homomorphism induces a rnap of classifying topoi,
denoted

'P: BG -+ BH.

We describe the inverse image fun ctor 'P' : BH -+ BG explicitiy (in other words , we
use version (b) of th e definitio n 3.12). The direct image funetor 'P. is harder to describe
explicitiy. Let F be an H-sheaf, given by an etale projeet ion p : F -t Ho and an act ion
F X Ho H1 -+ F, as in 3.1(v). Const ruet the fibered produet
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Go XHa F --+ F

We will come back to th is loca!ization theorem in §5.4.

(x,y) · 9 = (x', y . ',O(g )) .

(n 2: O).

21

(etale groupoids)[w .e.- 1].

H"(T, A)

(étendues)

In this way, th e space Go X Ha F with its projection 11"1 and G-action defines a G-sheaf,
denoted <p"(F). This yields a functor ',O" : BH --+ BG.

Note that this constructi on generalizes the case of groups. However, unlike th e case of
groups, it is not general ly t rue for topological gro úpoids that a map of c1assifying topoi
BG --+ BH is induced by a homomorphism of groupoids G --+ H . Nonetheless, this is
alm ost t rue if G and H are et ale top ological groupoids, as we will now discuss.

Go ~ Ho

3.14 The localizat io n t h eorem for étendues. Let G an d H be etale topological
groupoids (or groupoids wh ich are weakly equivalent to such, 2.12). Then there is a bi
j ective correspondence beiween mappings 01 class il ying tópo i 8G --+ BH and equivalence

classes 01gen ernlized homomorphisms 01 qroupouls as described in 2.13.
Using th e Grothendieck-Verdier theorem 3.7 it follows t hat the category of étendues is

precisely the one obtained from the category oí etale topological groupoids by inverting
the weak equivalences:

The cat egory on the right can be constructed as a category oí íract ions in the sense of
[Gabriel-Zisman]. This result 3.14 is a special case of the loca!ization theorem íorgeneral
topoi prev ed in [Moerdij k (1988a)]; see also [Moerdijk (1988b ), Pronk (in preparation)].

. .
Thus Go x Ha F consits oí all pairs (x , y) where x E Go and y E F are such that <p(x) = p(y ).
The projection 71"1 : Go X Ha F --+ Go is again etale, since p is. Moreover, th ere is an acti on
of the groupoid G on this pullback Go X Ha F, defined for any arrow 9 : x ' --+ X in G and
any point (x,y) E Go X Ha F by using the action of H on Fas

4 Homot opy and coh om ology of étendues.

4.1 Cohomology of t op oi. .(SGA4] For any topos T and any abelian group object A
oí T , there are cohomology groups

The construction is functorial in T and A: a homomorphism A --+ E induces hornomor
phisrns H"( T, A) --+ H"(T, E), while a mapping of topo i f : T' --+ T induces homornor
phisms J" : H" (T, A) --+ H"(T',J"(A)). In particular, if l is an equivalence of topoi th en

.¡- is an isomorphism H"(T, A) ~ H"(T', ¡-(A)). [One way to define these groups is vía
the global sections functor I' : T --+ Sets, which is defined as I'(E ) = HomT (h, E), the set
oí all arrows in T from th e terminal object lT to E. Let Ab(T) be the category of abelian
group objects in T. This is an abelian category with enough inject ives. The functor I'
gives a fun ctor f : Ab(T) --+ Ab(Sets), and the cohomology groups of Tare defined as
the right derived íunctors of the latter functor I', viz. H"(T, A) = R"f(A).]



4.2 Examples. (i) For a space X, an abelian group object of the topos Sh(X) is a
sheaf of abelian groups on X. (Th is is a sheaf p : A -4 X such that ea ch fiber p-I(X ) = A"
has the st ru cture of an abelian group , and such that these structures are compatible in

th e sense that th e induced maps A Xx A .±t A and X ~ A are cont inuous.) For such a
sheaf A, the topos cohomology groups H"(Sh(X), A) are the ordinary sheaf cohomology
groups H"(X, A) , studied e.g. in [Godement (1958)]. If B is an ab elian 'group (in Sets),
th er'e is an associated constant abelian sheaf tl(B) = (X X B ~ X) on X, and the sheaf
cohomology groups H"(X, tlB ) are isomorphic to the usual singular cohomology groups
H~(X, B) , provided X is a "good" space (e.g. a manifold) .

(ii) For a group G, an abelian group object in the topos (G- Se t s) (see 3.1(i)) is an
abelian group A with an act ion by G (or: a Z[Gl-module) . For such an abelian group
A, the topos-coho mology groups H"(G-Sets, A) are the Eilenberg-M acLane cohomology
grou ps H"( G, A) of the group G, stu died e.g. in [Brown (1982)].

4 .3 Cohomology oí étendues. Let T be an étendue. By the Grothendieck-Verdier
th eorem 3.7 , there exists an etale topological groupoid G so that T is (equivalent to) th e
topos BG of G-sheaves. (And, by the localization theorem 3.14, this groupoid Gis unique
up to weak equivalence.) An abelian group obj eet A in BG is a sheaf oí abelian groups
p : A -4 Go over Go on which G acts by group homomorphisms¡ in other words, the action
map A xCo Gl -4 A has the property that , for any arrow 9 : x -4 y in G, the action by
9 gives a gro up homomorphism (in fact, an isomorphism) Al: -4 Ar' For such an A, the

cohornology, groüps H"(BG, A) are relat ed to the sheaf cohomology groups of·the spaces
Nervep(G) (íor p ~ O) described in 4.2(i), via a spectral sequence

W H9(Nervep(G),A(p») => H P+9(BG,A) . (4.3.1)

Here A(p) denotes the sheaf on Nervep(G) induced by pu llback alo ng the canonical map

of topoi Sh(Nervep(G)) -4 BGj explicitly, for oa poin t 9 = (xo ~ X I f- .. . .f!:- x p ) of
Nervep(G) , the fiber oí A(p) over gis A"o'

4.4 Locally conn ect ed topoi. Let T be a topos . An objeet E oí T is connected if
E i= O (= the init ial ob jeet of T ) and if E cannot be decomposed as a sum E ~ El +~,

except in the trivial ways E ~ E + Oand E ~ 0 + E. The topos T is said to be connected
if the terminal object h is a conneeted objeet. The topos T is called locally connected if
every object E can be decomposed as a sum oí conneeted objects, say E ~ L¡eI E¡. This
decomposit ion is essenti ally unique, and its index-set 1 is the set oí connected cQmponents
of E, denoted 1I"0(E ). In this way, one obtains a funetor

11"0 : T -4 Sets .

4.5 Examples. (i) For a locally conneeted space X, the topos oí sheaves Sh(X) is a
locally connected topos . Indeed, if p : E -4 X is a sheaf then E is again a locally connected
space, and 1I"0(E) is its set of conneeted components, in the usual topological sense.

(ii) Let G be a group. The top os (G-Set s ) is locally conneeted . For a G-set S, its
conneeted components are the orbits {s · 9 I9 E G}, for any s E S ¡ thus, 1I"0(S) = S/G.

(iii) Let G be an etale topological groupoid, with associated étendue BG of G-sheaves.
If the space Go of objeets is locally conneeted, then so is the space Gl of arrows, since
do : GI -4 Go is assumed to be a local homeomorphism. In this case t he topos BG is locally
conneeted. For a sheaf p : E -4 Go with G-aetion E x Co G I -4 E, t he set of conneeted
components 1I"0(E) is obtained from the ordinary topological set of connected componen ts
1I"~OP(E) of th e space E, by ident ifying the component of e and that of e . g, for any point
e E E and any arrow 9 : x -4 y in G (with y = p(e) so that e . 9 is defined ). One may
write, suggestively, 1I"0(E) = 1I"~OP(E)/G.
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4.6 The fundamenta l group. (sketch) Let T be a topos. An object E of T is ealled
locally constan t if there exists an object U E T with the properly th al the uniqu e map
U -+ 17" into the terminal object 17" of T is an epimorphism, and sueh that E x U is
isomorphi e lo a sum of copies of U, .

(for sorne index set 1),

by an isomorphism ouer.U [i.e., one whieh makes th e diagram

E x U --+ LiU

~. ¿
U

cornmute, where 'Pis the identity on eaeh surnmand) . The object E is called constant when
one can take U = 17".

Write II1(T) for the full sub catcgory of T consisting of sums of sueh loca1ly constant
objeets. If T isa connected and loca1ly connected topos, it can be shown th at there is a

. unique (up to isomorphism) pro-group G sueh that II1(T) is equivalent to the category (G
Sets) oí sets with a cont inuous G-a ct ion. .This unique G is by definition the fundam ental
group oí the topos T, -and denoted 1fl(T) . In our examples beIow, .T wil generaIly be
loca1ly simply connccted and 1fl(T) wilI be an ordinary group (not a pro-grou p] . [Note:
exaetly as for topological spaces , one should realIy define 1fl (T, p) where pis a "base-po int"
of T, i.e. a map of topoi p : Sets -t T. If T is connected, then 1f1(T,p) and (1fl(T ,P')
are isomorphie for any two sueh bas e-ponts p and p'j however, this isomorphism is not
canonica1.]

For more on fundamental groups of topoi, see e.g. Grot hend ieek (SGA1), Barr and
Diaeoneseu (1981), Kennison (1990), Moerd ijk(1989).

4.1 Examples. (i) Let X be a loealIy connected space, A sheaf p : E -+ X is a loeally
eonstant obj ect of the top os Sh(X) iff p is a eovering projection, If X is eonnccted and
locaI1y simply eonneeted , then for any base-point Xo E X there is a canonieal isomor phi sm
1fl (Sh(X ), xo)~ 1fl( ..\" xo) (where on t he left Xo is viewed as a poin t of the topos Sh(X)) .
In other words , the toposophic definition of the fundamental group agrees with the usual
one.

(ii) Let G be a group . Any G-sel S is a loealIy eonstant object of the topos G-Sets
(takeU = G in the definiti on 4.6, where G is G as a right G-set , cf. 3.6(ii)). Th us G is
the fundamental group of th e topos G-Set s.

(iii) Let G be an et ale topol ogieal groupoid, and assume Go loca1ly eonnected, as in
4.3(iii).. A G-sheaf E is loeaIly eonstant as an obj ect of BG iff p : E -+ Go is a eovcring
projection (cf, [Mocrdijk (1991) , Lernma 4.2]). Thi s observat ion aIlows us to give an
explicit deseript ion of th e funda mental group of BG in case Go is loealIy simply connected
(e.g. if Go is a manifold) . The details are given in [Moerdijk(1991), §4]. In the case where
Gis an S- atl as (see 2.8) this deseription agrees with the one given by Van Est (1984). See
also §5.2.

4.8 Hurewicz formula. The fundamentaIgroup of a eonnected and loeally conneeted
topos T sha res many of th e properti es of fundamental groups of spaces . For instance, for
any abelian group A there is an isomorphism
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(where on the left, A is identifiedwith the associated abelian group object t..(A) = 2::"EA 17"
of T).

4.9 Etale homotopy. For a locally connected topos T and a base-point p of Tone
ca.n also introduce higher homotopy groups 1rn (T ,p) (all n E N), ca.Iled et ale hornotopy

groups. The construction is described in detail in [Artin-Mazur (1969)]. These groups
depend functorially on T, in the sense that a map f : T -4 TI induces group homomor
phisms 1rn(T , p) -4 1rn (T', f(p)) for all n ~ O. If T = Sh(X) is a topos of sheaves on a
locally contrac tible space (e.g. a manifold), then these groups are isomorphic to the usual .
homotopy groups of the space X , bythe comparison theorem of [Artin-Mazur, §12].

4. 10 Weak homotopy type. For locally connected topoi with "enough points" (at
least one point in each connected component), a map f : T -4 TI is said to be a
weak homotopy equivalence if for any point p of T, the map f induces an isomorphism
1rn(T,P)'::"1rn(TI,f(p)), for any n ~ O. By the Artin-Mazur comparison theorem, this
agrees with the usual notion of weak homotopy equivalence between spaces, for a map be
tween locally contractible spaces X -4 XI and the induced map of topoi Sh(X) -+ Sh(XI).

T wo topoi T and TI are said to be of the same weak homotopy type if there exists a zig-zag
of weak hornotopy equivalences T -4 . +- . -4 . +- . . . +- T' .

4.11 Toposophic Whitehead theorem. (Artin-Mazur) A map f : T -+ TI between
connected and locally con neeted topoi is a weak homotopy equivalence iff f induces an
isomorphism of fundam en tal groups as well as isomorphisms Hn(TI,A) -+ Hn(T,f"A)
(all n ~ O) for any locally co nsiatii abelian group A in T'.

4.12 Comparison theorem for étendues. [Moerd ijk (1991)] Let G be an et ale topo
logical groupoid, with associated classifying space B G and classif ying topos BG. Th ere is a
canonical weak homotopy equivalence Sh(BG) .::.. BG.

(Recall that if BG is a locally contractible space then the (etal e) homotopy groups and
the cohomology groups with locally constant coefficients of the topos Sh(BG) ar e identical
to those of the space B G . T hus th e theorem expresses that the space BG has the same
weak homotopy typ e as the topos BG.)

4.13 Homotopy of maps. Let X be a space and T a topos. Two topos-maps I,s :
Sh(X) =t T are said to be homotopic if there exists a topos map h : Sh(X x [0,1]) -4 T
such that for the inclusions ik : X '-+ X x [O, 1] (k = 0,1) and their associated topos
maps ik : Sh( X) '-+ Sh( X x [0, 1]) there are isomorphisms h o io ~ f and h o io ~ g. The
set of hornotopy classes of maps Sh(X) -4 T is denoted by [Sh(X ),T). (One can similar ly
define [T', T) for any topos T' .)

The following is animmediate consequence of the comparison theorem for étendues
(4.12): .

4.1 4 Corollary. For any etale topological groupoid G and any CW-complex X there is
a canonical bijection

[X,BG] ~ [Sh(X) ,BG].
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i (x )· c= e.

JI (g, c) = g · c ,

(g,e) 1--+ ts e, e)

g . (h · e) = (g o h) . e ,

and

p(g . e) = dl(g) ,

p: E -+ Ga

A cocycIe on X with values in a topologicai groupoid G is given by an open surjection
q : U --+ X and a hornomorphism u» --+ G. Th is is precisely a generalized homomo rphism

X(id) ~ U (q) --+ G ,

as discussed in 2.13. Two cocycles are said to be equivalen t if they represent t he same
generalized homomorphism from X(id) to G. (By the description of the equivalen ce reIation
in 2.13, this means th at the cocycles have a common refinement , up to conj ugat ion .)

and this is a weak equ ivalence iff q is an open surjec tion, Furthcrmore, an y weak equivalcn ce
into X(id) is of this form o

where JI is defined for points 9 E G I and e E E such th at do(g) = p( e); this map JI satisfies
the identity
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is a homeomorphism . For two points e, e' E S- I(X) in th e same fiber of a principal bundle,
there is a unique arrow 9 : p(e) -+ p(e') such that g.e = e'.

These pri ncipal G-bundles over X form a category, with as arrows th e conti nuous map s
over X which resp ect the action, Each arrow in this catego ry is an isomorphism . As in
[Haefliger (1984)] the set of isomorphism c1asses of prin cipal G- bundles over X is denoted

on isomorphism c1asses .

4.15 Principal bundles. Let G he a topological groupoi d . A G- bundle over a spacc
X is a space E equipped with an open surject ion s : E --+ X and an action by G on t he
fibers of s . Such an ac t ion is given by map s

s(g · e) = s(e)

expressing that the action is fiberwise, as well as th e usual identi ti es for a left action:

Ir f : y -+ X is a continuous map , there is an induced Iunctor from principal G-bun dles
over X to such over Y, sending E to the pul!back r(E) = E Xx y (a nd st ruc t ure m aps
E Xx y --+ Y, E Xx y -+ Ga an d G¡ x ao(E Xx Y ) --+ E Xx y induced from th e structure
maps of E). Thisgives an oper a t ion

4.16 C ocycIes. For any map between spaces q : U --+ X one can cons t ruc t a to pologi cal
groupoid U(q) with U as space of obj ects and U Xx U as space of arrows; in other words,
there is exactly one arrow y -+ y' in U(q) iff y,y' E U are points such that q(y) = q(y').
In particular, there is such a groupoid X(id) associated to th e identity map on X , and al!
arrows in this groupoid X(id) are identity arrows . For any map q : U -+ X there is a
homo morp hism of topological groupoids

U(q) --+ X(id) ,

The G-bundle is caIled principa l if the map



Nowsuppose that G is (weakly equivalent to) an eiale groupoid. Noticing that B(X l id») =
Sh(X), we then find that by the loca!ization theorem 3.14, there is a bijective correspon
dence between equivalencc classes of cocyclcs on X and mappings of topoi

Sh(X) -t BG.

We now sketch that cocycles correspond to principal bundles. First, if E is a principal
bundle over X (with strueture maps s , p and Jl as before) then B gives rise to a cocycle,
wit h s : E -+ X as open surjeetion and with homomorphism El') -+ G given on objects by
the map p : E -+ Gaand on arrows by the map E xxE.::..Gl Xx E ~ G l . Conversely, from a
cocycle (q : U -+ X,'P : Ulq) -+ G) one can construet a principal bundle E = (G l x GoU)1 ~j

this is the space of pair s (g,u) where 9 : y -+ Z is an arrow in G and u E U is a point with
'P(u") = y , faetored out by th e equivalence relation ~ which identifíes (g o 'P(u, Uf), u) and
ts .Uf). The aetion by G on this space E is defined using th e cornposition of G.

In this way, one obtain s a bijective correspondence between equivalence classes of co
cycles and isomorphism classes of principal bundles. Thus the following theorem is a
consequence of the localization theorem 3.14.

4.17 Theorem. Let X be a topological space, and lei G be (weakly equivalent to) an
eiale topological groupoid. Th ere is natural bijeetive correspondence

. .
Hom(Sh(X), BG) ~ H l (X, G) .

4.18 Concordance.Two pr incipal G-bundles Ea and El over a space X are said to
be concordani.if there exists a principal bundle D .over X X [0,1] sucl;' that pulling back
along the inclusions ia,i¡ : X '-+ X X [O, 1]gives isomorphisms ió(D) ~ Ea and ii(D) ~ El.
This notion of being concordant defines an equivalence relation on all principal G-bundles
over X, and the set of equivalence classes is denoted

KG(X) .

The following ~esult is a consequence ·of 4.17 and 4.14.

4.19 Corollary. Let X be a CW-complex, and let G be a topological groupoid which is
(weakly equivalent to) an elale one, as in 4.17. There is a natural bijective correspondance

[X, BG] ~ KG(X) .

In this sense, the classifying space BG "classifies" concordance classes of principal bundles.

5 Smooth étendues and leaf spaces of foliations.

5.1 The leaf space of a foliation. One of the methods to study and classify foliations
is to consider invariants of the "transverse structure" , or of the "space of leaves". For a
manifold M equipped with a foliation F, the most naive approach would be to define
these invariants as invariants of the quotient space MI ~, obtained by identifying any two
points which lie on the same leaf. However, it is already quite clear from the e1ementary
examples in §1 that this quotient space MI ~ contains very little information. For the
Kronecker foliation (1.3.2) it is an indiscrete space; for the infinit e Móbius band (1.3 .3) it is
the half-line [0,00) , which is contractible and doesn't refiect the intuition that the foliated
Móbius band has a non -trivial foliated double cover which should somehow be classified by
the fundamental group of th e space of leaves, Thus one is naturally led to consider more
general not ions of "space" an d define the space of leaves as sorne kind of quotient of M in
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such a category of generalized spaces. Th ere are many proposals in thi s direct ion th at have
been studied in the literature. To mentionjust a few, Gro th endieck (SGA IV) proposes the
topos Sh(M, r) of 3.9 as space of leaves; Barre (1973) introduces th e notion of Q-variety to
study certain types of foliation; Pradines (1979) proposes the more general QF -variet ies,
and Tapia (1987) studies QF-varieties and their re1ati on to topos thcory; Van Est (1984)
introduces S-atlases as generalized manifolds in order to define and st udy the fundamental
group of the "space of leaves"; Haefliger (1984) concen trates on invariants of th e classifying
space B Hol(M, F). Other re1ated sources include Haefliger (1980), Molino (1975) , Connes
(1982). We will define a quotient "space" of leaves in th e following way:

5.2 Definition of MIF. Let (M,F) be a foliated manifold. T he space o] leaves MI F
is defined as

MIF = BHol(M,F).

In other words, MI F is the classifying topos of the holonomy groupoid of M, describ ed in
2.11. As observed aboye (3.8(ii)), this topos MIF is in faet an étendue. 1fT is a complete
transversal seetion for (M ,F) then ther e is an etale topol ogical groupoid HoIT(M, F) (see
3.8(ii)) which is weakly equiva!ent to Hol(M,F) . Therefore Hol(M,F) and HoIT(M,F)
define the same classifying topos. (More precisely, th ere is an equivalence of categories
B HolT(M,F) ~ B Hol(M,F) .) In particular, we could equivalently define

MIF = BHolT(M,F)

for "an y complete transversal seetion whats oever.
This definition is compatible with many of the approaches listed aboye. For example,

the corriparison thcorem 4.12 states that MIF has the same weak homotopy type as the
classifying space BHol(M,F) (or BHoIT(M,F)) studied by Haefliger. (But MIF has a
natura! differentiable structure, as weshal! see, whereas BHol(M,:F) does not.) And as
remarked in Moerdijk (1991) §4 and in 4.7(iii) aboye, the fundamental group of the topos
MIF is isomorphic to the fundamental group defined by Van Est (1984) for the S-atlas
associated to the foliation (M, F).

5.3 Smooth étendues. There are various equivalent definitions of smooth étendues
(or étendues of class COO ). The one which is close to the original definition 3.5 st ates that
a ringed topos T is a smooth étendue if there exists an obj eet E E T such that E --+ 1
is epi in T and TIE is equivalent (as a ringed topos) to th e category Sh(M) of sheaves
on sorne paracompact Hausdorff Coo-manifold, equipped with its usual structure sheaf of
smooth funetions. In line with the Grothendieck-Verdier th corem 3.7 one can also define a
smooth étendue as a topos of the form BG wherc G is an etale differentiable groupoid (we
assume that the space of obj ects Go is paracompact and Hausdorff, but we do not rnake
the same requircmcnt for G l ) .

5.4 Smooth maps between étendues and leaf spaces. Let T = BG and T' = BH
be two étendues, associated to topological groupoids G and H which are etal e (or wcakly
cquivalcnt to etale ones). Rccall that mappings of to poi

BH -+BG

correspond bijective1y to equivalence classes of gcneralized homomorphisms

H "::-K -+G
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G"'::-K...,....-+H
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(5.4.1)

M

1
MI.

!::< Sh(M)

1
~ Sh(MI

)

T' f-- TIE

1 1
T' f-- T'IEI

MIF""""-+ MII:F' .

This is exaetly the notion of map between leaf spaces used by Connes (1982), Hilsum
Skandalis (1987). In other words, their maps ar e precisely smooth mappings between
classifying topoi.

5.5 The tangent bundle of a smooth étendue. Let T be a smooth étendue, and
writ e T = BG for a suitable etale differentiable groupoid G. By applying the tangent
bundle functor T to G, we obtain another etale differentiable groupoid T(G), with T(Ge) as
space of objeets and T(G¡) as space of arrows . Furthermore, there is an evident projection
hornomorphism of differentiable groupoids

Thus one obtains an étendue B(TG) and a map of étendues 7r : B(TG) -> BG = T. By
definition the tange nt bundl e T (T) of the étendue T is B(TG). It can be shown th at thi s
const ruct ion does not depe nd on the groupoid G chosen to represent T, so the notation
T(T) is just ified.

The construct ion extends the usua l constructi on of the tangent bundle of a manifold,
in the sense that if the éten due T = Sh(M) is the topos of sheaves on a manifold M th en
T(Sh(M)) = Sh(TM).

T(G) .z, G .

where K is also differentiable and both homomorphisms K -> G and K -+ H are dif
ferentiable. Or equivalently, a smooth map is represented by a smooth principal bundle

P E Hl(BH, G) [i.e., P is a manifold, al! structure maps are C'", the map P -+ He is a
submersion, etc. ).

In "particular, we derive an explicit description of smooth maps between leaf spaces of
foliated manifolds

Note that if V is any sm ooth manifold then Sh(V) is a smooth étendue. Further
more, with this definition of smooth map between smooth étendues, there is a bijective
correspondence between Goo-maps of manifolds V -> W and smooth map of étendues
Sh(V) -> Sh(W). In other words, the category of Goo-manifolds is a ful! subcategory of
that of Goo-étendues.

By our earlier results, smooth maps between étendues can equivalently be described as
fol!ows. Ir G and H are differentiable (etale) groupoids representing T and T' as aboye, a
smooth map T -> TI is represented by a generalized homomorphism

(see 3.14), and also to isomorphism classes of principal bundles

(see 4.17). If T and TI are smooth étendues, there is a natural notion of smooth map
f : T -> T I, namely as a map of ringed topoi, or equivalent ly, as a map which is "covered"
by a Goo-map of manifo lds M -> MI:



wy ' 9 = W" .
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(5.6.1)

(5.6.2)rn° -+ rn' -+ ... .

o -+ ó'(R) -+ n° -+ nI -+ . .. ..

For a foliated manifold (M,F), one thu s obt ains the de Rham cohomology groups

of the associated space (Le. , étendue) of lcaves.
A basic differential n-form on (M, F ) is a form W on M which depends only on th e

transversal struct ure of the folia t ion . Th is is expressed by saying that (i) w vani shes for
any n-lup le of tangent vecto rs with the propert y thal (al least] one of thern lies in a lca f,
and (ii) w "does not change" when one compares w" and W v for two points x and y which
are infinitesimally close and are on th e sarne leaf. [This can be expressed formally in terrns
of the inte rior product i and th e Lie derivative O, by the cquations

By definition, th e de Rham cohom ology of T is the cohomology of the cornplex (5.6.2):

Hdn(Sh(M)) ~ Hdn(M) .

. wy ' 9 = g"(w)".

This definition agrees with the usual one in case T = Sh(M) is the étend ue oí sheaves on
a manifold M, in th e sense th at

of the constant G-shcaf ó'(R). This resolution does not dcpend on the groupoid G chosen
to represenl T. Applying the global scctions functor r :T -+ Sets lo (5.6.1), one obtains
a complex oí abelian groups (vector spaces)

Udn(T) := W(rnO ) .

The e1ements of rnn are the G-invanant differential n-forrns on Go, i.c. forms w on Go
with the property that for any ar row 9 : x -+ y in G,

This makes nn into a G-shcaf, i.c, an obj ect of T = BG. In this way, one obtains a
resolution in BG

5.6 The De Rham complex of a smooth étendue. Lel T = BG be an étcndue,
represented by an etale differen t iabl e groupoid G, as beforc. Let nn be the shcaf of germs
oí differentiable n-forros on Go. T here is an action of G on nn, defined using the gerrn of
a diffeomorphism 9 : V" -+ Wy for each arrow 9 : x -+ y of G, as in 2.8. T hus for a germ
wy at y oí an n-form w defincd on a neighborhood of y, the arrow 9 acts as

Using the tangent bundl e, one can int roduce the usual notions of differcnliable ge
ometry such as submersions (cf. 5.7 below), immersions, veclorficlds, differenlial form s,
Riemannian metrics, etc. in a straight forward way. This is closcly rclated lo th e transvcr
sal structures defined for Ioliated manifo lds. For cxample, with th e cvidcnl not ion of
Riemannian ét endue, we find that a Ioliat ion (M, :F) is Riemannian (sce c.g . Reinhart
(1983), Molino (1988)) iff M I F (as dcfincd in 5.2) is a Ricmannian élcnduc. A similar
correspondcnce holds for differcnti al forms, cí , 5.6.1 bclow.
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5.8.2 R emarks. (a) T he proof of 5.8.1 is not difficult , and can be outlined as follows.
In one direction , suppose a foliat ion on M is given in the form 1.4.1. Using the notation
of 4.16, the cover M = UU; gives an etale surjection s : U = L U; -> M and hence a
weak equivalence U(·) -> M(id) of differentiabl e groupoids. Furthermore, the q; : U ; -> R q

and the h ;j of 1.4.1 give a homomorphism U (· ) -+ rq • Then one obtains a generalized
homomorphism from M(id) to r q , hence a map Sh(M) -+ Brq • This map is a submersion.

5.8.1 T heorem. (Kock-Moerdijk (unpublished)) Let M be an C=-manifo ld. Th ereis
a bijeetive correspondence between foliations on M of codim ension q and (isomorphism
classes oI ) subme rsions betwee n éte ndues Sh(M ) -+ sr-: .

On the other hand

5.8 Classifying foliations . Recall from 2.6 and 3.8(i) the Hacfliger groupoid r q and
its associated étendue Brq

•

defined by the action of Z on the circle SI given by rotation along an angle 0' . (This is an
étendue of the form 3.1(iv), 3.8(ii i)) . It is not difficult to show that

7r1 Sh(SI, Z) ~ Z ffi Z

5.7 Submersions. A rnap f : T -+ T' between COO-étendues is a submersion if itis
covered (as in diagra m 5.4.1) by a submersion of manifolds M -+ M',

HJR(Sh(SI, Z), t..R) ~ R .

[Indeed, any invariant l-form is of th e form f( t)dt where f : SI -+ R is constant, and no
such form (except f = O) is a boundary dg for a Z-invariant function 51 -+ R.]

so that, by the Hurewicz formula (4.8)

ix(w) =o and Ox(w) =o

The de T1.ham th eorem for differcnt iable manifolds states th at H:iR(M) is isomorphic to
H"(M, t..R), the sheaf cohomology with coefficients in the constant sheaf R. This theorem
does not extend to foliations . For exarnple, consider the Kronecker foliation (M ,:F) of the
torus , with slope O' so that all leaves are dense. Then M/:F is (equivalent to) the étendue

between the basic de Rham cohomology of M and the ordinary de Rham cohomology of the
lea]space M /:F.

5.6.3 Proposition. For any foliated manifold, there is a canonicaI isomorphism

for any (local) vector field X in a leaf L; see e.g. Tondeur(1988), p. 120.] These basic
forms constitute a subcomplex nb...ic of the de Rham complex of M. The basic de Rham
cohom ology groups H~iAM,:F) of the foliation are defined as the cohomology groups of
this complex.



In thc other dir ecti on , a given sub mers ion Sh(M) ~ 8 f9 induces a map oí tangent bundles
T(M) ....s"T(8fq ) , the kernel of which is an integrable subbundle of T(M) of cod imens ion
q. This givcs the requ ired Ioliat ion on M by 1.4.2.

(b) Although t he c1assifying space Bfq is wcakly cquivalent to the class ifying topos
8f9 (see 4.12), the space Bf9 docs not have any COO-st rueture, and it is hard to capture
"submersions" M -+ Bfq and give a purely topo logical c1assification theorern analogous
to 5.8.1 -see Haefliger (1972).

5.9 Construetion of the holonorny groupoid. (outline) We will end th ese Icctures
with a brief indication of how topos-theory can be used to give an e1egant construct ion of
the holonorny groupoid Hol(M,:F) (see 2.11) of a foliation (M, :F). From thi s construction
it will be irnmediateIy obvious that Hol(M,:F) is a differentiable groupoid.

Recall first from 4.16 that any map q : U -+ X gives rise to a groupoid U(q) and a
homomorphisrn U(q) -+ X(id), inducing a map of étendues 8U(q) -+ Sh(X). Not e th at U (q)

is a differentiable groupoid if U and X are manifolds and q is a subrnersion. Exa ctly th e
same construetion applies when q is a map into a smooth étendue. More precise1y, if U is
a manifold and

q : Sh(U) ---+ 7

is a submersion, then Sh(U) X T Sh(U) = Sh(H) for sorne manifold H, and the pro jections
Sh(U) X T Sh(U) =t Sh(U) correspond to Coo-maps do, d1 : H =t U, which are th e dom ain
and codornain maps of a differentiable groupoid ir».

The second ingredient of a general nature, used in the construction of Hol(M,:F), is
the following. If f : M -+ N is a submersion between manifolds, then one can construct
the "fiberwise set of connected components", to factor f as

M ...E.... 7ro(l)

A 1-
N

where e is a local diffcornorphism (a sheaf on N ) and p is a submersion with conneeted
fibers. Exaetly the same const ruction applies to a submersion f : 7 -+ 7' of smooth
étendues: There is a uniquely determined factoriz at ion f = e o p

7'

where p is a submersion with connected fibers [i.e., r is full and faithful) and e is a local
diffeomorphism. In fact 1ro(f) is a smooth étendue of the form 7'/E for a suitable object
E of 7 and 1ro(f) -+ T' is the canonical map 7'/ E -+ T'.

Now consider a foliated manifold (M,:F) of codimension q, and it s "c1assifying subrner
sion" (Thcorem 5.8.1)

C:F: Sh(M) ---+ Bfq
•

Factor C:F as a subrnersion with connccted fibers followed by a local d iffcomorphism

Sh(M) zz, 1ro(C:F)~ 8 1"1 ,

Now const ruct the differen tiable groupo id M (PT), with M as space of objects , and space of
arrows H uniquely defined by

31



Sh(lI) = Sh(M) X "O(CT) Sh(M) .

5.9.1 Theorem. Thr diJJerenl iable groupoid 11 =* M ihus cousiructcd is pree~e1y ihc
holonomy groupoid ol(M,F).
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CHARACTERIZATION OF COMPLEX FILIFORM LIE ALGEBRAS OF DIMENSION 8

ACCORDING TO WHETHER THEY ARE OR NOT DERIVED FROM OTHERS

By

F . J. ECHARTE REULA1
, .r , R. GOMEZ MARTIIr y J. NUtrn Z VALDEs'" .

Universidad de Sevilla. Facultad de Matemáticas. Dpto de Algebr a,

Computación, Geometría y Topología. C/ Tarf i a s/n. 41012 Sevilla.

España.

2 Universidad de Sevilla. Facultad de Informática y Estadí s t i ca. Dp to

de Matemática Aplicada. C/ Tarfia s/n . 41012 Sevilla , España.

AMS (1980) Subj ec t Classification: 17 B 30

Aostract .- In this paper, W9 characterize those Co mp Lex

FiLilorm Lie AL6eoras 01 dimens ion 8 which are derived I rom o t h e r

SoLvaoLe Lie AL6eoras 01 hi6her dimensiono This resuLt and the

previous one 6iven in ({8]) aLLow us to lind a compLete List 01

Character isticaLLy NiLpotent FiL ilorm Lie AL6eoras 01 di mens ion 8 .

1.- Introduction and Notations.

There does not exist, at pr esent , a ny clas s i f ica t i o n o f

complex Nilpotent Lie Algebras (NLA) of dimens ion g reater than 7 . Goze

and Ancochea, by the introduction of a new invariant which t hey c all

the "characteristic sequence", which corre sponds to the ma x i ma l

d imensions of Jordan blocks of a c erta in nilpot e n t matrix ,

obtained the classification o f complex Fi l i f o rm Lie Algebr a s (FLA) of

dimension 8 ([1). These FLA, as i t is known, a re a subs e t o f NLA.

Th e a uthors are s uppo r ted by t he projec t PAI CYT o f the Junta de

Andalucía. España (1990).
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[[ A,B],C) + [[B,C],A] + [[C,A],B) = O

and we denote by m a FLA of dimension ~ ([8), tha t is, a complex NLA

admitting a basi s

o to represent the Jacobi

O

36

From now on, we write (A,B,C)

( 1 )

s uch that X. fii! [m ,m i.
( 2 )

identity

A complex FLA may be derived from an SLA of higher

d imensiono In ([8) we proved the following:

(1 .1) Theorem: A complex FLA of dimens ion ~ is either derived from a

SLA of dimension n+1 or not derived from any LA.

The ma in purpo se of this paper is, therefore, starting from

t he classification of FLA of dimension 8 by Goz e and Ancochea, to

characterize two groups of these LA, according to whether or not they

a r e derived from other Solvable Lie Algebras (SLA) of higher

dimens iono This characteri zation we propose could be interesting in

the sense of knowing which of these FLA are also Characteristically

Ni l po ten t Lie Algebras (CNLA) since, as we previously proved in an

earlie r paper ([8), i f a FLA is not derived from any LA then it i s a

CNLA. This t heorem will allow u s to write the list of

Characteristical ly Nilpotent Filiform Lie Algebras (CNFLA) of

d imen s i on 8.

Therefor e, although the classification of Lie Algebras (LA)

of d imens ion greate r than 7 has not bee n obtained yet, except for FLA,

t he main problem which is now considered is the search for new

r esults, rather than the classification itself, such as the attainment

of new invariants or the description of the irreducible components of

varieties of LA. For this purpose, Valeiras proved recently that the

variety of NLA of dimension 8 has 8 irreducible components and that

only the two firs t of them meet the open s et o f FLA ([Q).

lIowever, the importance of these authors' work is not only

to ha ve ob tained t h i s cla s sification, but, above all, to have devised

t echni ques which can b e applied in a ny dimension, which, apart from

the f act o f having p ermitt ed Gómez Martín to clasSify FLA of dimension

9 ([5]) , t otally s olve d t he problem of this classification of FLA of

greater d imension , although, of course, this requires hard and

complic a ted calculations which are imp ossible without the use of a

c omputer.



Moreover, ~ will denote a complex SLA of dimension n+1

be

a X
z

S n

S n

3 SX.
J-'IX .x.:, J

(1 S j 'S n-1)

[X ',X.' I = O (1 < j S
• J

suitable way verifying

1 < j

A necessary and sufficient condition for a FLA ID t o be

derived from the SLA ~ is that a "" O.
u

A complex FLA ID is a CNLA if and only if ID i s not

derived from any LA.

(3)

( 1 . 3) Theorem

As we mentioned aboye, in ([8]) the following two theorems

are proved:

( 1 . 2) Theorem

So, to separate FLA of dimension 8 into two groups according

to whether or not they are derived from another SLA (Theorem (1.1) we

will use a method previously indicated by us for the c a s e o f NLA of

dimension 7 ([4]). Thi s proceedure, which we called the "method of

determination of the vanishing of the coeffici ent a,," , can be applied

to FLA . It consists of a set of iterative calculations bas ed on all

(6 )

37

with (Xj , ~ , U) = O, 1 S Lh S n ,

The FLA ID is said to be derived from the SLA ~ if [~,~I =ID,

where [~,~] represents any linear combination of all brackets among

fields of the basis (1).

Characteristically Nilpotent Lie Algebras are thos e LA i n

which all their derivations are nilpotent . The first examples o f CNLA

given in the literature were of LA that are not derived from a ny LA,

until Luks gave an example of a CNLA which is derived f r om a LA o f

dimension 18 ([7]) . However, it is very easy to give exampl e s o f

Nilpotent Lie Algebras (NLA) which are derived and not CNLA.

X· = X
j j

then it results that

Mor eover, s i nce [X.,Xjl O 1 < j < n a nd [ X. ,X"J

ma E C), if we consider the change of ba s i s gi ve n by

X' = X + a X
" " ,
n) . So, a ba s i s (1) c an

always chosen in 'a

(4)

such that

( 5 ) (X" •• , X" ' U}

is a bas í.s , where (X"Xz , . .. , X,, } is the basis (1} mentioned aboye, a nd

U a derivation of ID such that .

and



These iterative steps are the following:

38

with

> 3

their

~,.
h

s

a , . with
'J ,

4.- Repeating the former three steps with U, X,. and

h,. > 2 in the first place. Secondly, with U, Xs and l), with
s

In the case that the FLA m is derived from another SLA of

dimension one greater than the dimension of m, we can obtain the

simplest SLA ~ by taking a.. = 1 and the rest of the coefficients

a
Lj

O (i, j .. 1) . Moreover, we can check that in FLA of

dimension S 9, either directly or by suitable changes of base, it is

always possible to get

( 7 ) [ l), , U 1 = ah ~ wi th h = 1, 2, ... , n

(although this is not proved in the general case of dimension m nI .

5.- Pinally, observing if in the new expressions (6)

obtained in this way the coefficient a.. appears explicity or not;

this will indicate, according to theorem (1.2) whether the PLA m which

we are studying is derived from another SLA ~ of dimension one more

than the dimension of m.

and so on, until terminating this proceeding with U, X
n

_. and Xn '

2.- Division of complex FLA of dimension ~ into two groups depending

on whether they ~ or not derived from otherLA.

3.- Replacing in (6) the coefficients

corresponding values obtained previously in step 2.

2.- Using each equation obtained in this way to express in

terms of the others the coefficient ~ , whose pair of subindices is
'J

the greater (in lexicographic order ) . (Po r instance, from the

equation a a a a = O we will have a a a a.
7

) •,.,. •• 44 '7 44 ,.,. ••

1.- Using the Jacobi identity (X.' l), , U) = O with h. > 1,
i

deriving from such identity the set of equations obtained by setting

to zero the coefficient of each field X. .
J

po s sible J a cobi identities of the kind (~, ~, U) = o with 1 S i,j S

8 , f r om which we can d etermine whether the coefficient a•• vanishes or

noto This in turn determines, by theorem (1.2), whether the PLA m is

derived from the SLA ~ with {X. ' .. ,X.,U} a s a basis.



By appliying the method mentioned above to each o f them we

obtain the following results:

By the method mentioned above, we f i nd that 6 o f t he 13 FLA

and 2 of the 7 families are derived from SLA of d imension 8 whereas

the other 7 FLA and the 5 families are noto

• Z 8
laws ¡Jo' ¡Jo', ¡JB '

a r e not derived

The FLA of d imension 8 wi th law ¡J: i s no t d e r ived from any

LA, since:
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a X+a X + a X+a X+ a X+ a X
u z .0 o ..... i"" .,," .7 7

O

a Xoz z
(a." + a.

7
) Xz + (aoz + a.?) Xo

a"z Xz + 3/5 a.? Xa + (aoz + a.?) X..

(3/5 a"z + a ... + 3/5 a." + 6/25 a
i
,, ) Xz +

+ (a"z + a.,,) Xo+ 1/5 a.? X.. + ( a oz+ a .?) X"

a?Z Xz + (3/5 a"z + a." + 6/25 a.,, ) \ +

+ (a"z + a." + 2/5 a.,,) X.. + 1/5 a o X" + (a o z + a.? ) X"

a oz Xz +(a?Z- a ... ) Xo+ ( 3 / 5 a " z - a ...+ 2/5 a . ,,+ 6/25 a.,, ) X.. +

+ (a"z + 1/5 a . ,, ) X"- a ." X" + a . z X?

The FLA of dimension 8 with law ¡.¡~ is not d e r ived fro m a ny

LA, since :

[Xo' Uj

[X. ,U]

[ X
z

,U]

[Xo' U]

[ X.. ,U]

[X",U]

[X",U]

(2. 2)

(2.1)

So we obtain the following

Proof:

We separate FLA of dimension 8 i nto two group s d epending on

whe ther t he y are der ived f r o m ano t he r SLA, starting from the

classification of these FLA by Goze and Anc ochea ([1 ]). This

clas sification (which i s indicated in a n Appendi x a t the end o f this

paper) contains a list of 13 i solated FLA and 7 one-pa r ame t e r families

of FLA.

Theorem 1.- The complex PLA of dimension 8 with
... c:S,Ot 8 P ,Ol :l0,0I :ll S.8,or. u:J,a and 17

¡Jo, ¡Jo ' ¡JB' ¡Jo ,¡Jo ,¡Jo' ¡Jo ,¡Jo "«
from any other LA.



The FLA of diroension 8 with law ~o is not derived froro any•

X
7

X
7

X
7

a
oz

+ a
oz

X
7

) X
cs

X + a
CS 02

+ a
17

a X
.2 "

(a +
oz

(a +
oz

X - a
" 1CS

X + a X
es 17?

X + a X
8 82"

+ o ) a
1 7

X¿ +
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a X+a X +a X +a X+a X
iZ 2 18 8 1.'" '" 115 ti 1. es d

O

a X
a z z

ex a X + a X
1 7 2 82 8

( a
1 CS

+ a
1 7)

X
2

+ (1 + ex) a
17

a csz Xz + (a1 CS + a
17)

X. + (2

a 1 CS X
2

+ (a
0 2

+ a
17)

X.

a"2 Xz + (a. 2 + a 17) X¿

(a1CS+ a 1¿) X2 + (a"2 + a 1" + a 17) Xo + ( a 0 2 +

a 7 2 X2 + ( a" 2 + a 1"+ a 17) X¿ + (a. 2 + a 17) . Xcs
a. 2 ·X2 + a 7 2 X. - (a1¿ + a 1d) X¿ + a"2 X" - a 1 CS X

cs

LA, s ince :

a X + a X+a X + a X+a X +a X
12 2 18 9 14" la t5 les es 17 7

O

a X
.2 2

The FLA of d iro ension 8 with l aw ~¿ is not derived froro any
o

The FLA o f diroens ion 8 wi th law ~=.ex i s not derived froro any

LA, s i n ce :

LA, s ince:

a X+ a X +a X+a X +a X+a X
12 Z s a 8 14" 115 es id eS 1.7 7

O

a X.z z
a 1 CS Xz + (a. z + a 17) X.

a"z Xz + (a0 2 + a 17) X¿

(a17+ a .. ) X2 + (a"2 + a 1,,) X.+ (a0 2+ a 1 7) X"

a 7 2 X2 + a 17 X. + (a"2 + a 1,,) X¿ + (a0 2 + a 17
a. 2 X2 + (a7 2 - a 1 CS) X. - a 1¿ X¿ + a"2 X" - a 1 CS

a X.z z
a 1 CS Xz + (a

o z
+ a

17)
X.

a"z Xz + (ao z + a 17) X¿

(a17+ a 1 CS+ a 1¿) Xz + (a"z + a
1 7+

a
1,,)

X
o

+

a 7 Z Xz + a 17 Xo + (a"z + a 1" + a 1 7) X¿ +

a o z XZ+ ( a 7 Z- a 1 CS ) X. - (a1CS-a1¿) X¿ + a"z

a X+ a X+a X+ a X + a
12 2 1 8 a 1. '" llS a id

O

( 2.5)

[X i , U )

[ X
Z

,U]

[X. ,U)

[ X¿,U)

[ X",U)

[ XCS,U]

[X
7,

U )

[X
O

' U)

[ Xi' U)

[ X
Z

,U]

[X. , U)

[ X¿ , U )

[ X",U)

[ XCS , U]

[ Xi ,U)

[ X
Z

,U)

[X
O

' U]

[X¿,U )

[X",U)

[XCS,U)

[ X
7,U]

[ X. ,U)

(2 . 4 )

[ Xi ,U]

[X
z

,U)

[X. , U]

[X¿ , U]

[ X",U)

[ XCS,U)

[ X
7

,U]

[ X
O

,U]

(2.3)



(2 .8) The FLA of dimension 8 witb l a w ¡.¡ ~O,OI is not derived from
any LA, s ince:

[ X" Uj a X + a X + a X + a X + a X + a X'2 2 ,a a , ¿ ¿
'" "

,., a ,? 7
[ X

2
,U] O

[Xa' U] a X82 2
[X¿' U] a X + a X¿2 2 82 8
[ X",U] a X + a X + a X

"2 2 ¿ 2 8 82 ¿
[ X."U] a X + a X + a X + a X.,2 2 "2 8 ¿ 2 ¿ 82 "[ X?' Uj a X + a X + a X + a X + a X?2 2 "2 8 " 2 ¿ ¿ 2 " 8 2 es
[X

8,Uj a X + (a
72

- ex a - a - a , ¿) X + (a - a - a ..,, ) X +82 2 '7 ,., 8 " 2 ' 7 ¿
+ ( a"2 - a , ., ) X + (a¿2 - a ) X + a X

" ,? ., 82 ?
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Tbe FLA o f dimension 8 with law ¡.¡: i S' n o t d c r ived from any

LA, since :

a X+ a X +a X+a X+a X +a X
i 2 2 s a 8 1'" '" 115 !S 1 d es 17 7

O

any

X +
¿

a X + a X
1 7!5 92 d

( 2 +01) a, ,,- a l CS ) X¿

a X82 2
- a X + a X, ? 2 82 a
a X + a X,., 2 82 ¿
a X + (a + a,? ) X + a X + a X.,2 2 ,., 8 .. ? ¿ 8 2 e
a X + (a"2 - a,,, - a,.,) X + a X + a X + a X?2 2 8 , ? ¿ , ? " 8 2 .,
a X + (a?2 + a , ¿ ) X .+

(a"2 - a,,, - 2 a , ., ) X .,.. a X + a X82 2 8 ¿ ,.,
" 8 2 7

The FLA o f dimension 8 with law ¡.¡p,CJ. is n o t d e r ived from8
LA, s ince :

a X . + a X + a X + a X + a X + a X'2 2 ..a 8 ,¿ ¿ '" "
, ., ., ,? 7

O

a ? 2 X2 + ( a" 2 - a,,,) Xo + a , ? X¿ + ( 2 +01)

a 02 X2 + ( a ?2- 01 a , ¿ - a , ,, ) X8 + ( a.,2 

- (2+01) a, ., X" + aa 2 X7

a X82 2
a X + a X,? 2 82 a
a X + a X + a X

"2 2 ..? 8 82 ¿
a X + (a"2+ a ..?) X + a X + a X.,2 2 8 ,? ¿ 8 2 "a X + (a"2 - a,., ) X + (a"2 + a ,? ) X + a X + a X?2 2 8 ¿ ,? " 8 2 a
a X + (a?2 - a, ¿ - 01 a,.,) X + ( a - a - 2 a ex a'7 )82 2 8 "2 '"

,.,
+ (a - a .. .,) X + a X

"2 " 82 7

[ X" U]

[ X
2

,U]

[ X
a

,U]

[ X¿,U]

[ X",U]

[ X."U]

[ X? ,U]

[X
O

,U]

[ X" U]

[ X
2

' U]

[ Xa ' U]

[ X¿' U]

[ X" ,U]

[ X."U]

[ X? ,U]

[ X
O

' U]

(2. 6)

(2 .7)



NOTE : In thi s algebra it is verified that

a = 3/2 ( o. - 1 ) ( o. - 2/3 )42

(2.11 ) The FLA of diroension 8 with law ¡.I~"' o. is not derived froro

any LA, s ince:

[ X, , U] a X + a X + a X + a X + a X + a X
iZ 2 .. S '4 4 '" " '" " ,? ?

[X2, U I O

[ Xs ,U I a X
S2 2

[X4,U I a X + a X42 2 S2 S
[X" , U] a X + a X + a X

"2 2 42 S S2 4
[ X" , UI a X + a X + a X + a Xcsz 2 "2 S 42 4 S2 "[ X? ,U ] a X + a X + a X + a X + a X?2 2 "2 S "2 4 42 " S2 "[X

s
,U ] a X .+ (a - o. a,?- a,,,- a,,,) X + (a - a a,,,) X +e2 2 ?2 e "2 ,? 4

+ a X + a X + a X
"2 " 42 " S2 ?

FLA o f dirocnsion 8 with l aw
ti i s not derivcd froroThc ¡.le any

LA , si n c c :

a X + a X + a X + a X + a X + a X
'2 2 .. S '4 4 '" " '" " ,? ?

O

a X
e2 2

a X + a X
42 2 e2 s

a X + a X + a X
"2 2 42 9 S2 4

a X + a X + a X + a X
csz 2 "2 S 42 4 92 "a X + a X + a X + a X + a X
?2 2 "2 S "2 4 42 " S2 "

a X + (a - a - a, 4~) X + (a"2 -a,,,) X + (a - a,,,) X +
e2 2 ?2 ,? 9 4 "2 "+ (a42

- a ) X + a X,? " 92 7

The FLA o f diroension 8 wi t h law ¡.I~? i s n o t d e r i v e d froro any

LA , since:

42

The FLA of diroension 8 wi th law ¡.I~s,o. is not derived froro

any LA, since:

a X+a X+a X .+a X+a X+a X+a X
i2 2 iU S s..... i!5 e id di i7 7 iB B

O

a X
92 2

a X + a X""'z Z 82 a
a"2 X2 + (a4 2+ o. ale) X9 + a 92 X4
acsz X2 + (a"2 + a,? + a'9) Xs + (a42+ (1 + 20.) a .. ) X4 + a 9 2 x"

. a?2 X2 + (a"2 - a,,,) X9 + (a"2 + a,? · + 2 a,e) X4 +

+ (a4 2 + (2+30.) a. e) X" + a S 2 x"
aez X2 + (a?2- o. a,,,- a,,,) Xs + (a"2- (2+0.) a,,,- a,?) X4 +

+ (a"2 + 2 a' 9 - o. a,? ) X" + (a4 2 + (2+ 30.) a u) X" + a 9 2 X?

( 2 . 1 2)

( 2.10)

[X" U]

[X
2

, U]

[X
s

,U]

[X
4,U

]

[ X",U I

[ X" , U]

[X?' UI

( 2. 9)

[ X" UI

[ X
2

, UI

[X
s

,U]

[X
4

, UI

[X" , U]

[X",Uj

[X?' UI

[X e , U I



[Xl ,U] a X + a X + a X + a X + a X + a X + a X
12 2 18 8 14 4 115 15 ld d 1 7 7 18 8

[X
2,

U] O

[X
8,U]

a X
92 2

[X
4,U]

a X + a X
42 2 82 9

[X
15,U]

a X + a X + a X
152 2 42 9 92 4

[Xd,U] a X + (a
15 2

+ a
18

) X + a X + a X
dZ 2 9 42 4 92 15

[X
7

,U] a X + (a + a
1 9

) X + (a
152

+2 a 19 ) X + a X + a X
72 2 d2 9 4 42 15 92 a

[X
9

,U] a X + (a
72

- a a
1d

) X + (a + a - aH) X +
92 2 17 9 d2 19 4

(a
15 2

+ 2 a
u

) X + a X + a X •15 42 d 92 7

Corollary 1.- There exist exaetly 12 CNFLA of dimension 8 . These a re

the following: 1 2 9 4 d,o. 9 P,o. lO ,OI.

/-18' /-18 ' /-lo' /-l. , "« ' /-l., /-19 ' /-lo '
11 18,a ltl,a and /-1:7

/-l. ' /-l. ' /-l.

Proof:

It is an immediate eonsequenee of Theorems 1 and (1. 3) •

•
Theorem 2.- The eomplex FLA o f dimension 8 with laws /-115,

7,0. U

8 /-lo ' /-18 '
14,0l ld 18 lP and /-120 are derived from SLA of dimension 9.

/-19 ' /-l. , /-lo ' /-19 •
Proof:

By applying the method mentioned aboye to eaeh of them we

find that eaeh of them is respeetively derived from a SLA of d imension

9, with basis {Xl' . .... ,Xa , U}, verifying [X" U] = a. X. (1 :S i :S 8 )
e e

where the eoeffieients a . for eaeh of them are the following:
e

FLA a a a a a a a a obs.
1 2 o 4 15 d 7 •

15 1 7 6 5 4 3 2 1
/-l.

7,0. 1 8 7 6 5 4 3 2
/-l.

12 1 8 7 6 5 4 3 2
/-l.

:14 ,0. 1 9 8 7 6 5 4 3
/-lo

ld 3 27 24 21 18 15 12 9 ( *)
/-lo

18 1 10 9 8 7 6 5 4
/-lo

u' 1 11 10 9 8 7 6 5
/-l.

20 1 8 7 6 5 4 3 2
/-l.
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(*) In fact, if we apply the method men tioned above to this PLA we do

not ob t a i n these coefficients direc tly , bu t i n s t e a d obtain the

f ollowi ng expressions:

•

15 Y
d

X - 3 X
8 "

X X
" ?

y

"y
?

18 Y
"9 Y
B

REFERENCES

X
B

3 Y•
12 Y

?

6X -2X +X
• B d

2 X - 3 X
.. d

X -6X +6
.. d

[X.,U) 3 X + 2 X [X
2

, U] 27 X• B 2

[X
B

, U] 24 X [X.,U] 21 X
B •

[X",U] 2 X + 18 X [Xd,U] 4 X + 15 X
B " • d

[X?,U] 2 X + 6 X + 12 X [X
B

,U] 2 X + 6 X + 9 X
8 " ? .. d B

Y =•
Y

d

Y
B

[1] J. M. Ancochea y M. Goze. "Classification des algebres de Lie

filiformes de d imension ~".Arch.Math. vol.50. pp.511-525 (1988) .

[2] J. M. Ancochea y M. Goze. "Classification d es algebres de Lie

nilpotentes complexes de dim.7".Arch.Math.v.52.pp.175-185(1989).

[3) P. J. Echarte y J. Núñez. "Relations among solvable Lie Algebras

and their nilpotent derived algebras". Proc.Sixth Int .Collo. on

Dif. Geom. Univ.Santiago Compostela. pp.69-73.(1989).

[4] P. J. Echarte , J. R. Gómez Martín y J . Núñez. "Relación de

Algebras de Lie Nilpotentes Complejas de dimensión 2 según sean

o no derivadas de otras ". Publico Sem. Mat. "García de Galdeano"

Univ. Zaragoza. Sección I, n ° 4 (1992). (Preprint).

[5 ] J . R. Gómez y P. J . Echarte . "Classification of complex Piliform

Nilpotent Lie Algebras of dimension 9". Rendiconti Univ.

Cagliari. vol. 61, Pasc. 1 . (1991).

[6) YU. B. Kha k imdzhanov . nOn Cha r acteristically Nilpotent Lie

Algebras" . Sovie t. Math. Dokl. vol.41 No. 1. pp .105-107. (1980).

[7] E. M. Luks . "A Characteristically Nilpotent Lie Algebra can

b e a d e rived Algebra ". Pr oc. A. M. S . vol. 5 6 pp. 42- 44 . (1976).

we obtain:

Starting from these and by a suitable procedure we can obtain new

fields Y" deduced from fields X" such that [Y"U) K, Y,

(with ~ e C ); in fact, if we call respectively



(81 J . Nüñ e z. "L a s Al ge bras d e Li e Fi liformes c ompl ej a s s egún s ea n ~

no derivada~ de otra s" . Tesi s Uni v. Sevilla ( 199 1) .

[91 G. Valeiras. "Sobre las c omponentes i rreducibl e s de la va r i edad

de leyes de Algebra s de Lie Nilpote n t e s complejas de di mensión ~

Tesis Univ. Sevilla ( 199 2 ).

[10 ] M. Ve rgne. "Sur la vari et& des loi s nilpotente s" . Bul l. Soco

Ma t h. France ( 19 70 ).

APP ENDIX

Alg ebra s de Lie Filiformes Complejas de dimens i ón 8

• [ X., 1\] = X 3 S i S 8¡.J a L,

[ X.. , X
7

1 = X
2

[ X.. , Xal = X + X
2 •

[X.. , X"I X
2

[ X.. , X
7

1 = - (2/5) X
2

[ X.. ,Xa l = X + (3/5) X.. a

[ X" , X
7 1 = - (2/5) X•

[ X", Xa] = X + (1 /5) X

" ..
[X

7
,Xa 1 = X + (1/5) X

" ..

2 [ X .x 1 = X. 3 S i S 8¡.J a .. , "
[ X.. , X

7
1 = X

2

[X.. , Xal = X
a

[ X.. ,X" I = - X
2

[ X.. , Xal = X..
[ X", X

7 1 = X
2

[X" ,Xa l = X + X + X
2 • ..

[ X
7,

Xa 1 = X + X + X• .. "

¡.J : [ X. ' 1\ ] = XL , 3 S i S 8

[ X.. , X
7

1 = X
2

[X.. , X.] = X.

[ X.. ' X,, ] = - X2

[ X.. , X.] X..

[ X" , Xal X2 + X"

[X
7

,Xa ] X. + X"
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[X. , X
7

1 = X
2

[ X. ' Xo! = X
O

[X",X,,! = - X
2

[X",Xg! = X•
[X",X

7!
= X

2

[X",XO!
= X + X

O "[X
7,XO

] = X + X.. "
e

[X.' l\] = Xi.-.. 3 ~ i ~ 8¡J
O

[X.,X
7

] = X
2

[X",X,,] = - X
2

[X., X 1 =x. 4 ~ i ~ 7
, O ,-..

¡J
",a

[X. ' l\ ] = Xi.-.. 3 ~ i ~ 8
o

[X.,Xo ] = a X
2

[X",X
7

] = X a (; C-[-l]
2

[X",Xo ] (1+a) X + X
O 2

[X",X
7

] X
O

[X",Xo ] (2+a) X + X• O

[X
7

, X
o l (2+a) X + X

e •
7, a
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2
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7

] = X
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7

] = X a e e
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7!
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8 •
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p,a
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2
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O

] = X
8

[X", X
7 1 = X a (; e

2

[X",Xo ] = a X + X + X
2 O •

[\,Xo ] = a X + X + X
8 • "
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¡.J ~p [ Xli X,,] = X,,-t 3:S i :S 8

[X?,Xal = X2

O< e e

O< & e

a e e

O< a e

3 ~ i s 8

X..
3 ~ i s 8

X
s

3 s i ~ 8

[X., ~l = X,-.

[ X",Xal = X2

[Xes,Xal = Xs
[X?' Xal = X2 +

11 ~a [X., ~l = X,-.

[ Xes' Xa] = X2

[X?, Xal = Xs

11 ~? [ X" ~ ) = X,-.

[Xes,Xsl = X2

[ X?'Xa ] = X
2

+

• es
11 a

18, O{

11 s : [X.' X, 1 = ~-. 3 ~ i s 8

[X",Xal = a X
2

[ Xes ,X?l = X
2

[Xes' Xa] (l+a) X
s

[X?'Xa] = (l+a) X.. + Xs

t!5 , a.
Il a : [ X. ,~ l =X,-. 3~ i~8

[ X", Xal = X
2

[Xes,Xal = X
2

+ Xs
[X? , Xal" = O< X

2
+ Xs + X..
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2
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2
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[ X?,Xal = (, + 0< ) X..

«
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[ ~, Xal = ~--z 4 s i s 6

[X? ,Xa l = X
2

+ X"
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[~, Xal = ~-. 4 ~ i s 7
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1

, X,, ] = ~-;. 3 S i S 8

[ X.. , Xal = X
2

[X", Xal = Xa
[ Xes , Xal = X

2
+ X..

[ X?, Xal = a X
2
+ Xs + X"
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LEMMA. SO(Sn)~ s" i s a principal bu nd le isomorphic to th e principal

bundle SO(n+¡)~ s".
Pr oof. An In-Llxín-L) square matrix AeSO(n+¡) can be co ns ide r ed as an

orthonormal pos itively or ient ed basis {P.v •. . . •v } of IR
n

+
l
. whe n it is gi ven

. I n

by columnes . Then, peSn and {vl•. . .• v
n}

is an orthonormal positive oriented

basis of t he t an gen t sp ace T Sn. The bundl e isomor phi s m is gi ven by a :
p

SO(n+ll~ SO(Sn). a(A)={v •.. .• v }.
I n

§2. The r esulto

by

Fernando Etayo a nd Ujué R. Trías

Departame nto de Matemáticas, EstadIstica y Com putaci ón

ON THE HOLONOMY BUNDLE OF THE SPHERE. 11

We sall use the f ollowing notations (see [J]) : Sn is the unit sphere

immersed in IRn
+
l. with the canonical metr ic . As homogeneous space, Sn is the

quo t ie nt man if old SO(n+¡) /SO(n). Mor-eover , F(Sn )~ s" and SO(Sn)~ Sn

a re t he f rame bund le and the bun dle of positively oriented or t honor mal fram es .

If ueF(Snl, then 1< ~ s" is the holonomy bund le at u. which is a principal
u

bundle with fi bre t he hol onomy group SO(n ) ([3], [5]) .

The holonomy bund le of t he sphere S2. wi th the canonica l metr-ic, is t he

real projective 3-space. with fibre Si (see [JI . [2 ], [41 f or di fferent

proof's). By us ing t he quotient manifold st r uc t ure of th e sphere s" we sha ll

obtain its holonomy bundle.

Avda . de los Castros, s /n. 3 907 1 SANTANDER

§l. In t roduct ion.

ABSTRACT. We shall pr-eve th al t he hol onorny bund le c r

soc--n~ Sn wlth flb re SO(n ).

A.M.S . Mat h. Sub) . Class . 53C05.

Rev. Academia de Ciencias. Zaragoza . 48 (1993)
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t r ivial

QED

SO(3) '" P (IR) , as it is known ([ l], [2] , [4]) .

'" SO(4) 3 '" S3xSO(3 ) _ S3xp (IR ) is a
3

Examp les .

n=2: S2=SO(3)/SO(2) ; H '"

n=3: S3=SO(4)/ SO(3); ~
u

[2 ] Klin ger ber g, W.; Sasaki , S. : On the Tangent Sphere Bund le of a

2-Spher e. Tóhok u Math. J ourn.27 (1975) 49 - 56.

[3] Koba yashi, S. ; Nomizu, K. : F oundat i ons of Differential Geomet r y 1.

J . Wiley, N. York, 1963 .

[4] Montes inos, J . M. : Classical Tese ll at i ons and Three-Manifol ds.

Spr inger, 1985 .

[5 ] Poor , W. A.: Different ial Geom etric Structures. MeGr a w Hil!, N. York,

THEOREM. The hol onom y bu nd le H -----) S" i s isomorphic to t he principal
u

bu nd l e soro-u~ S".

Pr oof' . Let ueSO(S") e F( S" ). We shall prove t hat H = SO(S"l. Let us
u

assume t ha t u is an orthonormal and positively orie nted bas is of T S" and letp ,

u ' an orthonormal a nd positively oriented basis of Tp'S" ' Let "1 be a path

j oining p a nd p' . By parallel transport a long "1 , u is moved to a new

or t honormal an d pos itivel y or ient ed bas is w of T ,S" . Then, there exists ap
close d pat h 1) on p' su eh t ha t w · is moved to u ' by parallel transpor t along 1) .

The n, SO(S") cH. Th e ot he r inclussion is we ll know n.
u

If u is not in SO(S") , the r es u lt fo llows from the f ollowing property

(see [3 ], [5 ]): All of t he holo norny bundles a re isomorphie .

bund le .

n=7: S'=SO(8)/ S0(7 ); H _ SO(8 ) _ s ' xSO(7 ) is a trivia l bundle.
u

[l ] Et ayo, r .; Tr ías , U. R. : On .t he Hol onomy Bundl e of the Sphere. Rev.

Acad . Cie ncias Zaragoza 47 (1992 ) 83 -87.
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ON WARING'S PROBLEM *

BY

C . CALDERÓN AND M .J. DE V ELA seo

Universidad del P aís Vasco. Facultad de Ciencias . Departam ento de Matemáticas .

E-4S0S0 Bilbao - España .

Fecha de ent rega : 19-12-92

Abstract . The object of present pap er is to st udy the Waring' s problem concerning

solvability oí the equation Xt+ .. .+X: = N in nonnegati ve integers X ), .. . ,Xr for every

sufficient!y large natural number N if 7- ~ r(s) and X), . . . ,Xr ar e on a deterrninated

arithmetic progression .

.1. INTRODUCTION AND NO TAT IO N .

Among the most famous problems over repre senting a number as a sum of other

numbers isWar ing' s Conjecture: Every integer N > O is tlie sum 01 a fi xed least num

ber g(s) 01 powers 01 integers that are greater iluui or equal to zero . Loo Keng Hua

const rueted in [4] a gene ral izat ion for polynomials of the Hardy-Lit tlewood asymptot ic

formula in Waring' s Conjecture. T hus, he studied the number of solut ions of the Dio

phantine equat ion N = PI (h I ) + ...+ Pr( hr ) , (hv ~ O) where P ' s are integral-valued

polynomials of th e k-th degree, with positive highest coefficient . In [8] Mit'kin obtain ed

a sharp upp er bound for the smalles t r for which the equat ion N = I( x )) + ...+ f (x r )

is salvable in nonnegative integers x ), _. . , X r where I(l:) = a n (~ ) + ... + a) (~) an d

(an, . . . ,áJ) = 1. The circle method due to Hardy , .Litt lewood and Rarnanujan with

Vinogradov tr igonometric sums , is a powerful tool in the st udy of Diophan tine prob

lems of the typ e l (xI ," . , x r ) = Owhen the numb er of variables is large compared with

the degree of th e polynornial l . In t his paper we wish to find an asymptot ic formul a

for the numb er of solu t ions of the Dioph an tine equation

(1.1) X : + ...+ X; = N ,with O:S X, :s P, ~ :s i :s 7-, X ¡ == z¡(mod Q)

where eachZj, 1 :s j :s r ru115 throu gh a complete set of residues mod Q, and (N, Q) = 1

* Support ed by th e Universi ty of the Basque Coun try
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1
Izl~ -·qr

e(pXJ), 1 ~ i ~ r

p

L
Xj =!

x, =%j (mod Q )

R (N) = R 9R( N ) + Rm(N ).

Ji(p) =

a
p = -+ z , (a, q) = l ; l~q~ r ;

q

R (N ) = (r (l +~W pr-s G(N ) +O(pr- s-"h )
r(r / s) Qr o:(1.6)

(1.5)

(lA)

provided 1· ~ c3s2 ln s , s > 2 and Q ~ p e with c ~ mini ir,~} . Here , if we take

P = [N¿] , and if N is sufficient ly large then the first term is always larger than the

error te rm , so R(N ) > O .

To show that R (N ) is positi ve if r is enough large , we shall obtain an asymptotic

formula for R(N )

Let 9R(a , q) = {p; Ip - ~ I < -ir }.The set 9R = U9R( a, q) such that 1 ~ q ~ p~ is called

major are . T he minor arc is it s complement m = [0, 1] \ 9R and holds pi < q ~ r .

Th en ,

The idea of the method is to show t ha t if r , depending only of s , is chosen sufficientl y

large , then the int egral (1.3) will be is posit ive for all N ~ No(s) . This means that

the equation (1.1) has at least one solution for all N ~ No(s) .. We notice t hat the

integrand is a fun ction wit h period 1 and so the value of the integral is the "ame if we

integrate over any int er val of length 1. Ir pé[-l/r , 1 - l/r) , from Dirichlet ' s Lemma

([6]), we can write, for r = pS- ~Qr:

(1.3)

where p is a real number . By e1ementary calculus it is easy to find an express ion for

R(N ), thus

(1.2)

Let us denote by R(N) t he number of solutions of (1.1) . For convenience we introduce

the notation e2 lri t = e(t) . Consider the Iunction
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j = 1, . . . ,r
a

e(-xj ).
q

q

L
Xj =I

Xj = Xj (mod(Q ,q))

~ t ~ (f-d) = {1, if e== o (mod Q)
Q d=1 Q o otherwise

r r ' P Q d (X )II h(p) = ¿rII L L e(pX } + j ~- Zj )

j = 1 . j=l Xj=l dj=1

,

Ia~j (z« QIal + x¡)S +...+ (Qr a,.+ 1'• .)" ))I:S IzIsQjpS- 1

< .!.s Q p S - 1 < SQ pS _1 < 0'5 .J = 1, . ,. , r .
- T 5j - T

Proof . The eq uality

2. AN ASYMPTOTIC F ORM ULA FOR R(N)

In each interval 9J1(a, q) we find a funeti on which approximates to rrj=l fj(p) .

This is given by the fol1owing lemma .

where

and I , = J: e(ze)d~ .

Lernrna 1. If pe9J1(a, q) , then

(2.1)

is deduced easily from the ortogonality relations

Hence from the generaliza tion of th e van del' Corpu t Lemma by Al'hip ov-Ka1'atzub a

Chubarikov ( Lemma -3 [2] ), we have

(2.2)

Moreove1'

Each dj ;1 :S j :S r runs through a complete set of residues mod Q . \Ve denote

5j = g.c .d.(dj, Q) = (d j ,Q) and Qj = e.c.m. (Q/5 j ,q) = [Q/ 5j , q] . \Ve can make the

following change of the vari ab les of summat ion in (2.1) : X j = Xj + Qjaj ,

1 :S Xj:S Qj , - Xj Qj-1 < aj:S (P - Xj)Qj -l, 1 :S j :S l ' . Then



5;

L
d~ =1

)

( di-, 5; )=1

Q 1 Q; d () [q,5;]
'" '" (a j »s- Zj ) '" 1 '" (a S)LJ - LJ e - Xj + = LJ -- LJ e -x ·
d;=1 Qj ";=1 q Q 5; IQ [q , Ój] " ; = 1 q)

TI
j=1 - " ; Q; - 1 <a; ::;(P- ,,; lQ; - 1
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r

where C5(X - z) deno tes the Ramanujan sum . We make the fol1owing change of variable

X j = uq +v¡ 1:S v :S q, 1 :S u :S [q,: ¡] . T herefore we obtain

where 1811:S 1 0 Ir Ój = gocod.(dj,Q) = (dj ,Q ) then Q = Q'Ój, dj = djój with

(Q', dj) = 1 , j = 1,. oo, r and by the pr oper ties of the arithmetica! funetions we deduce

In consequence replacing (2.4) , (2.6) in (2.3) we ded uce

where

(205)

where f( x ) is an integer- valued polynomial of degree s. T~en we can apply this estimate

for the trigonometric rational sum :

In 1985, Minggao-Ding Ping ~l'oved in [7] tha t :

(2.4)



is absolutely conv ergent .

e(~xj).
q

q

¿
Xj= l

X¡ =z¡(mod(Q ,q))

I ¿ e (-~N) .nSj (a, q;Zj))I «
• a<q ]=1

( a ,0=1 .

q ( ) q 1 (q ,Q) ( ( ) )¿ e ~ X9 = ¿ e( ~x ' )-- ¿ e h~
x=1 q 2'=1 q (q,Q) "=1 (q,Q)

x =z(mod(q ,Q) .

r- 1 (q,Q)

« ¿ rr -¿ ql-I/ ' « Qrq-r/.+I.

a~q j = 1 q "=1

(a,q) =1
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Proof. From Lemma 1 we have that G( ZI, . . : , Zr ; N) satisfies th e following equality

• _ ~ '" • _~ T n (Q ,q ) ~G(zl , . . . ,zr, N ) - L L e( 1\ ) L
q=1 a~ q q j=l q X¡=1

(a ,q) = 1 X¡= z¡ ( m o d (Q, q»

Lemma 2. For r > 28 , and Sj( a, qj Z j ) gi'uen in the above Lem m a the seri es

From (2.5) we have

Lemma 3. Let r 2 cIs2 1n s , s > 2 and Q ::; pe with e ::; min{f,:,~}

p = [N f ] . Th en we have the following asymptotic fo rmula uniform on Q.

Moreover , frorn (2.2), we can write

And the lemma is proved, •

The next lemma is related to the m ajo r ares .

(2.7)

The lemma is proved . •

and Sj (a, qjZj) = o ot herwise. T hus, the sum Sj(a, q; Zj ) holds



Moreover :

p r-I tr: ' pr- . -1 /4(1- I/ r)
" "-qQ «-" qQ « - Q .e: 0 qT T e: r

q:5 P 1/ S a:5q q:5P 1 /
S

- •

(a ,q) =1

¡OO I ; dz « roo ::--;: dz «(qT)-;: - 1 « qr/' - l p r- .-1 /4(r/.-I )
-/'; . Jl / CJ í

t: (f( l + ! )f(2.11) e(-zN)I;dz = s pr-' +O(pr - S-I )+O(qr/s-1 pr- . -1/4(r/ .-I ))_* f (r / s )

Il e(f(x)) dX\ S min{1 ,G21lu -!Q

Proof . From (1.3) , (1.4) and Lemmas 1-2 we have:

(

pr-I )
+0 :L :L - qQ .

q:5 P 1/ S a:5 q qr
(a, q )= 1

r Q-" " (a) rr 1 1 (F-(X'))Z:: ~ e - - N - :L e - }-}- .
q>P'/ S a'S,q q j =1 Qj Xj = 1 Qj

(a ,q) = 1

Now we go to study the sum

1
r

:L :L e(- ~N) (rr Sj (a ,q; Zj) ) t. e(-zN )I ; dz +
Q q$Pl / S a:5q q j= l - q;'

. ( a ,q )= l
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¡+ OO (f(l + 1)) r
e( - ::N)I; = s F":" +O(pr-'-I)

- 00 r( r/s) -

(see Th-G.3, Ch - 2, Ayoub [3]). Hence:

where ¡ (x ) = unx n + .. . + l/ IX and U = max{ u;f 1 S i S n }. Using this est ímate, we

obtain:

LM. Vinogradov (Lemma - 4, Chapter 2, [9] ) proved that :

(2.10)

The O-t erm holds

(2.9)

(2.8)



Proof. From (2. 14) we have

2k, d

P

] 1/2k,

e(pX J)
P

L
Xj=1

xj=zj(modQ)

p

L .e(pXJ) dp ~
Xj=1

Xj = Zj (mod Q)

pT-S-~

R m (N ) ~ o:
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2rrk' rol
e(pX n Jo

j= 1

Rm(N) = ¡ e(-pN)ÍI t e(pX J)dp
m j=1 X j = 1

x, = Zj (rnod Q)

P

L
X; =1

x; =z¡(modQ)

T-2 k,

~ rr max
; = 1 p<m

T7 2k, P 1 2k, P

~ rr ~;~f I ?= e(pX t) 1¡ rr I ?= e(pX J) ldp
. =1 }': ;=I } = I .~ j = 1

x ;= z;(mod Q) xj=zj(modQ)

Lemma 4. JI 7' ;::: C2 S2 In s , s > 2 , then

From (2.5)

(2.12)

and sustituying (2.10) (2. 11) and (2.12) in (2.9) and using Lemma 2 we deduce that

(2.13)

+O( PT-S-I~~T/S-5/2) ) + O( PT-S-~:(J- I/T ) ) +O ( PT- S-~: ( T/ S - 4 »)

And under the hypothesis of th e lemma from (2.13) we dedu ce (2.8). •

The contribution of the minor ares m is

(2.14)

which holds the following resul t :

(2.15)

with j = i + 2k l - 7' • From Holder inequality we obtain :



Let T the number of solutions of the syst em

. e(pX J)12k\ dp S

p 2k¡- s
T«-

Q

p

L
Xj =1

.xj=zj(modQ}

1 IQ P dx- I 1e(pXi) S - L L e(pX¡ +ci) « p l - 2i""P .
Q d=1 X, = I

p

2:
X;=I

x, =z;( mod Q)

(2.18)

(2.17)

Therefore, from (2.16),(2.15) we deduce

IRm(N)¡ « p(1 -~)( r- 2 ktl p 2k,-s « pr-s-~
Q Qr

p . (.-I)/2
T=L .2: J k¡.•(hQ,A2 , ... , A' _1, 0) S (2k l) · - 1 Q J k, .•(P)

h A 21 . • . ,A4I _ l

IAjl<k, Pi

x; + + X k\ - YI' - - Yk, = 0 }

XI + + Xk , - YI - - Yk, = hQ

X~ + ...+X k, - Yt - . . . - Yk: = Av, 1 S t/ S s
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and Lemrna 4 is pr oved. •

where J k (P) = J k (O ... O) < ee.
3

In. p 2k¡-s(s+I)/2 being kl > cos2 log s with c
1 , 3 1 , 3 , , - - ,

and co are positive constants, ( Arhipov-Karat zuba-Chubar ikov [1]). Then

where Al, . . . , A. hold ¡Av I < klP" j V = 1, . . . , s. We can writ e

(2.16)

whose var iabl es t ake the values

1 S X I , ... , X k, ;Y I ... , Y k, S P ; - k IP / Q < h < kIP/Q

and we denote Jk, .• ( Al, . . . , A.) the number of solutions of the system

For the int egral we obtain the fol1owing inequality

Moreover p l / 8 < q < p .-1 / 8 , and from Weyl inequality ( [4]) we deduce that



is solvable in X I for each Y2, . .. , Yr j 1 S Y2, . . · , y,. S pm - P . By Lernrna 5, the

congruence
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is solvable for all Y2, ... ,Yr . Then the congruence

Proof . ·We can write each X i in the forrn

For each 1'-1 different values of the variables X2,O, . . . , X 1',0 there is only one value of

XI,O , t hat 's pr-I -tuples ( X I ,O, •• . , xr,o). Repeating t his argurnent in an iter ati ve form ,

the number of solutions holds

Lemma 6. Lei Tp(pm) be th e numb er of soluiions of the congruence

X~ + ...+x: == N(modpm )

(2.19)

z ; = z, + Xi,OPP + ... + Xi ,m-P-Ip", -I ; 1 S X i, j S P

with xj== zj(modpP) j j=l, . . . , r ;l S(3 <m, (p ,IV)= l. Th en

Tp(pm) = p(r-I)(m - P).

Now, we prove that Tp(pm) 2 p(m-p)(r-l). In faet , as =i + ... + z: == N(rnodpP) 'and

(p,N) = 1 we have

Thus , we can suppose that p lZI and we obtai n

Since zf + ...+ z : == N(modpP) , we have

Lemma 5. Jf th e equa tion x· == a(m odpP) with (p ,s}= l , (x ,p}=l Í3 so lu ble , th en

x · == a(modpm) Vm > f3 is soluabl e a/30 .

The proof can be found in A.A.Karat zub a [6) (Chapter XI, pag 231 )

In order to st udy G(ZI, . . . , Zr ; N) it is necessary to prove th e following lernrnas

concerning congruences and singul ar series .



00

00

0 = 1

e(!:'xj) .
q

00

Tp(pm ) 2: p(m- P)(1'-I)

0000

¿ A(q) = TI(¿ A(pO)) = TI (1 +¿ A(pO)) TI(1 + ¿ A(pO))
q=1 P 0=0 p lQ 0= 1 p lQ

Lemma 7. . The expression G(ZI , " . , Z1'; N) give·n in (2.7) is a ·positive real number

non depending of ZI, . . . , Z1' .

Th erefore

i) If p lQ , then (po,Q) = 1 for a11 (\' 2: 1 , and
. • l'

A (pO) = " e( _ aN ) (2-~ e( ax
s

))e: pO .po e: pO
a:5 pCl x=1

(a,q)=1

00 00

I¿ A(pO)¡ S e21'sp-3 ¿ P- O(1' /s-l ) S f{ e21'sp-3 = c(r,s )p- 3
0 = 1 0 =1

where J{ = ¿:::'=I 2- 0 (1'/ s- I)+3 . If p > c(r, s) then 1 +¿:::'=I A(pO) > 1-1/p2 , and

for p S c(r,s) we have 1 + ¿:::'=I A(pO) 2: p-(1'-I) ,( [6] A.A.Karatzuba) . T hus we

obtain
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Proof. We will simp lify the complicated exp resi ón (2.7) by defining

¿ IA(q )j < +00.
q=1

It fo11ows that

thus , from (2.19) , (2.20) th e Lernma 6 is proved . •

00

G(zl, " " z,,;.iV) = ¿A(q)

A( q) = ~ e (-~N)D(Q; q) xtl

(a,q )=1 Xj = Zj (mod (Q ,q))

It 's trivial that A( q) = A(q) since the inner sum is the Ramanujan sum cq(Xj - Zj ) and

the refore it is an arithmetical function integer-valued . Moreove r A (q) is a multiplicativo

function and

(2.20)

is solvable and XI == zl(mod pP) , thereforc it fo11ows th at



(
ax · )e _1-

pO"-1 .

- ( r - l ) 1 e e 6
p > ((2) = 71" 2 > o

Xj= l

xj=zj (rnodp~) .

f=e(a(x1 +...~ x; - N) )_
a=1 p .

1II (1 - p2 ) II
p lQ p lQ

p>c(r•• ) p~ c(,· ,.)

0- 1 Q-l

_p pr
P
¿ e ( - :~I ) ÍI PO" PL
a=1 p j=1 P Xj =1

xj =zj (rnod p~í

A(pO" ) = ¿ e( - :-~ ) ÍI pfJ - O"
a $ p" j = l .

(a, p) =1

x1 +...+ x; == N (rnod pm); X j == zj(rnodpfJ); j = 1, . . . , r; m > (3;

00

. 00
1

G(ZI , "" Zr; N) = G(N ) =~ A( q) > ((2 { Q > O.

II (1 + ¿ A(p O")) = Q > O.
p~ II Q 0"= 1

m¿ A(pO" ) = pPrp-m(r-IJTp(pm) = p Prp-m( r -I)p( r -l )(m-P) = pp.
0"= 0

II(1 + ¿ A(pO") ) >
plQ 0"= 1

00

ii) If plQ then exist (3 such t hat pP 11 Q. If a- ::; (3 then (pO", Q) = »", and

A(pO") = p O" - pO"-I. If Q > (3 t hen (pO" , Q) = pfJ , we have

where Tp(pm) , is the nurnber of solutions of the congruence

Hence

And t hen "1m > (3 :

Thus we obtain

Then

Not e that ·G(ZI,' . . , Zr; N) = G( N) is independient of Z¡, . . . Zr and a pos itive rea l

numbers series and abs olu tely convergent . The Lernrna 7 is proved and consecuen tly

Tp(pm) is given in Lernma 6: If m = (3 , Tp(pP) = 1 , therefore , we ob tain
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the fol1owing theorem is proved . •

T heorem . We s'up7'ose that r ~ c3s2ln s , s > 2 P = [N~ ] ,and Q ~ p e with

c ~ min{ ir,~}. Th en we haue the followi ng asymptotic f ormula unijorm. on Q.

_ (f( 1 +~ )Y pr-s pr- s- "T-r
R (N) - f( l)S) ~G(N) + O( Qr ) as N --+ 00

where G(N ) ~ c > O i3 a certain aritmethical funeti on of N .
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In this paper the author establishes a teorern on rnixed trilateral generating

functions of extended Jacobi polynornials. Sorne special cases of the theorern have

also discussed.

The object of this paper is to prove the following .the~rem . in

connection with the mixed tri lateral generating relation .which inturn
yields the corresponding results involving Hermite, Laguerre, Bessel and
Jacobi polynomials .

( 1.2)

the extended Jacobi polinomial as
d

D = dx
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00

G(x,u,w) = L an Fn(a ,p ;x) gn(u) wn
n=O

ON MIXED TRILATERAL GENERATING FUNCTIONS

OF EXTENDED JACOBI POLYNOMIALS

Rev. Academia de Ciencias. Zaragoza. 48 (1993)

Netajinagar Vidyamandir. Calcuta-700092. INDIA.

Manik Chandra Mukherjee

Abstraet

If there exists a generating relation of the type

Putting S =~ and
b-a

defined in [1], is

1. Introd uc ti ón.

and we put p = S(x-a) , then

Theorem



such that

( 1.5 )

(1.4)

-zt) ~u, -- = ,¿. tn <J n( z ,u ,x )
l - pt n=O

00

zaG(x,u,wy) = L an w " [Fn (a ,p ;x ). yn z a] gn(u )
n=O .

Now we consider the operator

00

G(x,u,w) = L an Fn(a , p ;x) gn( u) w n
n=O

R = e[(x-a )(x-b)yz-l -ª- -(x-a)y2z-1 a + (b-x)y aa
z

- (1+p)(x -a)yz-1]
ax ay

R[Fn(a,p ;x) yn )za] = -(n+l ) Fn+l(a-1,p;x) yn+l za-l (1 .6)

e wR f(x,y,z) = [1 + wyp ] -~-l f( xz + bwyp , zy . z(z ~ AW Y») (1. 7)
A z +wy p z +wy p z+wyp

Operating both sides of (1.5) by e wR , we get

Let

64

Multiplying both sides of (1.4) by za and writing w y for w , we

h a ve

The extended form of the gro up generated by R is given by

Proof of the Theorem:

The importance of our theorem lies the fact that one can get a large

number of mixed trailateral generating relation fro m (1.3) by

attributing different values to an in (1.2).

(
X-Pt(1-At )a[ l - pt]-l -a-~ G --,

. l -pt
(1 .3 )

where
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( 1.9)wy z ), u ,
z + wYP

- 00

ewR { L an w n [Fn (u ,~ ;x ) y nz a ] g n( U) }
n=O

00 00

ewR { L an w n [Fn(u ,~;x) ynza] gn(U)} = LS
n=O n=O

n
S = L (anwn +k/k !) (- l) k (n+lh Fn+k (U-k.~ ; x ) yn +k za- k gn (U )

k=O

Therefore, we obtain finally

Frorn the right rnernber of (1.8) we get

(1.10)
n -- 00

= L- (wy/z )n L ( _z)n -k( an_k/ k !) (n- k+l h Fn(u -k,~ ,x) gn -k( U) zU
n=O k=O

( wy2p ) A ( AWY) G ( xz + b wp (b - a) ,ewR za G(x,u ,wy ) = 1 +-z' -l-a- p za 1 + -z- a
11. z + wY P

We now proceed to discuss sorne special cases.

Now frorn the last rnernber of (1.8) we get

00

ewR Za Gtx.u.wy) = ewR { L an w n [Fn (u ,~ ;x ) yn za] gn(U)} (1.8)
n=O

Equating the results (1.9) and (1.10) and putting (-wy/z) -= t we
have

00

(l-At)U [1 - pt]-l-U-~ G(X-bPt(X-a) , U , ~) = L tn o n(x,u ,z )
1-pt I-pt n=O

where

Sorne special cases :

where



00

Special case 3 :

<Jn(z,u,x)

.Putting b = -a = A = 1 , a = v-e-l , p = e -1 , replacing t by soofe ,

x by 1 + (2xe/s) , and e ---7 00, we get the following result involving
Bessel polinomial.

exp(-xt)(1+t)U G(x+xt , u , tz) = L tn <Jn(z,u ,x)
n=O

00

then

n
G(z,u,w) = L an L {u.n }(x) gn(u) w n

k=O

where
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exp(Zxt-t-") G(x-t, zt) = Lan [Hn(x)/n!] <Jn(z,u) tn

n=O

G(x,u,w) = Lan[Hn(x)/n!] gn(u) w n

n=O

If there exists a generating relation of the type
00

Result 2: If

get the following result involving Laguerre polinomial.

then

where

Special case 2 :

Putting a = O , P= b , A = 1 , b ~ 00 and L{Il ,n}(x) = L(Il)(x), we
n

Result 1:

Special case 1:

Putting a = ~ , b = -a = -{;;. , A ~ 2/ -{;;. , a ---7 00 , we get the

following result involving Hermite polinomial.



00

n n
= I (-l ) k a k( k) P { (~ , a-n+k) ,n }(x) gk(U) zk)

k=O

00

2. L. Weisner: Gr oup-theoreti c Ori gin of certain Generat ing Fun ctions.

Pacific J . Math . 5, 1955, pago 1033-1039.
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( l- t)CX {l - q)-l - CX-~ G(~ , u , ; ~~)= I tn <J n(z ,u , x )
n=O

G(x,u,w ) = I an P{ (~ ,a ),n} (x ) gn (u ) w n
n=O

00

00

<Jn (Z,u,x)

G(x,u,w) = I an y n(x,a, s ) gn( u) w n
n=O

exp (t)(1 - xt/s)l-V G(_X_ ,. u , ~/) == I ( tn /n !) <J n( z ,u , x)
l-xt/ s l- xt s n=O

1. K.R .Patil and N.K. Thakare : Operational fo rmulas and ge ne rating

functions in th e unified form f or th e classical orthog onal

polinomials . The Math. Student, 45(1), 1977 , pago 41-51.
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<Jn(Z,u,x)

th en

w he r e

Result 4 : If

get the following result involving Jacobi 'polynomial.

where

th en

Result 3 : If

Special case 4 :

Putting -a = b = 1 , A = 1 , q = ~ (x+l), P{ (~,a ),n} = p~~ , a) , we
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Abstract.

We discuss the S-order convergence which was introduced by the first author in [2.3] . Le

classify the previous R-order as well the Q-order as a N-order (necessary order. We obtain

sorne new properties of a fourth-(S) order Halley-Werner method which is third-(N) order [2].

We list the efficiency index (EJ.) table under senses of.S-order and R-order (or Q-order) for

well-known methods. Also we will give a numerical example to show that the definition of S

order is consistent with the numerical testing.

l.Introduction.

The definition of order of convergence in nonlinear approximation theory is less

considered than of convergence theory [1.2.3,4,5.6,7,8]. The most people way for defining

the arder of convergence is by a natural estimateof the form:

Throughout this paper we will assume that the sequences {Xn}.{Yn} introduced here

belong in a metric space for all n ~ O.

Ortega and Rheinboldt classified this idea and defined two strict definitions of order

which are called R-order and Q-order [5]. It is well known that there are two different versions

for the convergence of Newton 's method. One is a necessary conditions and the otheris the

famous Ostrowski-Kantorovich theorem (sufficient conditions for convergence) [4,7]. But the

R-order or Q-order constitute a necessary condition for finding the order which we classify it as

N-order. It seems to us that the condition of order of convergence is not consistent with the

condition of convergence. In this paper, our theorem .essentially answers (partially) to the

following question: Is it possible to find sufficient order (S-order) from the characteristics of

iterations

69



(2.3)

lim
n--+'"

lim
n--+'"

*t .

*C(t )

*C(t )

It is well known that Newton's method is given by ·

. -1
Xn+ 1. = Xn - P' (Xn) P(Xn ) , n ~ O.

1. - '-J 1. - 2h i

h ~.

Now we are ready to apply the definition of S-order to sorne well-known methods.

a. Newton's method .

where,

Multistep case:

Fir st we have to find the Ostrow ski-Kantorov ich represent ation of P(Xn+ 1). From the

approx imation for all n ~ O,

with being R the Ostrowski-Kantotovich representation of P(Xn+ 1).

70

One step case:

Definition 2.2. The asymptotic error constant C(t*) is defined as follows:

for sorne c> O and for all n ~ O, where

Multipoint step case:

First let us recall the definition of S-order from [2,3] .

Definition 2.1. (S-ord er) Le t g(t) be a testing function of order 2. Assume that g(t) = (K/2) t2 

(llb)t + (h/b) , K, b, h , and h = Kbh < (1/2 ) are pos itive real numbers. A sequence of

iterations (one step or multistep iterations without memory) defined in a metric space is said to

convergence with the order p ~ 1 to a point X* if in

One step case:

2. The definition of S-ord er.



(2 .6)

(2.7)

(2 .8 )

g( t n+1 ) K

( t t ) 2 - 2
n+1 n

1

- Xn ) 3I p " (Xn + t (Y
n

- Xn » dt

O

R(t , t ) =.!s (t _ t ) 2
n n+1 2 n+1 n

O

P" ( X
n

)

- P' (X) (Ynn

1

I - t ) 2 _.!s (t - t ) 2= K(l - t)dt(tn+1 n - 2 n+1 n

71

1

+ ~(Y - X ) 2I[2P" (X +t(Y
2 n n n n

O

1

= IplI (Y + t(X
n n+1

O

P( Xn+1) = P( Xn+1) - P( Xn) - P' (X
n)

(X
n+ 1

- X
n)

1 (2.4)

= Ip"(Xn + t(Xn+1- Xn » (1 - t ) d t (X
n+ 1

- X
n

)2

O
Replacing P(X) by g(t) and have

1

g(tn+ 1) = Ig"(tn + t(tn+1 - t
n

» (1 - t )dt (t
n+ 1

- t
n

) 2

O (2.5)

since

and therefo re we have

So, we gel

. E(g(tn+1), t n, t n+ 1) = g(t
n+ 1)

~ (t
n

+
1

- t
n

) 2

Thu s, we finaIly have PS = 2 = PN , and

b. Chebyshev method .

The Chebyshev method is described by

P(X
n

)

y = xn - P '(X )
n

It is easy ro see that we have the foIlowing Ostrow sk i- Kantotovich represe ntation for
aIl n ~ O:



(2.12)

(2. 11)

(2.10)

> O.f e r n

te s
n

2--.] 1 - 2 h i

1
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1

- X )3fp,,(y +t(X -y »tdt
n n n+1 n

O

1

(s - t l2 f g/(t +
n n n

O

O

P" (Xnl
(Y

P' (Xnl n

1 P" (Xnl

1 + "2 P ' (X l
n

1

=fp"(Y+t(X Y»(l t)d 2n n+1 - n - t(x - Y ln+1 n
O

1
X

n
+

1
= Y

n
2 -----.:.:...-------

The halley method is defined by

P( Xnl

Yn = xn - P'(X l
n

+ ~ (Sn - tnl2 J [2g"(tn +t ( Sn - t n» (1 - t) - g"(tnl]dt

O

= [ K

3

2 (sn - tnl - 2g~:t l] (sn ~ tnl3
ag ' (tnl . . n

. 3
= Cc(tn , Snl (sn - tnl I fer all n ¡; O.

Thus, we gel PS = 3 = PN , where

g(tn+ll

(s - t l3
n n

Replacing P(X) by gel), we obtain
1

g(t l = Jgll(S + t (t
n+1 n n +1

O

g" (tnl

2g ' (tnl

We find the Ostrowski-Kantorov ich rep resent ation of P(Xn+1) for all n ~ O as
follows:

c. Halley melhod.



(2.15)

(2.13)

(2. 14)

, for n > O.

G = H(sn - In) • we obtain

p
l l (Xnl

1 + P' (X
n)

(Yn - Xn)

1

- X
n)3J

PI'(X
n

+ t(Yn - X
n»

(2t - l)dt

o

1
PI'(Xn) 2

(Y - X )
2 P' ( X

n
) n n

P" (X )
-..,.-..,.-..::n:.... ( Y X)

1 + P' ( X ) n-n
n

P(X
n)- - - -

P' (X
n

)

pl l ( X
n

)

2p l(X ) (Yn
n

y = X
n n
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1 1

J gll(tn + t(sn - t n » ( 2t - l)dt ~ J K(2 t - l)dt = o

o o

1

~ (Yn - Xn)2 J[2P I I( Xn + t(Yn - Xn» (1 - t) - P"(Xn)]dt

o
+

[
2G 1 ] GK (sn - In) 2

g(ln+1) = ~ -~ 2 = CH(tn ,Sn)(s n - In)

Notice that

We define the iteration

S · K do, putnn g H = 2g ' (ln) ,an

Then, theOstrowski-Kantorovich representation for all n ~ O, is
1

P( Xn+
1

) = Jpll (Y
n

+ t(Xn+
1

- Yn»(l - t)dt(Xn+
1

- y n ) 2

o

K2~
Hence, we dedu ce that PS =3 =PN and CH(t*) =4" 1-2h

From Traub's theory point of view [9,10] , the maximum order of convergence of

Chebyshev as well as Halley methods by using triplet infonriation (f, f', f") at the same point is

3. Now we will show that it is no true under the sense of S-order.

d. A Halley-Wemer Type Fourth-order method.



(3.2)

(2.16)

7.

*C (t )
"'1

iff

1

g(t
nH) J g"(sn + t(t

nH
o

=~ (tn+1 - s /2 n

Therefore, we deduce
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1

J[2g ll ( t +t(s -t»)(1 -t) -g"(t )]c:it O
n n n n

o

K3p2
Hence, we get PS=4 > 3 =PN, and CH-W(t*) =8(l-2h)

CH w(t ; s ) ( s - t ) 4
- n n n n

Two iterative functions 'JII and 'JI2 are said to be in the equivalent class if the ratio of

their asyrnptotic error constants is a non-zero nurnber y. That is,

Two iterative functions 'JII and 'JI2 are said to be not in ·the équivalent class with

order n if the ratio of their asyrnptotic error constants is KnpnY/(1-2h)nf2 , where y is a
independent non-zero

Definition 3.3.

Definition 3.1.

In this section, we introduce a new definition to classify general iterative rnethods

which is called the equivalent class .

3. Sorne Properties of the Asyrnptotic Error Constants and EJ.

and



1. 587

1.442

CH_W = 8(1 - 2h )

2h "

KI3

4"\11 - 2h '

1.442

1.442

1.442

1.442

C
_H_-_W = ---':':"""::'--_
. C

n

1.414

1.414

Newton (2.3 ) Cheby shev (2 . 7 ) Hall ey (2.11 ) Halley-Werner (2 .14 )

Xo 2 2 2 2

Xl 2. 1 2. 094 2 .09 43 39 6 2 . 0946429

- 2 0 . 5 5 1*10- 3 -3 -4
El 0 . 544 9*10 0 . 211 *10 0.91*10

4. The Numerical Example: In this section , we present two numerical examples lo illustrate the

previous theoretical conclusions. We consider the function f(X) = X3- 2X - 5 . Denote El =

IXl - X*I . Then, we have the following results:

Tab le 2

Ta ble 1

that completes the proof of the theorem . We now list two different EJ. tables.

Newton(2 .3 ) Chebyshev (2 .7) Halley ( 2 .11 ) Halley-Werner (2.14)

Therefore, we obtain

75

Proof: Let us recall that

EI(R)

EI(S)

Theorem 3.4: Accord ing to the aboye definitions we have the following concIusions: (i)

Chebyshev and Halley methods are in the equiv alent class; (ii) Newton and Chebyshev (or

Halley) methods are not in the equivalent cIass with order one; (iii) Newton and Halley-Weme r

type methods are not in the equivalent class with order two; (iv) Chebyshev (or Halley) and

Halley-Werner methods are not in the equivalent class with order one.
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Recently Yarnamoto [81 gave a posteriori error bounds for the

77

II F ' ( XO ) -1 ( G ( X+h ) -G ( x ) )~B ( r , lI hll ) , xEU(xO, r ) , O s r ~ R, O s IIhll s R - r

(2)

II F ' ( XO)-l(F' ( X+h ) -F '( X))II ~A( r, lI hll ) , xEU(xO,r ), O ~ r ~ R, O~lIhll s R-r

(1 )

(1 980 ) A.M.S. clas s ification codes: 49015, 47H17, 65 .

Key words and phras es .

Zinceko iteration for solving nonlinear equ ations . Using Zabrejko and Nguen

bounds [3]. Unde r simila r a s sumptions we show t hat our a pos te riori error

bounds a re sharpe r than Yarnamoto' S.

assumptions [9], he showed that hi s estimates a re sharper than Miel-type

.00 THE A POSTERIORI ERROR BOUNDS FOR A CERTAIN lTERATIOO
UNDER ZABREJK0-NGUEN ASSUMPTIOOS

Abstract.

Rev. Academia de Ciencias. Zara goza. 48 (1993)

equation .

1. INTRaOUCTIOO. Let X and y be Banach spaces and U(X
O'

R) be the

c10sed hall with ce nte r Xo and radius R i n X. Suppo s e that the opera to r s

F and G are de fined on U(XO' R), with values in y such that F i s

Fré chet differentiable a t eve ry interior poi nt of U(X
O'

R) , F' (XO)- l ex i s t s

and



(6)

( 5)

(3)

are sharpe rand*lI x - x 11
n

in U(xO' R), as well as error es timat es on the•x

F(x) + G(x) = O in U( xO' R)

(a) the funct ion aA(O, t ) - is postiive, continuous and non-decreasinga t

on [O, R - r l with A(O, O) Ir:; O;

(b) B i s linear in the second variable and the function aB(R,t) isat

than the ones given by Zabrejko and Nguen in [9J .

Using the fo rros (1) and (2) instead of (5) and (6) we showed in [ll that

In this pape r we provide sorne a posteriori error bounds for iteration (4)
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wi th the ones obtained by Yamamot o in [81.

positive , continuous and non-decreasing on [O, R - r l .

•We are concerned with approximating a solution x of the equation

A s imple example is also provided where our results compare fa vorably

B(r, t ) = e Lr l t

A( r , t) - k ( r) t

whi ch are sharper than the ones given by Yarnamoto in ["81.

our error estimates on the distances

Yamamoto i n [8] gave a pos teriori error bounds for the ite ration (4) fol l owing

a suggestion given in [9 1.

uniqueness of solution

where k( r) and ~ ( r ) are non-decreasing functions on th e i nt e rva l [O, Rl.

and

using Newton's approximations given by

Zabrejko and Nguen in [91 gave sufficient cond í tions for the existence and

*distances lIx - xnll and lIxn+
1

- xnll when

Here A, B a re positive, continuous functions of two va r iabl es such that if

other on the i nte rval [O, Rl. Moreover, the foll owing are true:

one of the va iables is fixed thf~ A, B are non- dec , easing functions of the



( B )

( 7 )

(9 l

r + a
n

79

~~ (t) = B(R, t) ,

",( r ) - ~ ( r) + ~ ( r ) ,

-1
a = IIF ' (x

O
) (F( X

O)
+ G( X

O
) ) II ,

w( r ) • J :k (t) dt ,

~( r ) = a - r + J:W(t)dt

un(r) -. bJ: [f :k ( rn + s)ds + t ( rn + t l )dt ,

c rr¡ f t k(Pn + slds + t ( p + t ))dt
nJ O O ' n

~~(r) • (a - r)(1 - A(O, r)) + J:A( r, t)dt ,

~(r) • J:t(tldt ,

",~ ( r ) • ~~(r ) + ~~ ( r ) , for al l, r E [O, R) .

Set

n. PRELIMlNA.'UES. To j us t i fy the clairn made in th e i ntroduction we m.rst;

respect i vely.

reproduce sorne of the resul ts and nota tion given i n (1) , [ 8 J and [9 J

Moreovér, set

and

where



(13)

( 11 )

(1 4)

(12)

~ Pn , provided* *Po ~ Pwhe re

and satis fy the es t imat es

*Then equation (3) has a solution x in the

Un ( r) = O, n = O, 1, 2, ...

*n , belong t o U(XO' l' )

* *I\x - x 11 ~ Pn
n = O, 1, 2,

n

*
~ (1' - Pn) an/APn

n = O, 1, 2,

*~ ( 1' - pn )an_1/APn_1 ' n = 1, 2,

*~ l' - Pn
, n = O, 1 , 2,

Yamamoto showed i n (B, p. 9B9J t hat the equation

and

fo r all

(1 - A(O, r ))-1,
n

*ball U(x
O'

P ), which is unique in U( XO' R) . The i t e rat es (4) are defined

80

'« P
n)

,
Pn+l = P

n
-~ ' Po = Cl , n = o, 1, 2 , ••.. (10)

n

i nte rval (O, R] and '« R) ~ O.

*THEOREM 1. suppose that the fur.c t í.on ,(( r) has a un íque zero l' ir. the

and

as follows :

that a
n

> O, n = O, 1, 2,

We can state proposition 4 in [ 91 and Theorem 2 in (B] i n a combined form

has a unique solution

where t he sequence (p n) is given by (10).

Furthermore, we must define

and



- *THEOREM 2. Suppose that the equati on ~ 1 ( r ) has a unique zero P in the

i nte rva l [O, R] , 1 - A(O, R) > O and ~1 ( R ) $ O.

Then

where

was

(16)

(15)

( 20 )

(19 )

(21)

-* -*
Po = Pwhere

n = o, 1 , 2 , • . . .o ,

O, n = 1, 2, •••

- *[O, Pin

Ü (r)
· n

81

,p..,(r) ~ ,p(r) , O $ r ~ R ,

*p -a $ (P2 - a)(1-A(O, R ) ) .

A(r, t) ~ w ( t ) , O ~ r ~ R, O ~ t ~ R- r ,

ün(r) E [fA(r , t + rn)dt + B(R, r + r) J ,
n o n

vn( r ) a e [f A(r , t + P )dt + B(R, - r ) ]Pn + ,
n o n

Ap = P - Pnn n+1

(a ) the sequence ¡Pn}, n = O, 1, 2, .. . given by (15 ) is

-*monotonica lly i ncreasing and converges to p

-*(b ) The i terates genera t ed by (4) are wel1-defined in U( xO' P ) for

al1 n, and satisfy the estimat es

II xn+1 - x 11 < P - p < p - P n = O, 1, 2, . .. (17 )n - n+1 n - n+1 n '

proven in Theorem 2 and Proposition 1 of [1]. In particul a r , we showed:

has a uní.que solution

We wi11 show that the equation

and

provided that

and

and



n = O, 1, 2 , . , . .

n = O, 1, 2, . . .

-* - p- < p*
P n - - Pn '

The proo f of t he theo rem will be based on the princi pIes

*+ (G(x ) - G(xn )) ] ,

82

* -1 SI * *x - xn+1• -F '(x) [ F' (x + O(x - x) ) - P' (xn)J(x - xn) dOnOn n

~ 5 [S\ ( O, Oen)endO + Bn( O, en ) ]nOn

e

s bn[I
o

nA(en, t + rn) dt + B(R, e + rn) 1 ~ un(en )n

Using the identity

PROOF .

We can now j ustify t he cl a i m made at t he int roduc t i on.

*and th e es t i mat es (1 ) , (2) we obtain with en = II x - xnll

en+1 ~ II F' (Xn )- l p' (Xo)II [S: II F' (Xo)- l (F' (Xn + O(x* - xn)) - F'( X
n))1I

* -1 *- Ilx - xnll d8 + IIF ' (xO) (G(x) - G( xn) )11]

developed by Zabrejko-Nguen in [9 ], Yamamot o i n [7 ] , [ B ] and Argyros in [1 ].

and

TIJEOREM 3. Under the assumpt i ons of Theorems 2 and 3 we have

(a) the followi ng estimates are t rue

* - * n ~ O, 1 , 2,II x - x 11 ~ Pnn

- *
- Pn) a/APn , n ~ O, 1 , 2,s (p

- *
- Pn )an- l/APn- 1 '~ (p n = 1, 2,

- * n ~ O, 1, 2,s p - Pn
...

(b) Moreover, the following are true



(22)

which is unique in
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in

- ji ) = O .n

By

Moreover, let

we get

e

~ Cn[JonA(en, t + Pn)dt + B(R, en + Pn)] • vn(en)

Since,

we obtain

By the definition of Ün, Vn and Wn we have

That is

forall rE[O,R-rnJ.

To avoid repetitions we show as in [8, p. 9911 that the equation

Then

Ün( r) • O has a so1ution

[O, R- rnl.



and

details to the moti vated reader.

~ 0' -

*IIx - x 11
n

(24 )

(23 )n - 1, 2, •• , .

- * ( * f o r all n = O, 1, 2 , ... .Pn - Pn r

(b ) Using hypothes es (19 ), (20) and (21) we obtain

ün( r f ~ UnI r) for all r E [O, R] .
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Then us ing the definitions it can easily be seen that

* - *Po - .10761178 and Po = .10752104.

It í s now simple calculus to show that the hypotheses of Theorem 3 are

sati sfied. Therefore, the conclusions apply .

The rest of the estimates in part (b) follow similarly using (17), (18)

The estimates in par t (a) of the theorem now follow f rom (22 ) and (23) .

That completes the proof of the theorem.

As in [8, p. 993] using the Gragg and Tapia technique [3 ] and the pr oof

F( X )
x

[xO' R]e - e on

wi t h Xo ~ .9 and R - .11. We set

k(r) r
- e

cons i de r t he real equation

That is

III . APPLICATIONS. We now provide an example where our estimates compare

favorably with the ones i n [8]. Let us assume for simplicity that G - O and

and (24).

In particular,

of Theorem 3 we can easily provi de lower bounds on the distances

which a re sharper than the ones gi ven by Yamamot o in [8 ]. We l eave t he

Similarly we show that

an ~ (APn/ APn_1)an_1 '
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Preliminaries .

Abstract .

RESULTS ON FI XED POINT THEOREMS

H i s a

and k > l . The n f o r e ac h

It i s we l l -know n that

s u p ( d ( a , b ) :a E A, bE B},

ma x {sup (D( a ,B) :a E A}, sup(D( A , b ) :b E B } } ,

6(A,B),

, H(A, B)

F .U . Rehman* , M.S . Khan** and B. Ahmad * **

We denote CB(X) (respt . BN(X) ) , a set o f all non -empty closed a nd

SATISFYING A RATIONAL I NEQUALI TY.

D(A,B) ;, In f(d(a,b): a E A, b E . B} ,

a E A r there i s b E B s.t. d(a,b ) < k ¡ (A,B) . If d(A,B) = O , then A

B {a} ( lerruna 1 [4]) . In [1], B. Fishe prove d the ore m 1 with a ce r tain

rationa l i ne qual i t y . V. Popa [3 ) gave a similar c orrunon fixed point t heo rem

for two multi f u nc t i ons satisfying a rational inequality and for sequence of

multi f unctions which genera lizes theorem 1 of B. Fisher [1] .

I n this paper , we prove res ults of B. Fisher [1] and V. Popa [3]

with different rational inequa lities and f or seq ue nces of se l f and

muLt Lv a Lued ma p p i ng s . M. S . Khan [2] proved theorem 2 , which classifies

metric spaces in which each x E X is a fixed point . We also prove tw o

results which classify metric spaces satisfy~ng a ret iona l i ne q ua l i t y (s ee

theorem 7 a nd 8) .

bounded (respt. bounded) s ubs e ts of X.

Hausdorff metric on CB(X) . Let A , B E CB(X)

Let X denote a complete me t r i c space unless otherwise s t a ted.

Define for any non-empty subsets A , B , o f X,

In this paper, we give f ixed point theorems satis f y i ng a r a t ional

i nequa l ity .

Re v . Academia d e Cie n cias . Zaragoza 48 (1993).

87



m- n -l
E an ~i.d(x ,x )

i=o O t

88

0 + 1 m-l
+ a + •••••• + a ]

p-q p-q
d ( y , S {x}} +d (.x,T (y»

m - . n " '

d( x ,X) ::: a d t x oX ) ~ •••••~ and(x oX )
n ... 1 n n n -1 o 1

dq(S ' ( x l, T (x »
n + 1 20 n 2n-1

m- n-i

.s, 'd ( x n<, ,.xn<'·<t) ~

.=' d( x , x ) La n
o : t

d( x ·, x ) ~ and (~ , x l .
o ...1 . n ' o i

In general

Similarly, d( x , x ) ~ ad ( x ,x ) .
2n 2n-1 2 0 - 1_ . 2 n- 2

q ' p p .
c [d( x . ,S (x »+d( x ,T( x »]

: 2n-1 Oto! -zn 2n n 2n-i

p-q .. p-q
d ( x oS (x »)+d ( x ,T( x . )

2n-1 0 + 1 2 n 20 n 2 0 - 1

dP- q( x . , x » + dP-q( x , x )
. 2 n- 1 2 n+1 2n 2n

d
q

( x ,X) ~ e d( x ,x )
2n + 1 2n 2 n -l 20 .,. 1

dq (S ( x} ,T ( y» s ----------'-----'---
. m , ' n

Define a s equence (xn) in X as : X2n e Tn(x2n - 1 l , x2n+1 e Sn+1(X2n l

Let {Sn} a nd (Tn } be sequences of s e l f maps such that

For ro > n , we have

d(x , x ) ~
m n ·

or

whe re O < a = c/1 - c < 1 .

o r

o r

then

f er all x,y in x , f or which dP-q( y ,Sm{x)l + dP-q( x ,Tn(y» * O , O < c

< 1/2 t q ;:: 1 , P > q , P ;:: 2 . Then (Sml and (T n} have a unique cernmon

f i xed point.



X = y.o rO

x = Tm(x ) , for a ll m.

d(x,y)

or

o r

cq[ dP(x , S ( x ) + dP ( x , T ( x » ]
. . nt 1 2 n 2 n m

dP~q( x, S '" ,( X » + dP -q(x , T ( x l )
n i: i 2 n . 2 n m

, dP - ~ ( y , S ' ( x » + dP-q (x,T (y »
. . m n

+ dP(x, y)]

d (x ,Tm (x » = O

or

or

p -q p-q
d . ' ( y , x ) + d ( x ,y)

The o r em 2

Thi s completes the p r oof .

When n -7 00 , we ha ve

dq(x ,T (x ) - dq (S (x ).T (x» "" _-::-::-::-_--;-_ _ -='--- :..:..:.-.::=----__
2 n+ l m ' 01' 1 2n m

or

unique co rnmon fixed po i nt .

If (Snl and ' (Tn l are seque nces of mul t i va l ue d ma pping s from X

to CB(X) such t hat

for a l l x , y i n X for which HP-q( y , Sm(x» + HP-q (x,Tn (y » * O , O < c <

1 , O < e < 1 , P > q , q ~ 1, p;:: 2, then (Sn l and (Tn l . ha ve a

or

Similarly , X = Sm(x ) , fo r all m. Fo r t he uniquene s s, l e t y * X ,

s uch t hat y = Tn (y ) = Sn (y ) , f or a l l n . Then

When m,n -7 00 , d(xm,xn ) -7 O. This s ho ws t ha t (xnl i s Cauchy

sequence and hence converges t o x in X. Then'
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p-q .
H (x , T (x »

Zn m

p-q
d ( x ,x »

2n 2n

is a Cauchy sequence and

+ HP-q( x ,T (x ' . »
2 n n 2n -:.1

d P ( x , x )
2 n 2n

(xnl

x = U = Tm(x ) . Similarly x E Sm(x)

1xn 1 in X a s: x2n E Tn (X2n- l ), x2n +l E

llP~q(x,S ( x » +
n t i Zn

+dP( x , u ») ·Z n .

(Tn) are s e q ue nc e of multivalued mappi ngs on X

HP-q( x ' ,S (x »
2n-{ _ . n+1 20

aqcp-tl [ dI' (x ,x l +
. 2n -1 20 .... 1

d(x ,u ) = O or

c [dP(x,x )
2 0 .. 1

·d P -
q

(x x )
J 2 n + 1

If ISn) a nd

Theo rem 3

When n ~ 00 , we have

d( x ,x ) S ' c d (x ,x ).
2 n + 1 2 0 . ' 20-1 20+1

Simple c alculations give tha t
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f or al l x , y i n X, . f or which dP -q (y ,Sm (x » + dP- q (x , Tn (y » lt O r O < c

< 1 /2, q ~ 1 , P ~ 2 , p > q , then (8 m) and {Tnl have a unique

c ommon fixe d point .

to BN (X) suc h that

f o r al l m. The uniqueness can be obtained easily . This c ompletes the proof .

or dq (x,u ) = . 0 o r

hence converge s t o s orne x in X. To s how that x E Tm(x ) fo r a l l m, let

u E Tm(x) f o r a l l m , then

o r

De f ine a sequenc e

S2n+l(X2n) such t ha t

c - l > 1 The n



ha ve a unique common fixed

C1ear1y , u E Sn (u ) and u Egn {u)

d P- q
(y , f (·x » + dP-q ( x,S (y»

m . n

(fn) , (gnl : X -) X s uc h that fo r each x , y in X ,

S, (T }·:X .. X and S i s continuou s ,
n .

X is · c ornp~e te wi t h re~pe~t t o e ,

e(x , y )" ~ . d( x, y),

d
q

( f ( x). S (y» s - - - ---.-:::-- - --- :.:...---
m n

( 4 )

(3 )

0 "1
(2 )

Then by t he o r em 1 , {f n) and (gn)

Define
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Define a sequence (xn } in X as: X2n = Tn(X2n-1 ) and x2n+1

SX2n . The n as in theo rem 1, {xn) is a Cau?hy s e q ue nce with respec t t o d

Tb e o r e m 4

for a 11 x ,y i n X for wh i c h dP -q (y ,Sx ) + dP -q {x ,Tn (y» ~ O , O < C <

1 / 2 p <: 2, q <: 1 , P > q , t hen S a nd (Tnl have a unique common

f i xe d point .

Let X be a metric space with respect t o t wo metric s e a nd d .

If X satisfies the c onditions :

proof.

point say u . Then u = f n (u )

Tn (u ) f or a 11 n . The un iqueness i s easy to estab1ished . This c omp l e tes the

o r

fn(x) E Sn( x) gn(Y) E Tn(y) in such a wa y t ha t d (y ,fn (x » <:

cH{y ,Sn(x» and d (x,gn{ x» ~ cH{x,Tn(y» . Then



S .

Th i s c ompletes

dq (x ,Sx )

x = Sx .o r

The n e a c h x in X i s a f i x e d

o r d(x, Sx ) = O

we can prove

o

TbeQrem 7

Le t x E X b e a r bit ra r y . Then

Let S be a s e l f map o n X s . t . for a l l x ,y in X and p ~ 2

p> q , q~l ,

p -q p -q
d ( y , Sx ) + d ( x ,Sy)

whe r e dP -q (y ,Sx ) + dP - q (x ,Sx) ;t O. The n each x E X i s a fix e d point of

dq (Sx ;S y ) <';
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dP- q( x,sx) + dP-q(y, Sx)
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o r dq (x , Sx ) O
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Similarly,
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ON COMMON FIXED POINTS os
WEAKLy COMMUTING MAPPINGS.

Y.J. Cho, K,S , Park *, T. Mumtaz **, M.S. Khan ***

Abstract.

In this paper, we give common fixed point theorems in metric spaces and 2-metri c

spaces in terms of an asymptotically regular sequence. Our main theorems generaliza the results

of B.M.L. Tiwari - S.L. Singh and M.S. Khan - M. Swa - leh.

I. Introduction and preliminaries.

In [27] S.L. Singh proved the following :

Theorem: Let (x,d) be a complete metric space. Let S and T be mappings [rom X into itself

such that

(1 .1) T is continuous,

(1.2) S(X) e T(X)

(13) {S,T} is a commuting pair (i.e ., STx = TSx [or every x EX),

(1.4) d(Sx,Sy) ~ a{d(Sx,Tx) + d(Sy,Ty») + b{ d(Sx,Ty) + d(Sy ,Tx») +

cd(Tx,Ty) for every X,y E X, where a, b, e, are non-n egative real

numbers such thai O < 2a + 2b + e <1

then S and T have a unique common fixed point in X.

We remark that ifT is the identity mapping on X, therrthe condition (1.4) reduces

to the well-known contraction condition introduced by O.E. Hardy and T.D. Rogers «(lO]).

Recently, B.M.L. Tiwari and S.L. Singh ([33]) obtained sorne common fixed point

theorems for a family of mappings satisfying thecondition (1.4), which extend and unify

several well-known fixed and common fixed point theorems. In [3], H.W. Engl introduced

initially the concept of an asymptotically regul ar sequence in metric spaces, which is very

helpful in the study of problems related to the fixed point theory and, using this concept, M.S.

Khan - M. Swa - leh ([7]) and B: Ram ([21]) established sorne fixed point theorems in 2-metric

spaces.
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On the other hand, the conc ept of 2-metric spaces has been investigated by S.

Gahler in a series of papers [6] - [9] and has been develop ed extensively by C. Diminnie, R.

Freese, K. Is'eki , M. Newton, A. White and many othersd ([1]-[2], [4]-[9], [11]-[13], [20]) .

A 2-me tric space is a set X with a real-valued function d on X x X x X

satisfying the following conditions:
(1) For two distinct points x,y in X, there is a point Z in X such that d(x,y,z) ~ O,

(2) d(x,y,z) = O if at least two of x,y,z, are equ al,

(3) d(x,y,z) = d(x,z,y) = d(y,z ,x),

(4) d(x,y,z) ::; d(x,y,u) + d(x,u,z ) + d(u,y,z).

d is called a 2-metric for the space X and (X,d) is called a 2-metric space. It has

been shown by S. Gahler ([6]) that although d is a continuous function of any one of its three

arguments, it need not be continuous in two arguments. If it is continuous in two arguments,

then it is continuous in all three arguments. A d which is continuoiis in all of its arguments

will be called continuou s.

K. Iseki ([10]-[13]), S .E. Rho ades ([22]) , M.S. Khan ([16]-[ 17]), S.L. Singh

([28]-[32]) and a numbe r of other mathematicians ([18], [19], [21], [23], [26]) have studied the

aspects of fixed point theory in the setting of the 2-metric spaces. They have been motivatied by

various concepts know n for the metric space s and have thus introduced ana logue s of various

concepts in the frarne work of 2-metric spaces.

In this paper, we give sorne common fixed point theorems in metric spaces and 2

metric spaces by using an asymptotically regular sequence, which extend and generalize sorne

results ofM.S. Khan - M. Swa leh ([17]) and S. M.L. Tiwari - S.L. Singh ([33]).

11. Cornrnon fixed point theorerns in rnetric sp aces.

Throu ghout this section, let (X,d) be a metric space.

Defi nition 2.1. Let S and T be mapping s from X into itself. A sequence {xn} in X said to be

asymptotically S-regular with respect to T if

lim d(Sxn,Txn) = O
n -7 00

If T is the identity mapping on X, then Def. 2.1 reduces to that of H.W. Engl ([3]) .

Theorem 2.1. Let (X,d) be a complete metric space. Let {Sn} be a fami1y of mappings from X

into itse lf and T be a continuous self-mapping on X such that for each n E N,

(2.1) {Sn,T} is a commu ting pair,

(2.2) There exists an asymptotically Sn-regular sequence in X with respect to T ,
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(2.3 ) d(S¡x ,S¡y) S; a¡d(S¡x,Tx) + a2d(S¡y,Ty) + a)d(S¡x,Ty) + 114d(Sjy,Tx ) +

+ a5d(Tx ,Ty) ,

for every x,y E X and i,j E N , i * j, whére a¡ (i = 1,2,3,4,5) are non

negative real number such that max (a¡ + a2, a) + 114 + a51 < I

Then, for each n E N , Sn and T have a unique common fixed point in X.

Proof. Suppose that (xnl is an asymptotically Sj-regular sequence with respecto to T for each

i E N. Then lim d(Ax,S¡xn) = O for n -t 00 and for each i E N. Now for each i,j E N ,

i * j , consider the inequality:

d(Txn ,Tx m) S; d(Txn ,S¡Xn) + d(S¡xn,SjXm) + d(Sjxm,Txm)

S; d(Txn ,S¡Xn) + (a¡d(S¡xn,Txn) + a2d(Sjxm,Txm) + a)d(S¡xn,T xm) +

+"114 d(Sjxm,Txn) + a5 d(Txn,Txm) 1 + d(Sjxm,Txm)

Therefore we get

As m,n -t 00 , it follow s that (TxnJ is a Cauchy sequence in X. Then since (X,d)

is complete, TXn-t z E X. AIso the asymptotic regul arity of (Xn 1 would mean that S¡Xn -t

z. Further the continuity of mappin g T yields that T2xn -t Tz and TS¡Xn -t Tz for each i E

N. On the other hand , since S¡ and T are commuting for each i E N, S¡Txn -t Tz. Now

for each i,j E N, i * j, we get

d(Tz,S¡z) S; d(Tz,SjTxn) + d(SjTXn,S¡z)

S; d(Tz,SjTxn) + a¡d(SjTXn,T2xn) + a2d(S¡z,Tx) + a)d (SjTXn,Tz) +

+ 114d(S¡z,T2xn) + a5d(T2xn,Tz)

Letting n tending to infinity, we obta in

d(Tz,S¡z) S; (a2+114)d(Tz,S¡z) for each i E N.

"Thus Tz = S¡Z for each i E N. Again for eac h i,j E N, i * j , we have

d(S¡TXn,Sjxn) S; a¡d(S¡Txn,T2xn) + a¡d(Sj xn,Txn) + a¡d(S¡Txn,Txn) +

+ a¡d(Sjxn ,T2xn) + a¡d(T2xn,Txn)

As n -t 00 we are left with d(Tz,z) S; (a) -a4-a5)d(Tz,z), which impli es that
Tz=z.

Therefore we have z = Tz = S¡Z for each i E N. So z is a common fixed point of

Sn" and T for each n E N. The"uniquence of the comm on fixed point z ca n be eas ily

established. This complete the proof.
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Then wehave

n -? 00n~oo n~oo

$ lim [al (d(Snx,Tx) + d(Sn+ly,Ty») + a2{d(Snx,Ty) +

n ~ 00 +d(Sn+ly,Tx») +a3d(Tx,Ty)

d(Sx;Sy) $ al (d (Sx,Tx) + d(Sy,Ty») + a2{d(Sy',Ty) + d(Sx,Ty)) + ajdf'I'x.Ty)

which implies that

d(Sx,Sy) =d(liro Snx, lim Sn+lY) = lim (Snx, Sn+lY)=

98

Proof. Let XQ E X be arbi trary. Then TXQ is also a point of X. Since Sn(X) T(X) ,
. .

we can put TXn = Sn(Xn-l) for eac h n E N. The n as in the proof of Theorem 1 of B.M.L.

Tiwari and S.L. Singh ([33]) , we obtain

which means that (Txn) is a Cauchy sequence in X. Hence, bay the completeness of X, .

(Txn) converges to sorne point of X and so (Sn Xn-l ) also converges. Put Sx =lim SnX
n~oo

Then there exists a mapping S from X into itself such that T and S have a

unique common fixed point in X.

Theorem 2.2. Let (X,d) be a complete metric space. Let (Sn) be a family of mappings of X

into itself and T be a continuous self-mapping on X such that for each n E N,

(2.5) Sn(X) . e T(X)

(2.6) (Sn,T) is a cornmuting pair,

(2.7) d(Snx,Sn+lY) $ a¡ (d(Snx,Tx) + d(Sn+ly,Ty)) + a2{d(Snx,Ty) +

+ d(Sn+ly,Tx») + a3d(Tx,Ty) ,

for all x,y E X , where a¡ (i =1,2,3) are non-negative real numbers such

that max (al + a2, a3 + aa + as) < 1.

We also prove the following result on cornmon fixedpoints under a different set of
conditions. .

Remark (2): We can obtain a multitude of results by choosing Sn and T su itabl y

as shown by B.M.L. Tiwari and S.L. Singh ([33]). Thus our result generalizes se veral

significant fixed and cornmon fixed point theorems.

Reniark (1): Theorem 2.1 can be regarded as an improvement ofTheorem 1 proved

by B.M.L. Tiwari and S.L. Singh ([33]) . ·It should be noted that we have notrequired the

condition Sn(X) e A(X) in the proof of Theorem 2.1.



n~oo

m, n ~ 00

99

n~oo

Definition 3.7: Let (X,d) be a 2-metric space, and S and T be mappings from X into

itself. Then (S ,T) is said to be a weakly comm uting pair if d(STx,TSx,a):::;d(Tx,Sx,a) for

all a.x in X.

Definition 3.6: A mapping T from a 2-metric space (X,d) into itself is said to be sequentially

continuou s at x if for every sequence (xnl in X such that lim d(xn,x,a) = O . for all a in

X, lim d(Txn,Tx,a) =O. n~oo

Definition 3.5: Let (X,d) be a 2-metric space, and S and T be mapping from X into itself.

Then a sequence (xnl in X is said to be asymptotically T-regular with respect to S iffor

n~oo lim d(Txn,Sxn,a) = O for all a in X.

Definition 3.4: Let (X,d) be a 2-metric space and T be mapping from X into itself. Then a

sequence (xnl in X is said to be asymptotically T-regular if lim d(Txn,xn,a) = O for all a

~ X n ~oo

Defini tion 3.3: A 2-metric space (X,d) in which every Cauchy sequence is convergent is

called complete.

Definition 3.2: A sequence (xnl in a 2-metric space (X,d) is said to be a Cauchy sequence if

lim d(xm,xn,a) = O for all a in X.

Definition 3.1: A sequence ( x~l in a 2-metric space (X,d) is said to be converge nt to a point

x in X if lim d(xn,x,a) =Ofar all a in X. Then x is the limit of the sequence {xnl in

X.

III. Cornrnon fixed point theorerns in 2-rnetric space s.

In this section, we gives a common fixed point theorems in 2-metric space by using

the concept of an asymptotically regular sequence. For the following definitions , we refer to

[12] - [18], [21] - [26] and [28] - [32].

Hence by the common fixed point theorem of S.L. Singh ([27]) mentioned in the

introduction it follows that T and S have a unique fixed point in X. This completes the

proof.

If mapping S from X to itself is an identity mapping in'Definition 3.5, we obtain

. Definit ion 3.4.



Note that a commuting pa ir (S ,T) in a 2-metric apee (X,d) is weakly

commuting, but the converse is not true ([15]) .

Now, we give a main theorem.

Theorem 3.1: Let (X,d) be a complete 2-metric space, d contin uous an A, S and T be

mappings from X into itself such that

(3.1) S and T are sequentially continuous,

(3.2) (A ,S) and (A,T) are weakly commuting pairs,

(3.3) There exists an asym ptotically A-regular sequence with respect to both S

and T,

(3.4) d(Ax,Ay,a) ~ a¡d(Sx, Ax,a) + a2d(Tx,Ax,a) + a3d(Sy ,Ay,a) + aadf'Ty.Ay.a)

+ asd(Sx,Ay,a) + 1l{)d(Tx,Ay,a) + a7d(Sy, Ax,a) + agdf 'Ty.Ax .a)

+ a9d(Sx,Ty,a) + alQd(Sy ,Tx,a)

for all x.y,a in X, where ai (i = 1,2,....,10) is a non -negative rea l num 

bers suc h that max (aS+a6+...+alQ, a2+a3+a S+as+a9+alQ, a3+1l4+aS+1l{),

a¡+a2+a7+aS} < 1

Then A, S and T have a commo n unique fixed point in X.

Proof.: Let (xn) be an asymptotically A-regu lar sequence with respec t to both S and T.

Then, by (3.4), we have

d(Axn,Axm,a) ~ a¡d(Sxn,Axn,a) + a2d(Txn,A xn,a) + a3d(Sxm,Axm,a) +

+ 34d(Txm,Axm,a) + aSd(Sxn,Axm ,a) + a6d(Txn,A xm,a) +

+ a7d( Sxm,A xn,a) + aS(Txm,Axn,a) + a9d(SXn,Txm,a) +

+ alQd(Sxm,Txn ,a)

for all a in X and hence, by co ndition (4) of 2-metric,

(l-aS-1l{)-a7-aS-a9-alQ)d(Axn,Axm,a) ~ (a¡ +aS+a9)d(Sxn,Axn,a) + (a2+a6+a lQ)d(Tx n,Axn,a) +

+ (a3+a7+alQ)d(Sxm,Axm,a) + (34+aS+a9)d(Tx m,Axm,a) +

+ (aS+a9)d(Tx m,Axn,Axm) + (a6+a lQ)d(Ax m,Axn,Tx m) +

+ aSd(Sxn,Axm,Axn) + a7d(Sxm,Axn,Axm) +

+ a9d(SXn:Txm,Axn) + a lQd(Sxm,Tx n,Ax m)

for all a in X.

Sin ce (x n) is an asymptotica lly A-reg ular sequence with respect to both S and

T, as m,n -) 00 , we have (l-aS-a6-a7- aS-a9-a lQ)d (A xn ,A xm ,a) = O for all a in' X.

Therefore, (Axn) is a Cauchy seq uence in X. Since (X,d) is a co mplete 2-me tric space,

(,Axn) has the lirnit in X. Call it z, that is, lim d(Axn,z,a) = O for n -) 00 , and for all a

in X. Since
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d(Sxn,z,a) ~ d(Sxn ,z,Axn) + dlSx n,Axn,a) + d(Axn,z,a) ~ o as n~ 00 ,

SXn~ z as . - reÓ; Similarly, we have TXn~ z as n ~ 00 • Since S and

T are sequenrially continuous, it follows that

SAxn~ Sz , S2xn~ Sz , STxn~ Sz , TAxn ~ Tz , T2xn~ Tz, TSx¿ ~ Tz

as n ~ oo ; Since (A,T ) is a weakly cornrnuting pair,

d(AT xn,Tz,a) ~ d(AT xn,Tz,TAxn) + d(Txn,Axn,a) + d(TAxn,Tz,a)

for all a in X. Therefore, we have ASxn~ Tz as n ~ 00 • Sirnilarly, we have ASxn-)

Sz as n ~ oo , Hen ce, by (3.4), we have

d(ASxn,ATXn,a) ~ a¡d(S2xn,ASxn,a) + a2d(TSxn,ASxn,a) + a3d(STxn,ATXn,a) +

+ a,¡d(T2xn,ATXn,a) + asd(S2xn,ATXn,a) + a6d(TSxn,ATx-;a) +

+ a7d(STxn,ASxn,a) + agd(T2xn,ASxn,a) +a9d(S2xn,T2xn,a) +

+ aIOd(STxn,TSxn,a) .

Since d is continuous, as n ~ 00 ,

d(Sz,Tz ,a) ~ (a2 + a3 + as + ag + a9 + aIO)d(Sz,Tz,a) ,

so that, Sz = Tz .

Again, b~ (3.4), for al! a in X,

d(ATxn,Az,a) ~ a¡ d(STxn,ATXn,a) + a2d(T2xn,ATxn,a) + a3d(Sz,Az,a) +

+ aadf'Tz.Az ,a) + asd( STxn,Az,a) .¡: %d(T2xn,Az,a) +

+ a7d(Sz,ATxn,a) + agd(Tz,A TXn,a) +a9d(STxn,Tz,a) +

+ aIOd(Sz,T2xn,a)

~ a¡d(STxn,ATxn,a) + a2d(T2xn,ATxn,a) + a3d(Sz,Az,Tz) +

+ a3d(Sz,Tz,a) + a3d(Tz,Az,a) + a,¡d(Tz,Az,a) +

+ asd(STxn,Az,a) + %d(T2xn,Az,a) + a7d(Sz,ATxn,a) +

+ agd(Tz,STxn,a) + a9d(STxn,Tz,a) + aIOd(Sz,T2xn,a)

for all a in X.

Since d is conti nuou s for all a in X,

d(Tz,Az,a) ~ (a3+as)d(Tz, Az,a) + (a,¡+%) d(Tz ,Az,a) = (a3+a,¡+aS+%) d(Tz,Az,a)

That is, since a3 + aa + aS + % < 1 , d(Tz,Az,a) =O, so that Tz =Az.

Again, by (3.4), for all a in X,
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d(Az,A2z,a):O; a¡d (Sz,Az,a) + a2d(Tz,Az,a) + a3d(SAz,A2z,a) + 3.4d(TAz,A2z,a) +

+ asd(Sz,A2z,a) + <l6d(Tz,A2z,a) + a7d(SAz,Az,a) + asd (TAz ,Az,a) +

+ a9d(Sz,TAz,a) + aJOd(SAz ,Tz,a) = (aS+<l6+a7+aS+a9+aJO)d(Az,A2z,a)

Since as + a6 + a7 + aS + a9 + aJO < 1 , d(Az,A2z,a) = O, that is , Az = A2z .

Putting p = Az , we have p = Ap and

d(Sp,p,a) = d(SAz ,Az,a) :o; d(SAz,Az,ASz) + d(SAz,ASz,a) + d(ASz,Az,a) ,

that is d(Sp ,p,a) = O , so that Sp = p . Sirnilarly, Tp = P . Thu s, P is a cornrnon fixed

point of A, S and Y.

Next , to prove uniqueness of the cornrnon fixed point p , suppose that p and q

are cornmon fixed points of A , S and T. Then we have

d(p,q,a) = d(Ap,Aq,a) :o; a¡d(Sp,Ap,a) + a2d(Tp ,Ap,a) + a3d(Sq,Aq,a) +

+ 3.4d(Tq,Aq,a) + asd(Sp,Aq,a) + <l6d(Tp,Aq,a) +

+ a7d(Sq,Ap,a) + asd(Tq,Ap,a) + a9d(Sp,Tq,a) +

+ alOd(Sp,Tp,a) = (aS+<l6+a7+aS+a9+a lO)d(p,q,a).

Since as + <l6 + a7 + as + a9 + a JO < 1, d(p,q ,a) = O, that ís, p = q.

Therefore , A, S and T have a unique cornrnon fixed point in X.

Rernark. In Theorern 3.1, A is sequentially cont inuou s at p if a¡+a2+a7+aS < 1,

where p is cornrnon fixed point of A , S and T. In fact , let (Yn} be any sequence in X

with lirn d(y,p,a) = O, for n-7 oo , for all a in X , and for a¡ + a2 + a7 + ag < 1.

By (3.4), we have, for all a in X,

d(AYn,Ap,a) :o; a¡d(SYn,AYn,a) + a2d(TYn,AYn,a) + a3d(Sp,Ap,a) +

+ aadf'Tp.Ap,a) + aSd(SYn,Ap,a) + <l6d(TYn,Ap,a) +

+ a7d(Sp,AYn,a) + asd(Tp,AYn,a) +a9d(SYn,Tp,a) +

+ aJOd(Sp,TYn,a)

:o; a¡d(SYn,AYn,a) + a¡d(SYn,Ap,a) + a¡d(Ap,AYn;a) +

+ a2d(TYn,AYn,Ap) + a2d(TYn,Ap,a) + a2d(Ap ,AYn,a) +

+ asd(SYn,Sp,a) + a6d(TYn,Tp,a) + a7d(Ap,AYn,a) +

+ asd(Ap,AYn,a) + a9d(SYn,Sp,a) + alOd(Tp,TYn,a) . .

Since S and T are sequentially continuous at p,
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Therefore, we have lim d(AYn ,Ap,a) = o,for n-) 00 , and for a in X , that is,

A is sequentially continuous at p.

Asan immediate consequence ofTheorem 3.1, we have the following

Corollary 3.2. Let (X,d) be a complete 2-metri c space, d continuous and A be a mapping

from X into itself satisfying the following condition ([16]):

d(Ax ,Ay,a) :::; bjdtx.Ax.a) + b2d(y,Ay,a) + bjd íx.Ay.a) + bad íy.Ax.a) +

+ bSd(x,y,a)

for all x,y and a in X, where b¡ (i = 1,2,3,4,5) is a non-negative

real number such that max (b2 + bj , b3 + ba + bsl < I .

Ir there exists an asymptotically A-regular sequence in X , then A has a unique

fixed point in X.
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Abstract

In thi s nole, · we preseru a new rncthod for cstabli shing thc o rthogonal

property of lhe Laguerre polynornials .

1. Introduction

Th e La guerre polinomial s eonstitute an important , and a rath er
wide class of hypergeometrie pol ynomial s with many applicati ons,
particularl y in mathematical phy si cs . Th eir ort ho gona l proper ty is
usuall y derived by the use of the assoe iated differential equa tion and
Rodrigue's formula . In this note, we introduce a direct method of proof,
which is much simpler and elegant to establ ish the orthogonal property
of Laguerre pol ynomials .

2 . Orthogonal property

For Re(a) > -1 , the orthogonal prop erty of Laguerre polynomials
with the weight func tion e;x x -a is given by:

00f e-X x a L~(x) L~(x)dx = (2 .1 )

O

Proof In view of the relation [l, pago 311 ,(9,49)]

a (a+l)m
Lm (x) = I ¡F I( -m;a+ l; x),m.

the left hand side of (2. 1) can be written as
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When m = n , using the standard resul [ 1,pag .274]:

(2,2)

In the integ rand as

(2 .3 )

Re(b ) > O

and since r run s fr om

n-cm. Now, it is clear that

n > r ,

to the form

if O ~ n ~ r

00

[3 ,pag. 292,(1)]

f (a-b+n+l )f(b )
n !(a -b + 1)

00

00

m

(a + l)m " (-~h f e- X x a+r L an( x) d x
m! L (a+ l)rr !

1'=0 O

o» applyi ng

f e -X x b - 1 L ~ ( x)dx =

O

simplifying, (2.2) reduce s

{

\'rl_)nn)r!! ,

. ( -r )n =

O if

and simplifying (2.3), we get
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( a + l)n /{a+l)
n!

whic h yie lds the ort hogona l property (2 .1).

(a+l)m I ( -m h( -r) nr(a+ l )
m!n ! r!

If r< n~= ~n e numerator of (2. 3) vanishes,

O to m, it follow s that (2.3) also va nis hes when

for m oF- n all terms of (2 .3) van ish.

and

00

(a+ l)m f am ! e -XXal F l ( -m ;a+l; x ) L n(x) dx

O

Now expressi ng the hypergeometric func tion

its series representation [2,pag . 182 ,(1 )), we have



109

1. Introduction and motivation.

PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS OF HOMOTHETICITY

26 B 35, 35 A 08Primary

Among the definit ions of homothet i~ i ty , there exists a func tíona l

equation representatíon (Fare [1973] ) :

Key Words : Homothetic functions. Systems of partial differential equations.

by

(1) «f( íI. x) = r ( íI. , f(x) ) , for every x e X and íI. e IR ++ ." T "

beíng a two-varíables function ».
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"Homothetie funetion" is a term whieh refers to some extension of
the eoneept of a homogeneous funet ion. Different definitions of the

eoneept of "homothetieity", not all of them beíng equívalent , ean be
found in the Iiterature. (See , for instanee , Eichhorn [1968,1969] ; Kats
[1970] ..Whitaker and Me. Callum [1971]; Shephard [1972]; Aezél and

Dhombres [1989] , or Candeal and Induráin [1992 a,b] ).
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Abstract: We introduce here a system of partial differential
equations that characterizes homothetic differentiable functions

defined on real eones.

Rev. Academia de Ciencias . Zaragoza . 48 (1993)



The funct ion is said to be :

2. Notation and previous concepts.

, tor every

(11) are , in a way , non-c1assical. (For

one usually means di ffe ren tial or

110

« f(x) = f(y) if and anly if f( A x) = f( A y)

and A E IR ++ » .

3. Par tial differential equations of homotheticity.

(ii) homa thetic (in the sens e of Fáre [1973] ) if it verif ies the
functional equation (1) (or its equivalent (11) ).

In what follows , X e IR n++ will be a connected open real cone ,

and f : X • IR a real function.

(i) Hamageneaus ot degree m (m E IR) if f(AX) = Am f(x) . for

every A E IR++ and x E X,

We shall denote IR ++ = {x E IR ; x » O} and IR n++ = IR ++ x... (n-

times) ... x IR ++ .

Cond ition (11) appears in the definition of homothetic functions

introduced in Whitaker and Mc. Callum [1971] .
Last def inition is, perhaps , the key for appl ications of the concept

of homotheticity in Economics. As an intuitive example , consider an
individual declaring that the commod ity bundle "x" is ,tor her, preferred

to the commodity bundle "y" . It seems acceptable that she should declare
preferred a k-fold multiple of "x" when compared to a k-told multiple of
"y", for any positive scale "k" . (These kind of questions are analyzed ,

for instance, in Chipman [1974] ; Nadiri [1982] or Shafer and

Sonnenschein [1982] ) .

(11)
X,Y EX,

The existence of that representation is equivalent to the scaling

in varia nce of the function "f"

Functional equations (1) and
.classical "functi onal equations"

integral equetions ).



h¡(x) ::f.

(

h 1 (x) o ... o ~
o h

2
(x)... o

..................................... ..

o o ... hn(x)

H1(x) =

Consider the following equation

the func tions .hi (i = 1,..:,n) being hornoqeneo us of zero degree,

O (i = 1,...,n ; x e X) , and hn(x) = 1 / [h1(x).h 2(x).....hn (x)] .

(//1) Vf (x) = H(x) . S ( Vf (x) )

Equation (111) is equ ivalent to the follo wing system of partiaI

differential equations

where "S" denotes the ¿hin operato r on IRn defined by S(X1 ,x2" " 'xn) =

(x2 ,... ,xn ,x1) ; f : X • IR is a real funct ion of class

t: 1(X) ; V f(x) denotes its qrad ient (column matrix) at point x e X ; and

"H" is a homogeneous of zero degree diago nal .matrix of real funct ions ,

Le. :

In this section , we cha racterize di fferen tia ble ho mo thetic

funct ions as the solution of a sys tem of partial diffe rential equations

This in mind , it so unds int erest ing to lc ok for ' d iff erential

equations that characte rize the homothet ic ity , at least for the

ditreren t iab le case .

( I11 * )

af/ih n_1 (AX) hn- 1 (x) . aflax n (Ax)



for every A E IR ++ , X E X .

Henceforward , we shall deal with a function f: X • IR

of class e;1 (X) , and such that fi = ()f/()x i > O (i = 1, ... , n) .

We are ready to present now our main result.

THEOREM :

The following statements are equivalent :

(i) "i" is a solution of system (111*) ,

(ii) "f" is homothetic

Proof :

(i) ~ (ii)

Cons ider a le vel-surface relative to "f", given by {x = (s , z) E X ; S

E IRn-1++ ' Z E IR++ ' f (x) = C }. Fix a point x* = (a,b) in that level

surface (Le. : s E IRn-\+ ' Z E IR++ ).

Since af/a x n (x*) > O, there exists an imp lic it function " ~ ,

defined in a neighbourhood of "a" , 'lf , such that ~(a) = b , and f(s , ~(s) )

= C , for every s E 'lf .

Observe that , for every s E 'lf and i E {1, ... , n-1} it holds :

af/ax ¡ (s, ~ (s)) + aflax n (s, ~(s) ). aVax ¡(s) = O .

Thus avax ¡(s) = - [ {aflaxi (s, ~(s) ) ) / {atlax n (s, ~(s) ) ) l
= - [ hi+1(s, ~ (s) ) . hi+2(s , ~(s) ) hn-1(s, ~(s) ) ] .

Therefo re, by hypotheses of (i) , it follows that avaxi(s) is

homogeneous of degre e zero. "

Now, let A E IR ++ . At least in the neighbourhood A'lf of (Aa, Ab) ,

the function " <1> " given by <1>(t) = f(t , A. ~(tlA) ) is well de fined .
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To conclude that (i) implies (ii) , it is enough to see that th is
function " <lJ "is constant , or, equiva lently, it has zera gradien t .

Actually , fixed i E {1, ... , n-1} , we have :

él <lJ / él Xj (t) = élflélxi (t , A. C(tlA)) + A . élf/élxn(t , A. ~(tlA) ) .

( 1/A.). él V él xj ( tl A) = élfl élxi (t. A.. C(tIA. ) ) + él flél x n (t, A.. ~( tl A ) ) .

él C/ él x i(t lA. ) = élf/ él xi (t, A . ~ (tl A ) ) - [ (él f / él xi (t , A.. C(tl A) ) ) /

(élVélx i(t) )] . él ~ /élxi (tlA ) = O .

(ii) ~ (i)

It is enough to prove that the function (élflélx i) / (élf/él x n) :

X • lR is homogeneous of degree zero, for every i E {1, ... , n-1} .

Fix x" = (x1*""' Xn*) E X. Set A(x*) = {z E X ; f(z) = f(x*)}.

By the Implicit Function Theorem , there exlst a neighbourhood "'U "
of (x1* ,. .. ,Xj_1* .Xj+ 1*" " ' xn*) , and a differentiab le function " o " defined

on "'U" , such that lp (x , *...., xi - 1*, xi +1 *,.. ., xn *) = xi'

(éllp /élxi) (x1 ,..., Xj_1 ' xi+1 ,..., xn) = -[(él fl élxi) / (él flélxn)] (x1 ,.. .,x n) .

Given A E lR++ ' set A(A .x*) = {s E X ; f(s) = f(Lx* ) } . The

hornothetícíty of "f" impl ies th at A(A.x*) = A. A(x*) .

As aboye, there exi st a neighbourhood "'Uf" of (A .x1 " ... ,

A,xi_1 *, A,xi+1.*' ... • A,Xn ' ) , and a differentiab le function " lp#" de fined

on "'Uf ". such that lp# ( A,x1 *' ... , A,x i_1 * ' A,x i+ 1* ' ... , A.Xn*) = A. xi'

(éllp #/élx¡) ( Y1 ' ... , Yj-1 ' Yi+1' ... ' Yn) = -[(él fl él x j) / (élf/élxn)] (Y1' ... , Yn) .

Now, by the uniqueness of implicit functions, lt follows that on
the subset 'Uf n A.'U lt holds :

Hence , we have
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. FINAL REMARKS :

114

f = qo h , "g"h : X--~~. IR and 9 : IR ------<~.. IR such that

being injective and "h" homogeneus of degree one

(c) Seve ral authors eal l "homothetic in the classical sense of
Economics" only the particular case of "f" being differentiab le such that
f = 9 oh , with 9 I > O , and "h" being homogeneous of degree one. That is

the defin ition found in Shephard [1953] ; Kats [1970] or Silberberq

[1990] , p. 97 .

Therefore (dffdXi) / (dfld Xn) is homogeneous of degree zero .

This concludes the proof.

(b) The characterization in Remark (a) corresponds to the most

common definition of homotheticity given in the Mathematical Econom ics

literature , namely :
A function f X ~ IR is said to be homothetic in the

classical sense of Economics if there exist

(a) In Candeal and Induráin [1992 a.b] we studied the structure of

homothetic funct ions and give a complete classification of them. For

examp le, a continuous homothetic funct ion "f" on a connected operi cone

"X" is either constant (in particu lar homogeneous of degree zero) , or

there exist continuous functions g: X ~ IR and h : IR .. IR
with "g" homogeneous of degree one , "h" injective , and f = h o 9 .

[(dff dXi) / (dffd Xn )] ( A,X 1 ' , A,Xi_1' A,Xi + 1' ... , A.Xn )

dq>#fdX i ( A.X1' ... , A,x i_1' A. Xi+ 1 ' , A.Xn·) = (dq> f dXi) (X1 ,..., xi-1 '

xi+1 " ' " xn) = - [(dffdXi) / (dffoxn)] (X1 ,... ,Xn) .

(d) Under the hypotheses of the Theorem, the existence of a
decomposition f = 9 oh , as that in Remark (e) , (Le. : 9 I > O , and "h"

be ing homogen eous of degree one) chara ct erizes homotheticity . (Le. :

unde r differen tiability assumptions , homoth etieity in the sense of Fáre
. is equivalent to homotheticity in the c1assical sense of Economics ).

To prove this assertion, first observe that being f = 9 o h, the

partia l derivatives of "h" are homogeneous of zer o deg ree . Thus , "f"
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verifies a system of equations Iike (1 11*) . Conv erse ly, suppose that "f"
is homothetic in the sense of Fáre. Fix an element e e X .: Given X e X ,
there exists a unique AX e lR++ such that f(x) = f(Ax.e) (to convince you,

notice that "f" is continous and increasing in each variable, and use an

standard conneCtedness argument).

cons ider the functions h : X .. lR+ +, defined by
, and g : lR++ .. lR++ defined by g(x) = f(AX .e) .

Finally ,
h(x) = A

X

(f) The case n = 2 has an interesting interpretation : Given a
function f(x,y) such that aflax (x x, AY) = h1 (x,y) . af/ay (AX, AY) ; for

every A e lR++ , h1(x,y) being a"function homogeneous oí zero degree , it

follows that the level-curves f(x,y) = k (k e lR) are integral solut ions of
the homogeneous ordinary differential equation y ' = - h1(x,y). It is

well known that the integral-curves , or solut ions , of an homogeneous

O.O.E. are homothetic (in the geometrical sense) with respect to the
origin of the plane. (See, for instance, Valiron [1950] pp. 145 and ff.) .
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CORRECCION DE ORBITAS DE PAR ES VISUA LES

UTILIZANDO SOLAMENTE DIFERENCI AS (O-C)

EN ANGULOS DE POSI CION

R. Cid Y C. Longás
Dep artamento de Física Teóri ca

Sección de Astronomía
Universidad de ZARAGOZA

A b s t r a c t.

In this paper, we have developed thre e meth ods for obtaining the

correction of orbits of double stars , usin g only differences (O-e) in

. position angles. The results are employed for the correc tion of the orbit

ADS 15972, making use of two of these method s.

1. Introducción.

El cálculo y corrección de órbitas de ór bitas de es tre llas dobl es
visuales se basa en ~n conjunto de observ aciones del tipo (p, S, t) que

son efectuadas por numerosos as tró nomos dur ante años, de maner a qu e

para cada instante t tomando una de las es tre llas como es t re lla
principal Ea (la más brill ante o la ele gida por el prim er observador, si

ambas son de la misma magnitud), la estrella satélite E es referida a la

anterior y se supone que describe una órbita kepl eriana llamada órb ita

relativa . La proyección cilíndrica de esta órbita sobre el plano tangent e a

la esfera celeste en Ea recibe el nombre de órbita aparent e. De es ta

forma, si E' es la proy ección de E sobre la órbita aparente, los datos de
obs ervación ( p, S, t) vienen dados por la distancia p = dist (EaE') Y el
ángulo de posición S = NEaE' , siendo N la dirección del Norte.
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e = excentricidad de dicha órbita

(1.1 )

media y E la
correspondientes
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p sen(S - Q) = r sen(ro + f) cos 1

E ~ e sen E =M,

p cos(S - Q) =r cos(ro + f)

M = n(t - T),

Con estas notaciones, y siendo M la an omalía
anomalía excéntrica, el cálculo de las efemérides (p, S)

a una época t, se obtienen por la secuencia de fórmulas

ro =argumento de l periastro , que define el ángulo entre el nodo Q y

el periastro T, cont ado de 02 a 3602•

La rel aci ones que existen entre los elementos (p, S) de la órbita

aparente y los corres pondientes (r, f) de la órbita relativa, donde r es el

radio vector ' y f la anomalía verdera, son las siguientes:

a = semieje mayor de la órbita relativa

1 = inclinación , o ángulo diedro que forman los planos de ambas

órbitas (apa rent e y relativa) contado de 02 a 902 para órbitas de

mo vimiento directo y de 902 a 1802 para las de movimiento retrógrado.

Q = ángulo del nodo, (Q = NEOE'), siendo EOE' la recta de intersección

de los dos planos fundamentales. Se cuenta de 02 a 1802
•

P = p er iodo, o tiempo en años que emplea la estrella satélite en su

tra yectoria en torno a la es trella principal , sustituido en ocasiones por el
movimiento medio n = 21t/ P .

T = época de pa so por el pe riastro , o instante t en que la estrella

satélite se encuentra sobre el semieje mayor de la órbita relativa, en su

posición más próxima a la estrella principal.

Por otra parte, el des conocimiento de las masas de ambas estrellas

obli ga a introducir el periodo P como elemento orbital adicional, de

forma que en la determinación de órbitas de estrellas dobles suelen

emplearse los siguientes element os orbitales :



( 1.3)
B a(se n Q cos 00 + cos Q sen 00 cos 1)

( 1.4)

(2. 1)

cos (oo+f)
p=r cos(S-Q) ( 1.2)tag(S-Q) = tagúo-ef) cos I

ta 2 (l) = (A -G)COS(oo+Q) = _ (-ª+F)Sen(oo+Q)
g . 2 A+G cosúo-O) ~B -F sen(oo-Q)

tagú» - Q) = -(B + F)/(A - G)

y = <1>(VU) - (l-N)<1>(WU) + (l -Q)<1> (WV ) = O

tag( oo .+ Q) = (B - F)/(A + G)

F a(-cos Q sen 00 - sen Q cos 00 cos 1)

Siend o K = a~cos 1 , Y por medio de la ecuación de Thiele

F(V-U) - pF(V) + qF(U) = O

hF(W-V) - kF(W-U) + F(W ) = O

Invirtiend o es ta fór mulas se llega facilmente a las sig uie ntes :

G a(-sen Q sen 00 + cos Q cos 00 cos 1)

r = a(l - e cos E)

A = a(cos Q cos 00 - sen Q sen 00 cos 1)

Par a ev itar repeticiones en lo q ue sigue, es conve niente introducir

las co ns tan tes de Innes, A, B, F, G, que vie nen definidas por las fórmulas:

2.CáIculo de ór bitas por el métod o de R. .Ci d.

que permi ten calcular los elemen tos Q,oo, 1, en función de las constantes

de Innes, sirviendo la - última, que ha de ser necesariamente positiva,
para discriminar los verdaderos va lores de Q y ro .

en este método so n utilizado s tres lugares norm ales, (P2,S2, t2) , (P3,S3,t3) ,

(P4, S4, t4) y una obse rvac ió n adic io na l (S I ,t1), que sirven de base a los

cálculos, llegánd ose fina lme nte a un sis tema de tres ec uac io nes
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con las incógnitas U = E4 - E3, V = E4 - E2 . W = E4 - E¡ , Y donde la s

fun ciónes F(X ) y <1> (XY) están defin idas en la forma

aunque tam bié n pued e n expresarse, haciendo uso de la ecuación de

Thiele, en las form as siguientes

(2.4h

(2.4) ¡

(2 .2)

n(t3-t¡) - F(W-U)
nt ta -t i ) - F (W )

n (t 3-t2) - F(V-U )
n (t4 -t3) - F (U )

t1 2 - Nt¡ 4
k = -'Q-'--t"'--¡2--"-N-'-'-t ¡""-3

S t 23 - RSt24
q= R t 24 - S t3 4

Q

S

<1> (XY) = - sen X + sen Y + sen (X-Y)

n (t2-t ¡ ) - F (W -V)
n ( t4 -t ¡ ) - F (W )

n (t3-t2) - F (V -U )
n (t4-t2) - F (V )

h= t ¡3 - Qt¡ 4
Qt12 - Nt¡ 3

R t23 - RSt34
P = Rt 24 - St3 4

R

N

P2 sen (8 2-8¡ ) P3 se n( 83 -8 ¡)
(2.3)¡N Q =

P4 sen (84 -8 i ) P4 sen(84 -8¡ )

R
P3 sen (8 3-8 2)

S =
P2 s e n(83 -82 )

(2.3h
P4 sen(84-8 2) P4 sen(84-8 3)

F(X ) = X - sen X

La reso lución del sis te ma (2.1), descrita e n e l tr abajo de R . Cid

(1960), puede efectuarse dando valores a V y calculando los

correspondientes de U por la primera fórmul a y los correspondientes de

W por la segunda fórmula , como función de los anteriores . . La tercera

fórmula sirve . de control hasta que se produzca . su anulación . L as
. .

posibles soluciones del sis te ma se e nc ue ntran entre aq ue ll os valores de

V , para lo s cua les se pr oduce un cambio de signo de Y. La re solución de

donde tik= tk - ti .

Las cantid ades p, q , h, k, dependen de lo s datos y de las cantidad es

an teriores, por med io de las igualdad es

Las cantid ades N, Q, R, S, dependen exc lusivamente de lo s dat os , por

medio de las igualdades:



e) Las ecuaciones

El =E3 - (W-U)

RScosU - Rcos (Y -U ) - S
RS+R-S

n(t¡ - T) =E¡ - e senE¡ (i = 1,2,3,4)

nos darán un prom edio de la época T de paso por el periastro.

nos proporcion an el valor de la exc entricid ad e y el verdadero

cuadrante de la anoma lía excéntrica E3, de la que se ded uce n las

anomalías

. Ll 24
K =-n-t2-4--=- '-'-F-(-Y-)

d) Las ecuaciones de Kepler

e) Finalm ente, para el cálc ulo de los e leme ntos Q , ro , 1 , puede

seg uirse el proceso dado por R. Cid (Urania, 1960), calc ulando para tres

épocas (ti, tj, u ). [siempre en el orden de la perm utación (i,j ,k)], los
determin ante s

Rsen (Y-U ) - RS senU
e sen E3 = RS+R-S

b) La s ecuaciones de Th iel e , aplica das a los tres pares de índice
(2,3 ), (2,4), (3, 4), que no contienen la distancia PI , ser virá n para el
cálculo de la constante K. Por ejemplo

a) La definición de las cantidades N, Q, R, S, permite llegar a cuatro
ecuaciones, que solamente contienen la incógnit a n. Por lo cual pueden
obtenerse cu atro valores, cuyo promedio define el movi miento medio y
por tanto el periodo.

Una vez resuelto el sistema (2 .1) con respecto a las incógnit as U, Y,
W, se puede proceder al cálculo de los elemen tos orbitales del modo
siguiente:

dicho sistema puede efectu arse en forma ana lítica , co mo fué diseñada en

el citado trabajo de R. Cid , o en forma numérica.

121



122

I
Pj - CJ.i

N·-
1- Pk - qk

órbitas que utilizan diferen

en ángulos de posición.

corrección de

menos cálculo

I
pj + CJ.i

M¡=
Pk + qk

Con ayuda de estas diferencias puede procederse a tina corrección
de la órbita calculada, ya sea por el método de mínimos cuadrados, en el
que se procura hacer mínima la suma de los cuadrados de tales
diferencias, o por el método de mínimos valores absolutos. en el que se

trata de minimizar la suma de valores absolutos de dichas diferencias.

K
a2 - ---===---

- ~cosI

f) Finalmente, el semieje mayor a se obtendrá por la igualdad

G) (Ni + Ni + Nk)COS(ro + Q)tag 2 - - -'---=----'-----""------"----~

2 - (Mi + Mj + Mk)COS(ro - Q)

q¡N¡ + q¡Nj + qkNk
tag(ro - Q) =- l\T . -'- " T. .s: l'T

~ • ¡ . , .i . - o.; k

q¡Mi + q¡M¡ + 9kMk
tag(ro + Q) = - M ¡ + Mj + Mk

Una vez realizado un primer cálculo de la Órbita de una estrella

doble por- cualquier método y calculadas las efemérides
correspondientes, se obtienen las diferencias existentes entre los datos
de observación (p, S, t) Y los calculados por efemérides, que suelen

denominarse diferencias observación menos cálculo (O-C), en ángulos de
posición y distancias, o bien óp y ó S.

3. Métodos de

cias .observación

quedando concluido el cálculo de los elementos orbitales.

Los determinantes M¡ , Mj , Mk , N¡ , Nj ,Nk , nos permitirán calcular
los elementos Q, ro, 1, por medio de las igualdades

donde p¡ = tag S¡ , qi = tag f¡ .



nos dará el nuevo semieje mayor a en la forma

están ada ptados para e l cá lculo co n

la órbita co rreg ida por un pr imer

a un a seg unda co rrección y as í

Para ello, con los elementos orbitales ' anteriores, calcularemos las
distancias (p ¡)e. para un supuesto semi eje mayor a = 1, Y las iremos
comparando con las distancias observadas p ¡. El promedi o aritmético de
los cocientes

Los nuevos valores P • T , e , º , ro , 1 , obtenidos al cabo de U11 cierto
número de iteraciones , determinan la órbi ta co rreg ida en cua nto a
ángulos de posición y habr á de ca lcularse el semieje mayor a, puesto que
las di stanci as no han intervenido en el cá lculo .

Desarrollando la función f(q ¡ tk)' en el entorno de valores {(q¡)o, tkl

, por medio de una serie de Taylor, en el que despreciamo s [as deriv adas

parciales de orden superior al primero, tendrem os:
6 .

I, (a f/ a q¡) ó q¡ = Sk - Se
¡= 1

y el sistema de estas n ecuaciones con siete incógni taso tratado por

el método de mínimos cu adr ados o de mínimos va lores abso lutos , nos
llevará a determinar las correcciones óq ¡ de los e leme ntos or bitales

previos y por tanto q¡ =:: (q¡)o + óq ¡ .

Designando por q¡ e l conjunto de e le me n tos or bita les
independientes P , T , e , º ,ro , 1 , Y por Sk (k = 1, 2• .....• n) un conjunto de
datos de observación, tendremos n rela cion es conocidas Sk = f'( q¡ , tk) ,

que para valores previos (q¡)o = (Po, To, eo, no , roo , lo) de los elementos

orb itales, darán lugar a las correspondientes efemé rides Se = (Sk)O =

f[ (q¡)o, td .

En general, estos métodos

ordenadores , de tal manera qu e

cálculo puede servir de ba se

sucesivamente.

1
a =- I,a¡

m k

con lo cual queda terminado el proceso de cálculo.
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Método de Comstock .
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tag (S - n ) = tag(ro + f) cos I

(ao) 2" 1-(eo)2
(pe)2 cosl ¿

sen2(S e - no )

se n2( roo + fe)

1
- 2" sen2 (Se - no) tagIo

=
as
aro

C

1 as
H

n sr
as

K = an = -H (ti~To )

asB=a¡

AMJ. + BóI + Céro + D óe + HnéT + Kán =óS

as
A= -= I

an

as ( 1 ao)
D = ae = C 1-(eo)2 + ~ sen fe

con respecto a cad a uno de los seis elementos orbitales . El resultado

obtenido, que ha de ser aplicado a cada observación, es el siguiente

Dichos coeficientes vienen determinados por las derivadas parciales

aej"CJ cr j , que se obt ienen deriv ando la fórmul a

Este método de corrección de órbitas con siste en obtener, para cad a
observación, los coeficientes A, B, C, D, H, K, que llevados a las ecuaciones. .

permiten obtener las correcciones ón, óI , Aco , óe, ó T, ó n, que
des ign aremos en gene ra l por ó cr, en funció n de las diferen ci as
observación-cálculo óS, obtenidas en una órbita previa de elementos

Po, To, ao, eo, n o, roo, lo·

Ent re los posibles métodos de cálculo que determin an la corrección
de órbitas, utilizando sola mente diferencias ó S . podemos citar los

siguientes :



Método de Thiel e-Innes modificad o.

de las que se deduce la relaci ón

Dicha re laci ón también se puede escri bir en la forma

g = O/Af = F/A ,b = B/A ,

siendo E , a su vez, una función de los elementos or bitales P y T.

Partiendo de una órbita previa, de eleme ntos orbital es conocid os,

para cada época ti de ob servación , pueden se r calcul adas la s anomal ías

M i Y E¡, Y por tanto tendremos

S¡ =Si[b, f , g, X¡(E, e), Y¡(E, e)]

Diferenciando dicha fun ci ón y orde na ndo el res ultado, se ob tiene

BX + OY
tag S = AX + FY

bX + gY
tagS = X + f Y

x =p cos S =AX + FY

y =p sen S =BX + OY

y =Y(E, e) =~senE

x =X(E, e) =cosE - e

si se introducen los coc ie ntes

y las constantes de Innes (A, B, F, O), por medio de las igualdades

Para ello, recordemos que las coo rd en ad as (x .y), e n la órbita

aparente, están relacionad as con las ca ntidades

Veamos como el métod o de correcció n de Thiele-Innes, basado en el

cá lculo de coordenadas ca rtesiana s, puede ser mod ificado de manera que

se pueda aplicar a la correcci ón de ór bi tas utili zand o so lamente

diferencias observac ión-cálculo en áng ulos de posición.
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Por tanto, si tenemos en cuenta las fórm ulas

N =1 - e2 - eX

ay XY
ae =N(l-e2)

ay_~ "-----;;-12
aM-~ l-e'"

y2 + X(l -e2)(X +e)

N~

ax _ _
l

_ y2
a e - N(l -e 2)

ax y
aM= -N~

Q

(
X2+Y2 )

P =- y 1 + N(l-e2)

tag(ro - Q) = -(b + f)/(l - g)

A A A2
ó8 =- cos8 (Xéb-í-Yé g) - -Ysen8 M + 2"(bf-g)(YóX-XóY)

P P P

R = - Q(t-T) .

tag(ro + Q) = (b - f)/(l + g)

A A a-cos l
ó8 =p cos8 (Xób+Yóg) - pYsen8 M - f)2 (Póe + Qnó T + Rón )

y las igualdades

resulta finalmente la re lación diferencial

Por último, para obtener los valores de Q , ro, 1, deberá n ser aplicadas

las fór mulas (l.4), teniendo en cuenta lo que allí se ha dich o, para poder
discriminar los verdaderos valores de los elementos Q , ro, si bien en este

caso han de ser modificadas empleando los coeficientes b, f y . g, en lugar

de las constan tes A, B, F, G, que allí figuran. Es decir que, en su lugar,
deb erán ser utilizadas las fór mulas sig uie ntes:

que puede ser tratada por mínimos cuadrados, calculando de esta forma
los incrementos de b, f, g, e, T y n.



ta 2 (1)=(l.:..g) cos (ro+Q) = _(b+f) sen( ro+Q)
g ~2 l+g cos(ro-Q ) b- f se n( ro-Q)

Método de R. Cid Y C. Longás por series de Fo urier de la anomalía

media.

Veamos un resumen del método de correccion de órbi tas e lípt icas,

por medio de series de Fourier, en el que se utiliza la anomalía medi a M

como variable fundamental, que fué publicado en la Rev. de la Acade mia

de Ciencias de Zaragoza (R. Cid Y C. Longá s, 1992).

En dicho trabajo se demuestra la convergenci a uniforme de los

desarro llos

C
-2 = -1 + L.(aksenkM + bjc o s k M)
np k

8 =80 + M + L. ( (a k/k )(1 - co skM ) + ( bk /k)Se nk M)
k

así como la de cualquier serie parcial del de sarrollo de 8. Diferenci and o

este desarrollo , tenemos

~8 =~80+L( ( ~ ak/k) (l - c os kM)+(~ bk/k)se n kM) -~ (M~P + n AT)
k np? P

En estas condiciones, dad o un conj unto m de observac iones 8a de un

par visual y suponiendo calculad a una órbita previ a de eleme ntos (Pe,

T e, ae , ee , Q e . roe ,le), podemos calcular las constantes

y las efemérides Pe, 8 e , para las disti nt as ' épocas de ob servación , así

como el va lor (8o) e , correspondiente a la anomalía media Me = O.

En estas condiciones, ap licando , por ejemplo , un proceso de mín imos

cuadrados a dicha rel ación diferenci al ecuación, con un cierto núm ero de

coeficientes ~ ak , ~ bk , que se extienda al conjunto m de ob serv aciones

disponibles , obtendremos, por medio del sis te ma de ec uacione s normal es

de Gauss , los incrementos
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!lT .

T=Te+!lT

1
¡¿,enkMe

P = Pe +!lP

!-<1 - coskMg) ,
k

~
. !lP )!le= ' (<1> - se n <1> c o s <1» - + n!l T

2 l-e 2 P

De acuerdo con esto, la igualdad

De esta forma se obtendrán los nuevos elementos

Recordemos ahora que la obtención de los coeficientes !lak, !lbk ,

solamente es empleado como control de los resultados, por lo cual la

resolución del sistema de ecuaciones de Gauss se simplifica
notablemente si se introducen unos coeficientes !laa,!l bn, que verifiquen

las igualdades

De esta forma se obtiene un nuevo valor de la excentricidad
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1e = ee + -!le
2n

Debemos observar que el valor obtenido por esta igualdad viene
dado en radianes, por lo cual el resultado ha de ser dividido por '2n para

que sea reducido a la unidad.

nos permitirá calcular !le .

Para óbtener la corrección Ae, de la excentricidad, consideremos el

valor particular de la anomalía verdadera fl = n/2 ,para el cual la

anomalía excéntrica correspondiente, El será . El = <1> ,siendo e = cos <1>.

siendo !le = e - ee , las diferencias observación-cálculo (O-e), en cada

una de las observaciones.

junto con los incrementos Ó.ak , Ó. bk " cuyo único interés reside en que

sirven de control a los cálculos .

cuyos coeficientes respectivos, son :



1 = le + ó lro =roe + ó ro

¿ (l/k )senkMóbk = ó bo ¿ (l /k ) sen kM
k k

¿ (l/k)(l -coskM)ó ak =óao ¿ (1 / k)(l -coskM )
k k

si e nd o

Tendremos as í

o bien

ya que en este caso el sis tema de ec uaciones de Ga uss co nti ene
solamente" cinco incógnitas. "

Una vez calculados los nuevos elementos 8 , P , T , e • podemos
proceder al cálculo de los elementos Q ,ro , 1, calculando las anomalías

verdaderas fk , para cada instante tk de observac ión y dif er enci and o
con fk constante la fórmul a

En esenci a, dich a tr ansform ación es equiva le nte a utili zar unos
incre mentos Óa o , ó b o , que son los prom ed ios pond erados de los
incrementos ó ak , Óbk .

Tratada est a ecu ación por rmrnma s cuadr ados, nos proporcionará los
incrementos óQ , óro , M , con lo cual
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El proceso es, evidentemente, iterativo y puede ser repetido hasta

que sea obtenido un conjunto aceptable de diferencias observación

cálculo en ángulos de posición.

Con los nuevos valores de los elementos P , T , e , Q , ro , 1 , obtenidos

. al cabo de un cierto número de iteraciones, se puede proceder al cálculo

del semieje mayor de la forma que vimos al comienzo de este párrafo,

quedando, por tanto, terminado el proceso de cálculo.
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Apéndices

Como aplicación de lo expuesto hemos efectuado, por dos de los
métodos anteriores, la corrección de la órbita ADS 15972, calculando
previamente una órbita ' provisional por el método de R. Cid. Los
resultados obtenidos figuran en los Apéndices I.y Il .
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APENDICE I

Orbita de la estrellA doble ADS 1 597 2 .

Elementos orbitales obtenidos por el mé t odo d e R . 'Ci d

P = 45.271 años T = 1971.172
a = 2".443 e = 0.405
n = 157º.793 (¡) = 220º.416
1 = 160º.182

t 8 P Observadores M t.p

1 930.57 0 21 9. 50 1. 890 VB 4 Kp r 3 . 72 . 0 9 9

31.68 0 206 .20 1. 980 VB 4 Sim 3 . 01 - . 0 01

32 .7 90 1 95 . 0 0 2 .2 50 Si m 3 GS 3 - .7 9 .083

33 .540 1 91. 40 2 . 340 VB 4 Kpr 2 1. 67 . 0 5 0

34 . 740 1 8 3 . 60 2 .530 VB 3 Ra b e 2 Bz 1 2 . 37 .0 54

3 5 .8 4 0 17 6 . 3 0 2 .560 Rabe 5 VB 3 Bz 3 1. 8 4 - . 071

3 7 . 73 0 1 65 . 3 0 2 .880 Bz 6 Rabe 3 Kpr 1 . 90 . 0 1 9

3 7 . 7 7 6 1 65 . 52 3.028 pg 1 . 34 . . 1 62

38 . 719 15 9 . 63 2 .9 48 pg - .0 9 -. 015

38 .89 0 15 8 . 7 0 3 .000 Bz 4 Rabe 4 - .2 4 .02 1

39 . 63 9 15 6 .7 7 3 .055 pg 1.15 . 0 10

39.800 15 3 . 90 3 .060 Rabe 4 Bz 3 - 1 . 0 3 .0 01

40 . 6 60 1 4 9 . 90 3 . 2 10 Rabe 5 Bz 4 -1 . 42 .085

4 0 .7 7 6 150 .47 3 . 108 pg - . 37 - . 025

41. 7 05 1 47. 83 3 . 2 58 pg .72 .066

41. 82 0 146 . 70 3 .1 70 Rabe 6 Dur 3 Bz 3 VB 2 .0 4 - .02 9

42.776 143 .65 3 . 2 8 8 pg . 69 . 0 40

42 . 870 1 42 .10 3 . 240 Rabe 7 Bz 3 Dur 2 - . 5 1 - . 0 12

43 . 764 13 9 . 25 3.286 pg . 0 0 - . 0 01

43 .870 139 .00 3 . 250 Rabe 4 Bz 4 VB 4 . 15 - . 0 4 1

44 . 714 135. 7 5 3 . 3 5 3 pg . 0 0 . 0 3 8

45 . '661 13 2 .48 3 .2 82 pg . 18 - . 0 50

45 .800 13 3 . 30 3.4 3 0 Bz 4 VB 3 1. 50 . 0 9 6

4 6 .7 60 125 .90 3 . 250 Rabe 5 - 2 . 44 - . 0 91

46 .83 1 12 8 . 64 3 .451 pg .56 .11 0

48. 720 121 .60 3 . 3 5 0 Rabe 6 VB 4 Bz 3 .3 4 . 02 5

48 . 81 6 1 2 0 . 72 3 .343 pg -. 1 9 . 020

49 .780 11 5 . 2 0 3 .270 Rabe 8 Mark 2 - 2 . 1 8 - . 0 3 0

5 0 .7 80 110 .10 3 .030 Rabe 5 - 3 . 56 - . 2 3 8

51. 662 1 0 9 . 9 8 3 .235 pg -. 3 3 . 0 0 4

51. 810 10 7. 2 0 3.060 Rabe 6 Bz 5 Mark 3 - 2. 5 4 - . 1 65

5 2 .68 4 1 05 . 9 9 3. 155 pg - . 32 - . 0 2 6

5 3 .5 10 99 .50 3 . 150 Rabe 16 Dju 3 - 3 . 4 9 . 01 7

5 3 . 73 7 101. 66 3 .112 pg - . 3 9 -.007

5 4 . 76 8 97 . 7 7 3 . 140 pg . 07 . 0 90
55 .4 50 92 . 1 0 3. 000 Rabe 1 6 Wo r 5 - 2. 61 . 0 0 0

5 5 .761 93 .07 2 .96 0 pg - . 2 4 - . 01 6

56 .72 1 88 .78 2 .897 pg - . 0 6 .000

56 .820 87 . 7 0 2 .820 Wo r 5 e 3 - .66 - . 0 6 9
5 7 . 690 83. 50 2 .740 Wo r 4 e 3 B 3 - . 5 6 -. 072 ·
5 8 .729 7 9 . 02 2.669 pg .43 - . 044
58 .8 10 7 8. 7 0 2.6 10 e 3 Wor 1 . 5 5 -. 095

59 .688 7 3 .14 2 . 583 pg - .02 - . 0 3 3
5 9.78 0 72 .20 2. 590 Wor 8 C 4 hz 4 - . 42 - . 017
60 . 7 7 7 67 .17 2.452 pg . 6 9 - . 0 4 9

60 .92 0 66 . 80 2 . 42 0 Wor 5 e 3 1. 25 - . 0 65
61. 7 40 58 .90 2 .330 Wor 4 B 4 - 1. 1 2 - .06 4
61. 772 59.42 2 . 2 99 pg - . 37 - . 0 92



62. 660 52.80 2.150 B 8 Wor 4 e 3 - . 48 -. 1 40
62 .830 - 5 0 . 90 2 .146 pg - 1. 07 - . 1 2 4
63 . 570 4 4 . 70 2.060 Wor 4 - 1. 2 7 -. 1 25
63. 700 42 . 03 2.012 pg - 2 . 8 4 - . 15 7
64 .7 0 0 35 . 80 2 .100 Wor 4 - . 05 . 0 47
64 . 7 53 31. 13 1. 870 pg - 4. 2 1 - . 17 6
65. 800 20 .90 1. 8 8 0 Wo r 3 - 3 . 7 6 - . 0 4 4
65 .86 1 1 8. 42 1 .741 pg - 5 .57 - . 17 6
6 6 . 7 90 8.0 0 1 . 6 60 Wor 5 - 5 . 2 3 - . 15 0
67 . 722 350.32 1 . 5 3 0 pg - 10. 7 8 - . 17 6
67.84 0 3 51 .30 1. 600 Wor 4 - 8. 1 6 - . 0 93
68 . 7 40 335 ,50 1. 500 Wor 4 - 10 . 5 8 - . 0 97
69 .7 90 3 1 4 .10 1. 52 0 Wor 6 -1 4 . 3 2 .0 22
7 0 . 73 0 295.50 1. 520 Wor 6 -15 . 25 . 0 90
71 . 6 60 2 76 .20 1 . 470 Wor 4 -1 5. 7 5 . 07 3
72 .750 2 56 .20 1. 5 10 Wor 8 - 13 . 4 4 .093
7 3.740 238 .80 1. 660 Wor 4 hz 4 - 11. 93 .166
7 4. 790 222.60 1 .7 90 Wor 5 -10 . 70 . 1 63
75 .650 2 12 .7 0 1. 92 0 Wor 4 -8 . 51 .160
7 5 . 83 0 211 .63 1 .964 pg - 7 . 2 9 . 175
7 6 . 78 6 20 2.44 2 .188 pg - 5 . 4 6 . 2 37
7 6 . 8 60 20 1 .70 2.1 20 Wo r 4 - 5. 43 . 157
7 7 .699 195.17 2. 3 01 pg - 3. 8 1 .1 95
77 . 7 00 18 3 .7 0 2 . 3 50 Wor - 5 . 2 7 . 2 43
78 .75 0 187 . 3 0 2.390 Wor h z 3 -2 .89 . 1 0 9
7 8 .75 9 18 6 . 9 9 2. 469 pg - 3. 13 .1 87
7 9 .8 30 17 9. 3 0 2.630 Wor 4 - 3 . 13 . 1 81
79 . 833 179.77 2 . 544 pg - 2. 64 . 0 94
80 .670 174. 50 2. 700 Wo r 4 h z 2 - 2 . 5 8 .12 9
80 . 817 17 3 . 21 2 .714 pg - 2 . 98 .123
81 . 738 1 68 . 5 8 2 .809 pg - 2 . 35 .0 96
82 .600 16 6 . 80 3 .000 h z 2 .4 0 .184
8 4 . 62 0 154. 50 3.099 hz 2 - 2 . 39 . 07 0
84 .8 25 155 . 46 3 .137 pg - . 5 3 .099
85 .509 15 1. 55 3.099 pg -1 .52 . 0 05



APENDICE I I

Corrección de la órbita de la estrella doble ADS 15972

Elementos orbitales cor regidos

.051
- .026

. 073

. 049

. 064
- .056

.036

.179

.001

.036

.021

.012

. 092
- .018

.067
-.028

.035
- .018
- .0 13
- .053

.021
-. 073

. 072
- .120

.081
- .013
-.019
- .073
-.282
-. 042
- .210

P = 44a . 678
T = 1970. 399
a = 2" .4303
e = 0. 395
n = 1422 .828
(¡) = 2002 .681
1 = 1622.339

-1 .58
- 2 . 34
- 2 . 95

- .28
.7 6
.56
. 12
. 58

-. 64
-.75

.79
-1. 36
- 1. 59

- .52
.72
. 06
.8 3

-. 35
.27
.42
. 37
. 62

1. 96
- 1. 91

1.09
.98
. 45

- 1.49
- 2 .83

. 43
- 1.77

Por ser ies de Fouri er
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. 019
- . 063

. 036

. 015

. 036
- . 076

. 029

. 173

.00 1

. 037

. 027

.019

.104
-.006

. 083
- . 011

.0 55

. 003

. 010
- .030

. 046
-. 048

.0 98
- .094

. 106

. 010

. 004
- . 052
-.265
- . 028 '
- . 197

P = 44a .689
T = 1970. 304
a = 2" .3886
e = 0.410
n = 1552.595

(¡) = 2 122 .646
1 = 1672.994

. 91
- . 48

-1. 62 .
.75

1.43
. 99
.28
.73

- .57
- . 69

.80
-1. 35
- 1. 62

- .56
. 65

- .01
.75

- . 43
.17
.33
.27
.52

1. 86
- 2.01

.99

.87

. 34
- 1. 62
- 2 . 97

.27
- 1 . 94

Con el método de 'I'hi ele

1930.570
1931. 680
1932 .7 90 .
1933 .540
1934 .740
1935 . 840
1937 .730
1937 .776
1938.71 9
1938 .890
1939 .6 39
1939. 800
1940. 660
1940 .776
1941 .705
1941. 820
1942 .77 6
1942 . 870
1943 .7 64
1943 . 870
1944 .714
1945. 661
1945. 800
1946.760
1946. 831
1948. 720
1948 . 816
1949.7 80
1950 .7 BO
1951. 662
1951.810

~) Corrección por series de Fou r i er de l a anoma l ia media ,
con coeficientes a l , b1, a 2, b2, y cuatro iteraciones .

a ) Corrección por el método de Th iele modifi ca do con cuatro
iteraciones.



1952 . 684 .27 - .061 . 47 - .071
1953.510 -2 .90 -. 021 - 2 . 66 - . 027
1953. 737 .19 -.04 6 .4 4 - . 050
1954 .7 68 . 63 .050 . 94 . 051
1955 .450 - 2 .0 6 - .040 -1 .70 -.035
1955.761 .3 0 -.055 . 69 - .04 9
1956 .721 . 46 - .037 . 94 - .027
1956 . 820 - .15 -.106 . 35 - .0 94
1957. 690 -.07 -.104 .54 -.089
1958.729 . 92 - . 069 1. 69 -.049
1958.810 1. 05 -. 119 1. 83 - .09 9
1959.688 .50 - . 048 1.45 - . 025
1959.780 .11 - . 030 1.07 -. 007
1960 . 777 1.31 -. 048 2 .50 - . 024
1960 .92 0 1. 89 - . 063 3.11 -.039
1961. 740 -. 32 - . 048 1. 11 - .024
1961. 772 .43 - . 075 1. 87 - .051
1962. 660 .62 - .105 2 .29 - .08 4
1962 . 830 .10 - . 086 1. 83 - .06 6
1963 .570 .28 - .0 69 2 .22 -.054
1963 .700 - 1 .20 -. 099 .77 - .085
1964.700 2 .43 .130 4 .64 . 134
1964.753 -1. 68 - . 092 .55 -. 090
1965 .800 .14 .064 2 .50 . 052
1965.861 -1.57 - . 067 .7 8 -.080
1966 .790 .53 -. 024 2. 78 - .054
1967.722 - 2. 70 -. 043 -. 89 -. 090
1967 .840 .25 .040 1. 97 - . 009
1968.740 .53 .025 1.38· - . 036
1969.790 - .09 .107 - .7 0 .041
1970 .730 .89 .119 - 1. 08 . 061
1971. 660 .66 .035 - 2. 30 - .005
1972.750 1.17 - . 017 -2 .2 1 - .0 30
1973.740 - . 05 . 012 -3 .21 . 021
1974. 790 -1. 71 - .009 -4 .33 . 016
1975.650 - 1. 45 - .011 - 3 . 58 . 021
1975.830 - .57 .005 - 2. 60 . 038
1976.786 - .27 .080 -1.80 . 116
1976 .860 - .33 .001 -1.83 . 037
1977.699 .36 .054 - . 78 .089
1977 .700 - 1. 10 .103 - 2. 24 . 137
1978.750 .48 -. 010 - . 30 .020
1978 .759 .23 .068 - .54 . 098
1979. 830 - .28 . 083 - .78 .107
1979.833 .21 - . 003 - .29 .020
1980 . 670 .01 .047 -. 32 . 064
1980. 817 -. 42 .043 -. 73 . 060
1981 .738 .03 .031 - .1 4 .041
1982 . 600 2.69 .131 2 . 60 . 135
1984 .620 - .18 . 039 -.12 . 030
1984.825 1. 68 .070 1. 75 .060
1985 .509 .71 -. 018 .79 - . 031



1. I nt ro d u cc ión

geo dés icas con vistns n S il np licncirin en geodesia espac ia ]. Se com pnrnn Iór mulns a proximndns y m étodos ite rntivos

(3)

(1)

(2 )

S = S( e, 4» = C ( l - e2
) .

pcos 4>' = (C +h)cos 4>,

. p sen rj/ =(S +h) sen 4>,

135

Roberto Barrio y Andrés Riaguas

Grupo de Mecánica Espacin l, Depnrtnrnento de Ma temri ti ca Aplicad n, Un ive rs idad de Z:nago1.tl

Mient ras que para obtener las coord enadas geocéntricas a pa rt ir de las geodésicas es un cálculo

directo, la t ra nsformación inversa requiere el empleo de ot ras técn icas como proce sos iterativos

o fórmulas aproxima das procedentes de series de pot encias . Los métodos que a cont inuació n se

compara n son los de Morrison y Pines , Long, Deprit y Deprit-Bartholome , GEODYN y Bowring ,

Recogemos aq uí la notación empleada por nosotros para todos los méto dos: p dist ancia

geocéntrica medid a en radio s terrestres, 4>' la titud geocént rica, (X, Y , Z ) coordenadas carte 

sianas, h altitud geod ésica sobre la superficie del elipsoide, 4> latitud geodésica , a semieje mayor

de la elipse terrestre meridional , e exceilt ricidad del elipsoide, e' segunda excentr icidad del elip

soide, b radio polar y f aplanamiento terrestre. A lo largo del artículo se ha tomado como unid ad

de longitud el radio ecua torial medio, es decir , a = 1 salvo cuando a apa rezca explícit amente.

Rev, Academia de Ciencias. Zaragoza. 48 (1993)

Re..sum en: En esta not.n nnn liznmos d istin tos m étodo s para ren lian r el ca m hio entre coo rrlennd ns geor.ént.rir.n.s y

COMPARACIÓN DE ALGORITMOS DE T RANSFORMACIÓN DE

COORDENADAS GEOCÉNTRICAS A GEO DÉSICAS

donde:

La t rans formación entre coordenadas geodésicas y geocéntricas es una de las tareas más

frecuen tes en los cálculos geod ésicos. La necesidad de selecciouar un algori tmo para su impl e

mentación en un software de geodesia espacial nos llevó a una comparación numérica de su

precisión y rapid ez ent re varios de ellos.

Las exp resiones que relacionan las coordenadas geocént ricas y las geodésicas son las sigui

entes:

cons iderando dos nlf.itu des (056 y 21685 kil óme tros} . Conc lui rnos recornend nudo el métod o ite rnt.ivo de Bow ring

debido a S1I n.lt.a precisión y rnpidez,



(5)

(4)

b
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1 1

1024
(512 eZ + 128é +GO e6 + 35es) +--, (é + eS)

p 32p-
3 6 S

- 25Gp3 (4e +3e )

-1 ' 1
- - (G4e4 +48e 6 +35es ) +--(4e4 + 2e6 + eS)
1024p l Gpz

15es eS+--- -
25Gp3 lGp4

a4

I ,p = ,p' + az sen 2,p' + a4 sen 4,p' + a6 sen G,p' + as sen 81>'

z

Don de los coeficientes a¡ =a¡(e, p) de la ecuación anterior son:

eZ A..

tg ,p = tg ,p' +---, '+' 1 •

Pcos ,p (1 - eZ senZ ,pP

Usando la fórmul a de Lagrange (ver Whittaker y Wat son[9], pág. 1:32· 133) obtend remos :

__+-_-=--__~----.l..-~...l..-_t_-x

p

Partimos de las ecuaciones que relacionan las coord enad as geodésicas con las geocéntricas

(1), (2). Podemos expresar estas ecua ciones de la form a:

2.1 Método de Morrison y Pilles

2. M étodos

Este métod o se bas a en la fórmula de Lagran ge pa ra ob tener desarrollos en ser ie . La solución

viene dad a como un a serie de Fourier de ,p hasta el orden de eS .

Figura 1.- Diagrama de latitudes geocéntricas y geodésicas donde se ha realizado una sección por un

meridiano al elipsoide de revolución.



2.2 Método de Long
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(8)

(7)

(6)

.1.
'

sen 21jJ' . [sen 21jJ' ( 1 1) .1.1] '1
<¡J + - - -e- + --- + - - - sen 4<¡J e

2p 8p 4p2 16p
1 J •

(p - 1) + -(1 - cos21jJ )e- +
4

+ [~ ( 1 - cos2 ljJ') + (_1_-~) (1 - cos4 q,ll] e'l
16 16p 64

I hMP =p cos(1jJ _ 1jJ' ) - (1 - e2 sen21jJ) ~ I

2.3 Método de Deprit y Deprit-Barth olome

resul ta: .

15 .1 2 3 .e = 1 + 2/ + 16/- - 2(1 + / )cos 21jJ + 16/- cos-t é+ oo.

En [3J se describe la forma de obtener por métodos recurrentes esta transform ación con la

precisión que se desee; en la práctic a par a evitar todos estos cálcu los en cada pun to se indican

los coeficientes pa ra un determinado valo r de / del desarrollo en serie de <t> .Y h. Se necesitan

Una vez calculada la latitud geodésica, podemos calcular la alti tud li con la siguiente ex

presión:

Long obtiene sus fórmul as usand o además relaciones ent re t riángulos, el hecho de que ljJ _ 1jJ'

sea del mismo orde n de magni tud que / y desarr ollando las expresiones en ser ies de potencias

de / ( reteniendo hasta el segu ndo orden) . Teniendo en cuenta el desarrollo de / en potencias

de e truncado en é

Morrison y Pines da n otras dos fórm ulas para el cálculo de h que hemos analizado, dando

menor pr ecisión y singularidades par a algunos valores de la latitu d geodésica . Por lo tanto sólo

considerar emos la fórmula indi cada en (7).

Long obt uvo un conjunto de fórmul as expresadas en desarrollos en serie de potencias del

aplanamiento terrestre / y de la excentricidad e. Partiendo de las relaciones (3), ( 1- / f = 1- el

y del desarroll o de e hast a p :



(9)

(10)

(11)

ildJ/il!

¿ <j; ~ (<j; ' ) ¡¡n .

n ~O

oh
h + o¡'~f.

4> (en senos)il/l/il!

h = ¿ hn(<j;' )un,
n. ~ o

<j; = ¿ <j;n(<j;, )¡¡n,
n~O

h (en cosenos)

O.p' + 1.000000000p

- 0.008324258 - 0.000005600

+0.000002810p- l - O.OOOOOOOOOp-l

2.p' -0.001676445 +0 .000005612

- 0.00000000.5p- , +0.003352801p- l - 0.OOOO1122:lp - '

+O.OOOOOOOOOp- ' +O.OOOOOOOOOp- '

- 0.000000014p-'

4.p' +0.000000704 - 0.000000002

- 0.000002810p- l +O.OOOOOOOOOp-' -0.00000281.5p- ' +O.OOOOOOOOOp- ,

+0.000011 242p- ' - 0.00OOOO038p- '

6.p' +0.000000005p- ' +0.000000004p- '

-O .OOOOOOOOOp- ' - O.0000OOO28p-'

+0.OOOOOO055p- '

Csen 4> ~ Z.

De la figura (2) se tiene que: .
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t = Ce2 sen 4>.

Podemos elegir entonces como valor inicial para. la it eració n:

2.4 GEODYN II .

Este métod o se basa en un proceso it erativo dado por Heiskan en y Morit z[8]. Par a ello se

supondrá que h ~ C, no obst ant e num éricamente es aceptable par a. altit udes mayor es. Sean

X , Y, Z las coordenadas cartesianas de un punto P respe cto de un siste ma con el origen en el

centro de la tierra y eje polar Z , t y Z¡ las indicadas en la figur a (2). Podemos aproxima r:

Con los coeficientes para el valor .de f igual a 1/ 298.25 (adoptado por la JAU en 1968) y con

una precisión de 9 dígitos significativos, Depr it y Deprit-Barth olome dan la siguiente tabla

A continuación se muest ran en una tabla las siguient es series (u = 1/p):

tambi én las series de las derivadas parcial es de li y <j; con respecto de f 'para que dichas fórmulas

se pueda n aplicar a. otros valores de f post erior es. El cálcu lo de <j; y de h quedaría :



( 13)

( 12)

JI - e2 sen? 4>

Ce2 sen 4>

Z + t

(X 2 + y 2 + Z¡ )~
Z,

C + h
1

C

sen 4>

Zt

C + h

__-t-_---"' -¡L-...Y.-~~...l...-_l_II__X

u

donde:

De la ecuación de la lati t ud expandida en series de Taylor y puesta en un a forma adec ua da

nos resulta:

e2 = (a2 _ b2 )j a2 , e/2 = (a2
_ b2 )j b2

,

tg {3 = !!.tg4> , p = (X 2 + y2) ~ .
a

2.5 Método de Bowring

Bowring indicó un algoritmo basado en el método de la simple it eración . Haciénd onos eco

del artículo de Laskowski comentamo s este mét odo y no el más reciente de Bork owski( 1989)

(basado en el método de Newton-Raphson) . Laskowski nos muest ra num éri cam ente que en este

caso funciona mejor la simple it eración . Por lo tanto, al obtener resu lt ad os más rápid os y pre

cisos, sólo comentaremos este método.

Se plantea el siguiente esqu ema par a la it er ación:

F igura 2.-Diagrama de latitudes geocéntricas y geodésicas donde se ha realizado una sección por un

meridiano alelipsoide. PQ = Ce2
, P R = C, RU = h , QR = S, OU = p.
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Ahora mediante simple ite ración (con dos ite raciones es suficiente ) ob tendremos una esti

mación de fJ y de éste obtendremos ,p. Comenzaremos la iteración con f30 = arc tg [ ~; ] .

3. Análisis de los métodos

3.1 Método de comparación utilizado

Todos los algor it mos han sido codificados en lenguaje FORT RAN y ejecutados en orde

nadores Macin tosh SE/ 30, usando doble precisión aritmét ica permitiendo 16 cifras significativas .

El análisis de los algor itmos fue reali zado para un conjunto de 90 puntos igualmente distribui dos

en lati tudes de 00 a 900 • Así mismo el análisis ha sido efect uado para dos alti tudes dis tin tas:

h = 956 Y h = 21685 kilómetros que corresponden a casos de satélites de altitudes cercanas

al Starlette y los G.P.S. respecti vamente. Los métodos han sido ejecutados para el valor de

f =1/298.257, que es el recomendado por la IAU(1976 ).

El error de la t ransformación es definido como la dis tancia euclídea ent re la posición geodésica

verdad era (la int roducida por nosotros ) y la calcul ada a partir de la posición geocéntrica. Dicha

posición se obt iene del paso de la posición geodésica verd ad era (el erro r de esta conversión se

supone nulo). En las gráficas se ha representado el logaritmo decimal del valor absoluto del

error contra el ángulo en grados, con lo que el eje de abcisas represent a. la latitud . Para los

casos en que por falta de precisión del ordenado r obtengamos error cero lo repr esentaremos en

las gráficas por 10- 18 . Del método de Bowring, al presentar un mejor compor tamiento, se ha

realizado un diagrama más completo.

3.2 An álisis

• Los métodos de Long y Deprit y Depri t-Barth olome fueron construidos pa ra. sa tisface r las

exigencias en precisión que se tenía cuando fueron pub licados. Así para el método de Long

hemos obtenido errores de hasta 10- 7 (debido a que en el desarrollo se tr unca en é) y par a

el segundo sólo se ha tenido en cuenta el desarrollo ya calculado para la f indicada que fue

const ruido para obtener un error del orde n de 10-10 (se ha comprobado numéricam ent e

dicha precisión). Por estas razones nos cent ramos en los rest antes métodos.

• Las siguientes gráficas (figuras (3), (4), (5) Y (6)) muest ran las diferencias de los errores de

los restantes métodos . En las dos gráficas ((3) , (4)) se anal izan los errores en la obtención

de é para las dos altitudes mencionadas . Hemos de notar que en los dos procesos iterativos

se aprecian dos zonas en las cuales se incrementa la precisión , llegando en algunos casos

al umbral de precisión de la má quina, cuando se calcu la o. Est as zonas corresponden

a valores de ,p cercanos a 50 y a 800. En las figura s ((5) , (6)) se comp ara n sólo dos

métodos de obtener h, GE ODYN y Bowring, Este último se realiza usando hM P de la

fórmul a (5) y por lo tan to la gráfica par a el método de Morri son y Pine s es análoga. Los

métodos it erat ivos, del GEODYN y Bowring , han sido ejecutados con 4 y 2 iteraciones

respecti vamente .
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Figura 6.-Mét odos para el cálculo de h aplicados a la altitud de 21685 kilómetros. (línea punteada

hM P de la equación (5) pa rt iendo de el> obte nido de Bowring y línea cont inua GEODY N)

Figura 5.-Métodos para el cálculo de h aplicados a la altitud de 956 kilómetr os . (línea punteada hMP

de la equación (5) part iendo de el> obtenido de Bowring y línea cont inua GEO DYN )

Fi gura 4.-Métodos para el cálculo de el> aplicados a la alt itud de 21685 kilómetros . (línea pun teada

Bowring, línea cont inua GEO DYN y línea a trazos Morr ison y Pines )

Fi gura 3.-Métodos para el cálculo de el> aplicados a la alt itud de 956 kilómetros. (línea pun teada

Bowring, línea contin ua GEODYN y línea a t razos Morr ison y Pines)



h BACBCCCCC CBCC BCCBBB
CB BBCCC CCCBB CCCB CBB
BABBCC CCC BCBBCCC 8BC
CBCB CCCBC CCBCCC CCCB
CABBCCCCC CBCCCCBBCC
CBCCCCCCCC CC 8 BBBBCB
BCBBC CCCCCBBCBBBC CB
CBBC CCCCCCCBCCC BBCB
CC8BC CCCCCC8CC CBBCB
CBC BBCCCCCCc CCe CCCB
BABCCCCCC CBCC CC BB BC
CBCBCC CCCCBCCCCBCC8
CCC BCCCBCCC aCaCBBCB
CBBBCCC CC BCCCCCCBCB
aACaCCCCCCCB CC BBBBB
CBBBCCCCCBCBCCC BBBB
BCCC CCCCCCCCCCC BBCB
CBCCCCCCCCCCCCC BC BB
BC BBCCCCB CCC BBB BCBC
CCBBCCCCCC BCCBCa BCB
CBC CCCCCCCCACCCACBC
C8 BCCCCCCCBCCCCCCCC
CAB8C CCCCCCCCCCCCCB
BBCBCBCCCCCCBBCB CCC
C8CC CCCCCCCCCCCCCB B
CCCCCCCCCCCCCCC BBC8
CB BCC CCCCCCCCC BBBCC
BBABCCCCCCCB CBCC8 CC
ccc ecCCCCCC BCCCCBBB
C8CCC CCCCCCCCCCB BCC

Figura 7.-Diag rama de errores en el método de Bowring. Los errores se corresponden con: A < 10- 17 ,

10- 17 < B < 10- 16 , 10- 16 < e < 10- 15

• Realizamos un análi sis más exhaustivo del méto do de Bowring debido a su mayor precisión .

El diagrama (7) nos muestra la semisuma de los errores pa ra <p y h. El valor de h varía de

32 en 32km ., con un valor inicial de 32km. y cP varía de 5 en 5 grados de 0° a 90°.

4 . Conclusión

Del análi sis de 'las gráficas anteriores y de los tests realizados se desprende que el método de

Bowring presenta el menor error y con un comportamiento totalmente homogéneo. Dicho error

se sitú a alrededor de 10- 16 para dos iteraciones. Por lo tanto recomendamos de entre todos

estos méto dos el uso del método de Bowring para obtener cP y la fórmu la ( 7) para h.

5. Apéndice

Existe ot ra forma de obt ener las lati tud geodésica en fun ción de las coordenadas geocént ricas y

es obteniendo las primera como raíz de un polino mio de cierto grado. Expresiones cerradas han

sido obte nidas por Heikkinen (1982) y Borkowski (1989) ent re ot ros. La form a de obte ner la

fórmul a de Borkowski es reducir la t ransformación de coordenadas a resolver 'la ecuación en 'ljJ:

2 sen( 'ljJ - !1) =es en 2'ljJ,

siendo e,!1 y 'ljJ cantidades que depen den de las coord enadas geocéntri cas, geodésicas y del

elipsoide de referencia. Mediante el cambio de variable t = tg( f - .*)se obtiene una ecuación

de cuarto grado cuyas soluciones se pueden expresar de fórm a cerra da . Los inconvenient es de

estas fórmulas son tanto las operaciones complejas como la elección de la solución correcta que

llevan a la pérdida de cifras significativa s y elevan el tiempo de cálculo .
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UN ESQUEMA MUESTRAL SIN REEMPLAZAMIENTO INMEDIATO

por

M. Ruiz Esp ejo* y M. Rueda Gar c ía**
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Summary. A s ampling scheme i s propos ed in t he contex t of sampling theory ,

whi ch is unb iased f or the population mean (with s ample mean estimator ) and

intermediate between s i mp l e random sampling with and without r eplac ement in

variance and exp ected costo This scheme is charac t erized as a Markov chain.

l. I ntroducción

Un esquema muestral es un procedimiento probabil ístico pa ra seleccionar

en primer lugar una unidad i
l

de entre las N que constituyen una población

f inita, U = {l,2, ... ,N}. Seg ui da mente obtener otra uni dad i 2 de entre l as N,

sabiendo que en primer lugar se obtuvo i l . Y en un a etapa genérica n, selec

cionar la un idad i n sabiendo que previamente se ha obtenido l a secuencia

~n-l

Es decir, deb e es pec i ficarse en gener al las proba bil i dades

y

dond e X
n

es l a unidad de la pob lación fin ita U, selecciona da en l a etapa n .
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Como s e justifica en Cas s e l et a l . (19 77) es equivalente usar un "esqu~

ma mues tral" a un " di s eño muestral ordenado" que reproduzca sus probabi lida-

des de se l ección.

Podemos considerar un es quema muestral como una cadena de Mar kov homo

gé nea (Vélez . 1977). En este cas o el es pa c i o de estados será l a pr opi a pobl~

c i ón f inita U. de tamaño N. La distribución inicial equiproba ble asignaría '

l / N pa ra i =1.2 •. •. •N.

y l a matri z de probabilidades de t ransición en una etapa pa r a un esquema

muestral "sin r eemplaza mien t o i nmedi ato" . o también " con r eemplazamiento no

inmediato" puede venir expresada por

(1 - 5. . )/(N-l) para i. j =1.2 , • . •• N.
l J

donde Ó. . s on l as deltas de Krone cke r ( toma e l valor 1 si i=j, y e l valor O
lJ

si i~j ) . De es te modo qued aría caracterizado el es quema muestral de Markov .

que co i ncide con el muest r eo a leator i o simple s in o con r eempl azami ento si

el tamaño muestral es n=l, coinc ide con el muestreo alea t orio simple sin

reemp laza mient o si n=2, y s i n ~3 s er í a una es t r a tegia (con l a med ia mues

t ral Ys) int ermedia en cua nt o a su varianza y coste esperado que las es t rate

gias de muestreo aleator io simple con y sin r eemplazamiento (Ruiz y Santos.

1989) .

Además . al ser un di s eño con reemplazamiento (aunque no inmediato) , l a

estrategia propues t a admite ot ras i nsesga das y de menor o i gual va r i anza tal

y como es bien sabido (Casse l et a l • • 1977 ó Rui z . 1988) pero al precio de

un mayor o igual coste esperado.

Considerando como diseño muestral ordenado de tamaño f ijo n. s i i .~i . 1
J J+

para j =1 . 2 •...• n- l. la probabilidad -de una muestra ordenad a ~=(il ,i2 , . •• •in)

es

1 1 n- l
p(~) =¡;¡ (N-l)

Llamando "p" a éste di seño ordenado propue s t o, ver emos que con l a media

mues t r a l Ys es una estrategia insesgada pa ra la media poblac i onal

1 N
11.= - ~ Y

r o N LeL i
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( 2)

N

L y" N
11

= YU- {l"l:}" 1 " 1 
1"11

n 1 n 1 n
E(.!.. L y . ) =- L E(y " ) =- L fL = 1). .

n j=l 1 j n j=l 1 j n j=l I

N
E (y " ) E[E(y" lv. )J EcYU-{i

1
} ) L YU-l i 1

} p (X1=i 1 )p 1
2 1 2 1 1 i 1=1

N
1

N 1 1 N N

L (N-1 L Yj ) N= N(N-1) L L Yji
1

=1 #i1 i 1=1 #i1

E (y " )
P 1 1

Aná logamente se procede con

E(yi. ) = YU =jJ- para j> 2.
J
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Además ,

La estrategia propuesta (p ,y ) para un tamaño mues tral n, es insesgada
s

para estimar l a media poblacional . En efecto,

de donde

2 . Insesgación

Por todo e l lo , de l as ecuaciones (1) , (2 ) Y ésta última , deducimos que

siendo Yi l a variable de interés en l a unidad i de U. Además su var ianza es

calculable para un tamaño mues tral n , según propo ne mos , hac i en do us o de re

s ul t ados de "procesos estocásticos y co ncretamente de cade na s de Markov homo

géneas .



(3)

(4)

(5 )

(6 )

n-l n
+ 2 2:= L y . y . )

j =l k > j J. j J.k

n n-1 n
=~ [~ E (y2. ) + 2 " , E ( )]2 t- L- L- y . y.

n j = l p J. j j =l k ;> j P J. j J.k

1 n 2
="2 E (L y .

n P j=l J. j

2 .
E ( Y. )

P J.
j

1 2
= N(N- 1) (NcX2 - No<.¿ ) =0( 2 '

148

1 n 2 1 n n
E (- I: y . ) = 2" E (L L y . y . )

p n j =l J. j n p j =l k=l J. j J.k

n

L E (/) n~.
j =lP J. j

Pod emos ex presar

De modo simi lar,

por 10 qu e sólo nos queda calcular

donde ~2 es e l momento pob1acional con r es pec t o ~l orígen de orden 2 , y si

j~ 2

s i en do

3 . Vari anza de l a estrategia

de donde de (4) y (5),



( 7 )

(8)

(n )

(1 0)

N

~l YiYU_{ilP(Xl=i)
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t _ 1__1_ =~
- 1 - - N- l N-l (N_l)2 '1,,1

1
, 1

3

N

2: P(X2=ilxl=il)P(X3=i3Ix2=i)
i#i l ,i3

= E(y _ YU- { - } )1
1

1
1

E (y _ y _ ) = E (y _ s , ) para j =2 , 3 , ... , n-lo
p 1 j 1 j + l P 1 1 1 2

Para calcular

tenemos que si il~i3' por la ecuación de Chapman-Kolmogorov

y razonando de modo paralelo,



De (3) , sustituyendo (6) . (7 ) y (8). as í como (12) y ( 13 ) . po de mos con-

(1 3)

(12 )

1
N

2
N N

(N-1) -1
= N(N-1 ) L y . + L L y . y .

N(N_1) 2i
1=1

1
1 i

1=
1 V il

1
1

1

N
2

N N
1

N Nti 1 L i~l L L y . y . )= N- 1 N2
( ¿ y . + y. y . - N-1i =1 1 1

1
1

1 ' ¡" 1 1 1
1 i

1
=1 i

1
=1 1 1

1
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N 2 1 2
= - /1 - -- (NI' -O( )

N-Ir (N_1)2 2

NI 22 1 N
= -N 1 -2 [NJl- - N- 1 L y . (Np- - y . l]

- N i =1 1 1 1 1
1

= N(N-2) 2 + _ 1_ _ 0<

(N_1)2 )A (N_1 )2 2

E (y . y . ) siendo j=2. 3 •. ..• n-2.
p 1 j 1 j + 2

N N- 2 1
E (y . y . ) = E[y . (L y . - - 2 + y . NI)]
. p 1 1 1 3 1 1 i h 1 (N-l) 1 1 -

1

po r l o que de (10 ) y (11) tenemos

Además , l a fórmula ( 12) es válida par a

c1u i r que

y s us t i t uyé ndol o en (9) ,
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Es f ácil comprobar que si n=l obtenemos l os diseños de muestreo aleato

r i o simpl e co n o sin r eempla zami ento, si n=2 estamos ante e l muestreo a lea t o

r io s i mple s in r eempl azami ent o, así co mo que si n 33 tenemos una estrateg i a

intermedia en varianza y coste esperado .

ble de l a pot encia n- l de ol a ma triz de proba bil i da des de tra'1sición en una

etapa . Sustituyendo (14) en

obtene mos l a va r ianza de la media muestral ba j o e l esquema muestral s i n r eem

plaza mient o i nmediato.

donde en general ,

s i en do p ~ n~l) l a probab il i dad de transic ión de i
l

a i en n- l etapas, obteni
l
lln

n



l. Introducción

INTERVALOS DE CONFIANZA BILATERALES PARA ESTIMAR UNA PROPORCIÓN

M. Ruiz Espejo

(1)

153

e = k.(f(p) ,

De este modo, llamando "e" al "error máximo de muestreo", tendremos que

el intervalo (p : e) se obtiene igualando

El problema de estimación por intervalo de una proporción de población

finita viene siendo tratado habitualmente en la práctica, suponiendo que la

proporción muestral p, cuando el tamaño efectivo fijo de la muestra es sufi

cientemente grande, se distribuye como una variable aleatoria normal con me

dia l~ proporción poblacional P, y varianza la del estimador proporción mues

tral V(p).

Departamento de Estadística

Facultad de Ciencias Económicas y Empresariales

Universidad Complu~ense de Madrid

por

Summary• .The problem of bisided interval estimation of maximum absolute error

of a proportion of a finite population under simple random sampling without

replacement of effective size n (mas), it has not satisfactorily solved. We

make a critical review of the usual methods and we propose an inferential me

thod of minimum distance for building such intervals.
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En el caso en que el diseño es de muestreo aleatorio simple con reempla-

· zami ent o (masr) y el tamaño muestral n es suficientemente grande, se puede

hacer uso del Teorema Central del Límite y suponer razonablemente que p se

distribuye aproximadamente N(P, VPQ/n), siendo Q = l-P, puesto que la propor

ción muestral p es una media aritmética de unos o ceros cada uno de los cua

les se obtienen de variables aleatorias independientes e idénticamente dis

tribuídas a la población, al seleccionar unidades con probabilidades iguales

y con reemplazamiento antes de las sucesivas observaciones.



[
2 2 2

n (N-l) e + k PQ] = k NPQ ,
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2
e

De (1 ) , elevando al cuadrado ambos miembros, tenemos

e k . <r(p)

k 2 a l nivel de confianza de l 0 .955, o bien,

e

k = 3 al ni ve l de confianza del 0.997.

de donde el t amaño mue stral ef ectivo sería

o también

es decir

en el caso más desfavorable en que PQ ~ 1/4 .

ó

o bien

Por un razonamiento similar, bajo muestreo aleatorio simple sin reempla

zamiento (mas ) , partiríamos de que si N es el tamaño de la población finita ,

s iendo k una constante obtenida de l as tablas de la distribución normal para

los diferentes niveles de confianza, por ejemplo ,

por tratarse de un di s eño de muestreo aleatorio simple con reemplazamie nto

(masr) , de donde despejando n (tamaño mues t r al fijo), tendremos



2 . Una solución exhaustiva

( 2)
k2 (N_n)PQ 1

_
< -(N-l)n 2e

En este caso y en el visto en l a sección 1 , es interesante observar que

dados e , N Y l-lX , queda de terminado n s upuesto que se co noce P por la apro

ximación p; pero también se podría partir de l os datos n, Ny l -lX , quedando

determinado el error máximo e , cuando P esté suficientemente aproximado por

p (El dato N es ne cesario con diseño mas, y no pa r a el diseño masr) .

n

Puesto que la proporClon muestral pes· i nsesgada para la proporción po

blaciona l P y l a varianza de p es conocida para los diseños masr y mas , po

demos escribir que l a probabi lidad

La ap roxi maci ón nor mal es vál i da con diseño ma s r de tamaño f ij o n sufi

cientemente grande ; en los demás casos (diseño mas o cuando n es relativameg

te pequeño) una solución exhaustiva o por exceso se puede obtener haciendo

uso de la desigualdad de Tchebycheff .

Además , en base al trabajo de Plane y Gordon (1982), pod emos asegurar

que cuando el tamaño muestral n crece nunca se podrá decir que la distribu

ción de la proporción muestral p sea normal bajo diseño mas.

ó

en e l caso más desfavorable .

Otros trabajos de interés sobre estimación por intervalo para proporci~

nes son l os de Buonaccorsi (1987) , Katz (1953), Pes kun (1990) y Wright

(1991) , que proporcionan soluciones exactas de intervalos unilaterales .

El ún ico inconveniente es que al tratarse de un diseño mas, las observ~

ciones sucesivas son sin reemplazamiento, por lo que son obser vac iones dep eg

·di ent es y por tanto no nos encontramos en las hipótesis tradicionales del

Teor ema Cent ral de l · Lí mite, por l o que no hay garantías de que la con s tante

k pueda ser obtenida de l a di str ibución norma l, y por lo t anto l a s ol uc i ón

(2) no es siempre válida desde este punto de vis ta .
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( 4 )

(3)

1 - eX ,

NPQ ,

NPQ - nPQ •

NPQ

(N-n)PQ -: 1 \ I N-n
(N-l)nO( - 2" V (N-l)nOC

(N-l) e2oc + PQ

e

n

2n [(N- l )e oc. + PQ]

e =' [PO < ~ \ fT
y~ - 2 Vnoc:

PQ
n =-2-

e o(

V(p )p[ líJ - pi < e] ~ ·1 - - 2-
e
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En Cochran (1977) se sugieren algunas t abl as es tadísticas como las de

las distribuciones binomial o hipergeométrica indicadas para los diseños masr

y mas respectivamente , pero concretamente para este úl t i mo dis eño se ap recian

Las ·soluciones por exceso (3) y (4) dan siempre tamaños muestrales muy

superiores a las obtenidas haciendo uso de tablas de l a distr i bución normal .

en el caso más desfavorable en que PQ ~ 1/ 4 .

ó

es decir ,

pa ra diseño mas , resultando

Despej ando n quedará

ó

siendo V(p) = PQ/n en masr y V(p) = (N-n) PQ/ [(N- l)n] en mas. Al igualar V(p )

a e2~ , despejando e l tamaño muestral n , t endremos

(en el caso más desfavorable) baj o diseño masr , y si igualamos tambié n



ce
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x )

si O~k~min{n,NP} y O~n-k ~ min{n,NQ} •

np+ne
L p (X*

x=n13- ne
lf ( e )

p(Xk)

siendo

<{J(e - l /n) < 1 - ()(

<{J(e) ~ 1 -O( ,

p X/ n ,

Dados ahora n , N y 1-0(, el er ror máx i mo " e" s e de t er mina ha c i endo va 

riar e = O, l/n, 2/n, ..•• hasta n/ n = 1 de man era que veri f ique que e l error

máx i mo al ni vel de confianza l -OC , "e", es e l pr i mer va lor de e que satisfa-

de modo que X H(N,n,NP) es una distribución hipergeométrica, es decir

En esta sección damos cobertura al problema no resuel to de as igna r i n

t ervalos bilaterales ·de confianza de error máx imo e para el diseño mas , sien

do N cua l qui er número natural, no necesariamente pequeño (h asta N = 2000)

como trata comput ac iona l mente Wright (1991).

El es t i mador proporción muestral p bajo diseño mas, de t amañ o efect ivo

fi j o n, se distribuye

serias lagunas y limitaciones en l a prác t i ca, co mo es que N tenga que ser in

ferior o i gual a 100 , o valga 500, 2500 Y 10000 pud iéndos e inter polar gráfi

cament e las soluciones para los valores intermedios de N, no t r a t ándos e en

los casos de N s upe r i or es a 10000, como es muy fre cu en t e en l a práctica . Ad~

más no s e indica ningún criterio par a estimar de qué parámetros es l a dis t r i

bución binomial o hipergeométri ca ya que sólo podrían co noce r se sus paráme

tros con un diseño censal, y en est e caso no ser í a necesa r io ya e s timar por

i nter va l o P, pues es te parámetro sería conocido con exac titud.

3. I nter va l os de confianza propuestos
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( 5 )
si y s ól o si Np - [ N~) ~ 1/2

si y sólo s i Np - [N~) > 1/2
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16 1 Wright, T. (1991). Exact Confidence Bounds when Sampling from Small Fini
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14 1 Peskun , P .H . (1990) . A note on a general method lor obtaining confidence

intervals lrom samples lrom discrete distributions . Amer. Statist. 44 ,

En (5) el s ímbo lo "[ • . . ) ,, corresponde a "parte entera". Aunque l a labor

de deter mi nar "e" es aparentemente compl icada , este va lor pue de obtenerse di

rectamente mediante un programa de ordenador con las ideas aquí sugeridas ,

de modo que e l intervalo bilateral de conlianza propuesto para P s erá

donde X* = H(N, n, NP) es una estimación paramétri ca de mí n ima di stancia de X;
.-.

es decir , NP es un nú mero na tural estimado por r e dondeo que ve rilica
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Surnmary . I n s orne cases a fixed f i nite pop ul ation . of size N. may be con si

de r ed i n i t s e l f a simple random sampl e ( indep endent observations among them

obtained from an i nfinite r an dom variab l e Y). The interest is based usually

to i nfer on i nfi nite population mean. variance or variance est i mation . In

the present paper we pr es ent t he s implest strat egi es f or this purpose, and

co nsequently of the pigg es t pr actical i nteres t .

l . Introducción

El modelo superpoblac ional más sencillo en c i er t o sentido (ver Cassel .

et al. 111) es co ns i derar que e l va lor Yi ( i =1. 2, . . . •N) de l a variabl e de

i nterés "y". es una obs ervaci ón i ndependiente que procede de l a r eali zac i ón

de una variable a leator ia Y
i

( i =1 . 2, ...• N) que es i ndependi ent e e i déntica

mente distribuída a l a variabl e aleat oria Y de l a que pretende mos i nf erir
- ~sobr e s u media poblacional )L = E(Y) . Y s u varianza poblacional q = v(y) .

Es te planteamiento general ha sido tr~tado por Koop 131 para el estu

dio de ciertos problemas· bajo es te modelo . Una de sus consecuencias es que

para cua l qui er diseño muestral no informativo , l a media ari tmética basada
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2 . Estrategias insesgadas para la media

do dados por Ruiz 141.

160

EME CY)mas s

pues

ECY )
s

Demostración

Proposición 1. Los es t i mador es tradicionales "media muestral" Ys ó Ys son

i nsesgados para estimar ~ , bajo el modelo M y para diseños de muestreo alea

tori o s imple sin o con reemplazam ient o respectivamente (mas ó masr)a

A pesar del resultado comentado de Koop 131 sobre estimación UMV, el

uso de diseños ordenados pueden ser ventajoso~ por su costo esperado infe

rior al de los diseños no ordenados, para un tamaño muestral fijo n. Esta

a f i rmación puede ser argum entada para estudios analíticos del mismo modo

que en el cont exto de pob l ación fini ta fijada (Ruiz y ·San t os , 15 1).

La primera fas e de aleatorización basada en el modelo M proporciona el

universo finito existente con sus N posibles observaciones; la segunda fase

de aleatorización se basa en un diseño muestral que es controlable por el

investigador estadístico.

Por tanto es muy importante estar cer c i or ado de que los posibles valo

res observables Yi ( i=1,2, ... ,N) procedan todos de la misma población esta

dística Y, y además que sean independientes entre sí las N posibles obser

vaciones asociadas a las N unidades identificables que constituyen la po

blación o universo finito U. Si no fuera así, la hipótesis hecha sobre el

modelo M no sería razonable y el uso de las técnicas que presentamos a con

tinuac i ón no serían apropiadas en la práctica.

Así observamos que el problema de inferencia sobre)' ó ~2 admite dos

tipos de aleatorización; una basada en el modelo M propuesto por el cual es

posible observar la variable de interés en una población finita U de tamaño

N, y otra basada en el diseño muestral (ordenado o no) por el que se selec

c iona la muestra de tamaño fijo n (~1).

en el tamaño muestral efectivo fijo, es un estimador UMV (uniformemente de

mínima varianza) deft, media poblacional de la variable aleatoria Y. Otros

estudios recientes de muestreo estratificado en estudios analíticos han si-
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N+n-1 - 2
V(masr-M,y ) =--- (¡ Os Nny

1 - 2 N+n-1 _2
+1[ 0" =~ <r

E V <Y) + VME (y)M masr ~ masr S

EMV <Y) + V E <Y)mas s M-mas s

N-1 -2
=Ni1" U'

N-n - 2
= - - 11'

Nn

E E <Y)M- masr s

V(masr-M,y l
s

V(mas-M, y )
s

V(mas-M,y ) =~ ~2
s n

E(y )
s

Demostración

(ver Cochran, 121 l , siendo S2 l a cuasivarianza de la pob lación finita ,

1 N 1 _ _
EM<Y ) = - L EM(Yl.") = N N)J- = JI

N i=l

Es consecuencia del uso de l teorema de Madow en ambos casos ,

1 N
E <Y)= - L. y y

mas s N i=l i

Proposición 2 . Siendo n el tamaño muestral fijo,

Con"este primer res ultado conc luímos que (mas-M,y l y (masr-M,y ) sons s
estrategias (diseño-mode lo , estimador) ins es gadas para estimar ji . Las va-

rianzas para estas estrategias son dadas a continuación (supuesto que la
:"2

varianza rr < 00 ) .

sabiendo que l a estrategi a (masr, y l es i nsesgada para y en e l modelo de P2
s

blación f ini t a fijada . Así , E(masr=M,y ) = u O
. s '

por estar Y
i

di s tribuída como Y. Es decir , E(mas-M,ys) =p. También

(ver Casse1, et al . 111) , y
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y

V(Y) -cee , tenemos el siguiente r esul t ado

2 1 L (Yi
- 2s = n-1 - ys)s

i E s

También .

N s2) E E (....!'!... s2) N 2E(masr-M' N_1 EM(N_1Emasr(ss))s M masr N-1 s

S; - 2• suponemos que cr

3. Estrategias insesgadas para la vari an za

Pr opos i ción 4 . Dos estrategias insesgadas para B2 son (mas-M.s2) y (masr-M.
s

N 2) , d 2 " _N:r Ss • s~en o s l a cuas~var~anza muestral para la muestra s o ~ que s e

subindica e

Demostración

s iendo

162

Denotando por (p -M.tr ) a las estrategias intermedias (introducidas por

Ruiz y Santos 151) par~ estudios analíticos . tenemos que si

Pr oposi c i ón 3 . Siendo N el tamaño poblacional y n 'el tamaño de la muestra

i ndep endi ent e h (=1 .2 •.. . •m).

Obviamente , comparando ambas estrategias . vemos que es más precisa l a

primera (mas-M.y ) que la segunda (mas r - M. y ) siempre que n > 1 . Sin embargo .
s s

l a segunda es más económica en promedio que la primera para un tamaño mues-

t ral fi jo común n ( >1) según se puede ver en Rui z y Santos 151 . Es intere

sant e observar que las varianzas obt eni das para estudios analíticos son dis

tintas de las clásicas V(mas.y ) y V(masr.y ) en poblaciones finitas . aun-
s s

que conservan sus propiedades co mparativas (el muestreo s i n reemplazamiento

es más eficiente que con reemplazamiento . pero de mayor cos t e esperado) .



Ref er enci as

2 1 N 2
a = - L (y . - y)

N i =l 1
y

yV(mas-M,y ) = 2.. s2_ s n s

s2 = --.!.-1 .L (y .
s n- i E s 1

Demos tración

m
'" ) _ N-n+mn '\ 2
V(p-M, t r - ---2--- L- sh '

m nN h=l

Es i nmediata a parti r de l as pr oposiciones 2 y 4 O

Corolario 2 . Un estimador ins esgad o de l a varianza V(p- M,tr ) (dada en la

proposición 3) , es

la cuasivari an za muest ral ordenada y l a varianza de la población finita res

pect i vament e e

Corol ario 1. Es timador es insesgados de l as va r ianzas dadas en l a proposi

c i ón 2 son

163

siendo s~ la cuasivarianza muestral en l a muestra independiente h(=l , 2 , . . . ,m) [

siendo
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(4) Ruiz, M. ( 1991) . Muest r eo est r a t i f i ca do en estudios ana l í ticos . Metron 49

459- 468.

( 5) Ruiz , M. y Sant os, J . ( 1989) . Estra t egias i ntermedias de muestreo . Esta

dística Española 31, nQ 121 , 227-235 .
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THE PROBLEM OF OPTIMUM WEIGHTS IN STRATIFIED SAMPLING

Summary. In this paper we are studying the gain in precision of stratified

sampling, being possible for any stratification and any sample allocation,

considering variable the weights of the usual estimator of the population

mean and optimizing such weights. As a result of this we can build new theor

etical unbiased estimators with lesser variance than the classical strati

fied estimators of equal sample size, as · we can see in an example included

in section 3.

Stratified sampling is a traditional way to estimate the mean of a fini

te population, whi~h may have certain advantages due to its higher precision

than sorne classical estimators as for example the sample mean in sorne cases

(Cochran, 1953). This paper considers an important theoretical question, if

the precision of the ordinary stratified sampling estimator can be ·improved

by optimizing the weights of the strata sample means. The answer is that it

Sorne steps forward have been given in order to improve the precision of

the classical stratified estimator of the population ·~ean , among them the

theoretical problem ofsample allocation or distribution of the samp1e size

among the strata whose optimization is due to Tschuprow-Neyman, or also the

· opt i mi za t i on of strata building or the theoretical problem of optimum strat-



()~*
2WhV<Yh) ->')lh =

A¡Uh---= O =} W
h p* (1)

d Wh
h

2V<Yh)
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being subject to unbiased constraint

being J1.h [= E(yh ) ] the mean of the interest variable "y". in' the stratum h

(=1,2 ••••• L). Using the Lagrangian (where Ais the Lagrange multiplier)

which we solve as follows

The variance of the estimator Y
st'

V(Yst)' will be the function to mini

mize

L
N L Nh •

h=l

2. The problem of optimization

in order to improve greatly the precision of the stratified sampling we may

consider Wh variable so that Y
s t

is unbiased for the .population mean~. This

new optimization is compatible with the ones already known; being given a

stratification and an allocation (which may be optimum). we optimize in turn

the weights Wh (h=1.2 •... ,L).

ification studied by Dalenius (see Cochran. 1977); so. in this paper we in~

troduce and discuss the problem of optimizing the weights being used in the

traditional estimator

where "y" Ls the interest variable. L the number of s tr-atia , W
h

= P
h

= Nh/N

(h=1.2 •.••• L) the relative size of stratum h. and Yh the sample mean estima

tor in the stratum h (=1.2 ••••• L). Though Wh is usually fixed and equal to

Nh/N. being Nh the size of stratum h. and N the size of the whole finite po

pulation



(3)

(2)

i=O,l,2.

L 2

p* -si.~ ::=}
h,uh 2 h-1 V(y )

- h

s.
1

L

p=L
h=l

L

y* = L Ph*Yhst h=l

L
'E.. p*
h=l h

In this optimum case, the sum

2
2 ~ 2 Nh-~ (J"h

VoptcY;t) =p /[L P. /(-_._)]
h=l h Nh- 1 ~

h 2. th . fw ere (J h 1S e var-aance o stratum h .

The minimum variance will be, in this case

being

and i ts variance will be

In stratified orandom s ampl í.ng , the estimator oOf ? is

Thus (1) and (2) imp1y

As,

being these the optimum weights that minimize V(Y
s t),

where Yst is unbiased

for the population mean with such weights. This procedure is simple and va

lid in the case of L~ 2 (as there is only one constraint), for any stratifi

cation, for any allocation and for any unbiased estimator Y
h

(forph) used

in the stratum h.

does not have to be 1. If we wanted 10 include a new unnecessary constraint,

167



and

h 1 2 3

J1h
1 4 10

Nh
6 9 3

~
2 3 1 (Pr oporti onal a llocation)

h 1 2 3

2
1 2O"h 3

P
h

1/3 1/2 1/6

p* 0.1474202 0.4717445 0.1965602
h

pI 0.3296703 0.5054945 0.1648352
h

Being the given data, L=3,

L

1 = L. "'h '
h=l

168

3. Example

As there are two constraints now, the gain in precision happens to be

effective for L ~ 3 although this gain is in any case lower than the one gi

ven by (3).

with

the problem of opt i miza t i on that may arise would be

(being Al and A
2

the Lagrange multipliers), which would be sol ved as follows



1.000121> 1

1.071672> 1

for

for veyst)'

0.2527778
0.2527473

y* .
st

3 3
¿ p* 0.8157249 2: P' 1
h=l

h
h=l

h

3 3

2: p* p. = 2:" pI P = f 4 •

h=l hh h=l h h
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using

3-, L P,lhYst
h=1

and where

3

Yst = L PhYh.
h=l

For any case, the ratio R

4. A general justification

This confirms the previous statements made in the aforementioned sec

tions as the re1ative gain in precision in the examp1e, is superior to 7 X,

concrete1y 7.1672 X. As a resu1t of this, the proposed technique is conside

red quite useful in theoretica1 conventiona1 stratified· samp1ing. We can co~

sider sorne cases in which ifflL is relative1y large and V(Y
L)

is relative1y

small, the gains in precision or accuracy are greater than in the examp1e

proposed in this section.

and

using

Taking Y as the samp1e mean with "simple random sampling vithout rep1~
h .

cement" design, being these independent among the strata. The re1ative .gains

in precision with respect to the classical procedure (whose variance 1s

veyst» are



Or a1so , V (y- *) < V(Y
s t

) i n the most general case .
opt st . "

L

[L
h=l

1 .R ~ ----,;-----

V<Ys t)
R = - - - -

vopt<Y:t)
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AB8TRACT

Using the Density-Functional theory 'for the free electrons of a metal cluster we
have st udied the validity of the jellium mo del to descri be its ion background. Depending
on the metal and the number of atoms in the cluster, a hollow uniform-density sphere
is proposed as a mor e correct model.

1. INTRODUCTION

In recent years, a lot of resear ch has been devoted to analysing the physi cs of
small metal clusters !, 2. This is ·d ue to both their intrinsic scient ific interest and their
enormous technological projections. Because of their smallness, the st ructure of these
ob jects is akin to th at of metallic surfaces an d henc e, these systems const itute a paradig
mati c object where the t ransition of any physical proper ties from th e at om to the bulk
material can be analysed . Among th e different theoreti cal strategies used to analyse
the free-electr ón struct ure of clusters, the Density-Functional theory", in its different
versions" , is one of the most popular. With resp ect to the ion background, the jelliu m
model is the most habitual because of it s simplici ty, universality, and correctness of
many of it s predictions2,5 ,6 . Unfor tunately, the jellium approximation pos es problems
in several issues of metal physics an d in par ti cular, when it is used to describe the sur
face of dense metals7

, which is why one could easily foresee th e' appearance of difficult ies
when applying the jellium to cluster physics. [For the bulk metal, sever al problems de
rived from the jellium are solved when t he effects o f the pseudopotent ial are ad equ ately
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where ¡J. is the chemical potentia1. Eq. (2.4 ) lead s us to th e Euler-Lagrange equations of
thi s system. T his is th e difference with respect to I: there we used a trial function for

(2.4)

(2.3)

(2.2)

(2.1)

8~ e {E[n e] - JlJnedr } = O,

E[ne] = ~ J<p(r) [é (r ) - ne(r) ] dr + G [n eJ,

2. THE M ODEL

The total energy of th e cluster is descr ibed by the fol1owing functional:

G[n eJ = 1
3
0 (37r2? /3Jn~/3dr - ~ (~) 1/3Jn~/3dr

J n~/3 1 J(V ne)2
- 0.056 1/3dr + - ---dr .

0.079 +n e 72 n e

Thus, E[n eJ cont ains the kinetic term (plus its first gradient correction) , the electro
stat ic, exchange, and correlation energies. T he coefficient of the gradient term is what
is derived from the unambiguous Kirzhnits expans ion'' a, and the correlat ion is of the
Wigner ty pe. In the previous formulas and throughout the paper Hart ree units (a.u.),
ñ = m = e = 1, ar e used . The elect rostat ic potential is linked to the charge dens ity
through the Poisson equat ion:

where <Pe and <p+ are th e potentials created by the electrons and pos itive backgro und
resp ectively. T he clus ter energy resul ting from Eq .(l ) must be an extremum with respect
to density variations sub ject to th e prescribednormalization. T hus we must solve:

where n +, the constant charge density of the positive distribution, is taken as that of
th e bulk material, n e is the electron charge density, <p is the total e1ectrostatic potential,
and G is chosen as

included; in this respect see th e recent work' contained in Reference 8]. T hus, it is int er
esti ng to try to find out , from first principies, when the jellium approximation is valid
for clusters and, in the negative cases, formulate simple alternatives. In a recent paper" ,
which we will refer to as I, we have analyzed the same problem through a simple vari
ational model (also used successfully in the description of non metal10 cluster s) based
on a trial function for th e elect ron density. The results emerging from I have spurred
us to carry out this second work which basically confirms the conclusions of 1. Now
we use again the Density-Fun ct ional theory but, by solving exactly the Euler-Lagrang e
equations of the system.

As our aim is to show with total clari ty when th e jellium approximation is valid (or
not) for small metal clusters, we develop a simple model which, incl udi ng the jel1ium as
a particular case , describes in general a uniform -background 'model allowing a concentric
hole to appear in its interior. Thus th e global spherical symmetry of the problem is
maint ained, T he tendency of a' cluster to develop such a hole, i.e, to increase it s
surface, is int erpret ed as the onset of the instability of the jel1ium which could preclude
its complete breakdown.
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(2.5)

r ::; H;

H < r < R¡

r 2 R¡

where the dim ensionless parameter >. = 1f.has been used . Thus , inser ting Eqs.(2 .1),
(2.3), and (2.5) into (2.4) , we express the Eul er-Lagran ge equations in terms of the
variable n eo

the density, whilst here we look for the exact minimum of Eq .(2 .1) (Le. the solution of
Eq.(2.4» . R(H) is th e exte rior (interior) radius of th e positive core n+(r) = n o8(R 
r)8(r - H ); N is th e number of atoms and v the valence of the materi al. Thus we have
4
3
" (R 3 - H 3 )no = Nv = Z , and no = 4=3 , r . is the Wigner-Seitz parameter of the"r.

metal.

In our model the-analyt ic-expression for 4>+ is given by
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Our results ar e summarized in Fig.l , which shows the value of >. for four cases
N = 2,20,92 and 186 in different materials. As a general tendency we observe how >.
decreases as N increases. There is a set of elements, Na, E , etc . for which even wit h
N = 2, >. is nul1 and the jel1ium model is Ol<. At the other extreme: Cu , M g, etc., we
see that even for N = 186, th e solid jel1ium fails, and our model is more ap propriate.
We also observe a zone of transition , where each N fixes a different value of >.. On
occasions, there are "sudden fal1s" as is the' case with La and also with Ag and Au.
It seems that when the fall occurs for >. next to 1, it is ab rupto In copper, where for
N = 186 c1ust ers behave as pure surfaces, the fall starts for bigger systems, and t hus
for N = 1860 >. ~ 0.17. Our results, which are shown in Fig.l , follow the general trend
of t hose obtain ed in pap er 1.

in Fig.2 we depict for gold c1usters the explicit form adopt ed in our model by the
. electron densi ty distributed around th e pos it ive backgro und . This metal was chosen as
be ing characterist ic in t he area of intermediate lambdas.

Thus, we conc1ude that the jellium approximation , which is cor rect for al1 alca line
metal c1usters, improves, in genera l, with the increase in n», These resul ts suggest that
our hollow-jellium-model, which inc1udes t he ordinary un iform sphere as a particular
case , may be mor e suitable in those cases where th e pure jellium mod el fails. Con
sequent ly, a number of calculations, of Khon-Sham type for example, would be wort h
redoing to allow the appeara nce of the inner hole; in all probability, this would consid
erably improve many theoret ical predictions. In addit ion, we will say that corrections
to spherityl? could be easily inc1uded as a mere refinement of this model.
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F igur e 1. Value of >. for several metal c1usters; the comparison amo ng N = 2, 20,92 and
186 illu strates its systematic shortening as N incrases.
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ABSTRACT

l . INTRODUCCION
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Posteriormente, en 1935, (4) Katharine Blodgett muestra la manera en que se pueden

trasferir de forma secuenciada las capas monomoléculares sucesivamente sobre un sustrato . La

estructura laminar obtenida se conoce universalmente bajo el nombre de capas de Langmuir

Blodgett.

La técnica de fabricación de capas m onomoleculares bidimensionales tiene sus raices en

fenómenos conocidos, desde muy antiguo. Es, sin embargo, a Langmuir a quien se debe el

diseño de una cubeta, con una balanza para controlar la presión superficial de las moléculas,

que permite obtener capas monomoleculares, y él es también el primero en transferir una capa

de ese tipo desde la superficie del agua a un sustrato sólido en 1919 (3).

Por ello, nos hemos plantead o la posibilidad de utilizar moléculas orgánicas de

características anfifilicas al objeto de formar capas monomolecularesen la interfacie aire-agua

o trasferirlas sobre distintos sustratos, con la posibilidad de manipularlas electroquímicamente

por aplicación de un potencial de oxidación o por oxidación directa con un halógeno. (1-2)

La investigación de estas sustancias se vió considerablemente relanzada duran te los

últimos años, cuando el curso de la síntesis de nuevas sustancias conductoras condujo al

descubrimiento de algunas con notables características (propiedades superconductoras por

debajo de ciertos limites de temperatura, posibilidad de aplicación como dispositivos

electrónicos de tipo interruptor, condensador, etc).

Los conductores orgánico s constituyen uno de los temas de mayor interés tanto en la

Física del Estado Sólido como en Química Orgánica y, por consiguiente, en Química Física.

An experimental apparatus (Langmuir-Blogdett trough) which allows us to obtain monomolecul ar
film.s and to transfer them over solid substrates has been devised.. Its correct functioning has been tested by
carrying out then compression of behenic (docasonoic) acid and forming a muItiIayer (30 Iayers) over a soli d
substrate .

Departamento de Química Orgánica y Química Fisica. Facultad de Ciencias, Universidad de Zaragoza ,
50009 ZARAGOZA (España).

DISEÑO Y COMPROBACION DE UN DISPOSITIVO PARA LA OBTENCION DE
CAPAS DE LANGMUIR BLODGETT.

F.M.Royo, M.C.Ló¡=, B.Ru iz, A Ca macho, J.M.Lozano , J.Urieta .

Rev. Academia de Ciencias. Zaragoza. 48 (1993)



En 1962 Hans Kuhn (5) sintetiza y utiliza moléculas especialmente concebidas para

construir edificios moleculares organizados y activos, centrando sus estudios en el área

fundamental de intercambio de energía entre átomos. A partir de entonces, la posibilidad de

incluir moléculas activas en edificios moleculares organizados, así como sus espectativas de

utilización en diversas áreas científicas, promueven el interés de numerosos equipos de

investigación en este campo.

El balance actual de los estudios nos indica que existen muchas moléculas susceptibles

de formar multicapas de Langmuir Blodgett (LB), que son, en general, compuestos orgánicos

que poseen una o más cadenas de hidrocarburos de gran longítud (16 o más átomos' de C).

Se abre, por consiguiente, un campo mu y amplio que puede extenderse en varias

direcciones.

(a) Síntesis de las moléculas susceptibles de formar multicapas.

(b) Fabricación de las capas con la posibilidad de modificar la estructura a través de

métodos electroquímicos.

(e) Estudio de las prop iedades y caracterización de las multicapas por métodos

espectrocópicos (por ej: VV, IR, RPE, Difracción de rayos X).

(d) Estudio de la correlación entre las propiedades de las multicapas y las condiciones y

naturaleza tanto de la subfase líquida 'como del sustrato sólido.

(e) Aplicación tecnológica de las multicapas.

Al objeto de contribuir a este novedoso e interesante tema de investigación se ha

puesto en marcha, la técnica experimental (cuba de Langmuir) que permita la obtención de las

monocapas y su transferencia sobre sustrato s sólidos y se ha comprobado su · correcta

utilización efectuando la compresión de un ácido graso de cadena larga: el ácido behénico .

Finalmente, se han trasferido 30 capas sobre un sustrato sólido formando'una multicapa y se ha

verificado la bondad de la transferencia.

2.DISPOSITIVO EXPERIMENTAL

La cubeta, cuyas dimensiones son 370x149x9 mm excepto en la zona destinada a

sumergir los sustratos que es de 21 mm de profundidad, esta construida en policloruro de alta

densidad e introducida en un armazón de aluminio para darle rigidez.

En la figura 1 se muestra un esquema general de la cuba: la barrera móvil, representada

por B, es de teflón, se desplaza por encima de los bordes de la cubeta; está accionada por un

motor de corriente continua MAXON R1543026 que puede ponerse en funcionamiento

manualmente o a través de un ordenador utilizando un conector EUROCARD. La velocidad

de desplazamiento de la barrera puede modificarse entre 0,02 y 1 mm s-l

178



Figura 1 : Cuba de Langmuir

El brazo móvil o sistema de trasferencia de las capas monomoleculares sobre un sustrato

está formado por una pinza de sujeción del sustrato, situada en el extremo de un brazo dotado

de movimiento vertical y accionado por un motor, de las mismas caracteristicas que el anterior,

que permite una velocidad variable y una carrera de hasta 150 mm.

Un contador electrónico KCY-2 DM nos permite prefijar el número de capas a trasferir,

y un conmutador ofrece la posibilidad de terminar con el sustrato introducido en la cubeta (si

desearnos que nuestra superficie hidrófila), o bien en el aire, (cuando la superficie deseada deba
I

ser hidrófoba).

Para la medida de la tensión superficial se utiliza como balanza de Wilhemy un

transductor de desplazarrúento continuo de marca SCHLUMBERG tipo PF.\.O alimentado a

10 V por una fuente de corriente continua estabilizada. La sonda para la lectura de la presión

superficial de las moléculas es una tira de papel especial de filtro de 20 mm x 20 mm.

El calibrado para la lectura de la presión se ha realizado con varias masas entre 10 Y 300

mg, comprobando así la linealidad en la respues ta del transductor que se recoge en un

multimetro Fluke modelo Hydra cuya precisión es de 10-4 V.

TéclÚca experimental de Langrnuir-Blodgett.

En el proceso experimental hay que considerar dos etapas: la formación en la interfacie

aire-agua de una capa monomolecular y la trasferencia de dicha capa sobre un sustrato sólido.

La secuencia clásica para la realización de estas multicapas se muestra en la figura 2

a) Se realiza en primer lugar la dispersión de las moléculas sobre la superficie del agua,

haciendo caer g ota a gota una disolución muy diluida de la molécula objeto de estudio ,

quedebe poseer caracteristicas anfifilicas, en un disolvente inmiscible con el agua, y volátil (v.g

cloroformo). Una vez evaporado el disolvente la molécula permanece fijada sobre el agua ya

que la cabeza polar la retiene en la superficie y la larga cadena alifática le impide introducirse

en el interior del agua.

b) Situadas las moléculas en la superficie se procede a la formación de la capa, para ello

hay que comprimir lateral, y muy lentamente la superficie de modo que las moléculas se vayan·
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Figura 2: Secuencia de la técnica LB.

a) Dispersión de las moléculas b) Compresión lateral
c)Transferencia de la primera capa d) Transfere ncia de la segunda capa
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d) Para efectuar la trasferencia de la siguiente capa, el sustrato debe elevarse lentamente,

su superficie presenta en ese momento caracter hidrofilico y por lo tanto la molécula se adhiere

por la cabeza polar quedando de nuevo recubierto con una nueva capa con las cadenas

hidrofóbicas hacia el exterior. Siguiendo esta secuencia se va formando eledificio molecular.

e) Una vez formada la capa monomolecular, ya está en cond iciones de ser transferida

sobre el sustrato , que debe poseer caracteristicas netamente hidrofilicas o hidrofóbicas

(generalmente se consigue con el método de lavado). Si el sustrato es hidrofóbico , se le sitúa

inicialmente en el exterior de la cuba y se le hace bajar lentamente. La primera capa se forma al

irse uniéndo la molécula al sustrato por la cadena, y al fnalizar, el sustrato se halla introducido

en el agua se encontrará recubierto por una capa de moléculas orientadas con la cabeza polar

hacia el exterior.

aproximando y ordenando. La compresión se lleva a cabo hasta que la presión de las mol éculas

en la superficie tiene un determinado valor previamente establecido.



Esta construcción es la clásica y el esquema que muestra la multicapa tipo Y, es el que

aparece en la figura 3.b.

Según las caracteristicas de la molécula, puede suceder que estas sólo sean capaces de

transferirse sobre un sustrato netamente hidrófobo, y la construcción se denomina de tipo X,

(fig 3.a), o bien que sea unicamente la parte hidrofilica la que se va superponiendo al sustrato,

y la construcción es de tipo Z (fig 3.c) .

Esq""'JIU. deuna JIlOIécuh

1--- cebeza polar

~ parte actrva

_ cadena.no polar

Diferent es tipos de apilamientos de las cap as LB según el modo de tran sferen c:

Comprobación del dispositivo experimental

Los productos utilizados para la obtención de la monocapa son:

Agua, calidad milliQ 18 MO de resistenci a.

Cloroformo, para limpieza y disolución, Lab-Sc an HPLC > 99'8%

Acido behénico (docosanoico) Fluka puriss > 99%

En .primer lugar se compro bó la calidad del agua empleada así como el grado de

limpieza de la superficie; para ello se efectuó un barrido desde la posición de 35 cm, que

corresponde al extremo de la cubeta mas alejado de la balanza, hasta 3,5 cm del otro extremo.

Se obtuvo una variación de la presión inferior a l mN.m-1 aceptada generalmente como buena.

La ausencia de impurezas en el clo roformo se contrast ó mediante una operación de barrido
similar, dispersando previamente sobre la superficie del agua 0,5 cm3 de CHCI3. Las

compresiones obtenidas en ambos casos se muestran en la figura 4

181



30

911 11111 Area CR')811

48

611 78

30

48 51!

28

3ll

18

Pi_..... S : Isoterma de compresióna~ del ácido behéaico

111 211

8

11

182

Figura 4 : Isotermas de compresión a 20"C del agua y del cloroformo
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La velocidad de avance de la barrera fue de 0,3 cm/min, es decir 0,8 A2/molécula/min. .

La curva de compresión, presión vs área por molécula, fue reproducida tres veces en

condiciones idénticas a 20±1 "C : 0,4 cm3 de disolución dispersada gota a gota en la superficie

de la cuba, esperando 10 minutos para la evaporación del disolvente.

Finalmemte se preparó una disolución de ácido behénico en cloroformo de

concentración 2,2 x 10-4 M . La composición se determinó por pesada del ácido, utilizando

una balanza Mettler cuya precisión es ± 10-5 g Yun matraz aforado de 50 cm3 ± 0,05 a 200 C.

La pipeta utilizada tiene un volumen total de 1 ± 0,01 cm! y se halla dividida en décimas.
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Asimismo se ha realizado la trasferencia de 30 capas de ácido behénico a la presión de 35

mN.m-1 sobre un sustrato de vidrio (14x8 mrn-), obteniendose una tasa de transferencia

(superficie recubierta del sustrato x n? de capas! superficie consumida de monocapas) próxima

a la unidad.

El colapso de la superficie, en estas condiciones tiene lugar a presiones próximas a

50 mN.m-l .

En condiciones similares (7) e incluyendo el error debido al experimentador, se estima

que la imprecisión en el área de la molécula es de ±10% es decir ±2A2 molec!

En la fig 5 se representa la curva de compresión 'Ir-A. El área inicial para las moléculas está

próxima a lOO A2, y a 30 mN.m-1 su valor está próximo a 20 A2 que es el valor clásico que se

obtiene para estas moléculas (6).
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SEGUIMIENTO FOTOGRAFICO DE LA EROSION EN LA

VAL DE LAS LENAS (ZARAGOZA). ESTUDIO

PRELIMINAR.

M.A. Soriano

Departamento de Geología.
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Abstraet

T he Ebro basin was filled by det rital , gypsu m and carbonate deposit s of a Ter

tiary age. During t he Quat ern ary different landfo rms were developed: the more

recent are the infilled valleys, which are all around the central Ebro basin . Accumu 

lative and erosion periods have coopera ted for it s develop rnent. A periodic control

by means of photographs carried out for four years sh ows t hat there are small

cha nges in the bottom of the va,lleys becau se of th e gully activity. In the slopes

where piping is acting, the variations observed are important . Collapses caused by

piping and fluvial erosion are also act ives processes. From our experience it seems

to be th at monitorin g infilled valleys using phot ograph s is a useful tool for knowing

the evolution of t hese landforms.

1. Introducción .

Los valles de fondo plano o "vales" son uno de los mod elados más abundantes qu e se

encuentran en el centro de la Depresión del Ebro. Han sido rel.len ados parcialmente por

mate ria les detríti cos , estando en su mayoría erosionados po r incisión fluvial y procesos de

piping . Es frec uente qu e en estos va lles se hayan producido var ias etapas de sedime ntac ión

separadas po r sendos episodios eros ivos. Los est ud ios que se han llevado a ca bo sobre los

mismos no son mu y num ero sos y se cent ran bien en det erminar su génes is (Llamas, 1962;

Torras y Ri ba, 1968; Soriano y Calvo, 1987: Cuchí y Soriano. .1993). bien en es ta blece r

cuántos y qué edad t iene n los nivel es ac umula ti vos qu e se han producido compa rá ndo lo

con lo que ocurre en el resto .del á rea mediterrán ea (van Zuid am. 1975; Burillo el. al..

1985; 1986; Cu chí y Sor iano. 199:3).
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Figura 1.- Esq uema geomorfológico y de situación de la val de las Lenas. J. Rel ieve estructural en cali zas
terciarias. :!. Glacis 6. 3. Glacis 3. 4. Tell1l711 1. 5. Relleno de la val de las Lenas. 6. Valles de fondo
plano. 7. Incisión lineal. 8. Regulación de vert iente. 9. Escarpe estructural en Terciario. lO. Escarpe en
Cuaternario. A lo largo del valle se ha situado la localización de los perfiles realizados. con los
siguientes símbolos: ... Perfi les transversales del barranco, e Piping y • Colapsos.
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2. Características fundamentales.
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En este trabajo se ha es t udiado con más deta lle la val de las Len as que se loca liza en

las proxim idades de las poblaciones de Botorri t a y de Ma ría de Huerva (figura 1). Esta

zona se enc ue nt ra en el centro de la Depresión del Ebro donde los mat eriales afloran tes SOi1

de edad ne ógen a y están cons t it uidos por facies de t rít icas , evap orít icas y carbonatadas .

Durante el Cuatern ar io la red fluvia l ocas ionó, en los valles pr incipales , la formación de

ocho niveles encajados de terrazas y glacis . Duran te el Holoceno la a lte rn anc ia de per iodos

en qu e domin a la sedime ntac ión y la erosión prod ujo el desarrollo de has ta cuatro niveles

acumulativos en los va lles de fondo plano (Cuch í y Sori ano , 1993) y de dep ósitos de

vertiente. Las ac umulaciones de los valles están relacionados con el nivel de terraza más

reciente de los ca uces fluvia les de la zona (Ebro y Hu erva , principalmente) .

En este trabajo se han realizad o fot ogr afías peri ód icas de varios perfi les lo cal izados a

lo largo de un valle de fon do plano con el objetivo de de te rm inar si se prod ucen Cambios

en los mismos. Si este métod o se revela út il para ello, se pod ran uti lizar otros má s

comp lejos ' para evaluar y cuantifi car dichas variaciones , Además . también se expo ndrá n

las principales característi~as mo rfológicas, sedimentológicas y cronológicas de estos valles.

Los valles de fondo plano disectan los materia les t erciar ios de es ta región y su trazado es

mean dri forme formand o redes dendr ít icas . La erosión act ual a que se ha llan som et idos

permite , en la. mayor ía de los casos , dete rminar las ca racte ríst icas sedi mentológ icas de

los relleno s. En bu en a parte de ellos se aprec ian distintos niveles encajados ent re sí. En

algún caso se han encont rado cuatro ac um ulacion es e incluso una quint a dudosa (Cuchí y

Sor iano , 1993) , pe ro en la mayoría de ellos se enc uent ra n un máximo de t res niveles. cuya

altura del más antiguo al más mod erno sobre el actual cau ce del barran co es de 10-14,

3-4 Y 1-2 m , respectivamente (Sor ian o y Calvo. 1987 y Sori an o. 1989 ).

Por lo general. los sedime ntos presentan gra ndes va riac iones en su gran ulornet rfa y

estruct uras sed imentarias tanto en ver t ica l como en horizontal. Estrin integrados por

lim os y gra.vas, siendo más a bundanes los prim eros. Entre las est ru ctu ras sed ime ntarias

se pued en señ alar: lam inaci ón hor izontal , cruza da, ripples, can tos imbr icado s. ca na les.

laminación flaser, convolut.a, griet as de desecación , marcas de eros ión. tool marks, cos t ras

sa linas, gotas de lluvia , huellas de an imales, supe rficies eros ivas so bre Terciari o y dentro

del relleno ho loceno , et c. Las primeras son comunes en los niveles an t iguos y en los

recien tes , mient ra s qu e las ma rcas superfi ciales só lo se ha n observ ad o en el más mod erno.

Del tipo de estructu ras encontrad as en el nivel act ual SI' dr-duce qu e el ori gen de las

mism as se rían corrient es ( ~ fí lll(~ras (Picard y ll igh, 197:3 ). El lu-cho de' que a lgunas de

ellas sean co mu nes en los disti ntos niveles ind icar á qu e' los ¡¡roc('SOS qllC' intcrv iuieron en



la sed imentación de ellos son sim ilares a los observados en la act ual idad par a el nivel

inferior. Ot ro asp ecto a tener en cuenta es la presencia de sup erficies eros ivas dent ro

del relleno cua ternario sob re las que hay, fundam ent alm ent e, limos de vert iente, con lo

que resul ta ev idente que también existen aportes de materiales de esta procedencia a la

formación de estos rellenos si bien en menor medid a que los de or igen fluvial.

La edad de estas acumulaciones se puede det erminar de forma relati va y de form a

absoluta. Así, Soriano (1989) a partir de restos arqueo lógicos existentes indica que la

part e su perior del depósito más an t iguo en la zona de Marí a de Huerva-Mon asterio de

Santa Fé debe ser postromana-previsigoda. A part ir de C14 Cuc hí y Soriano (1993)

señalan que la eda d de la pa rte superior de l relleno que encuentra a 6 m sobre el cau ce

actua l del barranco en una val próxima a Torrecilla de Valm adrid es de hace 2000±80

y 2140±220 años . Por ot ra parte, en el valle del Huerva, en el relleno superior de una

val próxima al Monasterio de Santa F é se ha obtenid o una nueva datación absoluta de la

parte superior del depósito que ind ica que se formó hace 3750±80 años.

3 . Val de las Lenas.

Para rea liza r este estudio se ha elegido la val de las Lenas que se sit.úa entre las localid ad es

de Marí a de Huerva y de Botorrita. Est e es uno de los valles de fondo plano con mayor

longitud de esta zona y presenta buena parte de su t raza do incicl ido por un barra nco (figura

1). Por estos motivos se pensó que sería un buen valle para observar posibles cambios

como consecuencia de la acción de procesos eros ivos que ac t iian sobre los sedimentos del

relleno y en el fondo del ba rranco actual. Ade más a lo largo del per fil longitud inal del

valle se pueden prod ucir variaciones en la relación erosi ón-sedim entación.

El seguimiento fotográfico que se ha efectua do ha sido pe riódico y siste mático a lo

largo de cuatro años, realizánd ose trimestralmente desde la prim avera de 1989 hasta la de

1993. A partir de las diaposit ivas to ma das se elabora n sendos esquemas par a facilit ar la

comparación de las imágenes sucesivas. Para ello, es preciso que el luga r y el ángulo con

el que se toma la imagen no cam bie, si bien nuest ra experiencia persona l muestra que en

muchas ocasiones es díficil poder cumplir con ello ya que las mar cas puest as para señalar

los distintos pun tos han sido arra ncadas. Además como ap oyo, se han utili zado registros

fotográficos más puntuales y esporádicos que abarcan desde 1984 hasta 1989.

Las imágenes tomadas se han cent rado en analiza r posibles cambios en t res as pectos

princ ipales: (1) perfi l transversal del barranco (2) est ruct uras ca usadas por piping y (3)

est ructur as de colapsos. Se ha centrado la toma de imágenes en estos as pec tos ya que son

num erosos los autores que seña lan que todos o pa rt e de estos procesos erosivos son los má s

importantes que inte rvienen en el desarrollo del abarrancamien to (Dard is, 1989; López-
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Bermúdez y Romero-Diaz, 1989 y Oostw oud y Bryau , 1!J!JI ). EII la figura I s/' enc uent ra n

señalados todos los luga res elegidos a lo largo del valle de las Lenas y el carácter dorni nan t r:

qu e se ha observad o en cada uno de ellos.

3.1 P erfil transversal del ba1'1'a1lco.

Se han analizado cinco perfiles que se encuentran dist ribuidos de forma bastante regul ar

a lo largo de! cauce del barranco actua l (ver figura 1). Tan so lo un o de ellos se sit úa en

un valle lateral pr óximo a donde se inicia la eros ión lineal de la val y donde no hay relleno

en el valle; los demás se local izan en e! barranco que incide a la val.

En gener al , los ca mbios obs ervados en las par edes del valle son muy escasos. E n

la zona de cabecera dond e el barranco se encaj a sobre sedime ntos yesí fcros , no se ha

apreciado nin gun a variación (perfil n . 1, figur a 1). Aguas abajo, do nde el ba rra nco se

encaja bien sobre Terciar io detrít ico, bien sob re los sedimentos cua te rnar ios de relleno, se

han visto variaciones ten ues en alguna de las pequ eñas concav idades que se enc uent ra n en

las vertientes. En el fondo del valle qued a regist rada bu ena par te de la act ividad eros ivo

sedimentaria que se produce a lo largo del mismo. Sin embargo, las nuevas incisiones

y acumulaciones qu e representan el signo evi dente de dicha evo lución son, en muchos

caso s, difíciles de comprobar debido a la pr esen cia de vegetación es taciona l que se insta la

aprovech ando las zonas de mayor hum edad y que cubre a los sed imentos. A pesar de ello,

en varios de los perfiles (3 y 5, figura 1) se ap rec ia el crecimiento de barr as y también

de pequeñ as incision es en los últi mos años que no se habían visto en los prime ros . Hay

que hacer no t ar que el crec imento de la barra de l perfi l :3 pa rece esta r relacion ado con

un a modificación llevada a cabo por act ivid ad hu mana en los caminos que cruzan dicho

barr anco a unos 200 m aguas arriba de don de se ha ven ido reali zan do el cont rol.

3.2 Pipin g.

Est e proceso se pro du ce en to da la zona do nde hay relleno cuatern ario de la val, si bien es

en la part e final de la misma donde su desarr ollo es más espectacular y, po r lo tanto , dond e

se han centrado espec ia lme nte los est udios (ver figur a 1). Las morfologías obse rva das a

causa del piping en esta zona son dispar es: conductos vert icales . horizontales, peq ue ños

hundimientos, pseud odolin as , puent es, est ruct uras turricu lad as, etc. A pesar de qu e es tos

modelados se generaron inicialmente po r dicho proceso, en la ac tua lidad inte rv ienen en su

evolución otros pro cesos , t ales como colapsos y eros ión fluvial. como se verá a cont inuación.

.Como ejemplo de las vari aciones producidas a lo largo de estos años se mu estra el pu ente

de la figura 2.a y 2.b (pu nto n. 3,. figur a 1). En él se apr ecia clara mente un au mento

de sus dimen sion es. De es ta man era la alt ura del techo en su zona cent ra l se ha visto
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Figura 2.- Esquemas mostrando las variaciones sufridas por alguno de los modelados de la val de las
Lenas. (a) y (b) Cambios en un puente formado por piping representado por el punto 3 de la figura
1, (a) Noviembre de 1988 , (b) Septiembre de 1992 . (e) y (d) Modificaciones del colapso señalado
con el punto 3 en la figura 1 y que se muestra en la figura 3.c y 3.d, (e) Abril de 1989, (d) Mayo
de 1993.
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Figuru B> Variaciones en los modelados del valle de las Lenas. (a) y (b) Cambios en una depresión generada por piping., punto 4 de la figura l .
(a) Abril de 1992, (b) Mayo de 1993 . (e) y (d) Modificaciones en el colapso señalado en el punto 3 de la figura 1, (e) Marzo de 1989.
(d) Mayo de 1993.



increment ada en aproxima da mente 14 cm en un periodo de cuat ro años (desde 1988 a

1992) , lo que indi ca que el promedio es de 3,5 cm/año. Ello es debido, sobre todo, a cau sa

de despr endimient os de bloques de las par edes. El materi al que se encont raba caído en el

suelo en el mom ento de efectuar un a de las primeras observaciones ha desaparecido en la

act ualidad. Las zonas hundidas que podían verse en las paredes del material de relleno

de la val y que eran restos de otros cond uctos act ivos anteriormente, han ido suavizando

esa forma cóncava deb ido a la erosión continuada de las mismas. A finales de 1992 se

det ectó la presencia de una nueva cavidad abierta en la ba se de este mismo puente como

consecuencia de la evolución de un conducto interno.

A comienzos del año 1991 se produj eron unos colapsos de hasta un metro de diámetro

máximo y unos ochenta centímet ros de profundidad , causados por el hundimiento de

c~nductos en una de las sendas por las que se accede al fondo del valle (punto n. 4, figura

1). 10que demu estra la actividad cont inua de est e pro ceso. En las imágenes mostradas en

la figura 3.a y 3.b se ap recia clar ament e el incremento de los diáme t ros sufrido por un a de

las depresiones en un año (de abril de 1992 a mayo de 199:3) . si bien en 1993 (figura 3.b) ,

su profundidad era menor a ca usa de la acum ulación en el fondo de materia! caido de las

pa redes. Est e hecho produce que no se dist ingua con tanta nitid ez el conducto int erno

que la originó (parte izquierd a de la zona hundida ).

3.3 Colapsos.

Se or iginan cuando pa rte del material infrayacente desaparece y, consecuentement e, se

produce una ca ida de los sedimentos superiores. Est a fa lta de suste ntación se produce

por erosión (fluvia l o por piping) de los niveles, fund am entalmente. cuatern ar ios que

constituyen el relleno a lto de la val de las Lenas . Como ocurre con el piping, donde se

observan mejor los colapsos es en aquellos luga res donde los materi ales de relleno de la

val son más poten tes (ver figura 1) y, por tanto , de forma especia! en la zona termi na l de

la misma (pun to n. 3 en figur a 1). Por lo genera l se han .apreCiado cambios imp ortantes

en aquellos colapsos que se han observado . De esta forma en el eje mplo representado

en los esqu emas y la fotog rafía de las figuras 2.c, 2.d , :3.c y :3.d se ap recia clarament e

cómo algunas grietas que se veían incipientes en 1989 tienen la misma alt ura que la grieta

pr incipal que des plaza al núcleo del colapso en 1993 (ent re :¿5 y :¿8 cm dC' alt ura) . con lo

el incremento de ésta es de unos 14 cm. Por té rmino medio el aumento dC' la anchura de

las grietas esta comprendido ent re 5 y la cm en este periodo de tiemp o (lo que representa

un pro medio del ,25 a 2,5 cm/año ). No se ha producido una aumento a precia ble en la

longitud de las grietas.
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1. INTRODUCCIÓN
El estudio petrológico de los materiales carbonatados de la Formación Ribota

presenta gran cantidad de dificultades para determinar tanto la composición y tipo de
los sedimentos originales , como para establecer un modelo de las transformaciones
postsedimentarias sufridas por los mismos. La superposición de los diferentes proce
sos diagenéticos, entre los que hay que destacar como más importantes los de dolo
mitización y recristalización (Zamora el al. , 1992), genera unas litologías muy uni
formes, caracterizadas por la presencia de mosaicos cristalinos esparíticos en los que
es sumamente difícil reconocer componentes texturales primarios.

El uso de la catodoluminiscencia (expresada en general de forma abreviada
como Cl, por razones de comodidad) permite solventar algunas de estas lagunas y
complementa la información adquirida mediante las técnicas petrográficas conven
cionales.

La catodoluminiscencia se basa en el fenómeno de emisión de luz de un mate
rial , en nuestro caso superficie pulida de una muestra de roca carbonatada, cuando
se hace incidir sobre ella un haz de electrones energéticos.

El fenómeno físico consiste básicamente en que los electrones incidentes al
chocar con los electrones de los átomos, les confieren parte de su energía cinética,
promocionándolos a un orbital o nivel de energía "potencia l" más elevado y trans-

ABSTRACT
Lower Cambrian carbonate materials of Ribota Formation show important dia

genetic processes superimposed over their primary features. Such processes prevent or
make difficult the use of convcntional petrographic techniques to study those carbonate
rnaterials.

The use of cathodoluminiscence (CL) technic as petrographic tool on these mate
rials allows to evaluate compositional variations of minor elements (mainly Fe and Mn)
complementing other techniques (transmitted and polarized Iight petrography and/or
geochemicaI trend analysis) and fumishing a posterior genetic interpretation.

Study by means of CL techniques allows to recognize sinsedimentary relict struc
tures (not observed with conventional petrographic ones) and the homogeneity of dolo
mitization processes in those materials. Other diagenetic processes, such as
recrystallization, epidiagenetic fracturation-cementation phenomena and dedolomitization
can be recognized by CL techniques too. Cathodoluminiscence analysis consolidates the
petrographic model proposed for these carbonate materials.

Rev. Academia de Ciencias. Zaragoza. 48 (1993)

CATODOLUMINISCENCIA DE LAS DOWMÍAS DE LA FORMACIÓN
RIBOTA (CADENA mÉRIcA ORIENTAL, ESPAÑA).



formándolos en átomos excitados. Posteriormente, el electrón al volver a su nivel
energético normal emite la energía absorbida en forma de radiaci ón luminosa y
calor.

La' luz que emite cada mineral tiene un determinado valor máximo de longi
tud de onda; es decir, tiene una luminiscencia máxima para un valor o intervalos de
valores de longitud de onda, que son específicos de cada mineral.

Hay dos conceptos o términos que se asocian al caracterizar la luminiscencia
y que son: el color (considerando sólo las radiaciones emitidas en el espectro visi
ble) y el grado de luminiscencia o intensidad de la luminiscencia.

En los carbonatos la razón de la luminiscencia o no luminiscencia de los
mismos no depende sólo de la naturaleza mineralógica de los cristales (luminiscencia
intrínseca), sino también del tipo de elementos traza presentes en los mismos y de la
posición específica que ocupan en la red (luminiscencia extrínseca) . Los elementos
más importantes desde este punto de vista son el manganeso, como elemento poten
ciador de la luminiscencia, y el hierro, como inhibidor de la misma. Ambos elemen
tos se encuentran en las redes de los carbonatos sustituyendo a los cationes principa
les. En las dolomías -el Fe y Mn ocupan preferentemente las posiciones del magnesio
debido a la mayor similitud de radios atómicos (Pierson, 1981).

Independientemente 'de las variaciones de intensidad de la luminiscencia, la
identificación de los distintos carbonatos en CL se basa en los diferentes espectros
de color de cada mineral, aunque hay importantes variaciones de color en las dife
rentes especies mineralógicas carbonatadas como consecuencia de la influencia de
los factores geoquímicos y estructurales. Así, la calcita presenta por lo general una
luminiscencia intensa naranja y la dolomita menos intensa y rojiza.

2. METODOWGÍA
La técnica de la CL 'se ha aplicado sobre las superficies pulidas de muestras

de rocas carbonatadas de la Fm. Ribota , utilizando un cañón de electrones de la
marca THECHNOSYN, modelo 8200 MK Il, acoplado a un microscopio NIKON y
bajo las siguientes condiciones de trabajo: la intensidad de corriente para obtener
resultados positivos se fijó en 150-200 /lA Y con una diferencia de potencial de 10
13 Kv.

Hay que resaltar un hecho que se produce en las muestras estudiadas y que
consiste en que la mayoría de ellas no son luminiscentes en las condiciones de traba
jo habituales descritas en libros y artículos de revistas (10-12 Kv y 500 /lA); sin
embargo, para condiciones de 10-13 Kv y 150-200 /lA sí que presentan luminiscen
cia, observándose además que al aumentar la intensidad de la corriente del chorro de
electrones dicha luminiscencia va desapareciendo. Este hecho precisa de un estudio
más detallado para poder darle una explicación, aunque es preciso mencionar que
algunos autores citan condiciones de trabajo muy similares a las nuestras (como es
el caso de Marshall, 1988, que indica condiciones de trabajo de 12 Kv y 140 /lA) .

3. CONSIDERACIONES GEOQUÍMICAS SOBRE LA LUMINISCENCIA DE
WS CARBONATOS DE LA FM. RIBOTA.

Las muestras analizadas , al estudiarlas mediante CL, se pueden agrupar en
tres conjuntos no muy bien diferenciados y de límites difusos entre ellos, en función
de la presencia o ausencia de luminiscencia y de la intensidad de la misma . En el
conjunto de las muestras podemos distinguir algunos carbonatos sin luminiscencia
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aparente (luminiscencia negra o no luminiscentes), otros con luminiscencia tenue a
muy tenue y, finalmente, aquellos de luminiscencia media a intensa.

El color de la luminiscencia en todas ellas es rojo profundo (principalmente)
con variaciones a rojo anaranjado , lo que indica que la composición del carbonato
(sea micrítico, microsparítico o esparítico) sería muy próxima a la composición de la
dolomita (Pierson, 1977).

Basándonos en esta agrupación de las muestras y en los datos analíticos de las
mismas (tabla 1), hemos intentado reflejar la relación entre las características de la
luminiscencia y la composición química de las distintas muestras. Para ello se ha
realizado un diagrama XY (figura 1) utilizando los datos del contenido en Fe y Mn
(expresados en tanto por ciento), que son respectivamente el elemento inhibidor y
potenciador del tipo e intensidad de la luminiscencia en los carbonatos según la
mayoría de los investigadores (Oglesby, 1976; Pierson, 1981; Amieux, 1982; Fair
child, 1983; y Have y Heijnen, 1985, entre otros muchos).

De la representación de las distintos tipos cualitativos de luminiscencia obser
vados, en base a los porcentajes de los cationes ya citados, se pueden alcanzar algu
nas conclusiones previas sobre la composición mineralógica de estas rocas y la
influencia de los elementos traza más significativos.

No hay una separació n clara entre dolomías no luminiscentes y de luminis
cencia tenue, represe ntándose todas las muestras de esas dos clases en una banda
dentro de la nube de puntos. Por el contrario, sí que se puede establecer una neta
diferenciación entre las dolomías con luminiscencia intensa y el resto de dolomías
(no .Iuminiscentes y luminiscencia tenue), a excepción de dos muestras que se pro
yectan en esa banda y que tienen una luminiscencia intensa, hecho éste que puede
explicarse si tenemos en cuenta el hecho de que se trata de dos muestras de calizas
puras y por tanto no son comparables en su comportamiento con las dolomías. Esta
separación queda también manifiesta en los valores medios obtenidos para el Fe en
las distintas clases (ver tabla 1).

TABLA 1. Valores medios (XnJ y desviación estándar (11.) de los parámetros químicos
analizados, para los tres tipos de luminiscencia diferenciados.

No luminiscentes Luminiscencia tenue Lurn. media-intensa

Xm u. Xm 11. Xm u.

% COJ 65.526 4.605 65.853 5.233 62.944 2.681

% Ca 19.366 5.592 19.814 5.699 24.576 6.328

%Mg 12.626 2.374 12.632 1.469 10.931 4.275

%Sr 0.003 0.004 0.008 0.009 0.011 0.01 J

% Fe 2.148 . 0.710 1.465 0.697 1.295 1.409

%Mn 0.213 0.108 0.135 0.100 0.139 0.093

% Na 0.064 0.333 0.065 0.049 0.077 0.045

%K 0.051 0.073 0.026 0.022 0.024 0.040
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Las muestras no luminiscentes y de luminiscencia tenue presentan los conteni
dos más altos de magnesio, lo que indica que corresponden a los términos más
dolomíticos, y por lo tanto menos luminiscentes . El contenido en Fe justifica tam
bién la respuesta a la Cl. ; este elemento, inhibidor de la luminiscencia, muestra un
claro incremento desde las más luminiscentes a las no luminiscentes, lo que concuer
da con los supuestos teóricos. Por el contrario, el Mn, que es el elemento activador
de la luminiscencia en los carbonatos, presenta sus máximos contenidos en las no
luminiscentes, discrepancia que podría justificarse si tenemos en cuenta que en ellas
el contenido en hierro es considerablemente más elevado que en el resto de las
muestras.

El análisis detallado de la figura 1 permite justificar los supuestos estableci
dos anteriormente. La banda de valores de la relación Mn/Fe para las muestras no
luminiscentes y de luminiscencia tenue, se ajusta a una función exponencial del tipo
siguiente :

% Mn
0.5

no lumlnlsc.
0.45 + lumln. tenue

o

* lum. media-alta

0.4

0.35
o&!-

0.3 +~

0.25 +;f
* * + -+,,0 o

0.2 * * -1;.

+
0.15 +

0.1 \4- ++
* +. .

* * ++ ..1..0 "05 ~~ I f+. (, I'".' I I -t- · ~:- l .

+* +, T

O

0.2 2

% Fe

Figura 1. Relación de la luminiscencia de los carbonatos de la Fm. Ribota con el
contenido de hierro y manganeso.
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Mn = exp [-2.43(±0.07l) + 2.49(±0.246) * log Fe]

13.15

0.5283

0.5301

0.0634

-0.3302

-0.4219

-0.2272

CASO 2

86.85

0.0540

0.7522

0.4192

0.1769

-0.3506

-0.4276

CASO 1

Func. Dlscr. 1 Func. Discr, 2

% C03 -50.3924 30.4219

% Ca -62.8683 38.6459

%Mg -27.7833 16.2824

% Sr 0.6791 -0.4142

% Fe -10.0410 5.0930

%Mn -1.0707 1.2609

%Na -0.1653 0.4093

%K -0.7981 0.7954
--- ------ _ ..

% Variación 86.2 13.8
explicada

Eigenvalue 0.5071 0.0812

TABLA 2. Análisis discriminante. Caso 1: utilizando los contenidos de ca], Ca, Mg,
Sr, Fe, Mn, Na y K. Caso 2: utilizando únicamente los de Ca, Mg, Sr, Fe y Mn. En
negrita parámetros químicos más im¡x¡rtantes de cada función discriminante.

Para el CASO 1, la primera función discriminante explica el 86,2 % de la
variación y en ella las variables de más peso son los elementos mayoritarios (CO],
Ca y Mg) Y el Fe y Mn; la segunda lo hace del 13,8 % y al igual que la anterior las

y con un coeficiente de correlación de 0.7894. La parte izquierda de esta función
para valores comprendidos entre 1.5 y 2 % de Fe es muy similar al límite inferior
que estableció Fairchild (1983) pars. las dolomías precámbricas de la Formación Bo
nahaven de Escocia, con la salvedad de que este autor considera el límite como una
línea recta con pendiente cero que corta al eje de ordenadas entre 0.015 y 0.03 %
de Mn. Por encima del 2 % de Fe, la función se asemeja mucho al límite establecido
por Pierson (1981) para dolomias desde Cámbricas a Cretácicas (aunque este autor
considera vertical), o al definido por Fairchild (1983).

De todo esto se deduce que, en las dolomías de la Formación Ribota, la
luminiscencia es función de la relación Mn/Fe; teniendo más importancia el conteni
do en manganeso para valores de hierro inferiores al 2 %, mientras que por encima
de esos valores pasa a ser el contenido en hierro el factor casi primordial.

Para confirmar la validez de este planteamiento se ha realizado el análisis
discriminante de los datos geoquímicos, utilizando como variables los contenidos de
C03 , Ca, Mg, Sr, Fe, Mn, Na y K. En un segundo caso procedimos a eliminar los
datos de C03 , Na y K, utilizando exclusivamente el resto de variables . En ambos
casos se encuentran dos funciones que explican la totalidad de la variabilidad de la
luminiscencia en nuestras muestras (tabla 2).



variables de más peso son los elementos mayores (C03, Ca y Mg) Y el Fe y Mn. En
este supuesto, la influencia de los contenidos de C03, Ca y Mg, elementos mayorita
rios e interrelacionados en la composición del carbonato, oscurece la de los demás
elementos. Para el CASO 2, en el que se eliminan los dátos del contenido en C03,

ya relacionado con los del Ca y Mg, Y de los alcalinos Na y K, la discriminación es
algo mejor, obteniéndose una función discriminante que explica 86.85 % de la va
riación, en la que la variable de más peso es el Fe, y en menor proporción el Ca, y
una segunda función discriminante que explica el 13,15 % de las muestras, siendo el
Mn y el Ca las variables de más peso, pudiéndose interpretar que la primera agru
pación incluiría las muestras con luminiscencia nula a tenue y la segunda a las de
luminiscencia media a alta, dadas las variables de mayor peso en cada una de ellas.
En ambos casos se comprueba cómo el Fe y el Mn son los que condicionan la lumi
niscencia extrínseca y que el Fe tendría un mayor peso que el Mn a la hora de ex
plicar esa variabilidad. El contenido de elementos mayores justifica las variaciones
de luminiscencia intrínseca , asociada a la estructura cristalográfica de los minerales.

4. CONSIDERACIONES PETROGRÁFlCAS DE WS CARBONATOS DE LA
FORMACIÓN RIBOTA MEDIANTE CL.

Desde un punto de vista descriptivo, el estudio petrográfico mediante CL
permite destacar algunos aspectos de interés, que en un análisis petrográfico conven
cional hubieran pasado desapercibidos.

No se aprecian variaciones significativas en la respuesta a la CL de los carbo
natos de muro a techo de las columnas, ni entre columnas, el rasgo general es el
comportamiento homogéneo de los materiales frente a la CL. Esta uniformidad de la
luminiscencia en todo el carbonato puede explicarse de dos maneras : puede deberse
a que el proceso de dolomitización ha sido muy similar y monofásico, en todas las
muestras de la Formación Ribota para diferentes áreas, como correspondería al
modelo de dolomitización por enterramiento propuesto en Zamora et al , 1992; o
bien, se debe a que el equilibrado diagenético de los contenidos de los elementos Fe
y Mn en la red de los carbonatos, durante los procesos de recristalización, no per
mite discriminar la posible existencia de varios procesos o fases de dolomitización.

Se constata la presencia de texturas primarias relictas , como fragmentos de
fósiles y restos de ooides. Dichos relictos aparecen con una luminiscencia mayor
que el carbonato que lo rodea o bien no son luminiscentes, esta última opción es
porcentualmente la más frecuente.

Hay que resaltar que los restos de ooides aparecen corroídos por la dolomita
que los rodea, lo que indicaría que el proceso de dolomitización fagocita parte del
resto. Este dato textural es consistente con un proceso de dolornitizaci ón tardío y es
un criterio más a considerar en la elaboración del modelo de dolomitización (Zamo
ra, 1991 Y Zamora el al., 1992).

Otro hecho a tener en cuenta es la influencia del contenido en Fe, como
factor modificador del comportamiento del carbonato ante el bombardeo de electro
nes. Los cristales dolomíticos más 'luminiscentes son los de textura esparítica y
aspecto anubarrado , que presentan evidencia petrográfica de exolución del Fe de la
red del carbonato; es decir , con menor contenido de Fe en la estructura del cristal.
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También se aprecia una luminiscencia mayor en los cr istales de carbonato pr6ximos
a superficies estilolít icas, explicable quizás porque asociada a esas superficies de
disolución hay una mayor movilidad y perdida del hierro de los carbonatos.
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Excepcionalmente se ha detectado la presencia de una luminiscencia azulada
en algunos carbonatos, similar a la CL intrínseca, que es-la luminiscencia de base de
todos los carbonatos y depende exclusivamente de su red cristalográfica (Amieux ,
1982). En muchos de los casos estudiados este fen6meno parece deberse a efectos
mecánicos de preparación de la lámina, que genera huecos que son rellenados de
carbonato procedente del pulido, 10 que unido a la luminiscencia azulada de los
epóxidos utilizados para la realización de las láminas justificarían esta aparente
luminiscencia con tonalidades anómalas en los carbonatos no luminiscentes. No hay
que desdeñar tampoco que las rocas analizadas presentan a menudo cuarzos auti
génicos con luminiscencia azul, y en algunas muestras existe una luminiscencia azu
lada de fondo que se debe a ,la alta silicificaci6n sufrida por las rocas. Sin embargo,
en otros casos se observa claramente que es 'el propio carbonato esparítico el que
responde con una ligera luminiscencia en azul. La explicación de este hecho llevaría
un estudio paralelo con microsonda electrónica o microscopía electr6nica con EDAX
(no disponible por ahora) que permitiera observar cuáles son las composiciones de
otros elementos traza potenciadores o inhibidores de la luminiscencia de los cristales
de carbonato; aunque hay que indicar que existen antecedentes de este tipo de lumi
niscencia descritos por Sippel y Glover (1965).

La CL nos ha permitido también detectar algún proceso de dedolomitizaci6n
en ,vacuo las o áreas de disolución de la roca. Se manifiesta por la presencia de áreas
irregulares o bandas de luminiscencia intensa amarillenta, similar a la de las rocas
de composición calcítica, seudomorfizando cristales de dolomita con la característica
luminiscencia tenue, rojiza.

Las principales variaciones de la luminiscencia se observan en los carbonatos
de cementación -tas y venas. Pudiéndose destacar cementos de carbonato con
una intensa lun __encía naranja, que corresponderían a cementos de calcita , y en
muchos casos con bandas o zonaciones de crecimiento en los cristales que reflejan
los cambios en la concentración de Mn presente en la red de los cristales de calcita.
Esta variación en la concentración se puede explicar de dos formas , por modifica
ciones en la composición de los elementos traza en el fluido diagenético como con
secuencias de modificaciones en el pH y Eh del mismo, o bien por variaci6n en la
tasa de crecimiento del cristal. Por el contrario, hay carbonatos no luminiscentes ,
que normalmente están asociados a fracturas poco definidas a nivel microsc6pico,
tanto en nicoles cruzados como paralelos.
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ABSTRACT
Terms travertine and calcareous tuff, in a broad sense, refer to continental

carbonate accumulations of difficult differentiation. Common criteria to discriminate
between those terms (lithification degree, carbonate genesis and water temperature)
don't allow to establish a clear definition of both carbonate deposits.

Taken into account genetical, etymological and practical considerations, and to
prevent confusion in the terminology , we propose that term "travertine" should be used
to designate the incrustations of continental carbonate with abundant vegetal rests and

formed by superficial waters .
Travertine carbonate can be strictly generated by physicochemical processes

(C0
2

outgassing, evaporation or waters mixing) as wells as by biochemical enhaced
precipitation mechanisms .

Two travertine classification schemes can be established: a descriptive
classification, mainly based on the type and proportions of organic remains , and a
genetic classification based on textural relationship among different components of the

carbonate deposits.

1. INTRODUCCIÓN
Los depósitos carbonatados naturales de carácter continental , muestran gran

variedad en lo que respecta al medio ambiente donde se originan, diferen ciándose
cuatro tipos fundamentales (Figura 1): travertino o toba calcárea, carbonatos lacus tres ,
espeleotemas y caliches o costras calcáreas .

De esos cuatro tipos, el término travertino o toba calcárea designa a los
carbonatos continentales generados en aguas superficiales corrientes (ríos y surgencias)
y en menor medida en lagos, que además conservan abundantes señales de vegetales
(micro y macrofitas) .

Los antecedentes bibliográficos referentes a los travertinos se remontan a estas
dos últimas décadas . Inicialmente el estudio fue enfocado a los aspectos paleontológicos
(paleobotánicos) de los mismos, merced al elevado contenido y buena conservación de
los restos fósiles , destacando los trabajos de Irion y Müller (1968) y Lang y Lucas
(1970). Posteriormente, los trabajos se diversifican en lo que concierne a la temática
de estudio; así, basándose en la relación estrecha existente entre los depósitos
travertínicos y la climatología del Cuaternario (sobre todo en las regiones mediterráneas
y templadas de Europa), que se manifiesta en la necesidad de condiciones húmedas y
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CALlCHES o CALCRETAS
y horizontes pctrocálcicos

de calma tectónica (períodos de biastasia) para la formación de dichos depósitos, los
investigadores que trabajan en esta línea realizan trabajos de reconstrucción paleoclirn á
tica, destacando la síntesis que aparece en el monográfico de la revista Mediterranée,
en 1986. Otra temática desarrollada sobre los travertinos consiste en el estudio de las
facies (microscópicas y macroscópicas) y sus relaciones laterales y verticales, para el
establecimiento de diferentes modelos sedimentológicos y ambientales capaces de
generar esos rasgos; en este sentido son básicos los trabajos de Ordóñez y García
(1983) , Chafetz y Folk (1984), Ferreri y D'Argenio (1985), Ordóñez et al. (1986),
Pedley (1990) y Lang et al. (1992). Por último, hay investigadores como Jacobson y
Usdowski (1975), Dandurand el al. (1982) y Herman y Lorah (1987 y 1988), entre
otros, que consideran a los sistemas travertínicos como laboratorios naturales para el
estudio geoquímico del sistema carbonatado; centrando el estudio en aspectos tales
como la fisicoquímica y cinética de la precipitación del carbonato, la distribución de
elementos menores y traza en la estructura cristalina del precipitado, y el fracciona
miento isotópico del oxígeno y carbono.

· Subsuperficiales { ~::~:o:tes
___________ Ambientes

CARBONATOS freáticos - - '--4. ESPELEOTEMAS

CONTINENTALES
""',.,. Ambientes. CARBONATOS

-'..., . -[ lacustres LACUSTRES
Su pcrficialcs

Ambientes fluviales TRA VERTINOS o
y de surgencias de agu'" TOBAS CALCÁREAS

Figura 1.- Cuadro de división de los carbonatos continentales en función del medio genético .

2. TERMINOLOGÍA: ¡, TOBA O TRAVERTINÜ ?
La utilización de estos dos términos, que hacen referencia según la definición

planteada inicialmente al mismo material, está sujeta a una alta confusión debido a que
la diferen cia básica radica en criterios referidos al grado de litificación (Choppy, 1981;
Guendon y Vaudour, 1981; Freytet y Plet, 1991), como son la dureza o friabilidad,
porosidad y el carácter pulverulento. En este sentido es de destacar que los carbonatos
más modernos reciben el nombre de tobas y, por el contrario, los más antiguos son
denominados travertinos .

Algunos autores señalan otras diferencias entre tobas y travertinos, así
Füchtbauer (1974) establece que el origen del carbonato en los travertinos sería de tipo
inorgánico (abiótico) y, en las tobas, de tipo bioinducido por la actividad biológica de
bacterias cianofíceas, musgos y plantas higrófilas. Esta diferencia tiene relación con la
asimilación por parte de un gran número de investigadores de habla inglesa (británicos
y americanos) del término de travertino al de calc-sínter, sinter o calcareous sinter.
Otra diferencia, señalada por Pedley (1990) , corresponde a la temperatura del agua a
partir de la cual se forman los carbonatos; así, el término travertino se aplica a los
carbonatos generados a partir de aguas hidrotermales y el de toba sólo a los de aguas
frías . Esta diferencia creemos que proviene de la etimología de la palabra travertino,
que deriva del latín "lapis tiburtinus" (piedra de Tibur , actualmente Tívoli ) , acuñada
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En conclusión, el concepto que vamos a utilizar para el término travertino,
basándonos en Bucc ino et al. (1978), Chafetz y Folk (1982) y Jul ia (1983) es el
siguiente:

"El término travertino designa un depósito continental con un variable grado de
litificación y básicam ente constituido por carbonato cálcico; originado en un medio
continental superficial de aguas dulces (frías o hidrotermales) asociadas a surgencias
de agua, cauces flu viales y zonas lacustres; f ormado por incrustación de tipo
fisicoquím ico o bioquímico (bioinducido) sobre soportes vegetales vivos o muertos (de
microfitas y macrofitas) u otro tipo de soporte, e incluyendo además las acumulaciones
elásticas originadas por destrucción de travertinos previos; y en el que prevalece la
estructura vegetal".

para los depósitos ca rbon atado s de esta región que está n generados por aguas
hidrotermales .

De esta forma, englobando en el concepto inicial estas di ferencias deber íamos
definir toba como un carbonato de origen continental depositado en un ambiente
superfi cial (de ríos , lagos o surgencias), generado por procesos principalm ente
biológicos (biosíntesis) a partir de aguas frías, caracterizado por su alta porosidad
(aspecto esponjoso), friabilidad (blando y frecuentemente pulv erulento) , por la
abundancia de señales de restos vegetales y un contenido variabl e de detríticos. Por el
contrario, travertino designa a los carbonatos continentales originados en un ambien te
superficial (de ríos , lagos y surgencias), a part ir de aguas hidro termales y por procesos
estrictamente fisicoqu ímicos (abióticos), caracterizado por su buen a compactación y
dureza (buena litificación) , y en el que también se reconoce improntas vegetales.

A pesar de las diferencias apuntadas entre toba y traver tino, consideramos, al
igual que otros investigadores como Buccino et al. (1978), Julia (1983) y López y
Martínez (1989) que debería utilizarse únicamente el término travertino . Elecci ón que
basamos en los siguientes argumentos:

~ El grado de litifi cación es un parámetro postdepósito que tiene un efecto
var iable en intensidad no sólo para depósitos traver tínicos de diferent es edades ; sino
también para un mismo depósito en función de sus características texturales . Además ,
no tiene relación alguna con la posible génesis diferencial de toba y travertino , sino con
el aspecto del ca rbonato. Estas razones nos hacen descar tar la litificación como un
rasgo distintivo entre ambos.

- En lo que respecta al diferente origen del carbonato para uno y otro término,
consideramos que no es un carácter debidamente contrastado, por la probl emática
todavía existente sobre el pap el de los seres vivos en la precipitación del carbonato.

- La temperatura del agua es una distinción que únicamente se puede esta blecer
a prio ri en sistemas ac tuales de génesis de travertinos, por el contrario en medios no
funcionales (son mayoritarios) no se puede determin ar inicialmente y por tanto no es
un parámetro operativo de distinción.

- Desde el punto de vista etimológico, el término toba proviene del lat ín "tufa"
y este a su vez del gri ego "tophu s", y simplemente hace alusión a la friabilidad de la
roca por lo que no puede aplicarse estrictamente a este tipo de carbonatos; por el
contrario, el término travertino se acuñó originari amente ' en Italia para este tipo de
materiales.

- La existencia de un doble significado en el término toba, que hace referencia
no sólo a lo carbonatos continenta les sino tambi én a materiales volca noclásticos .



De esta definici ón hay que destacar dos aspectos nuevos, que se han tenido cu
cuenta :

- El carácter incrustante del carbonato, que precipita sobre una superficie a la
que recubre , independientemente de la naturaleza de la misma, quedando incluidos
dentro del término travertino no sólo los depósitos formados sobre un substrato vegetal,
sino tambi én aquellos que aparecen sobre un objeto o substrato inorgánico.

- La consideración expresa, dentro del término travertino, de aquellas
acumulaciones de fragmentos de travertinos previos (fitoclastos) de tamaño variable,
originados por destrucción de los mismos.

3. GÉNESIS DEL CARBONATO EN LOS TRAVERTINOS
Actualmente existe una problemática abierta sobre el origen del carbonato en los

travertinos , que se plantea en los siguientes términos: ¿Cuál es la influencia o papel que
desarrollan los seres vivos en la precipitación del carbonato que constituye los
travertinos? .

Así , existen investigadores, como Bouyx y Pias (1971) , Lorah y Herman (1988),
Viles y Goudie (1990) y Pentecost (1990), que señalan que el carbonato precipita
debido fundamentalmente a Ola acción de procesos de tipo fisicoquímico. Otros, como
Golubic (1969), Casanova (1981) y Ordóñez el al. (1986), por el contrario, reconocen
la influencia de los procesos biológicos en la precipitación del carbonato, pero le
asignan un carácter variable en función de la energía del medio, de tal forma que en
ambientes de alta energía (cabeceras de los ríos, zonas de cascadas y rápidos), son los
procesos inorgánicos los más influyentes , y en ambientes de energía baja (tramos bajos
del río y zonas aguas arriba de represas travertínicas) son los procesos biológicos la
causa prin cipal de la pre cipita ción .

Para los partidarios de establecer la acción de los seres vivos como causa
generadora de los depósitos travertínicos, se plantea una disyuntiva entre considerar la
actividad algal como la principal causante de la precipitación (Guendon y Vaudour,
1981); o bien, la actividad bacteriana (Adolphe 1981 y Adolphe el al. 1989).

Al margen de esta problemática, podemos agrupar en dos los diferentes procesos
generadores que han sido establecidos para explicar la precipitación del carbonato en
travertinos : Los procesos biológicos y los fisicoquímicos (también denominados
inorgánicos o abióti cos .

En los procesos biológicos, los organismos vivos, principalmente bacterias y
algas , son parte activa en la precipitación del carbonato por modificación de los
parámetros que regulan el sistema carbonatado, denominándose a este proceso como
precipitación bioinducida o biosíntesis ; o bien , realizan un papel pasivo de atrapamiento
mecánico de partículas .

Para el caso de la precipitación bioquímica del carbonato, se han señalado varias
actividades biológicas que pueden causar una modificación en los equilibrios
carbonatados: la fotos íntesis, principalmente de algas, y la actividad bacteriana sobre
la materia orgánica . En cuanto al primero, su efecto sobre el sistema carbonatado
consiste en una degasificación o pérdida de CO2 debido al consumo que del mismo
realizan. las plantas con clorofila para sintetizar.la materia orgánica. Esta pérdida de °

CO2 repercute en un aumento de la basicidad del medio y en que puedan llegar a
alcanzarse condiciones de sobresaturac ión de las aguas en carbonato cálcico. En lo que
respecta a la actividad bacteriana sobre la materia orgánica, su efecto sobre los
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4. CLASIFICACIÓN DE TRAVERTINOS
En la sistemática de los travertinos hay una gran cantidad de clas ificac iones y

términos asociados. Todas ellas las podemos agrupar en dos tipos básicos: aquellas que
se aplican a un depósito travertínico o sistema travertín ico , entendiendo como tal el
conjunto de facies asoc iadas a un determinado ambi ente o medio sedimentario (esca la
megascópica); y las que se aplican a un travertino; es dec ir, a la roca vista a esca la de
visu (escala macroscópica) .

La influencia del proceso de eva poración en la forma ción de trave rtinos aumenta
para el caso de aguas poco móvil es en medios de aridez media a elevada, y consis te
básicam ente en la sobresaturación del medio respecto al carbonato cálcico por efecto
de la perdida del disolvente (agua) debid a a la evapo ración .

El proceso de mezcla de aguas es otro de los mecan ismos citados para la génes is
del carbonato de los travertinos, si bien su importancia es muy reducida. Sólo en casos
muy específicos, cuando dos aguas de composició n diferente (por ejemplo un cauce de
agua que atraviesa una zona de yesos y otro que atraviesa una zona calcárea) , pero que
tienen un ión común (en nuestro ejempl o el calci o), se mezclan , produciéndose la
sobresaturación en este catión y la pre cipitación de ca rbonato cálc ico.

En el grupo de los procesos flsicoquímicos se incluyen aquellos fenómenos que,
sin intervención alguna de los seres vivos , producen la modificación dc los equilibrios
carbonatados .

Entre los procesos posibles se ci tan la desgasificación del CO2 y, en menor
medida, la concentración evaporativa y la mezcla de aguas (Flügel, 1982) . En lo que
respecta al proceso de desgasificacion , hay varios mecanismos que pueden generar la
pérdida"de CO2 :

- Por turbulencia en el agua, mecanismo muy importante en ambientes de
cascadas travertínicas (Ordóñez el al., 1979; Lorah y Herrnan, 1988). El fenómeno
consiste básicamente en que el efecto de la turbulencia produce una mayor aireación
del agua y facilita de esta manera la pérd ida de CO2 de las aguas , que en flujos
laminares o aguas estancadas permanecería disuelto .

- Por diferencias en la presión y temperatura entre el agua y el aire. Este
mecanismo es importante en los puntos de surgencia de aguas subterráneas , donde se
produce un desequilibrio entre las cond iciones de las aguas surgentes y el entorno,
manifestado por una variación en la presión y temperatura ; así, los descensos de
presi ón e incrementos de temperatura favorecen el proceso de desgasificación y la
subsiguiente precipitación del carbonato .

equilibrios carbonatados depend e del grado de oxigenaci ón del medio. Así; cn un medio
oxigenado (medios aerobios), la oxidaci ón de los compuestos dc ca rbono y nitrógeno
constitutivos de la materia orgánica produce un aumento del CO2 disuelto y un descen so
del pH, y consecuentemente una tendencia a desplazar los equilibrios de precip itación
disoluci ón del carbonato cálci co hacia la disoluci ón. Por el contrario, en medio s
anaerobios, el efecto de reducción de la materia orgánica sobre los equilibrios
carbonatados es más complejo, de tal manera que las reacciones que afectan a los
compuestos de carbono producen un aumento de la acidez del medio , mientras que las
relacionadas con el proceso de desnitrificación de los compuestos orgánicos nitro gena
dos producen un incremento de la basicidad del mismo.



En lo que concierne a las clasificaciones establecidas para los depósitos
travertínicos, todas ellas utilizan como criterio de subdivisión el medio ambiente o
entorno geomorfológico donde se producen estos depósitos . Según Pedley (1990), hay
tres tipos de modelos ambientales (equivalente al concepto de sistema travertínico) :

- Travertinos de vertiente; se asocian a surgencias de agua en laderas de
pendiente variable y más o menos alejadas del cauce fluviál.

- Travertinos fluviales, que constituyen la mayoría de los depósitos travertínicos
conocidos y como su nombre indica se generan en la zona de influencia directa de los
cauces fluviales .

- Travertinos lacustres, que corresponden a los depósitos originados en las zonas
someras de lagos que aparecen colonizados por macro y microfitas.

Las clasificaciones aplicadas a los travertinos (escala macroscópica) se agrupan
en dos tipos en función del criterio de subdivisión de las mismas :

a) Composicionales o descriptivas. En ellas se considera únicamente la
naturaleza y abundancia de los restos fósiles (Irion y Müller, 1968; Lang y Lucas,
1970), o bien la morfología del encostrarniento (Casanova, 1981).

b) Texturales o interpretativas. Cuando se utiliza como criterio de subdivisión
el carácter transportado o in situ de la incrustación, y la relación entre los distintos
componentes que constituyen el travertino (Ferreri y D' Argenio, 1985; Pedley, 1990).

Las clasificaciones basadas en el contenido de restos fósiles son de tipo
cualitativo y originariamente son las que primero aparecen debido al interés paleontoló
gico de los travertinos . La utilización de las mismas ha supuesto la aparición de gran
cantidad de términos, caracterizados únicamente por la presencia de un grupo florístico
o faunístico abundante o especial. Entre ellos podemos citar los de: travertinos de
algas, travertinos de musgos o briofitas , travertinos de helechos, travertinos de
gasterópodos y travertinos de chironomides; en los que el componente fósil destacado
es, respectivamente, las algas, musgos, helechos, gasterópodos y tubos de larvas de
insectos.

Las clasificaciones texturales suponen un paso hacia adelante en lo que respecta
a la interpretación sedimentológica y paleoambiental de los travertinos . En ellas aparece
un primer criterio de subdivisión que trata sobre el origen de la incrustación,
diferenciando entre los travertinos autóctonos, en los cuales el carbonato precipitado
conserva la estructura vegetal en la posición originaria, es decir , la incrustación
permanece in situ ; y los travertinos alóctonos o c1ásticos que están constituidos por
restos fósiles individualizados (hojas y tallos) acumulados y posteriormente incrustados
por el carbonato o bien por fragmentos travertínicos resultantes de la destrucción de
travertinos previos, presentando todos ellos una textura c1ástica. .

Las subdivisiones de estos dos grupos es variable ; así, Pedley (1990) en los
carbonatos autóctonos, utilizando un criterio similar al de Embry y K10van (1971) para
los carbonatos marinos bioconstruidos, diferencia entre framestone fitohermal, que
corresponde a los travertinos constituidos por plantas higrófilas en posición de vida,
que constituyen el esqueleto o armazón de la roca, y boundstone fitohermal, término
equivalente al concepto de estromatolito continental. Ferreri y D' Argenio (1985) ,
además de esos dos tipos , a los que denominan respectivamente travertinos fitohermales
y ·estromatolíticos, incluyen los travertinos microhermales, que corresponden a la
incrustación in situ sobre plantas higrófilas de tamaño pequeño (musgos y helechos) .

La subdivisión establecida por Pedley (1990) para los carbonatos c1ásticos es
cualitativa, y se basa en la naturaleza del grano o c1asto. Este autor diferencia entre
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traverti nos fitoclásticos (los que están constituidos por fragmentos de plantas
individualizados -hojas o tallos- que durante o posteriormente a su transporte han sido
incrustados por carbonato), trave rtinos cianolíticos (constituidos principalmente por
oncolitos), travertinos intraclásticos (los formados por fragmentos de travertinos previos
que han sido destru idos mecá nicamente) y travertinos microdetríticos. Ferreri y

D'Argenio (1985), por el contrario, utilizan criterios más cuantitativos y muy similares
a los de Dunham (1962) para los carbonatos detríticos marinos .
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