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Resumen

Las encuestas de evaluacién de docencia en
los estudios de Ingenieria Informética de la
Universitat de Vaeéncia, ponen de manifiesto,
repetidamente, que la valoracion que los alumnos
hacen de las asignaturas relacionadas con la
matemética, son de las més bajas de la carrera. La
motivacion por tal disciplinaes muy baja.

Este articulo invita a presentar en las aulas
desde un punto de vista lddico, agunas
herramientas de gran interés en la resolucion de
problemas.

Este conjunto de herramientas matematicas
se presentan a través de pequefios eemplos
académicos que ponen de manifiesto su
potencialidad en la resolucién de problemas. Asi
como su utilidad para una mayor compresion de
los mismos. Aunque la cuestién de fondo no es
tanto la resolucion del problema en si, sino €
hecho de que el alumno adquiera una disposicion
a aprender, a descubrir por si mismo, que adquiera
habito en e planteamiento y resolucion de
problemas. Utilizando para €llo un conjunto de
estrategias clave que le aporte confianza en si
mismo a la hora de abordar la resolucion de
problemas.

1. Introduccion

Las encuestas de evaluacién de docencia en
los estudios de Ingenieria Informética de la
Universitat de Valéncia en los Ultimos anos,
ponen de manifiesto que la vaoracion que los
aumnos hacen, en particular, de la asignatura de
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matemdtica discreta y en generad de las
asignaturas relacionadas con la matemética son de
las més bajas.

El nivel de mateméaticas y de motivacion
por ellas con la que van llegando los aumnos,
producto de los nuevos planes de estudio de
ensefianzas medias, resulta preocupante. Si en €
anterior plan de estudios los alumnos aprendian a
contar a través de la combinatoria impartida en 1°
de BUP, primer afio del plan, los actuales alumnos
producto de la ESO llegan a la Universidad sin
diferenciar, por e€jemplo, entre combinacion,
variacion y permutacion.

Es notorio que algo esté falando en €
actual plan de estudios de ensefianzas medias y
que esto repercutird en un futuro préximo,
negativamente, en € nivel cientifico de nuestros
investigadores. Desde un punto de vista social,
seglin Antonio Martinez Naveira [4], presidente
de la Real Sociedad Matemética Esparfiola, un pais
no puede conseguir un desarrollo cientifico de alto
nivel ni puede pensar en un desarrollo industrial
competitivo sin un desarrollo mateméatico fuerte
de sus ingenieros e investigadores.

A parte de una revision urgente de los
curricula actuales en ensefianzas medias o de los
procedimientos seguidos en la ensefianza de los
mismos, desde la Universidad se debe abogar por
una incentivacion de la matemdtica como
herramienta fundamental de trabgjo en cualquier
ciencia basica o disciplinatécnica.

Teniendo en cuenta que el afio 2000 ha sido
declarado afio de las Mateméticas, en esta
propuesta, a fata de decisiones mayores, se
intenta promover la mateméticay e pensamiento
matematico a través de ciertas estrategias lidicas
en la resolucion de problemas. Con dlo se
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pretende incentivar y habituar a aumno a
razonamiento matematico como estrategia general
en la resolucion de cuaquier tipo de problema
légico. Los problemas proporcionan la
oportunidad de gjercitar las herramientas mentales
que se poseen, de comprobar su acance real, su
adecuacion a cierto tipo de problemas y sus
limitaciones [5]. En definitiva, tal vez, lo més
importante en la ensefiaza en general y de la
ensefianza de la matemética en particular, no sea
tanto lo ensefiado como la disposicién que se
transmita hacia el uso de estas ensefianzas [3].

En este sentido, parece interesante hacer
una pequefa presentacion de ciertas herramientas
“Utiles’ en la resolucidn de problemas como son
la geometrizacion, generalizacion, induccion y
recursion. Con la generalizacion de problemas, se
intenta plantear por una parte la filosofia docente
“l do | understand’ [6] donde tras el andlisis y
resolucion del caso base, € aumno intente
resolver una generalizacion del problema para una
mayor compresién del mismo, y por otra parte
como estrategia general en la resolucion de
problemas. La ensefianza de estrategias “lUdicas’
en laresolucion de problemas es una potente arma
docente, que evita posibles actitudes negativas de
los aumnos que quedan mentalmente blogueados
[2], por miedo alo desconocido, prisa por llegar a
unasolucién y apatia por la matemética.

2. Geometrizacién, particularizacion y
generalizacion.

Se pasa a ver como la caracterizacion
geométrica puede ser empleada como estrategia
en la resolucion de problemas. Se plantea calcular
la suma de los nimeros natural es siguientes:

1+2+3+ ... +n (2.1)

s se calculan los primeros valores de la
suma, lo que se podria denominar estrategia de
particularizacion, se obtiene la siguiente sucesién
de nimeros

1=1

1+2=3

1+2+3=6

1+2+3+4=10
1+2+3+4+5=15
1+2+3+4+5+6=21
1+2+3+4+5+6+7=28
1+2+3+4+5+6+7+8=36
1+2+3+4+5+6+7+8+9=45

2.2)

gue poco dice del resultado en e caso
general, pero que si sugiere una caracterizacion
geométrica de dicha suma [2]. Se considera por
tanto la siguiente distribucién de rectangulos
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Figura 1. Caracterizacion geométricade lasumadelosn
primeros nimeros naturales

ambas distribuciones tienen, por la forma
geométrica como se ha construido 1+2+3+ ... +n

cuadrados, pero a juntarlos se obtiene un
rectangulo de n+l cuadrados de ancho y n
cuadrados de ato. Por lo tanto llamando a la suma

que se quiere calcular
S(n)=1+2+3+ ... +n (2.3

Setiene que

2S(n)=n(n+1)

y por tanto

+
14243+ L +n:”(”2 Y 29

luego a través de una caracterizacion
geométrica, utilizada como estrategia en la
resolucion del problema, se ha calculado una



formula que proporciona la suma de los n
primeros nimeros naturales.

El primero en calcular una expresion
analitica para tal suma fue en su muy temprana
infancia, alla por 1790, € principe de las
matematicas, Karl Friedrich Gauss. Cuenta la
leyenda que hastiado el profesor por la falta de
atencion de los alumnos y e ruido infernal de
fondo que habia en clase, castigb a todos a
permanecer en e aula sumando los 1000
primeros nimeros naturales. Después de unos
minutos, Gauss se levantd de su asiento y se
dirigio hacia €l profesor con un papel en la mano.
El profesor, mir6 de reojo el papel, en €l que, tras
unos garabatos estaba escrita la cifra 500500.
Absolutamente incrédulo, €l profesor, abrié su
libro de tablas de sumar comprobando que la
suma de los 1000 primeros numer os efectivamente
resultaba ser 500500. El profesor le pregunt6
entonces como lo habia hecho y Karl explico su
razonamiento:

S llamo S a la suma de los n primeros
nimeros naturales, después de reordenar
sumandos, la suma seguira siendo la misma, pues
tengo un ndmero finito de sumandos

Sn=1+ 2 + 3 +L+n

(25)
SN)=n+(n-1)+(n -2+ +1

luego sumando laigualdad de arribay la
de abgjo, se obtiene que

25(n)=n(n+1)

y por tanto, despgjando S la suma delosn
primeros nlmeros, en general vendra dada por la
expresion

+
S n(n+1)

que para e caso n=1000 resulta ser
500500.

Después de aquello, cuenta la leyenda que
el profesor tird los libros de sumar ala papeleray
dijo a nuestro pequefio principe: “ hijo mio, yo ya
no te puedo ensefiar nada mas, € maestro eres

wr.

3. Induccion y recursiéon

La induccion matemética es una de las
herramientas matemdticas mas utilizadas para
hacer demostraciones de todo tipo. En el caso del
desarrollo de algoritmos repetitivos, como los que
Se ve en esta seccion, también es una herramienta
crucial ya que permite poder razonar sobre su
correccion y coste.

El principio de induccion més bésico es €
denominado de induccién déhil. Este principio
sirve para demostrar propiedades definidas sobre
el conjunto de los enteros.

3.1. Definicion (induccién débil)

Si una propiedad es cierta para un valor
base, b, y se puede demostrar que es cierta para
cualquier valor k>b, simplemente suponiendo que
es cierta para k-1, entonces es cierta para
cualquier entero positivo.

Matemdticamente puede ser formulado
como sigue, sea P:N- B una propiedad definida
sobre Ny b O N, entonces

[P(b) OP(k)? P(k+1) OkON]?
P(n) OnON, n?b

gue desde un punto de vista practico, a la
hora de hacer una demostracion por induccion se
tiene que tener en cuenta las siguientes tres partes:

1-Base de inducci6n: Es necesario
demostrar que la propiedad se cumple para un
valor o para el valor minimo del dominio sobre la
que esta definida ésta.

2.- Hipdtesis de induccién: Se supone que la
hipétesis es ciertaparaun valor k O N.

3.-Paso de induccion: A partir de la
hipétesis anterior, es necesario demostrar que la
hip6tesis es cierta para k+1.

Se demuestra por induccion la ec. 2.4 ala
que se llega por diversos métodos y que
proporciona la suma de los primeros n enteros
positivos.

n(n+1)
2

S(n) =

Se plantea, en primer, lugar comprobar la
hipétesis de induccion para e vaor minimo del
dominio n=1, que calculado directamente daunoy
seglin S(n)



S(n) = n(n2+1) =|n :]l:l(l;l) -1

luego se tiene que la base de induccién si
gue se cumple. Se pasa pues a asumir la hipotesis
deinduccién

s(n)=@ OkON.

y seguidamente aplicando € paso de
induccion se intenta demostrar que la relacion
también se cumple parak+1.

Setiene pues, que el proposito es calcular

Sk+1) =1+2+3+4+ L +k+(k+1

aplicando la hip6tesis de induccion resulta
Sk+D) =9k +(n+D =
KA | gy = KED(K+D +D)
2 2

L uego efectivamente se cumple que
S(n) = n(n2+1) On=k+1

y por tanto, se hademostrado que

S(n) = ”(”2”3 OnON

A veces en programacion y en genera en
mateméticas surgen problemas cuya solucion
inmediata surge de forma recurrente, para
verificar que tales soluciones son correctas la
induccion es una herramienta de gran utilidad, asf
como para € célculo del coste de dichos
agoritmos.

En general, los planteamientos recursivos
suelen tener un coste mayor que los iterativos,
pero no siempre, de hecho, los mejores algoritmos
de ordenacin son de naturaleza recursiva.

Se plantea en este sentido cacular la
potencia n-ésima de un ndmero [1]. Dados dos
enteros a>0, n=0, la potencia d' se define como el
producto de a por si mismo n veces, excepto el
caso a=1.

potencia(a,n):N* oN ? 2 ¢ N

(a,n) ¢ aca-?"e a

De esta definicion, es inmediato expresar la
funcién recursivamente. Expresada como funcion
matemética quedaria como sigue

1 sn=0

tencia(a,n) =
RO @n) sin?l

a opotencia(a,n—1)

gue en notacién algoritmica quedaria como sigue

{&>0,n=0} Precondicion
FUNCION potencia(a,n,:Z):Z
p:Z;
IF
n=0: devuelve 1;
n=1: devuelve a*potencia(a,n-1);
FIN_IF
FIN_FUNCION

n
{potencia(a,n)= |:| a} Postcondicion
i=1

Algoritmo 3.1: Algoritmo O(n) para €
céculo de la potencia de un nimero

El coste de la funcion agoritmica
propuesta, suponiendo que e producto * es de
coste constante, O(n), es decir, proporcional al
valor del exponente. El coste puede mejorarse
planteando la siguiente recursion, conocida como
estrategia divide y vencerds, y que consiste en
reducir el problema a dos problemas iguales pero
de tamafio mitad y asi sucesivamente hasta la
solucion trivial. Si se hace un despliegue de las
Ilamadas que en principio se harian de la funcion,
se obtiene € siguiente &rbol.

potenciala, mdiZ)

potenciala, mdlvég/ |

potenciafa,mdiv)

|potencia(a,md1v4) |

potencials, 1)

patenciafa, 0)=1

Figura 3.1: Despliegue de llamadas de la
funcién potencia



donde la funcién de recurrencia vendra dada
por larelacion

potencia(a,n) =---
1 sin=0

= (potencia(a, ndiv2))?
a o potencia(a, ndiv2))’

s n?10n par
si n?10On impar

gue en notacion algoritmica queda como

{@>0,n=0} Precondicion
FUNCION potencia(a,n,:2):Z
p:Z;
IF
n=0: devuelve 1,
n>1 Opar : devuelve (potencia(a,ndiv2))?
n>1 Oimpar : devuelve a* (potencia(a,ndiv2))?
FIN_IF
FIN_FUNCION

n
{potencia(a,n)= D a} Postcondicion
i=1

Algoritmo 3.2: Céculo de la funcién
potencia bajo una estrategia divide y venceras

donde se pone de manifiesto [1] que esta
nueva forma de abordar el problema ha rebajado
el coste de éste a la altura del érbol, es decir,
O(log,n) frente a O(n) del anterior. Esto ha sido
posible ya que por cada nivel del arbol se ha
hecho una Unicallamada.

4.- Consideracionesfinales

En este articulo, se ha presentado desde un
punto de vista lUdico algunas herramientas de gran
interés en la resolucién de problemas. Estos
pequefios eemplos académicos ponen de
manifiesto € interés de ciertas estrategias en la
resolucién de problemas, asi como su utilidad para
una mayor compresion de los mismos. Aunque la
cuestion de fondo, €l objetivo final, no es tanto la
resolucion del problema en si, sino € hecho de
que e aumno adquiera un habito en €
planteamiento y resolucion de problemas. Asi
como un conjunto de estrategias clave con las que
abordar laresolucion de éstos.

Conceptos tan importantes en mateméticas
como induccién y recursion, no son conceptos
facilmente asimilados por los alumnos de las

diplomaturas, ingenierias o licenciaturas en
Informética o de cualquier ingenieria en general.
En redlidad, € problema es incluso més
preocupante, ya que la mayor dificultad que los
adumnos encuentran en  asignaturas  de
programacion, a la hora de resolver problemas, no
es tanto referente a las dificultades que presenta el
propio lengugie de programacion, sino a la
incapacidad de definir un proceso secuenciado y
l6gico que resuelva el problema. Es decir, no son
capaces, partiendo del enunciado del problema,
pensar en su resolucién de una manera légica, y
por ultimo, definir un algoritmo que lo resuelva
Este hecho se ha constatado en asignaturas de
programacién de los primeros cursos de las
carreras técnicas universitarias. Concretamente en
la titulacién de Ingenieria Informética de la
Universitat de Vaencia y en la de Ingeniero
Industrial de la Universidad Politécnica de
Valencia

En estudios como los de diplomatura en
Biblioteconomia y Documentacion de la
Universitat de Valencia, donde la formacion de
los alumnos puede provenir de una ensefianza
secundaria obligatoria enfocada a humanidades, la
capacidad de abstraccion y su buena disposicion
hacia asignaturas de programacién es muy baja.

En general se detecta en las aulas de las
nuevas generaciones, producto de los nuevos
planes de estudio de enseflanza secundaria
obligatoria, una falta de hébito, de curiosidad
intelectual, de disciplina matematica.
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