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Resumen

En este trabajo se presentan un algoritmo pa-
ra el aprendizaje de la aproximación Kikuchi a
partir de datos aśı como un método de mues-
treo de la referida aproximación. Se discuten
resultados preliminares de la evaluación del al-
goritmo en el aprendizaje en datos generados
a partir de una instancia del modelo Ising de
ferromagnetismo. Los resultados obtenidos in-
dican que la aproximación Kikuchi es capaz de
representar de manera factible las dependen-
cias existentes en los datos entre las distintas
variables.

1. Introduction

Los modelos gráficos han devenido herramien-
tas de representación del conocimiento capaces
de representar y manejar relaciones de inde-
pendencia. Una de las caracteŕısticas de estas
herramientas que han favorecido su generali-
zación es la existencia de algoritmos de apren-
dizaje automático de modelos gráficos a partir
de datos [2, 4, 16]. Tales algoritmos han cons-
tituido uno de los pilares fundamentales para
el desarrollo de la mineŕıa de datos.

Como regla general los modelos gráficos es-
pecifican un conjunto de restricciones sobre
la estructura gráfica que determinan la clase
de factorizaciones que son capaces represen-
tar. Estas restricciones especifican a su vez el
tipo de aproximaciones de la distribución que
pueden obtenerse con el modelo gráfico. Por
ejemplo, en las redes Bayesianas existen res-
tricciones que impiden la existencia de ciclos

en el grafo dirigido. Tales restricciones, y la
complejidad de algunos de los algoritmos de
inferencia basados en modelos gráficos moti-
van la conveniencia de investigar otros méto-
dos para la aproximación de distribuciones de
probabilidad multidimensionales.

Recientes estudios en el desarrollo de algo-
ritmos de inferencia aproximada [17] han re-
velado la relación entre el problema de la mi-
nimización de la enerǵıa en determinados sis-
temas f́ısicos y la propagación de creencias en
modelos gráficos. Inicialmente concebidos pa-
ra modelos gráficos aćıclicos, estos algoritmos
pueden ser utilizados con resultados positivos
en grafos con ciclos. Estos estudios han mos-
trado igualmente la conveniencia del uso de las
aproximaciones de la enerǵıa que utilizan des-
composiciones de grafos basadas en regiones.
La extensión de algunos de estos resultados al
campo de la inferencia estad́ıstica resulta un
tema de interés por las numerosas aplicacio-
nes que de ella pueden derivarse, entre ellas la
mineŕıa de datos.

En este trabajo revisamos recientes desarro-
llos en la investigación de aproximaciones de
la probabilidad que utilizan descomposiciones
de grafos basadas en regiones. El énfasis fun-
damental está puesto en la aproximación Ki-
kuchi de una distribución de probabilidad y la
presentación de un algoritmo de aprendizaje
para este tipo de aproximaciones. La aproxi-
mación Kikuchi satisface un conjunto de pro-
piedades Markovianas y de descomponibilidad
que permiten su utilización para la aproxima-
ción de distribuciones [15]. Igualmente, algo-
ritmos evolutivos de estimación de distribucio-
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nes [8, 9] que utilizan la aproximación Kikuchi
han mostrado su eficiencia en la solución de
diferentes problemas [14].

En la siguiente sección se introduce la apro-
ximación Kikuchi y algunas de sus propieda-
des fundamentales. La Sección 3 presenta un
algoritmo para construir una descomposición
en cliques válida. En la Sección 4 se presenta
el método utilizado para muestrear la aproxi-
mación Kikuchi. La Sección 5 describe cómo
se realiza el aprendizaje de la aproximación
Kikuchi a partir de los datos. Resultados de
un experimento que ayuda a ilustrar la aplica-
ción del método se presentan en la Sección 6,
y las conclusiones del trabajo se discuten en la
Sección 7.

2. Aproximación Kikuchi en la f́ısi-

ca estad́ıstica

Sea X = (X1, . . . , Xn) un vector de variables
aleatorias. Usaremos x = (x1, . . . , xn) para de-
notar una asignación de las variables. S deno-
tará un conjunto de ı́ndices en N = {1, . . . , n},
y XS (respectivamente xS) un subconjunto de
las variables de X (respectivamente un sub-
conjunto de valores de x) determinado por los
ı́ndices en S. Trabajaremos con distribucio-
nes de probabilidad positivas denotadas como
p(x). De manera similar, p(xS) denotará la
distribución de probabilidad marginal para
XS. Usamos p(xi | xj) para denotar la dis-
tribución de probabilidad condicional de Xi

dado Xj = xj .

En f́ısica estad́ıstica se tratan con frecuen-
cia modelos de sistemas de múltiples part́ıcu-
las que interactúan entre śı. Las propieda-
des macroscópicas del sistema son determina-
das por las interacciones entre los elementos
microscópicos. Normalmente, las interacciones
entre las componentes del sistema también de-
terminan la probabilidad de la configuración
global correspondiente. Cada estado x del sis-
tema estad́ıstico tiene una enerǵıa asociada
E(x). Un resultado fundamental de la mecáni-
ca estad́ıstica es que, en equilibrio térmico, la
probabilidad de un estado está dada por la Ley
de Boltzmann:

p(x) =
1

Z(T )
e

−E(x)
T

donde T es la temperatura del sistema, y Z(T )
la correspondiente función de partición.

Yedidia y col. [17] propusieron usar el pos-
tulado de la ley de Boltzmann para definir
la enerǵıa correspondiente a una probabilidad
conjunta de un sistema no-f́ısico. A la tempera-
tura se le asigna un valor arbitrario, habitual-
mente T = 1, el cual simplemente determina
una escala para las unidades en que se mide
la enerǵıa. Propuestas similares se han usado
con éxito en optimización [7, 11].

De cara a obtener una aproximación de la
enerǵıa, es posible utilizar diferentes técnicas
para obtener una aproximación de la enerǵıa.
Kikuchi et. al [6, 10] desarrollaron el método
variacional basado en agrupamientos (CVM).
En la base del CVM está la idea de aproxi-
mar la enerǵıa como una función de un con-
junto de diferentes marginales. El conjunto no
forma necesariamente una factorización exac-
ta de la distribución, pero la forma en que se
escogen los marginales influye cŕıticamente en
la calidad de la aproximación.

2.1. Descomposición de un grafo en regio-

nes

Nuestro objetivo inicial es utilizar los méto-
dos empleados para aproximar la enerǵıa en
la aproximación de distribuciones de probabi-
lidad. En una segunda etapa se propone un
algoritmo para el aprendizaje de este tipo de
aproximación directamente de un conjunto de
datos. El primer problema a resolver es cómo
escoger cuáles son los marginales que partici-
pan en la aproximación. Nos concentramos en
el problema de encontrar un conjunto apro-
piado de marginales que permita obtener una
aproximación de la distribución.

Un grafo no dirigido G =< V, E > se define
como un conjunto no vaćıo de vértices V , y un
conjunto de aristas E. Una arista entre los ver-
tices i y j será representada como i ∼ j. Dada
una distribución de probabilidad p(x), su gra-
fo de independencia es un grafo G = (V, E)
que asocia un vértice a cada variable de X, y
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donde dos vértices están conectados si las va-
riables correspondientes son condicionalmente
dependendientes dado el resto de las variables.

Definimos una región R del grafo de inde-
pendencia G =< V, E > de una distribución
de probabilidad p(x) como un subconjunto de
V . Una descomposición del grafo en regiones
(R, U), es un conjunto de regiones que cubre
V y un conjunto asociado de contadores U , in-
tegrado por un contador cR para cada region
R ∈ R. cR será siempre un entero, que puede
ser cero o negativo para algunos R.

La aproximación Kikuchi de la enerǵıa [6]
se define a partir de una descomposición de
la enerǵıa basada en las regiones de un grafo.
Para ser válida una descomposición, debe sa-
tisfacer varias restricciones que relacionan las
regiones y los contadores. Inspirados en el tra-
bajo de Yedidia y col. [17], llamamos a este
subproblema como problema de encontrar una
descomposición válida del grafo en regiones.
En el método CVM, R se forma a partir de
un conjunto inicial de regiones R0 tal que to-
dos los vértices están en al menos una región
de R0, y cualquier otra región en R resulta de
la intersección de una o más de las regiones en
R. El conjunto de regiones R es cerrado ba-
jo la intersección, y puede ordenarse como un
conjunto parcialmente ordenado (poset).

Decimos que un conjunto de regiones R, y
de contadores cR es una descomposición del
grafo válida cuando para cada variable Xi,

X

R∈R
Xi⊆XR

cR = 1 (1)

Yedidia y col. [17] introducen el concepto
de regiones para definir una aproximación de
la enerǵıa libre a partir de una descomposición
en regiones dada por grafos de factores. Hemos
adoptado su definición para explicar el proble-
ma más general de hallar una descomposición
de nuestro grafo de independencia en regiones.
Un aspecto fundamental en la determinación
de una descomposición válida es la selección
del conjunto inicial de regiones. El conjunto
inicial de regiones usado por la comunidad de
f́ısica estad́ıstica comprende usualmente regio-
nes con el mismo tamaño y topoloǵıa de cone-

xión.
En este trabajo un método particular para

seleccionar el primer conjunto de regiones. La
manera particular en que se seleccionan estas
regiones determina varias propiedades conve-
nientes de la aproximación de la probabilidad.
Dado un grafo no dirigido arbitrario G, forma-
remos el conjunto de regiones R0 tomando una
región por cada clique máximo en G. Como
resultado, todas las posibles regiones R ∈ R
serán cliques porque son el resultado de la in-
tersección de dos o más cliques. A este tipo
de descomposición del grafo en regiones le de-
nominaremos descomposición del grafo en cli-
ques.

Ejemplo 1: Descomposición en regiones váli-
da correspondiente al grafo mostrado en la fi-
gura 1)

R0 = {{1, 2, 5}, {1, 3, 6}, {1, 2, 3}, {2, 3, 4},
{2, 4, 5}, {3, 4, 6}, {4, 5, 6}, {1, 5, 6}},

R1 = {{1, 2}, {2, 5}, {1, 3}, {3, 6}, {2, 3},
{2, 4}, {3, 4}, {4, 5}, {4, 6}, {1, 5},
{1, 6}, {5, 6}}

R2 = {{1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}}
cR = 1, ∀R ∈ R0;

cR = −1, ∀R ∈ R1;

cR = 1, ∀R ∈ R2

(2)

La aproximación Kikuchi de una distribu-
ción probabilidad p(x), construida a partir de
una descomposición en cliques del grafo de in-
dependencia de p(x) [14], es un tipo particular
de factorización. Los marginales en la factori-
zación están completamente determinados por
el grafo de independencia. Dado este grafo, la
descomposición basada en cliques está forma-
da por los cliques maximales del grafo y sus in-
tersecciones. Estos cliques constituyen las re-
giones en este tipo de descomposiciones. Los
métodos usados para construir la descomposi-
ción del grafo en regiones determinan la apro-
ximación Kikuchi final.

Definimos la aproximación Kikuchi de la
distribución de probabilidad p(x), denotada
k(x) como:
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Figura 1: Grafo de independencia

k(x) =
Y

R∈R

p(xR)cR , (3)

donde R se determina a partir de una descom-
posición del grafo en cliques y los contadores
cR se calculan utilizando la siguiente fórmula
recursiva:

cR = 1 −
X

S∈R
R⊂S

cS (4)

donde cS es el contador de cualquier región
S in R tal que S es un superconjunto de R.
Los valores de cR que se corresponden con los
cliques maximales iniciales son iguales a 1. Si
cR es diferente de cero, la región es incluida en
la descomposición.

A partir de ahora limitaremos nuestro análi-
sis a las aproximaciones Kikuchi construidas
a partir de descomposiciones del grafo en cli-
ques. A menos que se especifique lo contrario,
cuando hablamos de una aproximación Kiku-
chi asumimos que se origina a partir de una
descomposición del grafo en cliques.

Ejemplo 2: Aproximación Kikuchi, construi-
da a partir de la descomposición del grafo en

cliques presentada en el ejemplo 1.

L0 = p(x1, x2, x5) · p(x1, x3, x6) · p(x1, x2, x3)

· p(x2, x3, x4) · p(x2, x4, x5) · p(x3, x4, x6)

· p(x4, x5, x6) · p(x1, x5, x6)

L1 = p(x1, x2) · p(x2, x5) · p(x1, x3)

· p(x3, x6) · p(x2, x3) · p(x2, x4)

· p(x3, x4) · p(x4, x5) · p(x4, x6)

· p(x1, x5) · p(x1, x6) · p(x5, x6)

L2 = p(x1) · p(x2) · p(x3) · p(x4) · p(x5) · p(x6)

k(x) = L0 · 1

L1

· L2

El ejemplo 2 muestra la aproximación Ki-
kuchi que corresponde a la descomposición del
grafo en cliques presentada en el ejemplo 1.

Una distribución de probabilidad p̃(x) basa-
da en la aproximación Kikuchi puede calcular-
se normalizando k(x).

p̃(x) =
k(x)

P

x
′ k(x′)

Sin embargo, la determinación de p̃ no es
una alternativa realista, porque no resuelve el
problema de calcular la función de partición
Zk =

P

x
k(x).

3. Algoritmo para construir una

descomposición en cliques válida

Presentamos una panorámica general del al-
goritmo que construye descomposiciones en
cliques. La descomposición final tiene un so-
lo conjunto de regiones R1 cuyos contadores
cR, R ∈ R1 son enteros diferentes de cero. El
Algoritmo 1 presenta los pasos para encontrar
una descomposición en regiones. Sea A un con-
junto auxiliar de regiones, y Φ(A) una función
que encuentra todas las intersecciones entre las
regiones en A.

Primeramente, se construye un conjunto de
regiones iniciales Q, agregando progresivamen-
te regiones creadas a partir de la intersección
entre otras regiones. Cuando todas las posibles
intersecciones han sido agregadas, Q es orde-
nado. El orden es determinado por el criterio
de inclusión. Si Ri ⊇ Rj entonces Ri precede
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a Rj en el orden. Después, cada región R en Q
es inspeccionada, y el contador cR se calcula
como

cR = 1 −
X

S∈R1
S⊃R

cS (5)

donde cS es el contador de cualquier región S

en R1 tal que S es un superconjunto de R. Si
cR es diferente de cero, la región se agrega a
R1.

1) A = R0

2) Q = A
3) Do

4) A = Φ(A)
5) Q = Q∪A
6)Until A = ∅
7) Encontrar un ordenamiento parcial de

Q
8)R1 = ∅
9)U = ∅
10)For R ∈ Q
11) cR = 1 − P

S∈R1
S⊃R

cS

12) if cR 6= 0 then

13) R1 = R1 ∪ R

14) U = U ∪ cR

Algoritmo 1: Halla descomposición válida

Todos los cliques maximales en R0 estarán
en R1 con cR = 1. El algoritmo encuentra el
poset de todas las regiones. Cuando semejante
poset es cerrado bajo la intersección de regio-
nes, y los contadores se calculan según (5), la
descomposición en regiones es válida [10].

4. Muestreo de Gibbs de la appro-

ximación Kikuchi

Aunque el énfasis fundamental de nuestro tra-
bajo está en el aprendizaje de la aproximación
Kikuchi, resulta importante conocer cómo uti-
lizar la información disponible en la aproxima-
ción. Una de los modos posibles es partir del
muestreo del modelo, el cual permite la genera-
ción de soluciones o casos con una distribución
similar a la encontrada en el modelo.

Para emplear la aproximación Kikuchi co-
mo un generador, haremos un uso convenien-
te de la propiedad de Markov que satisface

esta aproximación [14, 15]. Como k(x) no es
una distribución de probabilidad, asumimos
que los puntos serán generados a partir de su
expresión normalizada p̃(x). Para muestrear
puntos a partir de p̃(x), usamos el algoritmo
de muestreo de Gibbs [3]. Suponemos que aun-
que p̃(x) es demasiado compleja para deducir
muestras directamente de ella, sus distribucio-
nes condicionales, p̃(xi|x \ xi) = k(xi|x \ xi)
son factibles de calcular.

Para obtener muestras de p̃(x), comenzamos
con un estado inicial x0 = (x0

1, · · · ,x0
n). En ca-

da momento t del muestreo de Gibbs, una po-
sición i a ser actualizada será escogida a par-
tir de x

t, y el nuevo vector x
t+1 se selecciona

usando la regla de transición mostrada en (6).

x
t+1 =

(

xt+1

j = xt
j for j 6= i

xt+1

j ≈ k(xt
i|bd(xt

i)) for j = i
(6)

En la equación 6, bd(xt
i) se refiere a los valo-

res de la variables que forman parte de la fron-
tera de Xi en el grafo. En el instante t + 1, el
muestreo de Xt+1

i se realiza a partir del mues-
treo de la aproximación Kikuchi de Xi dados
sus vecinos, de acuerdo a las probabilidades
marginales en el instante t.

Con el objetivo de adaptar la aplicación del
muestreo de Gibbs al contexto de la aproxima-
ción Kikuchi, definimos V S, Cy, e In como los
parámetros a ser usados por el método. V S es
el tipo de esquema de visita de las variables,
y define la manera en que las variables se se-
leccionan para ser actualizadas. Esquemas de
visitas aleatorios (V S = 0), o fijos (V S = 1)
pueden ser utilizados. Cy es el número de ci-
clos del muestreo de Gibbs. Un ciclo compren-
de la actualización de n variables. In es un
parámetro que determina la manera en que
se construye el vector inicial del muestreo de
Gibbs. El vector a partir del cual se aplica el
puede seleccionarse aleatoriamente (In = 0), o
muestrearse a partir de una factorización apro-
ximada calculada usando un subgrafo cordal
del grafo de independencia (In = 1).
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5. Aprendizaje de la aproximación

Kikuchi a partir de los datos

En esta sección se presenta un algoritmo basa-
do en pruebas de independencia para el apren-
dizaje de la aproximación Kikuchi a partir de
los datos.

En las secciones anteriores hemos asumido
que los cliques maximales del grafo de indepen-
dencia, y sus probabilidades marginales son
conocidas. En determinados contextos se nece-
sita un algoritmo para aprender la estructura y
parámetros del modelo. El Algoritmo 2 es una
extensión de un algoritmo introducido en [13]
para aprender factorizaciones ordenadas de los
datos. Los pasos del uno al tres coinciden con
el trabajo anterior, mientras que en los pasos
cuatro y cinco se construye la aproximación
Kikuchi.

1) Aprender un grafo de independencia G

de los datos (el conjunto de las

soluciones seleccionadas).

2) Si resulta necesario, refinar el

grafo.

3) Encontrar el conjunto C de

todos los cliques maximales de G.

4) Construir la descomposición del

grafo en cliques.

5) Encontrar las probabilidades

marginales para las regiones

de la descomposición.

Algoritmo 2: Aproximación Kikuchi de los datos

La construcción de un grafo de independen-
cia a partir de los datos puede lograrse por
medio de pruebas de independencia. Para de-
terminar si una arista pertenece al grafo, se
realiza un test de independencia para cada par
de variables dado el resto. No obstanste, des-
de un punto de vista algoŕıtmico es importante
reducir el costo de las pruebas de independen-
cia. Por esta razón hemos adoptado la meto-
doloǵıa seguida previamente por Spirtes [16].
La idea es empezar con un grafo no dirigido
completo, y eliminar aristas realizando tests
de independencia condicional entre los nodos
unidos en el grafo, pero usando conjuntos con-
dicionantes tan pequeños como sea posible.

Para evaluar las relaciones de independencia
usamos el test de independencia basado en la
distribución Chi-cuadrado. Si dos variables Xi

y Xj son independientes con un nivel de signi-
ficación α previamente especificado, la arista
que los une es eliminada del grafo. En el caso
general podemos asumir que cada arista i ∼ j

en el grafo de independencia inicial es pesada
con un valor w(i, j) que representa la interac-
ción entre el par de variables. Esta información
podŕıa estar disponible a partir de información
previa, o a partir de las pruebas estad́ısticas
realizadas (el valor del test del Chi-cuadrado).
Cuando tal información no está disponible,
asumimos que todos los valores de las depen-
dencias son iguales a un parámetro w′ (es decir
w(i, j) = w′, ∀i ∼ j ∈ E).

Cuando el grafo de independencia es muy
denso, podemos esperar que la dimensión de
los cliques aumentará más allá de un ĺımi-
te factible. Una alternativa para resolver este
problema es, en un paso previo al cálculo de
los cliques, hacer el grafo menos denso. Hemos
seguido esta estrategia poniendo un ĺımite al
número máximo de aristas incidentes a cada
vértice. Si el vértice tiene más de r aristas in-
cidentes, aquéllas con los pesos más bajos son
eliminadas.

Para encontrar todos los cliques del grafo se
usa el algoritmo de Bron y Kerbosch [1]. Este
algoritmo usa una técnica de ramificar y acor-
tar para eliminar ramas que puedan conducir a
cliques no maximales. Una vez que se han en-
contrado todos los cliques, se guardan en una
lista L, y sus pesos se calculan a partir de la
información sobre las dependencias. El peso
de cualquier subgrafo G′ de G se calcula co-
mo W (G′) =

P

i∼j∈G′ w(i, j). De esta manera
se calculan los pesos de los cliques maxima-
les w(Ci). La descomposición del grafo basa-
da en cliques se realiza utilizando el algoritmo
CVM. Las probabilidades marginales para ca-
da uno de los cliques son calculadas a partir de
las frecuencias asociadas a cada configuración,
y su posterior normalización. En nuestra im-
plementación, los parámetros del modelo pro-
babiĺıstico pueden ser modificados agregando
una perturbación en forma de distribuciones
definidas a priori.
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6. Experimentos

El objetivo de nuestros experimentos es eva-
luar el comportamiento del algoritmo de
aprendizaje de la aproximación Kikuchi y es-
tudiar la exactitud de la aproximación Kikuchi
aprendida a partir de los datos. Nos concentra-
mos en un ejemplo de prueba correspondiente
a un modelo Ising generalizado [5] definido en
una rejilla de dimensiones 4x4, con conexión
toroidal. Nuestro problema consiste en aproxi-
mar la distribución de un conjunto de estados
del modelo Ising. Cada estado se representa
por una asignación de valores cero o uno para
las 16 variables del sistema.

Un modelo clásico del fenómeno del mag-
netismo es el modelo de Ising generalizado,
descrito por la enerǵıa funcional (Hamiltonia-
no) (7) [12]

H = −
X

i<j∈L

Jijσiσj −
X

i∈L

hiσi (7)

L es el conjunto de sitios llamado rejilla. Ca-
da variable σi correspondiente al sitio i ∈ L

toma el valor 1 o −1, representando el polo
sur de un imán pequeño. Una asignación es-
pećıfica de valores para las variables σi se lla-
ma una configuración. Las constantes Jij son
los coeficientes de la interacción, las constantes
hi representan las fuerzas del campo magnéti-
co externo. El problema de hallar un estado
mı́nimo del modelo de Ising es el problema de
hallar cualquier configuración para la cual la
enerǵıa es mı́nima.

Cuando todos los Jij del modelo Ising son
no-negativos, el modelo se llama ferromagnéti-
co. Más dif́ıciles de tratar son los modelos don-
de los valores de hi y Jij son arbitrarios. En el
caso general este problema es NP-completo.

El problema del modelo Ising generalizado
es quizás uno de los ejemplos más claros de
la diferencia entre las aproximaciones tradi-
cionales de la probabilidad y la aproximación
Kikuchi. Las factorizaciones exactas de fun-
ciones descomponibles aditivamente, definidas
en rejillas de dimensión 2, requieren el cómpu-
to de distribuciones marginales condicionales
de tamaño O(

√
n), donde n es la cantidad de

elementos en la rejilla. Como consecuencia, la

complejidad del modelo probabiĺıstico es ex-
ponencial en n.

La aproximación Kikuchi usa los cliques del
grafo original. En la rejilla las aristas son los
cliques maximales, y tienen tamaño dos. La
factorización Kikuchi resulta por lo tanto una
manera factible y eficiente de almacenar una
factorización de la distribución. Todas las aris-
tas del grafo son usadas en esta factorización.

En nuestro experimento, se evalúa la calidad
de la aproximación Kikuchi en un conjunto de
datos seleccionados a partir de la evaluación
de la enerǵıa de los estados del modelo Ising.
Se genera un conjunto inicial de 1000 estados
(asignaciones de valores) para las 16 variables
del problema. Se calcuala la enerǵıa corres-
pondiente al modelo Ising de estas soluciones,
para posteriormente seleccionar las soluciones
con mayor enerǵıa. Sobre este subconjunto de
casos seleccionados se aplica el algoritmo de
aprendizaje.

El Cuadro 1 muestra el conjunto de cliques
(aristas) aprendidos del conjunto de soluciones
seleccionado. Las 19 aristas aprendidas corres-
ponden a interacciones definidas por la topo-
loǵıa de conexión de la rejilla, la cual define
parcialmente la estructura del problema. Por
otro lado, 13 de las 32 interacciones represen-
tadas en la estructura de la rejilla no se han
capturado en el grafo de independencia. Es-
te hecho puede explicarse porque la existencia
de una arista en la estructura no es la única
condición para la existencia de dependencias,
éstas también se determinan por la fuerza de
las interacciones entre las variables.

A partir dels grafo de independencia no diri-
gido, se construyen dos posibles modelos pro-
babiĺısticos. El primero basado en grafos de
cliques y el segundo en la aproximación Kiku-
chi. Nuevos conjuntos de datos son generados
para cada modelo. En el caso de la aproxima-
ción Kikuchi, determinamos que el muestreo
de Gibbs comience a partir de un punto mues-
treado de la factorización ordenada (In = 1).
Para medir la calidad de la aproximación, se
calculan los marginales en los dos nuevos con-
juntos generados, y se computan los errores
en las aproximaciones con respecto a los mar-
ginales calculados a partir del conjunto inicial.
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E P W pJT pK1 pK100 E P W pJT pK1 pK100

(6, 10) 1 19,36 0,028 0,039 0,056 (14, 2) 11 8,55 0,035 0,066 0,059
(6, 5) 2 11,71 0,019 0,091 0,034 (14, 15) 12 18,47 0,034 0,076 0,017
(9, 10) 3 11,22 0,057 0,091 0,056 (3, 2) 13 8,34 0,055 0,029 0,050
(8, 9) 4 17,28 0,019 0,059 0,073 (7, 11) 14 12,77 0,085 0,027 0,049
(8, 12) 5 15,86 0,041 0,009 0,018 (1, 5) − 9,65 0,339 0,053 0,073
(9, 13) 6 10,12 0,068 0,091 0,033 (3, 0) − 7,94 0,282 0,084 0,037
(1, 13) 7 15,97 0,029 0,030 0,053 (12, 13) − 7,32 0,270 0,030 0,051
(1, 2) 8 13,63 0,035 0,025 0,053 (6, 2) − 6,72 0,283 0,078 0,093
(1, 0) 9 10,55 0,039 0,084 0,053 (4, 8) − 6,31 0,315 0,062 0,017
(4, 5) 10 9,64 0,013 0,054 0,073 Tot. 2,05 1,09 0,95

Cuadro 1: Errores en la aproximación de los marginales del conjunto seleccionado dados por las
aproximaciones válida y Kikuchi.

Sean respectivamente ps
ij y pnew

ij los margina-
les bivariados de Xi, Xj calculados a partir del
conjunto seleccionado, y de la nueva pobla-
ción. El error en la aproximación se calcula
como

P

xi,xj
(pnew

ij − ps
ij).

En el cuadro 1, pJT representa el error dado
por la aproximación válida para los diferentes
marginales y P es un ordenamiento asociado
a las aristas incorporadas al modelo. Los erro-
res son pequeños para los marginales que co-
rresponden a las aristas numeradas, pero no-
tablemente peores para las aristas restantes.
Este hecho ocurre porque el árbol de cliques
no puede cubrir estas interacciones y usarlas
en el muestreo. Después de sólo un ciclo del
muestreo de Gibbs, la aproximación Kikuchi
consigue resultados (pK1) mejores que la apro-
ximación del grafo de cliques ordenado. Para
la aproximación Kikuchi no hay diferencias im-
portantes entre los errores de la aproximación
para los diferentes cliques. En el cuadro, pK100

muestra el error cuando el número de pasos de
muestreo es aumentado a 100. Puede observar-
se que el error global disminuye. No obstante,
el error en la aproximación de algunas aristas
puede aumentar, probablemente debido a los
errores de muestreo del método de muestreo
de Gibbs.

Resumiendo, los resultados del experimento
ilustran que cubriendo un mayor número de
dependencias que el grafo de cliques, la apro-
ximación Kikuchi puede ser más precisa, y que
el algoritmo es capaz de recuperar la estructu-

ra del problema.

7. Conclusiones

En este trabajo hemos presentado la apro-
ximación Kikuchi como una alternativa para
aproximar distribuciones de probabilidad. He-
mos introducido un algoritmo para el apren-
dizaje de la aproximación Kikuchi a partir de
los datos y presentado un ejemplo de aplica-
ción del mismo en datos generados a partir de
una instancia del modelo Ising de ferromagne-
tismo. Los resultados demuestran que la apro-
ximación es capaz de capturar relaciones de
dependencias existentes en los datos.
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