
B O L E T I N  D E  L A S O C I E D A D  E S P A Ñ O L A D E

A R T I C U L O

Cerámica y Vidrio

Un método para determinar los coeficientes no lineales
de segundo orden en cerámicas piezoeléctricas

J. E. GARCÍA, R. PÉREZ
Departament de Física Aplicada. Universitat Politècnica de Catalunya. Jordi Girona 1-3. Campus Nord, modul-B4. 08034 Barcelona.

El uso de materiales piezocer�micos est� limitado por su comportamiento no lineal. Sus medidas son complicadas debido a
que su comportamiento depende de los t�rminos de segundo y tercer orden. La generaci�n de segundo arm�nico es un buen
m�todo para aislar los t�rminos de segundo orden de los de tercer orden. Se propone un m�todo que permite discriminar los
coeficientes no lineales de segundo orden. Se modela un transductor de Langevin, trabajando alrededor de la frecuencia de
resonancia, en el cual se han colocado cuatro anillos cer�micos con polarizaci�n alternada, tomando la forma de un transfor-
mador o bipuerto el�ctrico. El sistema est� definido por dos par�metros: la impedancia el�ctrica conectada al segundo puerto
y la frecuencia de excitaci�n. Para cada experiencia la corriente debe ser medida, en m�dulo y fase, a frecuencias ν y 2ν.
Teniendo en cuenta que en el circuito equivalente de este sistema las no linealidades aparecen como cuatro fuentes diferentes
de tensi�n, y que para cada experiencia s�lo dos cantidades pueden ser medidas a frecuencia 2ν, es necesario realizar un m�ni-
mo de dos experiencias suficientemente distintas para determinar los cuatro coeficientes.

Palabras clave: no linealidad, cer�mica, piezoel�ctrico.

A method to determine of second order nonlinear coefficients in piezoelectric ceramics

The use of piezoelectric materials is limited by their nonlinear behavior. Their measurement is rather cumbersome due to that
their behavior depends on both second and third order terms. Second order terms can be isolated by the measurement of
second harmonic generation. A method for discriminate the different nonlinear second order coefficients is proposed. A
Langevin transducer, which has four alternating poled rings in order to behave as an electrical biport, is modeled. The system
is defined by two parameters: the electrical load connected to the second port and the excitation frequency. For each experience
the modulus and the phase of the current must be measured in both ports at the frequency  ν and 2ν. The system must be fully
characterized as a linear electrical biport at both frequencies. Taking into account that in the equivalent circuit the nonlinearity
appears as four voltage generators, and that only two variables can be measured at frequency 2ν for each experience, at least
two experiences, different enough, must be done to determine all four coefficients.
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1. INTRODUCCIîN

El uso de una cer�mica piezoel�ctrica est� limitado por la
alteraci�n que sufren sus propiedades, a causa de la no-linea-
lidad que aparece al aplicarles una alta se�al y debido a efec-
tos producidos por calentamiento. Estos dos fen�menos pue-
den separarse teniendo en cuenta la gran diferencia que existe
entre las dos constantes de tiempo relativas a ellos (1).

La teor�a no lineal de la piezoelectricidad puede ser descrita
como una alteraci�n de la funci�n energ�a del sistema. Su des-
cripci�n es un�voca si se expresa en funci�n de los Òdesplaza-
mientosÓ mec�nico y el�ctrico, S y D:

[1]

La funci�n energ�a contiene t�rminos el�sticos, el�ctricos y
mixtos. Si la no linealidad es d�bil, esta puede describirse por
los dos primeros t�rminos no lineales del desarrollo en serie; si
es fuerte, el desarrollo en serie deja de ser �til.

El desplazamiento de la frecuencia de resonancia y la dismi-
nuci�n del factor de calidad mec�nico son dos efectos de la no
linealidad que pueden observarse a la propia frecuencia de
excitaci�n; a otras frecuencias, el comportamiento no lineal
puede ser estudiado por intermodulaci�n y a trav�s de la
generaci�n de arm�nicos (sobretonos).

Los t�rminos no lineales pueden separarse en t�rminos de
orden par y t�rminos de orden impar. Los t�rminos de orden
impar influyen por efecto directo sobre la frecuencia de excita-
ci�n  mientras que los t�rminos de orden  par influyen por
efecto indirecto (2). S�lo es posible separar los dos efectos
conociendo los t�rminos de orden par por una experiencia adi-
cional.

Asumiendo el desarrollo en series de potencia de la energ�a,
los efectos no lineales a la frecuencia de excitaci�n son, en pri-
mera aproximaci�n, despreciables debido a que el t�rmino no
lineal m�s simple es de tercer orden. En la generaci�n de
segundo arm�nico solo intervienen por efecto directo los t�r-
minos no lineales de segundo orden, siendo sus distintas con-
tribuciones vectorialmente aditivas. Teniendo en cuenta esto
las ecuaciones constitutivas s�lo contienen t�rminos no linea-
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les de segundo orden y se pueden escribir como sigue:

[2]
[3]

donde a:

[4]

[5]

las denominaremos funciones no lineales; λSSS, λSSD, λSDD y
λDDD los denominaremos coeficientes no lineales de segundo
orden.

Cada t�rmino de las ecuaciones constitutivas puede ser des-
glosado en arm�nicos; por lo que podemos escribir dichas
ecuaciones, a la frecuencia fundamental, como sigue:

[6]

[7]

y, para el segundo arm�nico, se tiene:

[8]

[9]

Con el objetivo de poder separar, a trav�s de la generaci�n
de segundo arm�nico, la contribuci�n a la no linealidad de
cada uno de los t�rminos no lineales de segundo orden, es
conveniente utilizar, como sistema de medida, un transforma-
dor o bipuerto el�ctrico; se tienen dos par�metros ajustables: la
frecuencia de excitaci�n y la impedancia el�ctrica conectada al
segundo puerto y pueden realizarse dos medidas el�ctricas: la
corriente en ambos puertos.

El trabajo ha sido restringido a un estudio en modo exten-
sional de espesor  con el objetivo de realizar una determina-
ci�n sin ambig�edad de cada uno de los coeficientes no linea-
les de segundo orden.

2. DESCRIPCIîN FêSICA DEL BIPUERTO EL�CTRICO.

Un  transductor sim�trico de tipo Langevin es modificado y
empleado como bipuerto el�ctrico (Figura 1).

Cuatro cer�micas en forma de anillos con polarizaci�n alter-
nada, son utilizadas para disponer de dos puertos a los que se
les atribuye el mismo comportamiento lineal y no lineal. Las
cer�micas se unen por un tornillo que al dar una cierta preten-
si�n, garantiza el contacto ac�stico y nos permite medir en
diferentes condiciones de trabajo, propias de un determinado
dispositivo. Dos contramasas se ponen en los extremos, garan-
tizando as� que la funci�n S(x) pueda considerarse uniforme
dentro de la cer�mica. Las contramasas est�n unidas el�ctrica-
mente con la masa el�ctrica, por lo que cada par de cer�micas
constituye un puerto el�ctrico.

2.1. Circuito equivalente lineal

Suponiendo que no existen movimientos apreciables en la
direcci�n radial y que se trabaja en el entorno de la resonancia,
se desarrolla un modelo lineal para el bipuerto a partir de un
modelo el�ctrico propuesto por Mason para el transductor pie-
zoel�ctrico en modo de vibraci�n extensional (3). Dos circuitos
equivalentes de Mason, uno para cada lado, son unidos mec�-
nicamente, obteni�ndose un esquema el�ctrico con dos puer-
tos sim�tricos (Figura 2).

Figura 3. Circuito equivalente lineal

Figura 2. Modelo el�ctrico del bipuerto

Figura 1. Transformador sim�trico

Haciendo unas simples transformaciones circuitales se redu-
ce el circuito equivalente a un esquema el�ctrico sencillo
(Figura 3).

Este sistema puede ser totalmente caracterizado para cada
frecuencia y su frecuencia doble a partir de la determinaci�n
experimental de la matriz de transmisi�n  (Mij(ν))2×2 que lo
caracteriza (4). El valor de Co puede ser medido con suficiente
exactitud.

2.2. Circuito equivalente no lineal

Al modelar un transductor piezoel�ctrico no lineal en modo
de vibraci�n extensional, se obtiene un circuito equivalente de
Mason modificado por la adici�n de un elemento no lineal en
la rama el�ctrica y tres en la rama ÒmotionalÓ que pueden ser
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considerados fuentes no lineales de tensi�n (Figura 4). nal (K)4x4 que depende de la geometr�a de las cer�micas. Si W
es el �rea de un anillo cer�mico y l el doble de su espesor,
podemos escribir esa relaci�n como sigue:

[11]

A partir del comportamiento lineal del bipuerto a frecuencia
doble, se obtiene una relaci�n entre las tensiones no lineales,
VΨ y VΦ, y las corrientes de segundo arm�nico, III, designada
por la matriz (A)2x4.

Conocidas las matrices (A), (K) y (B), su producto, (C)2x4,
nos indica la relaci�n entre las corrientes de segundo arm�ni-
co y los coeficientes no lineales de segundo orden para una
determinada experiencia.

[12]

3.1. Condiciones de medida

Debido a que para cada experiencia se dispone de dos ecua-
ciones para cuatro inc�gnitas, es necesario realizar la medida
en un m�nimo de dos experiencias suficientemente distintas.
Hay que tener en cuenta que no todas las condiciones de medi-
da, dadas por la frecuencia ν y la impedancia, ZL, conectada al
segundo puerto, aportan informaci�n significativamente dis-
tinta. En el primario, la relaci�n entre D1 y (hε)S1 viene dada
por la frecuencia; en la resonancia ambos t�rminos son iguales.
En el secundario, la relaci�n entre D2 y (hε)S2 viene dada por
el valor de la impedancia el�ctrica ZL en relaci�n con la impe-
dancia el�ctrica asociada al condensador Co. En ambos puertos
la corriente total es proporcional a D y la corriente ÒmotionalÓ
es proporcional a S.

Al hacer estudios no lineales es necesario comunicar la
m�xima energ�a al sistema, por lo que es conveniente trabajar
siempre en resonancia ajustando la frecuencia en funci�n de
ZL. Teniendo en cuenta esto podemos tomar valores para ZL
que garanticen al menos dos experiencias suficientemente dis-
tintas; en un caso, si ZL es muy peque�a se tiene que D2 ser�
aproximadamente igual a (hε)S2 mientras que en otros casos, si
ZL es comparable a Co, ya sea resistiva o reactiva, se tiene que
D2 ser� significativamente menor que (hε)S2.

4. CONCLUSIONES

El montaje de las cer�micas en forma de transductor de
Langevin modificado como bipuerto el�ctrico permite la medi-
da de los distintos t�rminos de segundo orden de la no linea-
lidad en modo de vibraci�n extensional, facilitando la resolu-
ci�n entre ellos.

Este montaje permite la aplicaci�n de campos razonable-
mente uniformes, aumenta el n�mero de par�metros ajusta-
bles y el n�mero de medidas; adem�s, permite hacer un estu-

Figura 5. Circuito equivalente no lineal.

Figura 4. Circuito equivalente de Mason modificado.

Al suponer que la funci�n S(x) es uniforme y como D(x), por
Ley de Gauss, tambi�n lo es, suponemos que las funciones no
lineales Φ(x) y Ψ(x) tambi�n lo son, por lo que no aparecen t�r-
minos antisim�tricos de Φ ni soluciones particulares de S, sien-
do ∆F=0 (5).

El circuito equivalente no lineal se simplifica notablemente
apareciendo, para cada transductor, s�lo dos fuentes de ten-
si�n: una sobre el puerto el�ctrico y otra sobre la rama Òmotio-
nalÓ que denominaremos VΨ y VΦ respectivamente. A partir de
estas consideraciones se obtiene, de manera muy sencilla, el
circuito equivalente no lineal para nuestro sistema (Figura 5).

3. MATRIZ DE COEFICIENTES NO LINEALES

Los t�rminos no lineales, Φ y Ψ, que aparecen en las ecua-
ciones constitutivas a frecuencia doble tienen una relaci�n
lineal con los coeficientes no lineales a trav�s de los productos
SS, SD y DD a esa frecuencia. Esta relaci�n se puede escribir en
forma matricial a trav�s de una matriz (B)4x4 como sigue:

[10]

Los t�rminos SS, SD y DD son las componentes de frecuen-
cia 2ν de los productos SS, SD y DD, los cuales se obtienen a
partir de sus amplitudes complejas SI y DI a frecuencia ν. Los
desplazamientos SI y DI se obtienen a partir de la medida de
las corrientes, II, a frecuencia ν y su relaci�n se establece
mediante la caracterizaci�n lineal del bipuerto a la frecuencia
y pretensi�n de trabajo.

La relaci�n entre las funciones no lineales, Φ y Ψ, y las ten-
siones no lineales VΨ y VΦ viene descrita por la matriz diago-
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dio a distintas pretensiones permitiendo estudiar el material
en sus posibles condiciones de trabajo.

El m�todo, en principio, est� limitado a no linealidades d�bi-
les. El sistema aumenta la complejidad de las medidas y no
puede medirse en ausencia de pretensi�n. En el dise�o del
bipuerto hay que tener en cuenta que los modos espurios de
resonancia pueden imposibilitar la medida.

Las medidas mec�nicas podr�an ser �tiles para simplificar la
medida de la deformaci�n del sistema a ambas frecuencias
aumentando su exactitud.
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