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RESUMEN

La programacion detallada de los sistemas de prouurctipo “Job Shop” ha sido motivo de una
extensa investigacion desde principios del siglo Bigbido a la complejidad del problema, hasta
la década de los 60 las posibilidades de resolu@n muy escasas. Los métodos destinados a
buscar programas 6ptimos se limitaban a problemas an s6lo centro de trabajo; o con
simplificaciones muy rigurosas, como el caso “flelop” permutacional con 3 maquinas como
maximo. En el taller real, lo usual era ejecutas lactividades segin determinadas reglas de
prioridad. A partir de ese momento la situacion t&m Con el desarrollo de la microinformatica,
las posibilidades de tratamiento del problema autaem notablemente, pero desafortunadamente
la complejidad computacional propia del problemag@ dificultando la resolucién problemas
practicos en tiempos realistadnte este hecho, la investigacién en este campleandejado de
producir nuevos procedimientos, pertenecienteslinespectro de tipologias. En la actualidad, la
busqueda de técnicas distribuidas que puedan apharevarios recursos informaticos, ha llevado
a proponer aproximaciones inspiradas en el funcioigmto de mercados competitivos. En este
articulo se expone los fundamentos de estas técgisa relacion con métodos de descomposicion
de programacién matematica.

Palabras claves: Programacion Job Shop, subastas, relajacion lagiana, descomposicion de
Dantzing-Wolfe, descomposicion de Benders

1. La programacion “Job Shop”

La programacion de operaciones consiste en la cbtede calendarios de produccion, en los
que se refleje las tareas a realizar, en qué mamenué recursos se utilizaran para ello.
Generalmente existen muchos programas posibles,nmetodos conducen al cumplimiento
de objetivos (puede que no exista ninguno quedahdor lo tanto, el establecimiento de los
programas tendra una marcada influencia en leeefi@ del sistema.

La dificultad de la programacioén de operacionesddp de la configuracion de la planta de
produccion, pero en el caso mas complejo (fabrdcadntermitente tipo Job Shop), el
problema resulta de alta complejidad computaci¢s®le supone NP-Duro). En este caso el
problema se denomina JSSBolf Shop Scheduling ProblgmConsiste en obtener el
programa de produccion que optimizando una deteaiimedida de eficiencia, destinado a
fabricar N 6rdenes, que deben ser procesados erertftos de trabajo. Las Ordenes se
componen de una serie de operaciones, cada ures dedles se debe procesar en un unico
centro de trabajo, establecido con antelacién.dcaiencia de realizacion de las operaciones
es también Unica para cada orden y establecidairgjnna ambigiedad con anterioridad a la
programacion. Es decir: las rutas de fabricaciom @oicas y conocidas de antemano. Se
supone ademas, que existen almacenes locales al@dzapinfinita en cada centro de trabajo,



que los tiempos de preparacion las operacionescie/en dentro de los tiempos de proceso,
y que los tiempos de transporte son despreciables.

Ante la complejidad computacional que ha mostragloptogramacion “Job Shop”, la
investigacion en este campo no ha dejado de prothétbdos de resolucion, pertenecientes
un alto espectro de tipologias. Durante mucho teegias se basaban fundamentalmente en
meétodos heuristicos y metaheuristicos, pero enctaakdad estan apareciendo nuevas
aproximaciones. Una de ellas es la basada en ssbast

2. Formulacién Matemética del JSSP.

El JSSP se puede formular mediante modelos de igptitin (funcidon objetivo mas
restricciones), que variaran en funcion del sisteorareto que se esté programando y de los
métodos de resolucidbn que se desee utilizar. Ea sstcidn se planteard un modelo
matematico para un sistema de fabricacidob“ Shop, mediante una formulacion que por
sus caracteristicas nos sera util mas adelanteatjpecto importante de esta formulacion es
que en ella, el tiempo esta discretizaddeanstantes.

2.1. Descripcion del Problema

Consideremos un sistema de fabricacion compuestd pentros de trabajo. La capacidad de
cada centro de trabajb)(en un instante de tiempk)(se denotara pdv,k para b=1,2,--H)
y (k=0,1,--K) siendo K) el maximo instante de tiempo considerado.

En el sistema de fabricaciéon se deben fabricar | pedidos u 6rdenes. Cada orden (i)
tendra asociada una fecha de llagada a la planta (B;), una fecha de entrega (D;) y un
peso (wj) que denote la importancia de cumplir con esa fecha de entrega. La
fabricacion de una determinada ordéncpnlleva la realizacién dbl; operaciones. Cada
operacion j) de cada ordeni)(se indica mediante los subindiceg) (con {=1,2,--1) y
(j=1,2,--N). () indica la posicion de la operacién dentro de dausncia de operaciones
necesaria para fabricar la ordeh (a maquinalf) donde se realiza la operacign de la
orden {) se denotara pd(i,j), y la duracion de esa operacion ppr

2.1. Variables

El objetivo de la programacion es determinar lahds de comienzo y finalizacién de las
operaciones que ha de realizar cada maquina. Dadolag formulacion matematica del
problema se corresponde con uno de optimizaciondeddas fechas son el resultado, estas
deben corresponderse con las variables del problehiastante de tiempo de comienzo de la
operacion i(j) estara representado por la varidjemientras que el instante de finalizacion
se lo estara porj. Ademas se usara una variable auxiliar denomirgglacuyo valor sera
uno, si la operaciorj)(de la ordenif se esta ejecutando en el intervdd®) en la maquina
(h). Si no es asi su valor sera cero. Aunque estgsitos de variables son redundantes (con
uno de los tres quedaria definido el programa @elymcion), su utilizacion facilitara la
formulacién del problema.

2.1.  Funcion Objetivo

La funcion objetivo sera una funcién matematica davolvera el valor de un determinado
criterio de funcionamiento, en funciéon de las Malea que definen el programa de



produccion. Dependiendo de cual sea el criteridudeionamiento que se desee mejorar se
puede optar entre diferentes funciones objetivoiiltAdo de ejemplo nosotros proponemos la
siguiente (el razonamiento se puede extender diptrale funciones objetivo):

minzl“wi T?  conT, = ma>(0, (mjax(cij )-D, )) 1)

i=1

2.1. Restricciones

Las dos restricciones fundamentales a las quesaft el programa de produccion se deben
a la capacidad limitada de los recursos y al odkeitas operaciones. Pero ademas, en esta
formulacion se introduciran otro tipo de restriews, con objeto de ligar las variabtgg, G;,

my y by.

» Restricciones de capacidad: la suma de todas kExma@pnesi(j) que se realicen en el

momento K), en un centro de trabajd)( deberd ser menor que la capacidad, en ese
mismo instantek)), del centro de trabajh)

Oy < My, h=12--- M  k=01---,K )

* Restricciones en el orden de las operaciones: éaaon j+1) correspondiente a una
orden () s6lo podran comenzar cuando haya finalizado ¢éaampon |) de dicha orden.

c, +1<b ., i=12--,1  j=12-,(N, -1 ®3)
Ademas se debera cumplir que el comienzo de lagpairaperacion no sera anterior a la
llegada de la orden al taller.

B <b, =121 j=12-,(N, 1) 4)

* Relaciones entre;, b y dixn. Dado que un programa de produccion esta compéetEm
determinado por las fechas de comienzo cada operés), sera necesario liga y djn
conby;.

c; =b; +d; =121 j=12-,N, ®)
1 si kD[b”.,cij] yh=n(,)) i=12..-,1 ©)
Ay = 0 encasocontrario j=1'2'”"Ni
h=12---,H

3. Subastas para el JSSP.

Muchos problemas practicos de optimizacion combimat entre ellos el JSSP, pueden ser
considerados como problemas combinatorios de as@nde recursos (CARCombinatorial
Allocation Problem)) [1]. En éstos, un conjunto de bienes (recursosjivisibles, deben ser
asignados a diferentes usuarios (agentes), de fguwala utilidad global del reparto sea
maxima[1].



3.1 Problemas Combinatorios de Asignacion de Recsos.

Formalmente el CAP se puede formular como sigua: (8¢ un conjunto den) bienes
indivisibles y seaX) un conjunto denj) agentes que obtienen una determinada utilidad del
uso de los bienes. Considérese ademas otro ageatgnario ), que a partir de ahora
llamaremos vendedor, poseedor inicial de estosebiebeaR,) un subconjunto del conjunto

de bienes (G), segi(F;) la utilidad que obtiene el agentp @lel uso de los bienes del
subconjunto K;), y sea ¢) el valor que el agente)) da al bienif. La solucion de este
problema consistira en encontrar una particiende (G) f1,Fa,---FmFa}, tal que la suma de

las utilidades de cada agente sea maxinaepresenta los bienes no asignados a los agentes
de @A), que quedan en propiedad del vendedor.

Max >q, +Zm:uj(Fj) (7)
i iOF, =1

Sujetoa {F,,F,,:--F,, F,} seaparticiondeG

El JSSP puede formularse como un CAP mediantaylaesite analogia: (1) los recursos se
corresponden con intervalos de tiempo de uso dedagiinas (ejemplo: el intervalo [k, k+1)
en la maquina (h)), (2) los agentes seran las éslda produccion, que deben repartirse los
intervalos de tiempo disponibles en las diferentéguinas (recursos) para ser fabricadas, (3)
la utilidad que cada orden de producéidj) obtendra por cada conjunto de recursos
adquiridos ), sera funcion de sus restricciones, fechas degatetc, (4) el valoy) que el
vendedor asigna a cada bién puede ser considerado cero. Para la formulaigddSSP del
apartado anterior una posible funcion de utilidaxdesla de la expresion (8).

J -w, T(F,) Si F, noviolalasrestriccimes(3) y (4)
L[ Fy= . (8)
WAN l - er casc contrario

con T(F)= ma>(0, (max(k asignadosa j) +1- Dj))
3.2 Precios de Equilibrio.

La ventaja de esta formulacion es que posee csamditud con un mercado donde, (m)
agentes intentan maximizar su utilidad adquiriebtenes a un vendedof)( que intenta
maximizar su beneficio. Esta analogia va a pernmtinducir en el problema otras variables,
imprescindibles en todo mercado, que pueden ayau@stablecer nuevos procedimientos de
resolucion para los CAP. Dichas variables seramptesios de los bieneg =(p1, p2,---,pn)-

Con dichos precios se podra definir el excedengeagaada agente obtiene de una asignacion
(F;) para unos precios dados como:

e (p.F)=u,(F)->p excedentelei 0 A 9)

i0F,

! Se entiende por particién de un conjuBtca un conjunto de subconjuntds,{F, ---F} de G, tal quek; 0 F,
OF; 0 ---0F) =G, (Fin Fj) = conjunto vacio.

2 En la formulacién matematica del JSSP el subinditizado para identificar a las 6rdenes era.(Ep esta
formulacién del CAP, las 6rdenes que se correspoode los agentes se identifican con (j ).



e (P.Fy) =D (p — 1) excedentele A (10)

i0F,

Si sumamos los excedentes obtenidos por todog&ges, para un conjunto de precis) (

y unas asignacione${, F,,--Fm, F4}, mas la utilidad total del sistema antes de Igrecion
(gi+02+---Hgn), obtendremos la utilidad total para la particion.

e (AF)+e,(pF)+Ya :f{uj (Fj)—Zn]+2(n -q)+q =

ioF; iR i= (11)
m

=iuj (F)->3n+Yp-Ya+da =iuj (F)+2q

J=LicF] i0F, iOF, i= j iR,

Sea B4 p ) la asignacion de bienes al agegg$=1,2,---,nd), que maximiza el excedente de
dicho agente para unos precios determinagosp = g;). Supongamos que existe un vector
de precios p°) para los cuales las asignacionds|p°, Fol p°®, - Ful p°®, Falp°}

constituyen una particion d&). Estos precios se denominaran precios de equiligrcon
ellos el resultado de (11) valido para cualquietigian de (G), se podra rescribir como:

Mu,(F)+Y g =e (p°.F)+e,(p°,F) + g (12)
j=1 =1 i=1

i0F, j

Dado que las asignacioneBi{p®, Fz| p®, - Fml p°, F4 p°} maximizan cada uno de los
sumandos situados a la izquierda de la igualdadinmEaran también su total (funcion
objetivo del CAP)Como ademas dichas asignaciones constituyen utiai@ade (G), seran
por lo tanto la solucién 6ptima del problema irlicia

Segun este resultado, si se encontrara unos prdeiasquilibrio, el problema se podria

resolver, maximizando de forma independiente laeéentes de losn) agentes deA). Esto

es debido a que los precios de equilibrio poseeninfiormacion implicita de la escasez de
cada bien y de su utilidad global. Cuando un agerteimiza su excedente, intentara no usar
los bienes de precio elevado que no le aportegisofe utilidad, quedandose este bien libre
para otro agente obtenga mas utilidad de él.

La posibilidad de obtener la asignacion optima @AP, maximizando de forma
independiente los excedentes de cada agente, fi@plotablemente su resolucidon. Ante este
hecho, la cuestion que inmediatamente surge esiser los precios de equilibrio y en el
caso de que existan ¢,como calcularlos?. En cudatexastencia de los precios de equilibrio
se pueden encontrar demostraciones que lo asegararfiunciones de utilidaa(F) lineales.
Pero también existen resultados que muestran, upedo se da complementarietiah la
utilidad del uso de varios recursos, los preciosglglibrio pueden no existir. Este es el caso
del JSSP: solo tiene utilidad para las érdenesifgnacion de todos los recursos necesarios
para su fabricacion. La asignacion de un solo sec(sin el resto de los necesarios) no aporta
ninguna utilidad a la orden

% Dos bienes son complementarios, si su uso conapacta mas utilidad, que la suma de la utilidael aportan
por separado.



3.2 Meétodos de Resolucion Basados en Subasta.

La analogia realizada entre los problemas de adigmaombinatorios y los mercados, no
solo facilita fragmentar el problema. Permite adgntisefiar mecanismos competitivos de
establecimiento de precios de equilibrio. En muahescados, la asignacion de bienes y los
precios a los que se realiza esta asignacion,jae tfias un proceso iterativo, basado en
sucesivas propuestas y aceptaciones de precigmperde compradores y vendedores. Dicho
proceso se denomina subasta y su aplicacion édA&ses directa. Un ejemplo podria ser el
siguiente: (1) el vendedor propone unos preciosmus para todos los bienes, (2) teniendo
en cuenta los precios, los agentes seleccionabiéoes que maximizan su excedente, (3)
cuando un bien es seleccionado el vendedor inctansenprecio, (4) si se ha incrementado
algun precio, volver al paso 2. El proceso se rdmpgtsa que tras un incremento de precios
ninguno de ellos es aceptado. Entonces los preciales$ de los bienes seran los mayores de
los aceptados hasta el momento.

Se puede demostrar que con el mecanismo citadd garrafo anterior, es posible llegar a
precios de equilibrio, en problemas con funcionesitilidad lineales. Pero éste no es el caso
de muchos CAP, entre ellos el JSSP. Este hechorheetido al disefio de subastas en un
campo de estudio muy activo, que en la actualigacbacreta en dos lineas de investigacion:
una inspirada en los mercados (aproximacibottom-up y otra derivada de la
descomposicion de problemas globales (aproximaoidaowr).

En las sociedades humanas se pueden encontrar oeroady eficientes, capaces de
establecer precios con relativa rapidez. Esta ohsinv inspira la primera metodologia de
disefio de subastas. Mediante el estudio de merefidentes es posible extraer los
mecanismos subyacentes (fijacion de precios minimeecuencias de interaccion,
comportamientos individueles, etc) de los que emetgesultado final. Dichos mecanismos
(simplificados o extendidos) pueden ser la baseadelos formales de subastas para el CAP.
Establecido el modelo formal, habria que mostrard{ame simulacién) o demostrar
(mateméaticamente), que su dinamica conduce a pratgoequilibrio y por lo tanto a la
resolucion del problema.

4.  Subastas Derivadas de Métodos de Descomposicion.

Una posibilidad de disefio de subastas, muy extarafidoroblemas complejos como el JSSP,
es mediante descomposicion del problema originatlitarentes subproblemas, facilmente
identificables con agentes econdmicos maximizaddeebeneficios. Entre los métodos de
descomposicion, cabe destacar: Ralajacion Lagrangiang2] y la descomposicion de
Dantzing-Wolfe[3]. Nosotros veremos solo la primera (de la sdguse pueden obtener
conclusiones muy parecidas).

4.1  Relajacion Lagrangiana.

Las relajaciones son técnicas destinadas a sioglifas restricciones de los problemas de
optimizacion. Se dice que un problerBa{Min f(x) con x/7 S} es relajacién de un
problema originalA {Min f(x) con x /7S cuando el conjunto de soluciones factiblesAde
esta contenido en el conjunto de soluciones fastibeB (ST S’) y ademas( x )<f(x). Si el
problema relajado resulta mas sencillo que el maigpermitird obtener de forma rapida cotas
inferiores del 6ptimo. Esta posibilidad conviertasrelajaciones en técnicas de gran utilidad
a la hora de evaluar la bondad de otro tipo de dodtgias aproximadas de optimizacion.



Pero no solo tienen este aplicacion. Las técnieagldjacion se pueden usar, para acelerar la
convergencia de otros métodos, para disefiar algusiteficientes y para descomponer
problemas en subproblemas mas sencillos.

Un ejemplo de relajacion es la “relajacion lineahtinua”, que elimina de los problemas de
programacion entera la imposicion de integrabilidi@dsoluciones. No obstante hay otras
relajaciones: “relajacién por eliminacion” (elimirmastricciones), “relajacién subrogada”
(sustituye un conjunto de restricciones por unalipation lineal de éstas), “relajacion
lagrangiana”, etc. De todas ellas, la “relajaci@grangiana” es la que mas interés esta
generando a la hora de abordar la programadiob Shop

Al igual que la relajacion subrogada, la técnicaalajacion lagrangiana propone sustituir un
conjunto de restricciones por una combinacién lideaellas. Sin embargo en esta ultima la
combinacion de restricciones no se considera caiaino que se introduce en la funcién

objetivo, de forma que la violacion de las restanes penaliza el valor de dicha funcion.

Apliqguemos esta técnica a la formulacion del JS&Hizada en le apartado 2 y resumida a
continuacion (la restriccion (14.d) engloba ladateexpresiones (5) y (6) de la formulacion

inicial).

|
i (T2 (13.a)
qmin o 2w
LN
sujetoa > >y, My, h=12.-.M  k=01-- K (13.b)
i=1 j=1
c; +1< b.,j+1 =121 j=22--,(N, -1 (13.c)
B <hb, i=12--,1 j=12---,(N, -1 (13.d)
Relacionesentrevariables (13.e)

Relajemos las (M x K) restricciones de (14.b), iplitAndolas por un escaladng = 0) e
introduciéndolas en la funcion objetivo. Obtendrerabproblema de la expresiones (14).

| M K | N, 14
min SWIZ+Y Y Al Y36 -M, | 4,20 (14.2)
G B S i=1 h=1 k=0 i=1 j=1
sujetoa ¢, +1<b ;, =121 ]=22,---,(N, -1 (14.b)
B <b, i=12---1 j=212-,(N, -2 (14.c)
Relacionesentrevariables (14.d)

Reagrupando los términos de la funcion objetivaoreblema queda:

M K ! N MK 15
min - z/]hkMkh +Z W D-iz +ZZZ Ahkdijkh A 20 (15.2)
G B S h=1 k=0 i=1 j=1 h=1k=0
sujetoa ¢, +1<b ;, =121 j=212---,(N, -1 (15.b)
Bi Sbi’l i=1,2,---,| j=l2|"'|(Ni _1) (15C)

Relacionesentrevariables (15.d)



Formulando el problema dual de (15) se llega aglaiente expresion, donde la variables de
decision pasan a ser los multiplicadorég)(

max L(A) = _ii/‘hkMkh + min (Zl:{w T’ +i > i AnicBin j] (16.a)
hk h=1 k=0 G | j=L h=1k=0

sujetoa ¢, +1<b ;, i=12---,1 ]=22,---,(N, -1 (16.b)

B <b, i=212,---,1 j=212---,(N, -1 (16.c)

Relacionesentrevariables (16.d)

A =0 (16.c)

Para resolver este problema se propone el sigumateso iterativo: (1) seleccionar al azar
los multiplicadores A«); (2) para un conjunto de multiplicadores dddpk."), que en la
primera iteraciéon soni(.), obtener las variablesj( bj, dxn) mediante la resolucion del
problema 17; (3) suponiendo que las variables deside toma los valore<j, b"j, Jlin),
obtener nuevos valores para los multiplicadorgg™¢); (4) con los nuevos multiplicadores
actualizados volver al paso (2).

min i(vv, T2+ iii A "khj (17.a)

Ci B Sjjkn i=1

=1 h=1k=0
sujetoa ¢, +1<b =121 j=12,--,(N; -1 (17.b)
B <b, i=12--,1 i=212---,(N, -1 (17.c)
Relacionesentrevariables (17.d)

Por la propia estructura del problema (17), ésteuexde descomponer facilmente ép (
subproblemas (expresiéon 18), lo que se simplifictalniemente la obtencion de’(, b,
Jiin) dados los multiplicadoreg{’ ). Obsérvese como cada subproblema se puedeficknti
con cada orden (i).

T 5 30 3 W (18.)

€ bj Ojn j=1 h=1k=0

sujetoa ¢, +1<b j=12,---,(N; -0 (18.b)
B <hb, j=212---,(N, -1 (18.c)
Relacionesentrevariables (18.d)

Para calcular los multiplicadores en cada iterg@npueden utilizar varias técnicas. Una de
ellas de las mas usadas consiste en aplicar eldmétel subgradiente para maximizar la
funcion objetivo de (16.a). Asi los multiplicadores pueden actualizar segun la siguiente
expresion:

“ El superindice (n) hace referencia a la iteracion



A=A, +a"  con d":vectorgradientedeL(A) (19)
a" : paso

Si se analiza podra observar que todos se asemgjgpicesos de subasta, donde cada subproblema
puede ser considerado un agente maximizador defidiese (minimizado de costes). Los
multiplicadoresAn se podrian interpretar como el precio de el irlende tiempo [k,k+1) en la
méaquina h.Esta analogia, unida a la convergencia demostradasderocedimientos por
descomposicion, permite el disefio de subastagefis para los CAP.

El proceso de subasta derivado de esta técnicacdaezbmo sigue: (0) se proponerecios Qi)
para todos los intervalos de tiempo de uso de kpumas, (1) con los precios propuestos se
calcula para cada orden (i) la combinacion de sEsu@jxn) que minimice la expresion 18
(costes de recursos mas penalizaciéon por retré®plas soluciones obtenidas de todos los
subproblemas en el paso 1, pueden no constituisoilo@ion global factible (un intervalo de
tiempo [k,k+1) en una maquina (h) puede tener asiges mas trabajos que los que puede
realizar My), (3) se recalculan los preciosi(’) utilizando para ello la expresion 19
(obsérvese como los precios se aumentan cuandsifzaciones parciales realizadas en el
paso 1 superan la disponibilidadd)] (4) si la solucion encontrada hasta el momentesde
suficiente calidad entonces, volver al paso 1.

5 Conclusiones.

Una de las propuestas mas novedosas de resolueiGlS8P se basa en una aproximacion
inspirada en mercados competitivos. Formuland&8PJcomo un problema combinatorio de
asignacion de recursos, se pueden llegar a meaamidenresolucion basados en subastas. En
el problema asi formulado, los intervalos de tiemdpouso de méaquinas se corresponderian
con los recursos y las érdenes de produccion coadentes a los que se debe asignar estos
recursos. Mediante mecanismos de subastas, en Uuesdg forma iterativa se van
proponiendo, asignaciones de recursos y preciogstles, se puede llegar a soluciones
globalmente optimas. Aunque de partida, estos métpdrezcan diferentes a los métodos de
descomposicion, en realidad son muy parecidos gaegtos ultimos pueden ser interpretados
en términos de subastas.

Al igual que los métodos de descomposicion, losades en subasta tiene la ventaja de
permitir la distribucion del calculo, en procesadoseparados (entidades que intervienen en
la subasta: 6rdenes y maquinas). Cada unidad dela@aho necesitara de todos los datos del
problema original. Le bastara con cierta informacpiopia (a las érdenes su funcion de
utilidad y a las maquinas su disponibilidad) mé&sgeecios (que contendran de alguna forma
la informacion global que sea de interés). La pbd#dd de distribucion del calculo y de los
datos de partida, no solo tiene interés desde rtbpde vista de la potencia de calculo (se
gana capacidad de calculo al poder utilizar vagamputadoras simultaneamente), es
interesante también desde el enfoque de la artiuitgeaclesde el punto de vista del desarrollo
del sistema software, y desde la problematica dejdaucion y control de sistemas de
fabricacion.
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