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i
a.esAbstra
tEn este trabajo se presenta la demostra
i�on automatizada de diversos resultados re-lativos a los anillos ternarios planos naturales [Klu
k�y 95℄. Este ejemplo motiva lautiliza
i�on de diversas herramientas de la L�ogi
a Computa
ional para el pro
esamientode los axiomas, y la obten
i�on autom�ati
a de demostra
iones, as�� 
omo la presenta
i�onde varios problemas de investiga
i�on b�asi
a relativos a la gesti�on del 
ono
imientomatem�ati
o 
on t�e
ni
as de Inteligen
ia Arti�
ial, basadas en la L�ogi
a Matem�ati
a.Area: Cien
ias de la Computa
i�on e Inteligen
ia Arti�
ialPalabras 
lave: Demostra
i�on autom�ati
a, OTTER, geometr��as axiom�ati
as1 Introdu

i�onLa demostra
i�on autom�ati
a de teoremas es el �area de las Cien
ias de la Computa
i�on e In-teligen
ia Arti�
ial que pretende al
anzar la meta, propuesta por Leibniz, de un 
�al
ulo uni-versal para la obten
i�on de pruebas me
ani
as en Matem�ati
as. La utilidad de los sistemasobtenidos no se limita a las Matem�ati
as; se apli
an a problemas de Inteligen
ia Arti�
ial,dise~no de 
ir
uitos, veri�
a
i�on autom�ati
a de programas, y, en general, a 
ualquier tipo deproblemas que requiera razonamiento. El t�ermino razonamiento autom�ati
o, introdu
ido en1980, engloba tanto el dise~no de estos programas 
omo otros programas rela
ionados (p.e.los generadores autom�ati
os de modelos), y sus apli
a
iones [Wos 85℄.Los primeros programas dise~nados para la obten
i�on de pruebas me
�ani
as datan delos a~nos 
in
uenta. Pero no es hasta los a~nos sesenta, 
on la apli
a
i�on dire
ta de t�e
ni
as
l�asi
as de la L�ogi
a Matem�ati
a (que se remontan a trabajos de G�odel, Skolem y Her-brand), 
uando se obtiene un salto 
ualitativo en el desarrollo de estos sistemas (entreotros, [Davis y Putnam 60℄, [Robinson 65℄). A partir de estos trabajos, se han desarrolladom�ultiples t�e
ni
as y re�namientos que han mejorado sustan
ialmente los demostradores au-tom�ati
os, hasta el punto de demostrar 
uestiones abiertas en Matem�ati
as1.El 
ar�a
ter L�ogi
o{Matem�ati
o de tales sistemas (basados en l�ogi
as de primer ordeno superior), junto 
on la gesti�on e�
iente de los distintos motores de inferen
ia, ha
e que�Finan
iado par
ialmente por el proye
to DGES PB96{0098-C04{04 y PAI TIC-137.yFinan
iado par
ialemente por el proye
to DGES PB96{1345 y PAI TIC-137.1Quiz�as el m�as importante sea la demostra
i�on de la 
onjetura de Robbins [M
Cune 97℄ sobre algebrasde Boole, una 
uesti�on profundamente estudiada por Tarski y propuesta ha
e unos sesenta a~nos.



su uso, 
omo asistente de investiga
i�on en Matem�ati
as, sea 
omplejo: es ne
esario 
ono
erlos me
anismos de dedu

i�on de nuevos resultados, 
omo se generan y/o des
artan, paraorientar, de alg�un modo, la b�usqueda de la prueba. Esta 
ir
unstan
ia es la diferen
iafundamental entre estos sistemas y 
ualquier otro lenguaje de programa
i�on; el usuariono gestiona dire
tamente la eje
u
i�on del programa, y es, por tanto, un nuevo nivel deprograma
i�on.En el trabajo introdu
imos diversas t�e
ni
as utilizadas en la demostra
i�on autom�ati
ade teoremas, usando 
omo gu��a de la exposi
i�on las pruebas que hemos obtenido, 
on un de-mostrador autom�ati
o, de algunos de los resultados de [Klu
k�y 95℄, justi�
ando la 
orre

i�onde algunas de las t�e
ni
as empleadas.2 Anillos ternarios planos naturalesLos anillos ternarios, introdu
idos por Marshall Hall [Hall 43℄, representan una funda-menta
i�on algebrai
a para diversas geometr��as axiom�ati
as. Partiendo del estudio de laspropiedades de tales geometr��as, abstrae su representa
i�on utilizando una opera
i�on ternariat : R3 ! R (donde R es un 
onjunto en 
orresponden
ia biye
tiva 
on todas las re
tas quepasan por un punto, salvo una). Por ejemplo, en el plano real, la e
ua
i�on y = t(x;m; b)representa la re
ta de y = mx+ b. Existe una 
orresponden
ia entre los planos a�nes y lassiguientes estru
turas de�nidas en el lenguaje L = ft;0;1g (0;1 
onstantes):De�ni
i�on 1 Un anillo ternario plano es una estru
tura (R; ft; 0; 1g), 
on 0 6= 1, t : R3 !R veri�
ando las siguientes propiedades:1. 8a8b8
[t(0; b; 
) = 
 ^ t(a; 0; 
) = 
℄.2. 8a[t(a; 1; 0) = a ^ t(1; a; 0) = a℄.3. Si b; b0;m;m0 2 R 
on m 6= m0, enton
es el siguiente sistema tiene solu
i�on �uni
a:� t(x;m; b) = yt(x;m0; b0) = y4. Si a; a0; b; b0 2 R, 
on a 6= a0, enton
es el siguiente sistema tiene solu
i�on �uni
a:� t(a; x; y) = bt(a0; x; y) = b05. Para 
ualesquiera a;m; 
, la e
ua
i�on t(a;m; x) = 
 tiene una �uni
a solu
i�on.Se prueba que todo plano af��n de�ne un anillo ternario plano (previa ele

i�on de 
oor-denadas), y re
��pro
amente, todo anillo ternario de�ne un plano af��n (una prueba se puedeen
ontrar, por ejemplo, en [Blumenthal 61℄)2. Por tanto, este tipo de estru
turas interpreta,de manera algebrai
a, este tipo de geometr��as. El objeto de investiga
i�on en este trabajoser�a una variante de los anillos ternarios planos, introdu
ida en [Klu
k�y 95℄:De�ni
i�on 2 Una estru
tura hM; t;� ; f0L; 0Rgi es un anillo ternario plano natural (NPTR)si veri�
a las siguientes 
ondi
iones:2Axiom�ati
amente, un plano af��n es una estru
tura de in
iden
ia donde 
ualesquiera dos puntos distintosest�an 
one
tados por una �uni
a re
ta; dado un punto P y una re
ta r no in
idente 
on �el, existe una �uni
are
ta paralela (disjunta) a r e in
idente 
on P ; y existen 
uatro puntos no 
olineales tres a tres.



(A) 8x; y;m9!b[t(x;m; b) = y℄.(B) 8m;m0; b; b0[m 6= m0 ! 9!x(t(x;m; b) = t(x;m0; b0))℄.(C) 8x; x0; y; y0[x 6= x0 ! 9!m; b(t(x;m; b) = y ^ t(x0;m; b) = y0℄.(D) 8m; b[t(0L;m; b�) = b℄ ^ 8x; b[t(x; 0R; b�) = b℄.(E) La fun
i�on (:)� es biye
tiva.3 Prepo
esamientoPara utilizar un demostrador autom�ati
o de manera e�
iente, es ne
esario rees
ribir losaxiomas que de�nen a los NPTR3. De he
ho, salvo el axioma (E), todos los dem�as axiomasest�an es
ritos 
omo f�ormulas en el lenguaje de primer orden L0 = ft;� ; 0L; 0Rg, 
on t; (:)�s��mbolos de fun
i�on de aridades 3 y 1, respe
tivamente, y 0L y 0R s��mbolos de 
onstante.Es trivial es
ribir una f�ormula para (E), pero antes de ha
erlo, es preferible des
ribir qu�etipo de transforma
i�on apli
aremos a estos axiomas.Una primera etapa 
onsiste en obtener una nueva axiomatiza
i�on de la teor��a, simpli-�
ando la 
omplejidad de los axiomas, tanto de los 
uanti�
adores 
omo de la estru
turainterna de la f�ormula. Con respe
to a los 
uanti�
adores se utilizan las fun
iones de Skolem.Intuitivamente, una fun
i�on de Skolem representa la dependen
ia fun
ional de una variable
on respe
to a otras, y su uso se fundamenta en el siguiente resultado 
l�asi
o:Teorema 3 Sean T una teor��a de primer orden, '(~x; y) una f�ormula y f un nuevo s��mbolode fun
i�on n{ario. Si T 0 se obtiene a~nadiendo a T el axioma8~x[9y'(~x; y)! '(~x; f(~x))℄enton
es la teor��a T 0 es una extensi�on 
onservativa de T , es de
ir, T y T 0 demuestran losmismos teoremas en el lenguaje de T .Apli
ando ade
uadamente el resultado a los axiomas de una teor��a, se obtiene unaextensi�on 
onservativa 
uyos axiomas son f�ormulas sin 
uanti�
adores existen
iales. Unavez eliminados �estos, es
ribimos la matriz de 
ada f�ormula en forma normal 
onjuntiva(
onjun
i�on de disyun
iones de literales). En nuestro 
aso (teniendo en 
uenta que 9!x'abrevia la f�ormula 9x['(x) ^ 8y('(y)! x = y)℄), la extensi�on 
onservativa que obtenemoses la teor��a NPTR0, formada por las siguientes disyun
iones (llamadas 
l�ausulas)4:AE : t(X;M; ta(X;M;B)) = BAU : (t(X;M; Y ) 6= B)j(ta(X;M;B) = Y )BE : (M1 =M2)j(t(tb(M1; B1;M2; B2);M1; B1) = t(tb(M1; B1;M2; B2);M2; B2))BU : (M1 =M2)j(t(X;M1; B1) 6= t(X;M2; B2))j(tb(M1; B1;M2; B2) = X)CE;1 : (X1 = X2)j(t(X1; t
m(X1; X2; Y 1; Y 2); t
b(X1; X2; Y 1; Y 2)) = Y 1)CE;2 : (X1 = X2)j(t(X2; t
m(X1; X2; Y 1; Y 2); t
b(X1; X2; Y 1; Y 2)) = Y 2)CU;1 : (X1 = X2)j(t(X1;M;B) 6= Y 1)j(t(X2;M;B) 6= Y 2)j(t
m(X1; X2; Y 1; Y 2) =M)CU;2 (X1 = X2)j(t(X1;M;B) 6= Y 1)j(t(X2;M;B) 6= Y 2)j(t
b(X1; X2; Y 1; Y 2) = B)D1 : t(0L;M; asteris
o(B)) = BD2 : t(X; 0R; asteris
o(B)) = BE1 : inversa(asteris
o(B)) = BE2 : asteris
o(inversa(B)) = BLas dos �ultimas f�ormulas a�rman la existen
ia de la inversa (representada por inversa(:))de la fun
i�on (:)� que la representada por 
omodidad 
omo asteris
o(:)3Esto no es estri
tamente ne
esario, pues es automatizable, y de he
ho, OTTER lo ha
e4Las 
l�ausulas de tipo E son de existen
ia de solu
i�on, las de tipo U son de uni
idad, el s��mbolo j denotala disyun
i�on y � es el s��mbolo de nega
i�on.



4 Me
anismos de inferen
iaEl siguiente paso para trabajar 
on la teor��a es analizar la estru
tura de sus axiomas, paraelegir las reglas de inferen
ia ade
uadas. Como es una teor��a 
on igualdad, junto a las reglasde inferen
ia propias de la l�ogi
a de predi
ados, ne
esitamos reglas para el razonamiento
on igualdad. Entre otras, algunas de las reglas que utilizamos son:� Resolu
i�on binaria:C1j : : : jCkj : : : jCn; D1j : : : jDj j : : : jDm(C1j : : : jCk�1jCk+1j : : : jCnjD1j : : : jDj�1jDj+1j : : : jDm)�donde � es un uni�
ador de m�axima generalidad de Ck y el 
omplementario de Dj .� Hiperresolu
i�on:M1; � � � ;Mk; �A1j : : : j �AkjB1j : : : jBm(B1j : : : jBm)�(siendo Mi; Ai; Bi �atomos), donde � es un uni�
ador de m�axima generalidad paraMjy Aj (1 � j � k).� Resolu
i�on UR: Es similar a la hiperresolu
i�on, pero devuelve un �uni
o literal.� Demodula
i�on: Consiste en utilizar una igualdad 
omo operador de rees
ritura: Sitenemos la igualdad t1 = t2 orientada, sustituimos en la f�ormula toda instan
ia de t1por la respe
tiva instan
ia de t2.� Paramodula
i�on:L1j : : : jLi(t1)j : : : jLn; M1j : : : jMj�1j (t2 = t3) jMj+1j : : : jMk(L1j : : : jLi(t3)j : : : jLnjM1j : : : jMj�1j (t2 = t3) jMj+1jMk)�donde � es un uni�
ador de m�axima generalidad de t1 y t2, y Li(t3) se obtiene susti-tuyendo toda estan
ia de t1 en Li por t3 (m�odulo uni�
ador).Estas reglas forman un 
onjunto refuta
ionalmente 
ompleto para la l�ogi
a 
lausal deprimer orden 
on igualdad.5 El demostrador autom�ati
o OTTEREl demostrador que utilizamos en este trabajo es OTTER [M
Cune 94℄, desarrollado en elArgonne National Laboratory, uno de los m�as potentes, y que admite un amplio 
onjuntode reglas de inferen
ia, estrategias de b�usqueda, et
.OTTER demuestra por refuta
i�on, es de
ir, dado un 
onjunto de f�ormulas, intentadedu
ir una in
onsisten
ia. El esquema de su fun
ionamiento se basa en la estrategia del
onjunto soporte [Wos et al. 65℄: Divide el 
onjunto de entrada en dos sub
onjuntos, lasusables y las de soporte. En general, el 
onjunto de usables suele ser un 
onjunto 
onsistentede f�ormulas (por ejemplo, la teor��a a estudiar) y el 
onjunto soporte el resto (usualmente,la nega
i�on del teorema a demostrar). La estrategia 
onsiste en apli
ar las reglas de in-feren
ia eligiendo al menos una f�ormula del 
onjunto soporte y aadiendo las 
on
lusionesa ese 
onjunto (las reglas de inferen
ia son ade
uadas, y por tanto no es posible dedu
iruna in
onsisten
ia a partir de un 
onjunto 
onsistente) hasta va
iar el 
onjunto soporte(demostra
i�on no en
ontrada) o llegar a una in
onsisten
ia. El usuario debe elegir las reglasde inferen
ia que se utilizar�an y la parti
i�on del 
onjunto original. Hay que tener en 
uentaque la estrategia del 
onjunto soporte no es 
ompleta (
ualquier parti
i�on del 
onjunto deentrada no 
ondu
e a una in
onsisten
ia). De las 
l�ausulas as�� generadas, OTTER utilizadiversos me
anismos para retener las que son interesantes.



6 Teoremas demostradosEn esta se

i�on 
omentamos las pruebas obtenidas 
on el demostrador. Salvo algunas ex
ep-
iones importantes, una primera prueba del teorema la hemos obtenido mediante el modoaut�onomo auto2 de OTTER, que es una op
i�on que, al menos par
ialmente, automatiza laele

i�on de las reglas de inferen
ia y de la estrategia a seguir para en
ontrar la prueba. Unavez 
onseguida una prueba, hemos depurado la estrategia de b�usqueda de �esta para en
on-trar una m�as simple. El trabajo ha sido realizado 
on la �ultima versi�on UNIX/LINUX delprograma, en un PC (AMD K6{400). Por 
uestiones de espa
io, s�olo presentamos algunas
ara
ter��sti
as de di
has pruebas.6.1 Uni
idad de 0L, 0RLas pruebas obtenidas de la uni
idad de los elementos 0L y 0R en un NPTR son:Teorema 4 Los elementos 0L y 0R son �uni
os 
on esa propiedad.Demostra
i�on: Uni
idad de 0L: En
ontrada por OTTER en 0.07 segundos:2 [℄ M1=M2|t(X,M1,B1)!=t(X,M2,B2)|tb(M1,B1,M2,B2)=X.3 [℄ t(ol,M,asteris
o(B))=B.4 [℄ ol!=o.5 [℄ t(o,M,asteris
o(B))=B.8 [ur,4,2,3℄ tb(ol,asteris
o(t(ol,o,A)),o,A)=ol.12 [ur,5,2,4℄ tb(ol,asteris
o(t(o,o,A)),o,A)=o.16,15 [para-into,8.1.1.2.1,3.1.1℄ tb(ol,asteris
o(A),o,asteris
o(A))=ol.19 [para-into,12.1.1.2.1,5.1.1,demod,16℄ ol=o.21 [binary,19.1,4.1℄ $ F.Las 
l�ausulas no inferidas (las hip�otesis, 
on [℄) son axiomas deNPTR0 �o la nega
i�on delteorema. Por ejemplo, las 
l�ausulas ol!=o y t(o,M,asteris
o(B))=B a�rman la existen
iade otro 
ero a la izquierda. La prueba de la uni
idad de 0R obtenida es:5 [℄ X1=X2|t(X1,M,B)!=Y1|t(X2,M,B)!=Y2|t
m(X1,X2,Y1,Y2)=M.7 [℄ t(X,or,asteris
o(B))=B.8 [℄ or!=o.9 [℄ t(X,o,asteris
o(B))=B.19,18 [ur,8,5,7,7℄ t
m(or,o,A,A)=or.94 [ur,9,5,8,9,demod,19℄ or=o.96 [binary,94.1,8.1℄ $ F.6.2 Propiedades del produ
toA partir de la opera
i�on ternaria t se pueden de�nir una multipli
a
i�on y una suma en unNPTR. El produ
to se de�ne 
omoa � b = t(a; b; (0L)�)se veri�
an las siguientes propiedades:Proposi
i�on 5 Sea M un NPTR. En las 
ondi
iones anteriores, se veri�
a que:1. Para 
ualesquiera a; b 2M , si a 6= 0L, existe un �uni
o elemento x tal que a � x = b.2. Para 
ualesquiera a; b 2M , si a 6= 0R, existe un �uni
o elemento x tal que x � a = b.3. Para 
ualesquiera a; b 2M a � b = 0L sii a = 0L �o b = 0R.



Propiedad Tiempo (s.) Cl. generadas Retenidas Long. prueba(1), uni
idad 0.06 590 146 7(1), existen
ia 0.02 145 58 9(2), uni
idad 0.01 55 20 6(2), existen
ia 0.01 9 5 4(3), =) 0.02 56 27 6(3), (= 0.00 14 10 26.3 Propiedades de la sumaDe la propiedad (1) de la proposi
i�on anterior se tiene que para 
ada x 6= 0L existe un �uni
oelemento e(x) 2 M tal que x � e(x) = x. Si de�nimos e(0L) = 0R, la fun
i�on e : M ! Mest�a bien de�nida (en NPTR0) por las 
l�ausulas� (e(ol) = or).� (X = ol) | (prod(X,e(X)) = X).� (X = ol) | (prod(X,Y) != X) | (e(X) = Y).As��, de�nimos una nueva opera
i�on, +, 
omo a+ b := t(a; e(a); b�).Proposi
i�on 6 Sea M un NPTR01. Para todo a 2M , a+ 0L = a y 0L + a = a.2. Para 
ualesquiera a; b 2M existe un �uni
o x 2M tal que a+ x = b.Propiedad Tiempo (s.) Cl. generadas Retenidas Long. prueba(1) a+ 0L = a 0.01 9 6 5(1) (0L + a) = a 0.00 3 3 1(2), existen
ia 0.02 95 83 7(2), uni
idad 0.01 98 31 76.4 B�usqueda de solu
ionesPodr��a pare
er que, 
on las demostra
iones por refuta
i�on, se pierde 
ierta informa
i�on quees interesante. Por ejemplo, en la propiedad (2) de la proposi
i�on 5,8a[a 6= 0R ! 9!x(x � a = b)℄puede ser muy �util 
ono
er la expresi�on de x 
on respe
to a los elementos a y b. Existe unaprimera di�
ultad para resolver esta 
uesti�on, y es si tal expresi�on existe: Demostrando laexisten
ia de un elemento no nos asegura que �este se pueda expresar de manera simple enel lenguaje utilizado. En el 
aso que nos o
upa, esta propiedad s�� es 
ierta; es 
onse
uen
iadel Teorema de Herbrand:Teorema 7 Sea T una teor��a de primer orden 
uyo axiomas son f�ormulas abiertas, y sea'(x) una f�ormula abierta. Son equivalentes:� T ` 9x'(x)� Existen t1, . . . tn t�erminos 
errados tales que T ` '(t1) _ : : : _ '(tn).Corolario 8 Existe un L0{t�ermino t(u; v) tal que NPTR0 ` u 6= 0R ! t(u; v) � u = vDemostra
i�on: Para apli
ar el teorema anterior a la teor��a NPTR0, expandimos el lenguajede tal teor��a 
on dos nuevas 
onstates, a; b y tomamos la teor��a T en el nuevo lenguaje 
uyosaxiomas son los de NPTR0. Por tanto,T ` 9x[a 6= 0R ! (a � x = b)℄



Apli
ando el teorema anterior, existen t�erminos 
errados t1; : : : ; tn tales queT ` (a 6= 0R ! t1 � a = b) _ � � � _ (a 6= 0R ! tn � a = b)pero 
omo T ` a 6= 0R ! 9!x[x � a = b℄, utilizando los axiomas de igualdad, se 
on
luye queT ` a 6= 0R ! t1 � a = bEl t�ermino t1 es un t�ermino (
errado) en el lenguaje L0 [ fa; bg. Si t(u; v) es el L0{t�erminoque se obtiene sustituyendo las 
onstantes a y b por u y v respe
tivamente, enton
es, por elteorema de 
onstantes se veri�
a que NPTR0 ` u 6= 0R ! t(u; v) � u = vEl 
orolario anterior nos asegura la existen
ia de una expresi�on de este tipo. La fun-damenta
i�on de la obten
i�on de respuestas es una generaliza
i�on del 
on
epto de respuestautilizada en programa
i�on l�ogi
a (por ejemplo en PROLOG) [Kunen 96℄. De he
ho, OTTERtiene implementado una fun
i�on, $ans(X), que devuelve el valor obtenido para la variableX . La b�usqueda del t�ermino t(u; v) sigue la idea de la demostra
i�on anterior: La entradade OTTER son los axiomas de NPTR0 junto 
on el siguiente 
onjunto soporte:� (a != or).� (prod(X,a) != b) | $ ans(X)y (en 0.1 seg.) nos devuelve la solu
i�on5 $ans(tb(or,asteris
o(b),a,asteris
o(ol))),es de
ir, t(u; v) = tb(0R; v�; u; (0L)�)Interpretando este resultado en el lenguaje original de NPTR, el elemento x tal que x �a = b,para a 6= 0R, es la �uni
a solu
i�on de la e
ua
i�on t(x; 0R; b�) = t(x; a; (0L)�).6.5 Isotop��as: B�usqueda de fun
ionesVeamos por �ultimo, 
�omo se puede estudiar la existen
ia de fun
iones usando el demostrador.Aparentemente, el razonamiento 
on fun
iones deber��a de utilizar una l�ogi
a de orden supe-rior. Sin embargo, no es ne
esario este tipo de amplia
iones en general. Veamos un ejemplo.El teorema 4.2 de [Klu
k�y 95℄ a�rma que la propiedad de ser NPTR se 
onserva bajo iso-top��as. Una isotop��a entre dos anillos ternarios planos (M; t1) y (M; t2) (para simpli�
ar,
on el mismo universo) es una 4{upla de permuta
iones de M , �; �; 
; Æ, tales que para
ualesquiera x;m; b 2M Æ(t2(x;m; b)) = t1(�(x); �(m); �(b))El teorema asegura que si (M; t1;� ; 0L; 0R) es un NPTR, enton
es (M; t2; ��1(0L); ��1(0R))admite una estru
tura de NPTR, para una 
ierta apli
a
i�on b 7! b�No vamos a des
ribir la demostra
i�on, usando OTTER, de este he
ho, s�olo nos o
u-paremos de la 
uesti�on m�as importante, la existen
ia de la apli
a
i�on b 7! b� tal que(M; t2;� ; ��1(0L); ��1(0R)) es un NPTR. Para en
ontrar tal fun
i�on, razonamos 
omo enla subse

i�on anterior, y tomamos 
omo 
onjunto soporte las siguientes f�ormulas:delta(t2(X,M,B)) = t(alfa(X),beta(M),gamma(B)).(inversa-delta(delta(X)) = X).(delta(inversa-delta(X)) = X).5Esta no es la solu
i�on que ofre
e OTTER en el modo auto2, que es m�as 
ompleja. La que ofre
emos hasido obtenida apli
ando distintas estrategias para dirigir al demostrador ha
ia una simpli�
ada. Como yahemos justi�
ado anteriormente, 
ualquier solu
i�on denota el mismo elemento, pues es �uni
o.



(alfa(inversa-alfa(X)) = X).(inversa-alfa(alfa(X)) = X).(beta(inversa-beta(X)) = X).(inversa-beta(beta(X)) = X).(gamma(inversa-gamma(X)) = X).(inversa-gamma(gamma(X)) = X).(alfa(ol2) = ol).(beta(or2) = or).(all X ((all M (t2(ol2 , M , X) = b)) -> $ans(X))).La �ultima de las 
uales exige la respuesta para X que nos asegura que ��1(0L) es el 
eroa la izquierda. La respuesta obtenida es $ans(inversa-gamma(asteris
o(delta(b)))),es de
ir, x� = 
�1(Æ(x)�) es la apli
a
i�on pedida.7 Con
lusionesHemos mostrado el uso fundamentado de un demostrador autom�ati
o para la investiga
i�onen Matem�ati
as, eligiendo 
omo 
aso de estudio los anillos ternarios. El futuro trabajore
ejar�a, en el 
aso espe
ial de este tipo de estru
turas, los prin
ipales problemas a resolveren este 
ampo, entre los que desta
amos� El dise~no de estrategias para eliminar, durante el pro
eso, informa
i�on redundante.� Estrategias para 
ondu
ir la prueba y obtener as�� demostra
iones m�as simples.� En el 
aso 
on
reto de los anillos ternarios, bus
ar 
otas para la 
omplejidad de las
l�ausulas de una demostra
i�on en fun
i�on del teorema{objetivo, de origen geom�etri
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