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1. La cuestion fundamental
sobre la existencia del conjunto N
de todos los nameros naturales

in definiciones w - asintéticas parece im-
F'#i posible construir el Andlisis matemdtico.

2 En efecto: comsiste la definicién

H (-asintética de un ndmero real en dar
T _'Q por existente y univocamente determina-
- da a la w-sucesién de sus cifras respecto
a un alfabeto decimal, el diddico por ejemplo, cuando
hayamos enunciado, en forma finita, la construccién de
la cifra a,,, partiendo de la cifra a,

Mediante una definicién w-asintética damos por ex-
sistente, y satisfactoriamente determinada, a la expresién
w-decimal diddica a0 ara2az..a,... que satisface a la
igualdad a* = 2, que nos parece bien y definidamente
planteada.

Igualmente, mediante una definicién w-asintdtica,
hemos admitido, en el curso de estas lineas, queda deter-
minado univocamente un nimero real del que demostra-
mos es el elemento frontera de una biparticién ordenada
que haya sido previamente definida sobre el léxico de
los niimeros reales.

En lo esencial, consiste la definicién ®-asintética en
dar por existente a la sucesidén completa cuyos elementos
son los signos de los nimeros naturales; a saber, la suge-
rida por estos términos
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1, 10, 11, 100, 101, 110, 111, 1000, 1001, 1010, 1011,
1100, 1101, 1110, 1111, 10000, ...

que son los signos finitos, en el alfabeto decimal diddico,
de los nimeros naturales.

Y si damos por definida perfectamente a esa suce-
sién infinita, es porque es finito el enunciado de la regla
que segulrnos para construir la palabra numérica inme-
diatamente siguiente a la que designa al nimero natural
1. :

Empero, es un hecho que nos consta segurisima-
mente, que no podemos escribir jamds todas las palabras
numéricas que integrarian al conjunto N.

Es claro, por tanto, que el conjunto N no tiene una
existencia fisica y real, sino una existencia ideal y casi
teolbgica.

Y es que los nameros naturales los pensamos como
los cardinales de los conjuntos finitos, y estos cardinales
se nos presentan como e€x-sistentes antes e independien-
temente de nuestra operacidn fisica de nombrarlos.

Y eso es lo que alegaria un matemaitico, idealista y°
platénico, en favor de la ex-sistencia del conjunto N de
todos los nimeros naturales.

Mis, porque no podemos fisicamente nombrarlos a
todos individualmente, es por lo que Zendn negd fuera
posible que Aquiles alcanzara a la tortuga. Y eso que lo

contrario nos consta en la observacién sensible de los
dos méviles con-currentes.
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postulan, un poco camufladamente, que «existe, ontolé-
gica e idealmente, el conjunto N de todos los nimeros
naturales» y que podemos, en consecuencia, razonar so-
bre el conjunto N sin temor a dar con la contradiccién.

He aqui los axiomas de Peano en la versién de Lan-
dau: '

Axioma 0. Hay un conjunto Z, no vacio, a cuyos
elementos llama niimeros naturales.

Axioma 1. A uno de los elementos de Z lo llama el
nimero 1.

Axioma 2. Hay una representacién funcional unifor-
me @, que asocia, a cada nimero natural #, otro nimero
natural » 0, al que llama el inmediato siguiente al .

Axioma 3.1 (de infinitud). Cualquiera que sea » € Z,
no # 1. Es decir, el nimero 1 no es el inmediato si-
guiente de otro ndmero natural.

Axioma 3.2 (de infinitud). Jamis son idénticos los
inmediatos siguientes de dos niimeros diferentes.

Axioma 4 (de induccién). Que un conjunto numéri-
co0 M es inductivo, quiere decir que estd cerrado res-
pecto al operador secuencial; es decir, que » € M implica
que también » € M. Se postula ahora que si un conjunto
inductivo contiene al 1, contiene a todos los ntmeros
naturales.

3. Los axiomas 0 y 2 presuponen
infinitos signos, mas no
la infinitud del conjunto Z

2. La axiomatica de Dedekind - Peano
en su version por Landau (*)

Es necesaria una fe teolégica (1) para dar por re-
suelta, con los axiomas llamados de Peano, la cuestién
sobre el infinito de los numerales finitos propuesta en el
§ precedente.

Esperamos demostrarle al lector, con el andlisis que
vamos a hacer de los axiomas de Peano, que con los
axiomas de éste nada se resuelve, pues dichos axiomas

(*y Dedekind, R., Was sind und was sollen die Zablen? (1888). Peano,
G., Arithmetices principia nova methodo expositz (1889). Landau, E.,
Grundlagen der Analysis (1930).

(1) Que es axiomatica la concepcién de la Teologia en Santo Tomds,
esta claro en los Art® 7¢ y 8° de la Q. 12 de la 12 Parte de su Szma
Teolégica. Escribe en el Art® 7°: «Principiis huius scientiae sunt articuli
fidei». Y en el Art® 89: «Si adversarius nihil credat eorum quae divini-
tus revelantur, non remanet amplius via ad probandum articulos fidei».
Ver también los Articulos 2° v 8°. En éste nos dice de dénde se toman
los axiomas teoldgicos, enlazando con lo que bellisimamente escribié
en su ultima obra, la hermosisima Brevis summa fidei (ed. bilingie
1880): «Fides autem praelibatio quaedam est illius cognitionis quae nos
in futuro beatos facit» (cap. 1°).

En efecto: si « designa a un elemento de Z, son sig-
nos diferentes

a, a0, a0*, a0’ a0*, etc.

Se entiende obviamente
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Claro es que no se exige que todos estos diferentes
signos representan elementos diferentes de Z. Por ejem-
plo, el conjunto

Z = {a, b, c}

con la tabla funcional

a b ¢
0 =
b ¢ a/
nos daria
a ? ac =b ” a0’ =
ac®> =a 7 ac*=b " ao’ =¢
etc

Como se ve, el proceso de reiteracién de ¢ exige el
conocimiento de la numeracién.

4. Los axiomas 3.1 y 3.2, que obviamente
presuponen el 0, el 1 y el 2,
exigen la infinitud
del conjunto numérico Z

En efecto: el conjunto Zo es un subconjunto estric-
to del Z. Pero es biunivoca la co-rrespondencia que de-
fine 0 entre Z y Z.0; luego Z cumple la definicién de in-
finito dada por Dedekind en su Was sind und was sollen
die Zablen?.

He aqui por qué calificamos como axiomas de infi-
nitud al par conjugado 3.1 y 3.2, que co-responden al 3
v 4 del librito de Landau.

Resulta, por tanto, que los axiomas de Peano no
explican la infinitud de N: la introducen dogmaéticamen-
te.

'Y la demostracién que da Dedekind, en el § 66, de
que existen conjuntos infinitos, es una demostracién teo-
I6gica, v que recuerda enormemente al argumento onto-
l6gico de San Anselmo.

Se. ve facilmente que cualquier conjunto infinito
permite definir una tabla funcional o, de modo que se
cumplan los axiomas 0, 1, 2, (3.1), (3.2). Por tanto, de
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estos axiomas se deduce Gnicamente, para el cardinal de

Z,|Z| =R

5. No exige la infinitud
el axioma de induccion,
ni ain acompanado del (3.2)

El conjunto

Z=1{1,ab,cd,e f}

1 a b cd e f

a b cd e f 1
ofrece un ejemplo que cumple los axiomas 0, 1, 2, (3.2),
4. Es claro que sélo tiene un conjunto inductivo.

con la tabla funcional

o=

Pero el mismo conjunto, con la tabla funcional
1 abcdef
g% = \2 b 1 d e f ¢

tiene dos conjuntos inductivos, y verifica a los axiomas
0, 1, 2, (3.2). No verifica, en cambio, al axioma de in-
duccién. v

6. Los axiomas de Peano exigen |[ZH|= N «

Se ve ficilmente, en efecto, que son «nimeros» dis-
tintos los #oX, pues, en cuanto coincidieran dos diferen-
tees, habria un valor de % para el cual no% = 1, lo que
contradiria al (3.1).

Una vez visto eso, que, como decimos, es ficil,
como el conjunto

{lIo*}o<k<w

es inductivo y contiene al 1, es un superconjunto del Z.
esto nos da

1ZI <N

Y esto, junto con lo demostrado en el § 4, nos da

\Z‘ = Nin

7. Escolio final

Es claro que, siendo finitamente inconsistentes los
axiomas de Peano, quien niegue la consistencia del infi-
nito, negard la consistencia de los axiomas de Peano.
Para convencerle de dichos axiomas, no queda mis que
el recurso teoldgico a la poética praelibatio.
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