LA GACETA DE LA RSME, Vor. 10.2 (2007), PAGs. 501-514 501

MATEMATICAS EN LAS AULAS DE SECUNDARIA

Seccion a cargo de

Antonio Pérez Sanz

Programas informaticos para la ensenanza de la Geometria

por

Antonio Pérez Sanz

La Geometria ha sido durante siglos uno de los pilares de la formacién
académica de los jovenes desde edades muy tempranas. Relacionarse con
el espacio fisico que nos rodea es una necesidad imperiosa del ser humano
desde su nacimiento. Por otra parte, nadie cuestiona la importancia de
la geometria como formadora del razonamiento l6gico. Pocos son quie-
nes discuten su trascendencia tanto en estudios posteriores de cualquier
ciencia como en el desarrollo de habilidades cotidianas.

Durante la segunda mitad del siglo pasado, la geometria perdié paulatina-
mente presencia en los planes de estudio. Afortunadamente, los actuales
curriculos de matematicas de todos los niveles educativos confieren a esta
rama de las matemaéticas la importancia que nunca debié perder.

Pero a pesar de esta «recuperacion» curricular de la geometria, una serie
de interrogantes planean sobre el profesorado de secundaria:

(Estamos ensenando a nuestros alumnos una geometria adecuada?

LEs suficiente que nuestros alumnos calculen longitudes, dreas y volume-
nes de figuras geométricas a partir de unos datos, despejando la magnitud
desconocida de una expresion algebraica que relaciona objetos geométri-
cos?

. Es méas importante calcular el area de un triangulo rectangulo o cons-
truir el tridngulo rectangulo a partir de una circunferencia?

,Pueden nuestros alumnos estudiar geometria analitica en segundo ciclo
de educacién secundaria sin conocimientos sélidos de geometria sintética?

En definitiva: ;Qué geometria debemos ensenar?, jcon qué herramientas
metodoldgicas y tecnoldgicas?,  podemos seguir ensenando geometria co-
mo hace cincuenta anos?
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Actualmente disponemos de las herramientas necesarias para que la for-
macién del alumno sea mas completa. Los programas de geometria dindmica
han demostrado en las dos tdltimas décadas su capacidad de ayuda al usuario
para adquirir destrezas en uno de los campos mas creativos de las matematicas.

Los ejemplos mas importantes para el apoyo a la ensefianza de la geome-
tria mediante medios informaticos son los llamados programas de Geometria
Dinamica. Proporcionan, sin duda una ayuda extraordinaria para la experi-
mentacion, es decir, para la construccion de conceptos y la visualizacién de
resultados y propiedades geométricas a través de la practica experimental.
Los programas que entran en la categoria de Sistemas de Geometria Dindmica
(DGS) permiten construcciones de geometria elemental, donde los elementos
que se construyen se definen fundamentalmente por propiedades cualitativas
no mediante ecuaciones y geometria analitica, aunque ésta esté detras, en
el funcionamiento interno del programa y en algunos casos como Geogebra
también delante y en pantalla (Rafael Losada, LA GACETA 10 (2007) 1, pp.
223-239).

Una vez definida la construccién ésta se puede «mover» y deformar pero las
condiciones que definen cada elemento permanecen invariables. Normalmente
al abrir un programa de Geometria Dindmica aparece una ventana con un
area de trabajo que desempena el papel de pizarra donde se dibujan las cons-
trucciones geométricas. Ademads hay una barra con botones de herramientas y
menus que permiten definir y establecer las caracteristicas de cada elemento.

1. CATALOGO DE PROGRAMAS

Existen varios programas de Geometria Dindmica, algunos de ellos ya
presentados en nimeros anteriores de LA GACETA, que son similares aunque
cada uno tiene caracteristicas especiales que le hacen mejor para algunas cosas.
Una primera aproximacién a un catdlogo minimo de este tipo de software no
puede dejar de incluir los siguientes:

= Cabri-Geometre, es el méas antiguo y por ello tiene la ventaja de tener
el mayor nimero de desarrollos efectuados por usuarios, estd incluso
incluido en algunas calculadoras graficas de Texas Instruments. Es sin
duda el mas utilizado aunque tiene algunos fallos de continuidad debidos
a su codificaciéon interna. Desarrollado por Jean- Marie Laborde y Franck
Bellemain. http://www.cabri.com

= Gleogebra es un programa muy similar a Cabri en cuanto a instrumentos
y posibilidades pero incorporando elementos algebraicos y de cédlculo. La
gran ventaja sobre otros programas de geometria dindmica es la duali-
dad en pantalla: una expresién en la ventana algebraica se corresponde
con un objeto en la ventana geométrica y viceversa. Desarrollado por
Markus Hohenwarter, http://www.geogebra.at. Es un programa libre
y gratuito, GNU General Public License. (Rafael Losada, LA GACETA
10 (2007) 1, pp. 223-239)
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= The Geometer s Sketchpad es tan antiguo como Cabri y con gran difusién
en Estados Unidos. Tiene todas las cualidades de Cabri y ademas tiene
posibilidades de tratamiento y estudio de funciones, lo que permite ser
utilizado también en temas distintos de los estrictamente geométricos.
El inconveniente es que esta en inglés. Desarrollado por Nicholas Jackiw.
http://wuw.dynamicgeometry.com

4 The Geometer's Sketchpad - [Totaltri.gsp]
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= (linderella, tiene la ventaja de estar programado en Java, posee potentes
algoritmos utilizando geometria proyectiva compleja, un comprobador
automatico de resultados y la posibilidad de realizar construcciones y
visualizar en geometria esférica e hiperbdlica. Por el lado negativo no
admite «macros», pequenas construcciones auxiliares que son de utilidad.
(Antonio F. Costa, LA GACETA 4 (2001) 1, pp. 273-278)

» Ry C (Regla y Compds), estd también programado en Java, esta tra-
ducido al castellano y tiene la ventaja de ser de libre uso y gratui-
to. Permite la exportacién de ficheros a formato html para visuali-
zarlos con cualquier navegador. Tiene prestaciones similares a Cinde-
rella o Cabri aunque es menos versatil. Desarrollado por R. Grothmann.
http://matematicas.uis.edu.co/flarsan/geometria/RyC/Demos/
index_es.html
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= GFEUP esta también en castellano y programado por un espanol: Ramoén

Alvarez Galvén. De caracteristicas similares a Cabri. Se puede descargar
una version de prueba desde la pagina http://www.geup.net.
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= WinGeom es otro excelente programa geométrico que no tiene nada que
envidiar a los programas comerciales. Permite trabajar con herramientas
de construcciéon y medida tanto en el plano como en el espacio. Incorpo-
ra la posibilidad de trabajar con geometria esférica e hiperbdlica. Forma
parte de un conjunto de distintos programas conocido con el nombre
de «Peanut Software» desarrollado por Rick Parris del Departamento de
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Matemadticas de la Phillips Exeter Academy (USA). Descarga e informa-
cién: http://math.exeter.edu/rparris/

Seguramente lo mejor para estudiar cuerpos geométricos sea el modelo
sélido real, es decir, el propio cuerpo. Pero a veces no es tan facil disponer de
todos los cuerpos geométricos y en cantidad y tamafio suficiente. Por eso viene
bien disponer de programas que permiten visualizar estos cuerpos de forma
dindmica. Existen muchos programas de caracteristicas similares, resenaremos
uno de ellos.

= Poly Pro es un programa para visualizar, analizar, desarrollar y estudiar
las formas poliédricas. Puede mostrar poliedros en tres modos principa-
les:

- como imagen tridimensional,
- como una red bidimensional aplanada, como un desarrollo plano
- como una incrustacion topolégica en el plano.

a5 sl s Atsen am Epfi(esOF

Las imédgenes tridimensionales pueden girarse y plegarse/desplegarse en
forma interactiva. Los modelos fisicos se pueden construir imprimiendo
la red bidimensional aplastada, recortando luego el perimetro, plegan-
do las aristas y finalmente pegando las caras vecinas. Poly Pro agrega
la posibilidad de exportar los modelos tridimensionales usando forma-
tos estandar para datos tridimensionales. El modelo exportado puede
importarse en otros programas de modelado.

Los poliedros que presentan son:



506

MATEMATICAS EN LAS AULAS DE SECUNDARIA

Poliedros regulares. Sélidos platénicos

Poliedros arquimedianos
Prismas y antiprismas
Sélidos de Johnson
Deltaedros

Sélidos de Catalan

Dipirdmides y deltoedros: duales de prismas y antiprismas

Esferas y domos geodésicos

VALORACION DIDACTICA

Es un programa shareware que se puede obtener en castellano en esta
web: http://www.peda.com/

Puede servir tanto en secundaria como en primaria para <«presentars
poliedros virtuales.

Como las caracteristicas y aplicaciones de casi todos los programas re-

seniados son muy similares y en vista del excelente estudio sobre Geogebra
realizado en esta misma seccién en el niimero anterior por Rafael Losada, pre-
sentaré una valoracion del potencial didactico de uno de ellos, quizas el mas
popular y conocido hasta ahora entre el profesorado de secundaria.

3.

CABRI II PrLus. CABRIWEB

El programa Cabri-Geometre II fue disenado por Jean Marie Laborde y

Franck Bellemain en la Universidad Joseph Fourier de Grenoble (Francia) y

experimentado en sus aulas. Web: http://www.cabri.com/
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3.1 . DESCRIPCION

Se trata de un excelente programa disenado para construir geometria.
Permite construir objetos geométricos, visualizarlos de forma dindmica, mani-
pularlos, transformarlos y realizar medidas sobre ellos. Permite estudiar en el
plano, y ahora con Cabri 3D también en el espacio todo, tipo de propiedades
geométricas y lugares geométricos de forma sencilla e intuitiva. Muy facil de
utilizar para los alumnos.

El programa permite realizar con el ordenador todas las construcciones
que se pueden realizar con regla, compdas y las herramientas habituales de
dibujo, pero con este programa se pueden manipular directamente las figuras
construidas en la pantalla mediante el arrastre con el raton de ciertas partes de
ellas. De hecho, una vez elaborada una figura geométrica, Cabri reconoce cuéles
son las partes (de dicha figura) que pueden ser arrastradas. Es fundamental
senalar que esto ocurre, sin alterar las relaciones estructurales entre las partes
constitutivas de la figura, lo que le convierte en una herramienta muy valiosa
para el estudio de invariantes y propiedades geométricas de cardcter general
de los objetos geométricos. En concreto es un instrumento de primer orden
para el estudio dindmico de lugares geométricos

3.2 . CARACTERISTICAS PRINCIPALES

Es un programa fundamentalmente grafico que funciona a través de un
menu basado en botones para acceder a las distintas funciones.

AM=3.265 om
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TPOTEAMXAN = 211756 an
o irededor e A Lt

o gir
M Ny P —
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AESA CONSTANTE SE LE LLAMA POTENCIXDEL PUNTO A

RESPECTO A L4 CIRCUNFERENCIA — POTIN) = A5 x AT = A0 x A0+ = 02 -2

izt

Permite construir:

= Puntos: aislados, sobre un objeto, como interseccién.

» Figuras rectilineas: rectas, semirrectas, segmentos, vectores, triangulos,
poligonos y poligonos regulares.
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= Figuras curvilineas: circunferencias, arcos de circunferencia, cénicas...

= Construcciones y herramientas: punto medio, recta perpendicular, rec-
ta paralela, mediatriz, bisectriz, suma de vectores, construcciones con
compas, transferir medidas, lugares geométricos...

= Movimientos en el plano: simetria central y axial, traslacién, rotacion,
homotecia e inversion...

= Determinacién de posiciones relativas: pertenece un punto a un objeto,
estan alineados tres puntos, es equidistante, son paralelas dos rectas, son
perpendiculares...

= Medidas: coordenada, distancia, longitud, drea, &ngulo, pendiente, ecua-
cién, valores numéricos de expresiones algebraicas, crear tablas...

= Elementos de edicién: texto sobre objetos, niimeros, expresiones...
= Marcas sobre objetos: dngulos, hacer trazas, animar objetos...

» Elementos de diseno grafico: color, espesor, llenado, ocultar, mostrar,
aspecto, punteado, ejes, cuadricula...

Cabri tiene un problema nada desdenable, su dificultad de exportar sus
graficos y sus animaciones a otras aplicaciones mas familiares para el usuario.

Hace unos anos los creadores de Cabri han lanzado el Proyecto CabriWeb,
que permite disfrutar de las aplicaciones con animaciones y la posibilidad de
manipulacion de los objetos geométricos a través de cualquier navegador de
Internet mediante applets de Java. Ahora Cabri puede traducir sus aplicaciones
al lenguaje Java y permite verlas en ficheros html sin necesidad de tener el
programa cargado en el ordenador. La idea es simple: una aplicacién llamada
CabriWeb que traduce directamente un fichero de Cabri a un fichero html con
un applet de Java incluido.

La aplicacién estd en la red (en http://www.cabri.net/cabrijava/) con
manual incluido.

3.3 . APLICACIONES EN CLASE

El programa permite estudiar figuras geométricas en movimiento. Esta
facultad nos permitira:

» Estudio de la rigidez y deformabilidad de una figura.

= Movimientos que conservan algunas propiedades.

= Definicién apropiada de figuras en el Cabri con el fin de que tengan pro-

piedades invariantes si son sometidas a movimientos de sus componentes.

La definicién de una figura a través de elementos distintos permite com-
probar de forma aproximada algunas propiedades de simetria e igualdad:
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= Definicién de una figura mediante movimientos y simetrias y posterior
estudio métrico.

» Comprobacién de teoremas (Pitdgoras, Tales, etc.) en figuras con ele-
mentos madviles.

La facilidad de definicién de movimientos, semejanzas y simetrias y la
posibilidad de ocultar lineas auxiliares nos permiten la bisqueda de elementos
notables entre figuras homologas:

= Bisqueda por tanteo del centro y angulo de giro o de ejes de simetria.

= Construccion de vectores de traslacion.

» Construccién de figuras mediante movimientos.

Es muy interesante la combinacién de elementos fijos y moéviles para es-

tudiar cémo cambian algunas relaciones segtin la distinta posicion de algunos
elementos:

= Diferencias entre altura, bisectriz y mediana en un triangulo. Relaciones
métricas.

= Tangentes, cuerdas y secantes a una circunferencia.

= Cuerda comin a dos circunferencias.

La posibilidad de definir macros permitira a los alumnos mayores sintetizar
en pocos elementos la definiciéon de una figura:

= Construccion de paralelogramos mediante traslaciones, &ngulos o puntos.

= Dibujo de poligonos regulares mediante giros y simetrias.

= Construccion de figuras nuevas mediante movimientos de otras conoci-

das.

En concreto en el segundo ciclo de la ESO el programa se puede utilizar
para estudiar los siguientes contenidos:

= Figuras semejantes

= Teorema de Tales.

= Semejanza de tridngulos.

= Relacién entre las areas de figuras semejantes.

= Teorema del cateto y Teorema de la altura.

] Angulos y areas.

= Razones trigonométricas de un angulo agudo.

= Relaciones fundamentales.

= Razones trigonométricas de dngulos cualesquiera.
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Vectores. Operaciones.

Vector que une dos puntos.

Ecuacion de la recta.

Ecuacién de la circunferencia.

3.4 . VALORACION DIDACTICA

El programa es de ficil manejo y no requiere de mucho tiempo y es-
fuerzo para su aprendizaje. Al tratarse de un programa de dibujo se pueden
comprobar los aciertos y errores de la construccién de forma automdtica. La
manipulacion directa de los objetos geométricos hace posible la experimenta-
cién en dominios que anteriormente eran inaccesibles para el alumno. Ademas,
su conocimiento queda marcado por relacién directa entre percepcién y con-
ceptualizacién durante la interaccién con el programa y la socializaciéon en
el marco de la clase. Cabri incorpora herramientas de medida directa de los
objetos construidos lo que permite desarrollar no sélo un enfoque sintético de
la geometria sino que hace posible abordar problemas métricos sobre objetos
geomeétricos reales, algo poco trabajado en clase hasta ahora. Dado el control
formal del entorno, las experiencias desarrolladas pueden considerarse como
genuinas investigaciones geométricas. La visualizacién y las representaciones
externas permiten atender otro problema medular del aprendizaje y de la en-
senanza de las matematicas: el problema de la validacion de los enunciados
matematicos y de la comprobacién de los resultados.

3.5 . METODOLOGIA DE USO

Cabri facilita una metodologia activa en la que los alumnos ademds de
construir figuras, pueden experimentar con ellas, comprobar conjeturas, des-
cubrir propiedades y, en definitiva, hacer geometria. El papel del profesor sera,
fundamentalmente, el de preparar el material impreso de apoyo, observar y
ayudar para resolver las dudas particulares de cada equipo, el de motivar para
la actividad y promover la reflexion, el intercambio de conjeturas y conclusio-
nes, etc.

Se puede plantear dos posibilidades de uso del programa:

= El trabajo con toda la clase en el aula de informética con equipos esta-
bles de dos alumnos por ordenador con préacticas guiadas y desarrollando
auténticas investigaciones geométricas y de descubrimiento de propieda-
des de los objetos estudiados. En este caso, las actividades han de ser
auto-explicativas para que los alumnos vayan teniendo cada vez mas
autonomia. También serdn necesarias explicaciones al grupo (sobre todo
al comienzo de cada sesién en que conviene aclarar el sentido de lo que
se va hacer y puede que también cémo transcurrié la sesién anterior).
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= Kl uso como pizarra digital en la clase ordinaria por parte del profesor
o de los alumnos para poner de manifiesto propiedades de las figuras y
cuerpos, relaciones entre los elementos de las figuras, resultados métricos,
para mostrar situaciones y realizar comprobaciones.

Mediante la aplicacién CabriWeb se pueden pasar los modelos a formato html
lo que hace posible verlos con un navegador en ordenadores que no tienen el
programa Cabri cargado.

Existen muchas y muy buenas direcciones de Internet con aplicaciones
didacticas desarolladas con estos programas. Entre ellas hay que destacar:

= Curso de Geometria, de José Manuel Arranz. 2° Premio materiales CNI-
CE 2005, http://mimosa.cnice.mecd.es/clobo/geoweb/2eso.htm

» Geometria con Cabri, http://roble.pntic.mec.es/jarran2/

= Modelos de méaquinas y mosaicos con Cabri, de José Antonio Mora,
http://teleline.terra.es/personal/joseantm/

= M4ds modelos de Carmen Arriero e Isabel Garcia,
http://platea.cnice.mecd.es/ficarrier/

= Coleccion de aplicaciones de Carlos Fleitas en la web del IES Marqués
de Santillana de Colmenar Viejo,
http://centrosb.pntic.mec.es/ies.marques.de.santillana/
matem/inddep.htm

= Algunos ejemplos en la pagina del IES Salvador Dali,
http://centrosb.pntic.mec.es/ies.salvador.dalil/index.html

4 . CONCLUSION

Al fin parece posible, si la estabilizacién de los curriculos lo permite de
manera definitiva o al menos durante unos pocos anos, que la geometria re-
cupere el sitio que nunca debia haber perdido en las aulas de primaria y de
secundaria. Y no nos referimos exclusivamente a la geometria analitica. La
geometria sintética, la geometria descriptiva, la que estudia ademds de me-
didas, relaciones y propiedades de las formas y figuras, desaparecida durante
muchos anos de las aulas, debe volver a ellas por el bien de todos. Es por otra
parte la rama de las matemadticas mas facilmente visualizable y manipulable.

Apuntaba Miguel de Guzmén, hace diez anos, (El Rincén de la pizarra,
Pirdmide 1996), que era muy razonable pensar que el reforzamiento de la
visualizacidon que se percibe en la actualidad en el quehacer matematico en
general y en los procesos de transmisién de las formas consagradas de proceder
ha de conducir a una mayor facilidad de los futuros matematicos y usuarios
de las matematicas; y anado yo que también de los profesores y sobre todo de
los estudiantes de matematicas en cualquier nivel educativo. En la actualidad
las tecnologias de la informacién y de la comunicacién y el software propio de
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matematicas hacen posible, e incluso necesario, reivindicar no sélo un rincén de
la pizarra para visualizar las ideas matematicas, sino en el caso de la geometria
la pizarra completa; y mejor si es digital.

Hoy en dia la dotacién de los centros de secundaria con aulas de informéti-
ca, proyectores, pizarras digitales... y la existencia y accesibilidad de un soft-
ware potente y atractivo hacen posible que la aproximacién de los jévenes a
la geometria se produzca como una verdadera actividad matematica: como
una actividad de auténtica investigacion. Los programas estudiados nos per-
miten convertir nuestras aulas en auténticos laboratorios de geometria. No los
desaprovechemos.
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PAGINAS DE INTERNET

José Antonio Arranz,
http://roble.pntic.mec.es/ %7Ejarran2/
Pégina de aplicaciones educativas de Cabri-Geometre II y Cabri-java.

Curso de Geometria. 2° Premio materiales CNICE 2005,
http://mimosa.cnice.mecd.es/clobo/geoweb/2eso.htm
Pagina de aplicaciones educativas de Cabri-Geometre II y Cabri-java.

José Antonio Mora,

http://www.terra.es/personal/joseantm/

Péagina de aplicaciones educativos de Cabri-Geometre II y Cabri-java y propuestas
didécticas completas de aplicacion de estos programas.

Carmen Arriero e Isabel Garcia,
http://platea.cnice.mecd.es/ mcarrier/.
Modelos de Cabri.

Antonio Pérez. Matematicas,
http://platea.pntic.mec.es/aperez4/

IES Marqués de Santillana, Colmenar,
http://centros5.pntic.mec.es/ies.marques.de.santillana/matem/inddep.htm
Excelente pagina con unas cuantas propuestas de temas de geometria dindmica tra-
tados con programas informaéticos.

IES Salvador Dali, Madrid,

http://centros5.pntic.mec.es/ies.salvador.dalil

Pégina del departamento de matematicas.Incluye materiales para el aula y los mate-
riales elaborados en el proyecto Mas alld de la tiza y la pizarra, premio de la CAM
en 2001.
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IES Pravia,
http://www.iespravia.com/mates/prog/programacion/indice.htm
Programacién y recursos de matemaéticas por niveles.

Antonio Pérez Sanz

Catedratico de Matematicas

IES Salvador Dali, Madrid

Correo electrénico: aperez@rsme. es



