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Paul J. Cohen recibié la medalla Fields en el Congreso Internacional de
Matematicos del ano 1966, celebrado en Moscu, por la solucion del problema
de Cantor de la cardinalidad del continuo, también conocido como el problema
nimero uno de Hilbert. En el segundo Congreso Internacional de Matematicos,
celebrado en Paris el ano 1900, David Hilbert, probablemente el matematico
mas influyente de su tiempo, presenté una lista de los problemas futuros de
las matematicas, que habria de incidir notablemente en el desarrollo de la
matematica del siglo que iba a comenzar. El primer problema de la lista era
el siguiente [1]:

Dos sistemas, es decir dos conjuntos, de mimeros reales ordinarios (o de
puntos) son llamados, segiun Cantor, equivalentes o de la misma potencia,
cuando se puede establecer entre ellos una relacién tal que a cada mimero
de uno de los conjuntos le corresponde un mimero determinado y sélo uno
del otro. Las investigaciones de Cantor sobre tales conjuntos hacen muy
probable la exactitud de un teorema el cual, hasta este momento, y a pesar
de los mas grandes esfuerzos, no ha podido ser demostrado por nadie. Este
teorema es el siguiente: Todo sistema de nimeros reales en niimero infinito,
es decir todo conjunto infinito de mimeros (o de puntos), o bien es equiva-
lente al conjunto de todos los mimeros enteros naturales 1, 2, 3,..., o bien
es equivalente al conjunto de todos los niimeros reales, y por consiguiente
al continuo, es decir a los puntos de un segmento; desde el punto de wista
de la equivalencia, no habria pues mds que dos conjunios de niumeros: el
conjunto enumerable y el continuo.

El teorema descrito por Hilbert es la Hipotesis del Continuo, formulada
por Cantor en 1878 y que puede enunciarse, de manera equivalente, como:

IR| = R,

Eso es, la cardinalidad del conjunto de los mimeros reales es el primer cardinal
no numerable y, por tanto, no hay conjuntos no numerables de niimeros reales
de cardinalidad menor que la de R.
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Esta reformulacién de la hipdtesis del continuo hace un uso implicito del
axioma de eleccién, pues afirma que el conjunto de los niimeros reales es
biyectable con ®; y, por tanto, que existe un buen orden de los niimeros reales.
Recordemos que el axioma de eleccién afirma que todo conjunto posee un buen
orden de sus elementos, esto es, sus elementos pueden ordenarse totalmente
de tal manera que todo subconjunto no vacio tiene un elemento minimo. La
primera formulacién de la hipétesis del continuo, a diferencia de la segunda, no
afirma implicitamente que existe un buen orden del continuo. Hilbert enuncia
el problema de la buena ordenacién del continuo separadamente como parte
del primer problema de su lista [1]:

,...puede concebirse el continuo como un conjunto bien ordenado? A esta
cuestion Cantor cree que puede responderse afirmativamente. Me parece
extremadamente deseable obtener una demostracién directa de esta notable
afirmacion de Cantor, por ejemplo, asignando efectivamente un orden a los
numeros tal que en todo subconjunto se pueda designar un nimero que
preceda a todos los demas.

Hilbert quiere encontrar, por tanto, una buena ordenacién efectiva del
conjunto de los mimeros reales. Aunque no explica qué entiende por ordenar
efectivamente, suponemos que lo que Hilbert quiere es que la demostracion de
que existe un buen orden de R no sea simplemente una pura demostracién
de existencia, sino que el buen orden se dé de manera explicita mediante una
definicion.

GODEL

El primer paso realmente importante hacia la solucién de estos problemas
lo dié Kurt Godel en 1938 [2]| al demostrar la consistencia de la hip6tesis del
continuo y del axioma de eleccién. Esto es, Godel demostré que si los axiomas
usuales de la teoria de conjuntos son consistentes, es decir, no contradictorios,
entonces también es consistente aceptar junto a estos axiomas la hipdtesis del
continuo y el axioma de eleccién.

Las contradiciones aparecidas a principios de siglo debido a un uso pura-
mente intuitivo de la nociéon de conjunto, llevaron a la formulacién por parte
de Zermelo [3] de una lista de axiomas que tratan de capturar de manera
precisa las propiedades basicas de los conjuntos. Estos axiomas, junto con ul-
teriores precisiones y adiciones por parte de Skolem y Fraenkel, son conocidos
como la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel con el axioma de eleccion,
abreviadamente ZFC'. Estos axiomas no sélo permiten obtener toda la teoria
de conjuntos desarrollada por Cantor, sino que constituyen también una fun-
damentacién de las matematicas, en el sentido de que contienen los principios
fundamentales, los cuales, junto con los principios de la légica, permiten de-
mostrar todos los teoremas matematicos conocidos. ZFC es la teoria estandar
de la matematica actual, la teoria que incorpora todos los axiomas normal-
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mente usados, de manera mas o menos consciente, en todas las dreas de la
matemética.

Como toda teoria que incluya la aritmética elemental, ZF(C esta sujeta a
las restricciones impuestas por los teoremas de incompletitud de Godel, una
de cuyas consecuencias es que si ZFC es consistente, entonces hay enunciados
matematicos que no son demostrables ni refutables en ZFC. En particular no
se puede demostrar que Z F'C' sea consistente. Dado que Z F'C puede formularse
en el lenguaje de la légica de primer orden, ser consistente es lo mismo que
tener un modelo. En general, un modelo de (una parte de) ZFC no es mas
que un conjunto M con una relacién binaria E' tal que (una parte de) los
axiomas de ZFC, una vez formulados en el lenguaje formal de la teoria de
conjuntos, esto es, la légica de primer orden con un simbolo relacional binario
€, son verdaderos en M interpretando el simbolo € como la relacién E. Por
ejemplo, el conjunto de los mimeros naturales N con la relaciéon E definida
por: mEn si y sélo si el digito m de la expansién binaria de n es 1, es un
modelo de ZFC excepto el axioma de infinitud, que afirma la existencia de un
conjunto infinito. Asi pues, aunque es relativamente facil encontrar modelos
de una buena parte de ZFC|, no se puede demostrar en Z F (', suponiendo que
ZFC sea consistente, que exista un modelo de todos los axiomas de ZFC.
Las mismas consideraciones se aplican a ZF, es decir, a los axiomas de ZFC'
menos el axioma de eleccion.

Supongamos por un momento que ZF es consistente y que por tanto posee
un modelo, llamémoslo M. Consideremos ahora un enunciado matematico
cualquiera, por ejemplo, la hipétesis del continuo o el axioma de eleccién. Si
¢ es verdadero en M, no podemos demostrar en ZF que ¢ es falso, ya que si
asi fuera seria falso en todos los modelos de ZF', y por tanto en M, lo cunal es
absurdo.

Suponiendo que ZF es consistente, Godel construyé un modelo de ZF
donde también son verdaderos el axioma de eleccién y la hipétesis del continuo.
Es decir, demostré que si Z F' es consistente, entonces también lo es Z F'C junto
con la hipétesis del continuo. En el modelo construido por Godel, conocido
como L o universo construible, no sélo vale el axioma de eleccién, sino que
existe un buen orden definible de todo el modelo, y en particular existe un buen
orden definible de los nimeros reales. Ademas, L es un modelo estandar, lo
que significa que la relacién E es simplemente la relacién usual de pertenencia.

La construccion de L se realiza por induccién transfinita en los ordinales.
Esto es, para cada ordinal a, y suponiendo que ya esté definido Lg para todo
3 menor que a, se define L,. El modelo L es entonces la union de todos los L,,.
La idea de Gddel es que pertenezcan a L, s6lo aquellos conjuntos estrictamente
necesarios, es decir, aquellos que sean definibles a partir de conjuntos que ya
han sido construidos en un estadio anterior. Mds precisamente:

e Lj es el conjunto vacio.

e Sia = f3+1, L, es el conjunto de todos los subconjuntos definibles
en Lg con parametros. Esto es, todos los subconjuntos X de Lj tales
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que X = {z : p(x,a1,...,a,) es verdadera en Lg}, donde p(z,ay,..,a,)
es una férmula del lenguaje de la teoria de conjuntos con parametros
A1, 8n € Lg.

e Si o es un ordinal limite, L, es la unién de todos los Lg, con 3 menor
que a.

e L es la union de todos los L, con « un ordinal.

Godel demostré que L es un modelo de ZF' y que ademas en L valen tanto
la hipétesis del continuo como el axioma de eleccién. Esto es, los axiomas
de ZF formalizados en el lenguaje de la teoria de conjuntos, asi como las
sentencias de este mismo lenguaje que dicen: todo conjunto infinito de nuimeros
reales es, o bien biyectable con el conjunto de los nimeros naturales, o bien
biyectable con el congunto de todos los nimeros reales y todo conjunto posee
un buen orden son verdaderas en L.

El resultado de Godel no da una solucién definitiva al problema de la
hipétesis del continuo y de la existencia de un buen orden de los mimeros
reales. Simplemente nos dice que no podemos demostrar en ZFC', y por tanto
con los medios usualmente disponibles en matematicas, que no exista un buen
orden de los niimeros reales o que la hipétesis del continuo sea falsa.

Pero jqué pasaria si se pudiera construir otro modelo de ZFC donde, a
diferencia de L, la hipétesis del continuo fuera falsa, o un modelo de ZF' donde
no existiera un buen orden de R? Entonces la hipdtesis del continuo seria inde-
pendiente de ZFC', es decir, ni la hipdtesis del continuo ni su negacion podrian
ser demostradas a partir de los axiomas de ZF(C, y ni el axioma de eleccion
ni su negacion podrian demostrarse a partir de ZF'. Eso fue precisamente lo
que hizo Cohen.

COHEN

El menor de cuatro hermanos de una familia de inmigrantes judios, Paul
Joseph Cohen naci6 el 2 de Abril de 1934 en Long Branch, New Jersey. Su
infancia transcurrié en el barrio neoyorquino de Brooklyn, donde a la edad de
9 anos empezoé a leer dvidamente los libros de matematicas que encontraba en
la biblioteca piiblica del barrio y los que le proporcionaba Sylvia, su hermana
mayor. Cuando ésta empezé a asistir a la universidad, pedia ayuda a su her-
mano Paul, de 10 anos, para resolver los problemas de trigonometria. A los 12
anos Cohen sabia ya bastante de algebra y geometria y poseia conocimientos
basicos de calculo y de teoria de niimeros.

En el equipo de matematicas de la Stuyvesant High School, instituto de
secundaria situado en Manhattan y famoso por su alto nivel en matematicas
y en ciencias en general, Cohen pudo desarrollar sus capacidades matematicas
y ampliar notablemente sus conocimientos, de modo que al finalizar brillante-
mente sus estudios a la temprana edad de 16 anos, y después de ser uno de los
40 ganadores de la Westinghouse Science Talent Search con un trabajo sobre
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relatividad, le fueron ofrecidas varias becas para poder continuar sus estudios
en la universidad. A pesar de haber recibido ofertas mejores, y por no obligar
a su familia, econémicamente humilde, a pagar los gastos de viajes, decidid
permanecer en New York, en el Brooklyn College. Alli estuvo tres anos, estu-
diando seriamente, pero aburriéndose cada vez mas, hasta que a los 19 anos
decidié solicitar la admisién en el programa de doctorado de la Universidad de
Chicago, donde se encontraban algunos de sus antiguos companeros de institu-
to. Después de dos anos en Chicago, su interés inicial por la teoria de nimeros
se habia ido desplazando hacia el analisis, y dada la poca teoria de nimeros
que se hacia en Chicago por entonces, Cohen decidié ponerse a trabajar bajo
la direccién de Antoni Zygmund en analisis clasico. En esta época tenia ya un
cierto interés en la logica, sobre todo por cuestiones relacionadas con la exis-
tencia de procedimientos de decision para identidades algebraicas. Estimulado
por Kleene, quien acababa de dar una conferencia en Chicago, Cohen leyé la
prueba del teorema de incompletitud de Godel, aunque su interés por la logica
era todavia menor. En esta época va conocia el problema de la hipétesis del
continuo, y se preguntaba jqué significaria resolverlo? |4, pero todavia no
estaba interesado en él.

En Chicago trabajé en el problema de Little-
wood, un problema de andlisis armonico por cuya solu-
cion parcial recibiria mas tarde el prestigioso premio
Bocher. Cohen se doctord en 1958 con una tesis titu-
lada Topics in the Theory of Uniqueness of Trigono-
melric Series, realizada bajo la direccion de A. Zyg-
mund. Un ano antes habia sido contratado como pro-
fesor en la Universidad de Rochester y, tras recibir el
doctorado, pasé el curso 1958-59 en el MIT. Alli discu-
116 con Solomon Feferman sobre pruebas de consisten-
cia, y fue Feferman precisamente quién le sugirid que
pusiera a prueba sus intuiciones sobre los fundamen-
tos de la teoria de conjuntos investigando el problema
de la hipdtesis del continuo. El curso siguiente lo paso
en el Instituto de Estudios Avanzados de Princeton y
en 1961 fue nombrado profesor de la Universidad de Stanford. Durante este
periodo Cohen intenté demostrar la independencia del axioma de eleccion,
problema que encontraba interesante dado el importante papel gque juega este
axioma en el trabajo de la mayoria de matematicos. La independencia de la
hipétesis del continuo le parecia todavia un problema mas bien filosdafico 4],
aunque de hecho por esta época tenfa ya ideas muy cercanas a su solucion, ue
a finales de 1962 cuando, durante un viaje en automaovil con su futura esposa
por el sudoeste de los Estados Unidos, v sentado al volante durante horas, se
convenciGd a si mismo de que el problema podia resolverse. Pero la solucion
habria que esperar todavia unos meses. [Kn abril de 1963, descubrié una nueva
nocion de verdad [4]. Eran los origenes del forcing. A finales de abril, Cohen
estaba convencido de que habia resuelto el problema. Dos meses mas tarde
Gaodel le daba su sello de aprobacion [4].

P. J. Cohen en 1966
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LA SOLUCION

No es facil explicar los detalles del trabajo de Cohen en pocas palabras y
a no especialistas en légica. Pero aunque los aspectos técnicos sean realmente
complejos, la idea basica de Cohen es mas bien simple. Nos mantendremos,
por tanto, en un nivel intuitivo, dejando para el lector interesado los detalles
técnicos, que pueden encontrarse en algunas de las referencias bibliogréficas
del final del articulo (véanse [5] y [6]).

Recordemos el problema de la hipétesis del continuo. Se trata de construir
un modelo de ZFC donde la hipé6tesis del continuo sea falsa, pues ello im-
plicaria, dado que Godel habia ya construido un modelo donde era verdadera,
que la hipétesis del continuo es independiente, esto es, no puede demostrarse
ni refutarse con los medios de que disponemos habitualmente en matematicas.

Supongamos pues que ZFC' es consistente y que, por tanto, tiene un
modelo. Entonces L es un modelo de ZFC' y no podemos demostrar en ZFC
que exista algun nimero real que no sea construible, esto es, la férmula Existe
un numero real x tal que pare todo ordinal «, x no pertenece a L, no es
demostrable en ZFC . Si queremos un modelo donde no valga la hipotesis
del continuo, en él debe haber muchos nimeros reales no construibles. Pero,
jde donde los sacamos? Esta primera dificultad puede solucionarse apelando
al teorema de Lowenheim-Skolem, el cual nos dice que si una teoria formulada
en un lenguaje numerable de primer orden tiene un modelo, entonces tiene un
modelo numerable. ZF'C es una teoria de este tipo y tendremos, por tanto, un
modelo numerable de ZFC. Llamémosle M. Dado que existe una cantidad no
numerable de mimeros reales, habra muchos nimeros reales que no estaran en
M. Podemos entonces intentar anadir niimeros reales a M de tal manera en
que se obtenga otro modelo de ZFC donde no valga la hipétesis del continuo.

Escogiendo M con cuidado, podemos suponer que es de la forma L, donde
« es un ordinal infinito y numerable. Es claro que todos los mimeros natu-
rales, asi como todas las sucesiones finitas de niimeros naturales pertenecen
a M. Ademas, todos los nmimeros racionales estan también en M. Por tanto,
si queremos anadir un nuevo numero real a M, éste debe ser forzosamente
un irracional. Podemos suponer, entonces, que lo que queremos anadir a M
es una sucesion infinita de niimeros naturales, va que, como es bien sabido,
el espacio de Baire de todas las sucesiones infinitas de nimeros naturales es
homeomorfo al espacio de los irracionales.

. Qué significa anadir a M? Supongamos que x es un conjunto cualquiera
que no esta en M. Entonces podemos construir el menor modelo M [z] que con-
tiene todos los elementos de M y ademas x esencialmente de la misma manera
que construimos L, pero ahora la construccion es por induccion transfinita en
los ordinales de M y x puede usarse como parametro adicional en la construc-
ciéon. Entonces, jpor qué no podemos escoger sucesiones de niimeros naturales
que no estén en M y las vamos anadiendo de esta manera a M hasta que en el
modelo resultante haya como minimo Rz, obteniendo asi un modelo donde no
valga la hipétesis del continuo? Un problema es que M [z] no tiene por qué ser
necesariamente un modelo de Z F'C. Pero aunque lo fuera, podria ser otra vez
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de la forma Lg, para algin ordinal 3, y no habriamos avanzado nada, ya que
en todos estos modelos vale la hipétesis del continuo. El principal problema
es, por tanto, anadir una sucesion x a M de tal manera que M x| contimie
siendo un modelo de ZFC y que, en M[z], z no sea construible. La dificultad
del problema es ahora evidente si recordamos que no podemos demostrar que
exista alguna sucesion no construible. Pero nada impide en principio obtener
un modelo M[z] de ZFC donde = no sea construible, es decir, la sentencia
que dice & no pertenece a Lo, para todo ordinal o sea verdadera en M|z],
aunque falsa en L. Como veremos, esto es posible, pero para ello x debe es-
cogerse con mucho cuidado. No basta simplemente con tomar cualquier x que
no pertenezca a M.

La idea de Cohen consiste en ver las sucesiones finitas de niimeros natu-
rales como aproximaciones a la sucesion infinita que queremos anadir. Consi-
deramos entonces el orden parcial P de todas las sucesiones finitas de niimeros
naturales ordenadas por extension, es decir, si p y ¢ son sucesiones finitas,
p < g si y s0lo si g extiende a p. Observemos que [P es un arbol, eso es, para
cada ¢, el conjunto de todos los p menores que g estd linealmente ordenado.
Podemos ver entonces las sucesiones infinitas de nimeros naturales como ra-
mas infinitas de este arbol. Puesto que M es un modelo de ZFC'| todas las
ramas del darbol definibles en M con parametros pertenecen ya a M. En efecto,
si p(z,y) es una férmula del lenguaje de la teoria de conjuntos con parametros
en M, y para todo niimero natural n, la sentencia que dice:

Existe un tinico nimero natural m,, tal que p(n,m,,)

es verdadera en M, entonces, por el axioma de substitucion, la sucesion (my,),,
pertenece a M. Por tanto, si queremos anadir una rama nueva a M debemos
evitar que posea alguna propiedad que la defina en M.

Debemos, pues, considerar primero todas aquellas propiedades que pudie-
ran definir una sucesién infinita de niimeros naturales en M, y seguidamente
debemos escoger la sucesion de tal manera que las evite todas. Diremos que una
propiedad de los elementos de IP es evitable si, dada una p cualquiera, siempre
podemos encontrar una g que la extiende tal que toda r que extiende a ¢ no
tiene la propiedad en cuestion. Por ejemplo, la propiedad todos los términos
de la sucesion son cero es evitabie, mientras que la propiedad hay diez unos
sequidos en la sucesion no es evitable. Si dotamos a PP de la topologia del orden,
esto es. la topologia generada por los conos {q : p < ¢}, es facil comprobar que
si una propiedad es evitable, entonces el conjunto de todas las ¢ tales que toda
r que extiende a ¢ no tiene la propiedad en cuestion es un conjunto abierto y
denso.

Supongamos, por tanto, que ¢ es una rama de P que interseca todos los
subconjuntos densos y abiertos de P que pertenecen a M, esto es, en cada
subconjunto denso y abierto de P que pertenece a M hay una p que es un
segmento inicial de ¢. Cuando esto ocurre decimos que ¢ es genérica o Cohen
sobre M. Podemos ver que ¢ no pertenece a M. En efecto, si ¢ perteneciera
a M, el conjunto {p : p no es un segmento inicial de ¢} seria a su vez denso y
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abierto, y ademéds perteneceria a M. Por tanto ¢ tendria que intersecarlo, y
eso es imposible.

La cuestién es ahora saber si existe alguna rama genérica sobre M. Como
M es numerable, sea (D,, : n € N) una enumeracién de todos los subconjuntos
de P densos y abiertos que pertenecen a M. Sea py un elemento cualquiera de
Dy. Dado p,, en D,,, podemos escoger p,1 en Dy tal que p, < p,1. Sea ¢
la unién de todos los p,,. Claramente, ¢ es genérica sobre M.

Si ¢ es genérica sobre M y construimos el modelo M |c], entonces, como por
arte de magia, no sélo M|c] es un modelo de ZFC sino que tiene los mismos
ordinales que M y por tanto no es de la forma Lg; ademds en M|c| la férmula
que dice que ¢ no es construible es verdadera. La demostraciéon de que M|c]
tiene estas propiedades no es nada trivial y se basa en que ¢ es genérica sobre
M. Para demostrarlo Cohen introduce la relacién p fuerza o, entre elementos
de P y formulas del lenguaje de la teoria de conjuntos ampliado con nombres
para los elementos de M [c]. Cohen demuestra entonces el Teorema de Forcing,
seglin el cual un enunciado ¢ es verdadero en M|c| si y sélo si existe un
segmento inicial p de ¢ que fuerza ¢. De este modo es posible determinar qué
enunciados van a ser verdaderos en M|c| antes de construirlo, pues sélo hay
que comprobar que p fuerza ¢ en M para concluir que p va a ser verdadera en
M e], siempre y cuando p sea un segmento inicial de ¢ y ¢ sea genérica sobre
M.

Pero si queremos un modelo en el que no valga la hipdtesis del continuo
tenemos que anadir a M al menos Ng ramas genéricas sobre M, todas distintas.
Esto puede hacerse tomando en M el orden parcial consistente en la suma
directa de Ny copias de P. Razonando como antes, podemos encontrar una
sucesion (cg : B < No) de ramas genéricas, una para cada copia de P y todas
diferentes. En el modelo resultante M|[(cg : 5 < N3)| la cardinalidad de R es
Ny y por tanto la hipétesis del continuo es falsa.

Hay un detalle importante que debemos mencionar. Como M es numera-
ble, hay un ordinal numerable v que en M hace las funciones de Ny, esto es, la
formula que dice v es el sequndo cardinal no numerable es verdadera en M. Asi
pues, v es el Ny de A y, siendo numerable, es mucho mas pequeno que el car-
dinal Wy de verdad. Debemos por tanto asegurarnos que al anadir la sucesion
(cg: B <7)aM,el nuevo Ry, esto es, el ordinal que en M[(cg : 3 < v)] hace las
funciones de N, continia siendo el mismo <. De no ser asi, en M[(cg : 3 < 7)]
continuaria valiendo la hipétesis del continuo y no habriamos avanzado nada.
Afortunadamente, gracias a las propiedades topoldgicas de P esto no ocurre,
aunque la comprobacién de este hecho requiere de nuevo el uso del forcing.

El mismo argumento permite construir modelos donde la cardinalidad del
continuo es N3, o Ng7, 0 cualquier cardinal de cofinalidad no numerable. La
cardinalidad del continuo queda por tanto completamente indeterminada por

ZFC.

Consideremos ahora el problema de la existencia de un buen orden del
continuo. Anadamos a M una sucesién infinita de ramas de P, todas genéricas
sobre M, y consideremos el modelo resultante M[(c, : n € N)]. Sea N el
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menor submodelo de M|(¢, : n € N)] que contiene a M y al conjunto de las
ramas genéricas sin ordenar A = {¢, : n € N}. Puede demostrarse que N
es un modelo de ZF, pero en N no hay ningin buen orden de los nimeros
reales. De hecho no hay ningiin buen orden de A. La razon es que cualquier
buen orden de A seria definible con un nimero finito de parametros ordinales
y ntimeros reales, y entonces cada uno de las ¢, seria a su vez definible. Pero
dado que las ¢, son genéricas sobre M, si escogemos una ¢, que no aparezca
como parametro en la definicion del buen orden de A, cualquier definicion
satisfecha por ¢, es satisfecha también por otros elementos de A.

EL FORCING

Aunque Cohen recibié la medalla Fields por su demostracion de la inde-
pendencia de la hipétesis del continuo y del axioma de eleccion, su contribucion
va mucho mas alla de estos problemas. Su nuevo método, el forcing, no sélo
ha permitido resolver un sinfin de problemas importantes en practicamente
todas las areas de la matematica, sino que ha cambiado para siempre nuestra
concepceion de la matematica como ciencia.

El forcing es un método de construccion de modelos de (una parte de)
Z FC. Pero este método es mucho mas general de lo que los ejemplos anteriores
podrian hacernos pensar. En efecto. mediante forcing es posible anadir a un
modelo no sélo una, o muchas, sucesiones infinitas de niimeros naturales, sino
cualquier otro tipo de objeto. Para ello hay que disenar un orden parcial
apropiado, de manera que si G es un subconjunto genérico de IP, esto es, un
filtro que interseca a todos los subconjuntos densos y abiertos de P y que
pertenecen al modelo M del cual partimos, el modelo M[G] que resulta de
anadir G a M contiene el objeto que queriamos. Las propiedades del modelo
M |[G] vienen forzadas por los elementos de . La nocién erucial es la relacion p
Sfuerza (7. ..., ), donde p es un elemento de P y ¢(1q,...,7,) es una férmula
del lenguaje de la teoria de conjuntos ampliado con nombres 1, ..., 7, para
elementos de M[G]. Un nombre no es mas que un elemento de M, que una vez
interpretado o decodificado por G, da lugar a un elemento de M[G]. Para cada
formula ¢, la relacion {(p,71,....7n) : p € P, 71,.... 7, son nombres y p fuerza
@(71,....7,)} es definible en M, y el teorema de forcing dice que un enunciado
vale en M|G] si y sélo si existe un elemento p de P que pertenece a Gy que
fuerza el enunciado. La relacion de forcing permite de esta manera demostrar
que M |G satisface ciertas propiedades, simplemente comprobando en M que
algiin p de G las fuerza.

Inmediatamente después del resultado de Cohen un gran niimero de légicos
empezaron a aplicar la técnica del forcing a muchos otros problemas matemati-
cos. R. Solovay [7] resolvié el problema de la medida de Lebesgue, que Cohen
mismo habia intentado resolver; D. Martin y R. Solovay (8] demostraron la
consistencia de la Hipétesis de Souslin, A.R.D. Mathias [9] demostré la con-
sistencia del teorema infinitario de Ramsey, S. Shelah (cf. [10]) resolvié el
problema de Whitehead en teoria de grupos, R. Laver [11] demostré la con-
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sistencia de la conjetura de Borel, etc., por citar sélo algunos ejemplos de las
décadas de los 60 y T0.

El forcing continmia siendo un drea de investigacién de gran interés, de
extremada sofisticacién técnica y de singular belleza, y que sigue produciendo
importantes resultados, con aplicaciones en practicamente todos los ambitos
de la matemadtica (véanse por ejemplo [10] y [12]).

La relevancia de un resultado matematico debe juzgarse no sélo por la
dificultad del problema resuelto, sino también, y muy especialmente, por las
nuevas ideas que aporta y por la fecundidad de estas nuevas ideas en la solucién
de otros problemas aparentemente no relacionados. Es desde esta perspecti-
va que debe valorarse el trabajo de Cohen, que es sin duda uno de los méas
importantes de la matematica de este siglo y, de hecho, de todos los tiempos.

EpriLOGO

Después de la medalla Fields, Cohen recibié en 1967 la National Medal
of Science, y fue mas tarde elegido miembro de la American Academy of Arts
and Sciences y de la National Academy of Sciences. Su trabajo aparecio pu-
blicado en dos cortos articulos en los Proceedings of the National Academy
of Science (1963 y 1964) [13], y mas tarde (1966) y de forma expandida en
el libro Set Theory and the Continuum Hypothesis [5]. Desde entonces Cohen
dejo practicamente de trabajar en teoria de conjuntos, si exceptuamos algunos
intentos infructuosos de resolver el problema de la medida de Lebesgue, que
seria resuelto por Solovay mediante forcing en 1964 [7]. Cohen se define a sf
mismo como un problem solver [4], cuyo interés por un problema se desvanece
una vez conocida la solucion. Su interés se ha centrado siempre en los grandes
problemas, como la hipétesis del continuo, que logrd resolver, o la hipotesis de
Riemann, en la que trabajé intensamente durante mucho tiempo, aunque sin
éxito. Desde 1964 es profesor de matemaéticas de la universidad de Stanford.

El método de forcing permite construir con asombrosa facilidad modelos
de ZFC con propiedades muy diversas. Esta posibilidad, impensable antes de
Cohen, ha cambiado radicalmente la concepcion de la teorfa de conjuntos por
parte de muchos matematicos. Se habla de teoria de conjuntos no Cantoriana
de manera analoga a la geometria no Euclidiana. Cohen mismo adopto esta
postura formalista, esto es: hay muchas teorias de conjuntos posibles y todas
merecen consideracién, hay teorias donde vale la hipétesis del continuo y otras
donde no, y esto es todo lo que podemos decir sobre el problema. Pero hay
otra posicion, defendida por Goédel, que afirma que la solucién definitiva del
problema mimero uno de Hilbert esta todavia por llegar. Los resultados de in-
dependencia de Cohen sélo nos dicen que ZF (' es insuficiente para responder
a muchas preguntas, entre ellas la hipdtesis del continuo, y por tanto lo que
hace falta es descubrir nuevos axiomas que permitan responderlas. Una gran
parte del desarrollo de la teoria de conjuntos en las ultimas décadas ha con-
sistido, precisamente, en el descubrimiento y clasificacion de nuevos axiomas.
Asi, por ejemplo. los axiomas de grandes cardinales implican la inexistencia
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de un buen orden definible de R. Por otra parte, resultados recientes apuntan
a que ciertos axiomas naturales implican que la cardinalidad del continuo, tal
y como habia conjeturado Godel, es exactamente No.
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