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Presentacidn.- El tributo que el tiempo exige para olvidar el dafio
causado por un descubrimiento contrario a una teoria y consentir
su estudio como un problema con entidad propia parece haber
sido abonado en el caso de las paradojas. La proliferacion de
hipétesis destinadas a analizar las paradojas y el fenémeno de la
autorreferencia dentro de contextos matematicos mas o menos
habituales demuestra que la etapa revolucionaria de este fenémeno
toca a su fin. Con ello se estd perdiendo el encanto que las grandes
tesis elaboradas a partir de la ocurrencia de paradojas en teorias
presuntamente bien fundamentadas producia en la comunidad
matemadtica, pero se agota también el impetu con el que mentes
muy predispuestas se han entregado a los desmanes filoséficos que
tan frecuentemente han prosperado en un campo tan estimulante
como es éste’.

Nuestro objetivo en este ensayo es, no obstante muy limitado.
Nos contentaremos si conseguimos aportar ideas ttiles al trata-
miento de la autorreferencia generada por la nocién de verdad. Sin
embargo, antes de entrar en materia convendria aclarar en qué

' . Esta afirmacién serd entendida por todo aquel que haya oido hablar a un
filosofo acerca del efecto de las paradojas en los distintos &mbitos de la matematica
moderna. La impresién que produce es la de un intento de sacar partido de la
situacién para demostrar que el rigor propio de las ciencias formales no es mas que
una ilusion infundada. La matematica no es fiable, no es, incluso, consistente. Por
todo ello, nos gustaria dedicar la exigua aportacion de este ensayo a aquellos que
desde la misma Filosofia se han tomado la molestia de estudiar el fenémeno y
entenderlo desde sus bases matematicas genuinas.
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medida este trabajo se distancia de la concepcién ingenua que
durante mucho tiempo ha impregnado el estudio de la autorrefe-
rencia alld donde tuviera lugar.

Es practicamente seguro que una afirmacién del tipo,

"las paradojas matemdticas son anomalias surgidas en el contexto de
una teoria formal dada que indican un tratamiento incorrecto de
alguno de los términos definidos en la misma, tratamiento que debe
ser inmediatamente revisado”,

no suscitaria criticas en ningun foro que contase con la formacién
requerida para entenderla en sus justos términos. Esta afirmacion
constituye el lema de lo que denominaremos aqui el modelo
clasico. '

No pretendemos oponernos ahora a esta concepcién de las
paradojas sino a algunas de las conclusiones que de ella se
derivan.

En primer lugar, es frecuente encontrar una lectura del lema de
modelo cldsico seglin la cual las anomalias encarnadas en la
presencia de paradojas, e indirectamente en los mecanismos
autorreferenciales que permiten su aparicién, son manifestaciones
de objetos matemadticos genuinos que han resultado violentados de
alguna forma. Son dichos objetos los que hablan a través de una
paradoja. Seguin esta lectura, las paradojas constituyen epifenémenos
de entidades matematicas substantivas y, por tanto, no constituyen
un objeto propio del andlisis matemdtico. Esta es la primera
conclusién que debemos rechazar. A nuestro juicio, el fenémeno
de la autorreferencia, y como un subapartado, el de las paradojas,
posee suficiente entidad como para ser estudiado en una teoria
genuina. El principal objeto de andlisis seria su aparicién y la
estructura que adopta en cada caso, y no tanto la forma de
solventar las presuntas anomalias que se evidencian en las teorias
infectadas por el fenémeno.

En segundo lugar, el intento de eliminar la presencia de
paradojas en una teoria haciendo uso de los mimbres que alli se
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brindan, suministra una visién de las paradojas dificilmente
separable de los recursos técnicos que en cada caso motivan su
aparicion. Es decir, el fenomeno de las paradojas no parece ser
representable en un contexto matematico distinto a aquel en el que
originalmente aparecen y unico en el cual se cuenta con los
recursos técnicos que permiten su construccion. A resultas de esto,
la conducta autorreferencial o paradéjica de un objeto matematico
no es aislable del resto de sus caracteristicas propias. Al igual que
antes, también rechazamos esta concepcién derivada del modelo
clasico. Creemos que es posible y ademds conveniente, analizar
aisladamente este fenémeno y buscar, si la ocasién lo permite,
contextos formales destinados a dar cuenta de la conducta
autorreferencial de entidades matematicas, atin si ello supone
establecer cortes profundos con otras caracteristicas particulares de
la nocién estudiada.

Como se puede ver, este ensayo sigue una doctrina segin la
cual el fenémeno de la autorreferencia y las paradojas constituye
un objeto genuino con estructura propia y analizable formalmente,
analisis que puede representar la conducta autorreferencial de una
nocién matemadtica fuera de la teoria especifica en la cual dicha
nocién es definida y estudiada.

La necesidad de fijar bien estas intuiciones basicas, merecedoras
de una discusién mucho mas rigurosa y extensa, se debe en buena
medida al tipo de problema que aqui queremos analizar. Tras mas
de 20 siglos reconocidos de historia, la paradoja del mentiroso, y
con ella todos sus comparieros de viaje, ha empezado ahora a ser
analizada matematicamente. Un buen ejemplo de la influencia de
los prejuicios contenidos en el modelo clasico lo constituye la
doctrina tarskiana de la jerarquia de lenguajes. Su solucién a las
paradojas basadas en la nocion de verdad interpretada a través del
predicado Tr(-), es un ejemplo claro de postergacién de la
conducta autorreferencial que es caracteristica de este predicado.
La denuncia de este hecho, y su solucién, sélo puede provenir
desde postulados como los que aqui hemos adoptado. Es decir,
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aceptando que la conducta autorreferencial de una nocién puede
constituir una parte genuina de esa misma nocién.

Por otra parte, la idea de representar esa conducta en un
contexto formal apropiado es intrinseca al tratamiento del
problema de Tr(). El Teorema de Godel-Tarski acerca del
predicado Tr(-)’ suele interpretarse como una demostracién de la
indefinibilidad formal de dicho predicado. Es decir, cualquier
teoria formal que contuviese suficiente capacidad expresiva como
para generar instancias del Lema de Diagonalizacién® entre las
cuales se encuentre rye>~Tr([y]), que respetase la condicién de
adecuacién material (T) de Tarski en la forma teorematica rae>Tr-
(fo]) y, finalmente, que asumiese las reglas y axiomas de CPC
resultaria inconsistente. En este caso una dependencia explicita de
los mecanismos formales que permiten tratar el mentiroso en un
contexto matemdtico impide una definicion consistente del
predicado bajo estudio.

Creemos que estos datos son mas que suficientes para mostrar
la conveniencia en este caso de adoptar los postulados intuitivos
indicados lineas arriba. Creemos también que su plausibilidad no
se justifica s6lo en el caso de Tr("), sino que afecta al problema de
la autorreferencia de forma general. Nuestra critica a las dos
conclusiones derivadas del modelo clasico apuntan, en realidad, a
una hipotética teoria general de la autorreferencia sobre cuya
plausibilidad no querriamos pronunciarnos aqui. Lo mas que
diremos es que consideramos su existencia al modo de un ideal
regulativo y que confiamos que los diversos ejercicios de represen-
tacion de la autorreferencia de nociones particulares permita con

2, C. Smorynski [1985], p.6.

®. La formulacién que aqui seguiremos del Lema de Diagonalizacién es la que
ofrece Smorynski en C.Somrynski [1985], p.6.
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el tiempo vislumbrar un estructura matematica comin capaz de
guiar la unificacién ahora postulada®.

La primera seccion de este ensayo esta destinada a exponer los
rasgos generales de un proyecto de andlisis via representacion que
puede considerarse modélico en muchos sentidos. Se trata del caso
del predicado de prueba en PA, Bew(:), y su andlisis en el
contexto de un sistema modal bien conocido, KW. La segunda,
estd dedicada a describir las propuestas mds recientes y exitosas
en el caso de Tr(-). Nos referimos a la linea de investigacién
iniciada a partir del ya famoso Outline of a Theory of Truth de
Kripke y substanciado en los llamados modelos inductivos y
semiinductivos. Finalmente, la tercera seccion se dedicard a la
exposicion de una propuesta formal surgida, en buena medida, de
la comparacién entre el tratamiento modal de Bew(") y el analisis,
llamémosle kripkeano, del problema de Tr(").

1. Andlisis de puntos fijos en Bew() y en Tr(7).- La definicién mas
simple y escueta de punto fijo es la que se obtiene de la lectura del
Lema de Diagonalizacion:

Lema de Diagonalizacion: Para cualquier férmula y con x como
Unica variable libre, existe una férmula ¢ para la cual es posible
establecer en el calculo S,

rs 6oy([o]), donde [0] es un elemento en el rango de v
correspondiente al cédigo de o.

‘. La plausibilidad de una Teoria Unificada de la Autorreferencia es lo que
parece guiar las intuiciones de S. Bartlett en Bartlett [1987]. El término que este
autor escoge para presentar la unificacion sugerida es el de reflexividad. Alli parece
encontrar cobijo una muy variada gama de fenémenos que practicamente no
excluye ningin ambito del saber humano. A nuestro juicio, este planteamiento
resulta excesivo cuando los resultados formales mejor conocidos se muestran tan
reacios a una comparacion técnica viable, y ya no digamos, a su insercién en un
contexto formal uniforme.
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Denominaremos punto fijo a la féormula ¢ del lema, y cuando
sea preciso referirse a la expresion cy([c]) se utilizard el término
definicion explicita de 6. Como puede verse, esta presentacion
permite introducir puntos fijos de cualquier posible predicado
expresable en S simplemente afiadiendo la condicién de que todas
las ocurrencias de la variable x caigan en y bajo el alcance del
predicado en cuestion. Para referirse a puntos fijos en los que una
variable x satisface la condicién que acaba de mencionarse para
algun predicado X([x]), se utilizara la expresion punto fijo en X.().
Esta nocion resulta clave en todo lo que podamos decir a continua-
cién en la medida en que captura y expresa el contenido autorrefe-
rencial de un enunciado.

La definicién de punto fijo que acaba de ofrecerse es relativa a
un calculo S, el cual, implicitamente se supone al menos tan
potente como PA. Si realmente estuviéramos interesados en
analizar el problema de la potencia expresiva que debe exigirse de
un célculo para satisfacer el enunciado del lema de Diagonaliza-
cién, no cabe duda que el mecanismo que permite codificar la
sintaxis de S en S deberia ser tenido muy en cuenta. El caso
paradigmatico en el cual dichos mecanismos son parte esencial del
uso que se hace de la autorreferencia es el Teorema de Incomple-
tud de Godel. Por lo que se refiere al tratamiento del predicado
Tr("), la situacién es ligeramente distinta. El Teorema de Godel-
Tarski indica que cualquier calculo con la potencia expresiva
suficiente como para satisfacer el enunciado del Lema de Diagona-
lizacién, y que cuente ademds con una definiciéon de Tr(-) es
inconsistente. Aqui, la existencia de un mecanismo de codificaciéon
desempefia un papel mds bien hipotético, no es preciso operar con
el mismo mas alla de lo que sea preciso para establecer su
existencia. Este hecho, junto con lo ya discutido en la seccién
anterior hace que en el caso de Tr(-) nos baste con la mencién de
algdn procedimiento que permita generar nombres de enunciados
a partir de los mismos enunciados del lenguaje, o incluso que
baste con alguna estipulacion referente al modo de interpretar
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ciertos recursos admitidos en el contexto de la representacién del
fendmeno en un célculo apropiado.

Estas consideraciones muestran que la nocién de punto fijo
depende fuertemente de un tipo de recursos técnicos que no
siempre son coincidentes, aunque obviamente deben tener la base
comun de ser capaces de codificar la sintaxis de un lenguaje en ese
propio lenguaje. Si quisiéramos representar el hecho de que un
cierto enunciado ¢ constituye un punto fijo en un lenguaje dado,
prescindiendo de los mecanismos concretos que permiten ejecutar
la tarea de codificacién, no cabe duda que seria preciso arbitrar
mecanismos muy concretos que nos permitieran hacer una lectura
autorreferencial del enunciado en cuestién. Esto parece complicar
la posibilidad de concebir la representacién de la autorreferencia
en sistemas, llamémosles de laboratorio, pero al tiempo, nos obliga
a imaginar procedimientos uniformes capaces de capturar directa-
mente el contenido autorreferencial de un enunciado. Esto
supondria, sin lugar a dudas, un paso adelante en la descripcién
de mecanismos generales -independientes de los contenidos
concretos de una teoria en la cual se prueba el Lema de Diagonali-
zacién- que regulan el estudio de la autorreferencia.

El sistema de laboratorio que mas eficazmente ha conseguido
estudiar la autorreferencia generada sobre un predicado fijado por
otra teoria es, como ya hemos dicho, el sistema modal KW>. El
analisis modal de Bew(-) ha permitido responder preguntas que
en el contexto de PA era dificil analizar, pero lo mds importante
es que ha mostrado que la conducta caracteristica de Bew(") en la
propia teoria elemental de nimeros respondia mejor a la que
posee un operador sentencial que la que corresponderia a un
predicado definido sobre el dominio de los naturales. Estudiare-
mos este caso atendiendo al analisis de tres aspectos: 1) los
rendimientos globales que es posible obtener de dicho analisis, 2)

®. KW ha sido estudiado bajo nombres distintos. KW corresponde a la

nomenclatura ya clasica de K. Segerberg. Otras elecciones son, Prl, de Smorynski,
o G, de G. Boolos.

49



la representacion de enunciados autorreferenciales y su distincién
de otros principios caracteristicos de Bew(:), y 3) su respuesta a
lo que significa calcular el valor de un punto fijo en Bew(").

Un lector que no conozca los detalles del desarrollo de la
interpretacion modal del predicado Bew(:) puede pensar que la
traducciéon que establece la conexion entre el lenguaje de PA y el
lenguaje de KW posee un alto grado de elaboracion destinado a
salvar la diferencia entre dos contextos tan distintos. La tinica
cladusula de la traduccién aritmética® que es preciso mencionar
consiste en

(OA)'=Bew([A")]),

que, como puede verse no hace sino indicar que un operador
sentencial del tipo de [J puede ser interpretado como el predicado
de prueba en PA; nada mas directo y sencillo. Puesto que Bew(-)
es un predicado efectivamente definible en PA, lo que parece
cobijarse bajo la posibilidad de trabajar con [ en lugar de Bew(")
es algo muy distinto a lo que puede esperarse de una representa-
ciéon de la conducta de Tr(). En el caso del predicado de prueba,
la representacién modal no estd destinada a capturar aspectos de
orden intuitivo que sea conveniente ver tratados formalmente -eso
ya lo suministra PA- sino que lo que se aporta es la posibilidad de
aislar de los recursos que brinda PA aquellos que bastan para
caracterizar Bew(-), indicando al tiempo que estos son exactamen-
te los que se requiere para interpretar Bew(-) como un operador
sentencial.

El principal logro de la representacion modal del predicado de
prueba consiste en la demostracién rigurosa de que efectivamente
Bew(-) se comporta ya como un operador en el propio contexto de
PA. Para entender esta afirmacion en sus justos términos es preciso
explicar lo que se conoce como Condiciones de derivabilidad de Léb:

6 cfr.: C. Somrynski [1984], p.471
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D1. rpay = paBew([y])

D2. rpa(Bew [y &Bew({y—y))—Bew((y])
D3. rpaBew([y])—Bew([Bew([y]).
Teorema de Lob: rpaBew([y]) syss rpay.

D1-D3 junto con el Teorema de L6b fueron identificados en su
momento como los principios de la teoria elemental de niimeros
que parecian caracterizar todo lo que era preciso saber acerca del
predicado de prueba de PA, incluyendo el andlisis de sus puntos
fijos’. Obsérvese que la traduccién aritmética del axioma caracte-
ristico de KW, [X[JA— A)—[A, es el teorema de Léb formalizado,
y que el resto de las condiciones son perfectamente identificables
modalmente. Sin embargo, ;como era posible estar seguro de esta
afirmacién y demostrarla dentro del contexto de PA? Aqui es
donde la representacion modal ejecuta su parte en la funcién. La
soluciéon puramente modal al problema de la completud y la
decidibilidad de KW permite pensar el problema de la suficiencia
de D1-D3+Teorema de L6b de una forma enteramente distinta. A
grandes rasgos el proceso toma esta forma: si fuese posible
aprovechar la estructura de los modelos que caracterizan KW para
conectar la derivabilidad en PA de férmulas que sélo contienen
Bew(:) -y conectivas sentenciales- con la derivabilidad de su
imagen inversa bajo la traduccién aritmética de KW, se habria
conseguido mostrar a través de la completud de KW que las
condiciones de derivabilidad de L6b constituyen la 1égica de la
demostracién en PA, o equivalentemente, que KW es esa misma
légica bajo la traducciéon indicada. De la conexion entre KW y la
légica axiomatizada en las condiciones de derivabilidad de Léb a
través de los modelos que caracterizan a KW se ocupan los

. cfr.: C. Smorynski [1984], p447 y 451.
cfr.: C. Smorynski [1985], p. 9 y ss.
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denominados Teoremas de Completud de Solovay® cuya descrip-
cién, no obstante, nos ahorraremos aqui.

Los rendimientos que se obtienen de la representacién de
Bew() en un contexto modal son, ciertamente, un caso excepcio-
nal. Es evidente, por otra parte, que no podemos aspirar a obtener
nada parecido en el tratamiento del predicado Tr("). Si el caso de
Bew() y KW se toma como caso paradigmatico de lo que debe
entenderse por un ejemplo de representacioén de la conducta de un
predicado afectado por la generacion de autorreferencia, esté claro
que el caso de Tr(:) no podria incluirse nunca en este apartado. El
tratamiento de la autorreferencia generada en torno a Tr(-) parece,
por comparacién, mucho mas préximo a lo que seria un genuino
intento de analisis matematico del problema, o dicho mas directa-
mente, de formalizacién. La tinica razén por la que atin nos parece
conveniente conservar el término representacién para hablar del
anélisis formal de la autorreferencia generada en torno a Tr(-) es
de indole distinta. La nocién de prueba en PA queda perfecta
definida en el predicado Bew(+), sin embargo, no hay nada que
nos permita hablar de un formalizacion idénea de la nocién de
verdad. Hay muchos aspectos de la nocién intuitiva que pueden
aspirar a un tratamiento formal. Su conducta autorreferencial es
uno de ellos, y seria sumamente ingenuo por nuestra parte
considerar que un analisis formal de dicho aspecto deberia arrojar
un anilisis genuino de la misma nocién. En el caso de la nocion de
verdad, parece imposible proceder de otra forma que no sea
mediante la particion de aspectos muy concretos de su conducta
y su correspondiente andlisis. Incluso, aunque pueda resultar una
afirmacion excesivamente ruda, creemos que una nocién tan basica
como al de verdad, no puede ser estudiada de otro modo. Es decir,
un analisis matematico de las paradojas de Tr() puede resultar
perfectamente independiente de un andlisis formal de otros
aspectos y lo que es mas significativo, dichos andlisis pueden ser
tan distantes que su comparacion técnica resulte infructuosa. En

%, cfr.: G. Boolos [1979], pp.151 y ss.
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definitiva, no creemos conveniente aspirar a la construcciéon de
teorias matematicas excesivamente generales de la conducta de la
nocién de verdad. Esta razén es la que aconseja, asi al menos asi
nos parece, conservar el término representacion para hablar del
tratamiento formal de la autorreferencia generada por Tr(").

El segundo aspecto que ibamos a comentar al hilo del caso de
la representacion modal de Bew() es el que se refiere a la
identificacién de puntos fijos cuando se opera en un lenguaje que
no es genuinamente autorreferencial. En apariencia este problema
no parece sino un mera disquisicion técnica referida a la traduc-
cién que conecta los lenguajes comprometidos, sin embargo,
veremos que arroja ensefianzas valiosas en el caso de Tr(").

Cuando, como es el caso de Bew('), un predicado se analiza en
un contexto que satisface el enunciado del lema de Diagonaliza-
cién, sus puntos fijos son aquellas expresiones que poseen la forma
que alli se indica. Sin embargo, cuando se trabaja en el contexto de
una representacion del problema tenemos que contar con otro
componente importante, la forma de las tesis que son demostrables
en el sistema que representa la conducta del predicado en cuestion.
En general, la forma en la que concebimos enunciados con un
contenido expresamente autorreferencial -construidos a partir de
los mimbres de que se trate en cada caso- parece conferirles un
status similar al que otorgamos a los enunciados tipicamente
contingentes. Es cierto que en este punto se puede entrar en una
disquisicién de altos vuelos, pero al menos en nuestro caso, s6lo
pretendemos indicar el punto por una razén muy elemental:
ningun sistema apto para representar la autorreferencia generada
por un predicado puede contener como tesis expresiones cuya
traduccién haga de ellas puntos fijos del predicado analizado.

Pero, ; por qué nos interesa destacar este aspecto del tratamien-
to modal de Bew()? La razén no es otra que su especial claridad
en comparacion con la situacién en que se ve comprometido el
estudio de Tr(?). Uno de los beneficios explicitos del sistema KW
es que aporta un mecanismo inferencial facil de usar en lo que se
denomina cdlculo de puntos fijos -de lo que hablaremos a continua-
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cién. Para ello es preciso introducir como hipétesis la expresién
correspondiente al punto fijo en cuestion y operar con ella
mediante las reglas y axiomas de KW. La correcta expresion del
contenido autorreferencial de un enunciado tiene que estar
meridianamente clara. Es decir, tenemos que incorporar como
hipétesis una codificacién que corresponda realmente al hecho de
que un enunciado G expresa algo acerca de su derivabilidad en
términos de Bew("). Esto se establece mediante dos requisitos’:

C1. o corresponde a la traduccién aritmética de un punto fijo
en PA syss su expresion explicita es de la forma c-F(Xo)),
donde F([Xo)) es cualquier expresiéon de KW en la cual 6 ocurre
bajo el alcance de [y ademas toda ocurrencia de ¢ satisface esa
condicién.

C2. Una férmula A del lenguaje de KW expresa efectivamente
un punto fijo en un calculo en KW syss A es de la forma B&[OB
para alguna férmula B que corresponda a la expresién explicita
de alguiin punto fijo tal y como se indica en c1.

La primera condicién intenta satisfacer el enunciado del Lema de
Diagonalizaciéon, mientras que la segunda esta destinada a capturar
la equivalencia de ¢ y F(CX(o)) en contextos modales. Esta expre-
sién de la equivalencia es precisa para establecer el llamado Primer
Lema de Substitucién', esencial en el calculo de puntos fijos en
KW.

Si comparamos esta situacion con la que es caracteristica, ya no
de los tratamientos formales del problema de Tr(-), sino de su
andlisis intuitivo previo, vemos que la identificacion del contenido
autorreferencial de un enunciado recibe una atencién y presenta
una claridad que no es comun en el caso de Tr(). La razén de que

®. cfr.: C. Smorynski [1984], p.459.
. cfr.: C. Smorynski [1984] p.456.
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el estudio de Tr(:) presente esta ambigiliedad se debe a la
existencia de principios que parecen regular la conducta intuitiva
del predicado Tr(:) cuya expresién formal mds directa haria de
ellos un punto fijo. Nos referimos, cémo no, a la traduccién de la
condicién de adecuacion material (T) de Tarski. Si interpretamos
su traduccion formal en términos de rA&Tr([A]), algo que
inmediatamente debemos preguntarnos es si dicha expresién
indica que A posee un contenido tipicamente autorreferencial en
una teoria de + -contenido que en este caso corresponderia al del
truth teller- o si lo que sucede es que + se comporta respecto a
Tr(-) como la condicién (T) indica. Es curioso que ambas lecturas
se asocien en la literatura al término punto fijo. En el primer caso
estariamos hablando del punto fijo A en Tr(") y en el segundo, del
punto fijo de una cierta funcion de asignacién de valor respecto a
Tr(").

Es evidente que buena parte de la tradicién ha utilizado el
término punto fijo en relaciéon a Tr(?) no para referirse al conteni-
do autorreferencial de un enunciado, sino para indicar la existencia
de teorias que se ajustan a la condicién de adecuacion material (T)
de Tarski. En concreto, la linea de trabajo inaugurada por Kripke
y seguida exitosamente por Gupta, Belnap, et al. adopta esta
interpretacién de punto fijo que obliga hablar de puntos fijos de
una valuacién respecto a Tr()".

Como puede verse, la interpretacién y los adjetivos que se
afiadan al término punto fijo referido a Tr(-) divide las posibilida-
des de andlisis en dos escuelas: aquella que interpreta la condicién
de adecuacién (T) en términos de la localizacién de puntos fijos de
las funciones de interpretacion de un lenguaje relativamente a
Tr(-), y aquella otra que reservaria el término punto fijo en Tr(")
para referirse a enunciados tipicamente autorreferenciales. Desde
el punto de vista de la primera escuela, un enunciado que tome
un valor definido en un punto fijo es un enunciado referencial-

"', La primera indicacién a este respecto y posiblemente la mejor defendida es
la que se puede encontrar en S. Kripke {1975], pp.702-703.
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mente sano o siendo mas precisos, bien fundado -grounded. Segiin
la escuela restante, y puesto que los puntos fijos no se predican de
las funciones de interpretacién , sino del propio predicado Tr("),
un punto fijo es un enunciado mds cuya interpretacién debe
atender y corresponder al hecho de que su contenido es propia-
mente autorreferencial. En la siguiente seccién discutiremos la
primera escuela y sus soluciones. La segunda opcién serd la que
escojamos para presentar nuestra hipétesis de estudio.

Pero antes queda pendiente un somero repaso a lo que en la
tradicién pruebo-teorética se denomina cdlculo de puntos fijos. El
cadlculo de puntos fijos en Bew(), e hipotéticamente, lo que
pudiera ser el calculo de puntos fijos en Tr(), constituye un
programa totalmente distinto al que aparece asociado al desarrollo
de la escuela kripkeana. Y ello por la sencilla razén de que en este
caso punto fijo se predica de enunciados en un lenguaje, y no de
una funcién de asignacion. El estudio de Bew(") en el contexto de
KW permite una expresion absolutamente directa de lo que debe
entenderse por cédlculo de un punto fijo en Bew(), y lo hace a
través del Teorema de Definibilidad Explicita'?, el cual, a su vez,
se apoya en el Teorema de Unicidad de puntos fijos, que no
expondremos aqui.

Teorema de Definibilidad Explicita: Sea p una variable y A(p) una
férmula en el lenguaje de KW tal que todas las ocurrencias de p
caen bajo el alcance de [J, y sea D una férmula que contiene a lo
sumo todas las variables en A(p) distintas de p, entonces:

1. w [sl(peA(p))—=(peD)
2. +w DAD).

donde el significado de [s] queda establecido definicionalmente
como [s]B=[1B&B.

2 ofr. C.Smorynski [1985], pp. 79 y ss.
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El ejemplo mas conocido de cilculo de un punto fijo es,
precisamente, el que establece la solucién de la férmula construida
por Gdédel -punto fijo de Godel:

1. rw [sl(yeo~-Oy)—-(ye~11)
2. Si hacemos que ~[1L=Con(PA), entonces,
o Con(PA)o~XCon(PA)).

Como puede verse, el calculo del punto fijo de Gédel arroja lo que
podria considerarse una version formalizada del segundo Teorema
de Incompletud. Si ahora llamamos expresiéon modal explicita al
antecedente de 1 en el teorema, veremos que el cdlculo de un
punto fijo consiste en hallar aquella férmula D para la cual se da
en KW+[sl(p—A(p)) que poD. Puesto que D no contiene la
variable sentencial p, y por 2 D«>A(D) es explicitamente definible,
el calculo de un punto fijo equivale a la eliminacién de la variable
afectada de autorreferencia sin pérdida de las consecuencias
pruebo-teoréticas que se derivan de su construccion por diagonali-
zacién sobre Bew(").

Realmente es dificil pedir un rendimiento mas efectivo del
analisis del problema. Lo que corresponde ahora no es asombrarse
de que no exista nada similar en el caso de Tr(+), sino analizar por
qué el analisis de la autorreferencia en ese caso sigue derroteros
tan radicalmente distintos. Una vez mas, el Teorema de Gédel-
Tarski puede considerarse un respuesta adecuada bajo ciertas
condiciones. Segun su enunciado, la solucién del punto fijo del
mentiroso lo que mostraria es la indefinibilidad de Tr(-), y por
tanto, dejaria sin efecto la aspiracion de establecer un procedimien-
to especifico de cdlculo de punto fijos en Tr(?). La demostracién
de este teorema exige que la condicion de adecuacién (T) interven-
ga explicitamente en algiin momento. La forma mds directa es
mediante la incorporacion de su versiéon formalizada consistente
en H AETr([AD. Si quisiésemos expresar el teorema de Godel-
Tarski en términos del calculo de un punto fijo en Tr(:), del
mismo modo que el teorema de incompletud de Gédel es expresa-
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ble en términos del calculo del punto fijo homénimo, tal vez lo que
habria que conseguir probar en S es que +(p~Tr([p])—>(ped).
Lo que se obtendria, sin embargo, no es eso, sino algo realmente
distinto y nada indeseable: r(pe>~Tr([p]))>L. Una lectura
alternativa de estos datos llevaria a afirmar que un sistema S que
contuviese A-Tr([A]) como axioma no seria diagonalizable en
Tr(-).

La cuestion adopta ahora la forma de un dilema, o bien
admitimos plena diagonalizacion en S, o bien admitimos la
presencia de A&Tr([A]) como tesis. Es evidente que nuestra
opcién se decanta por aceptar el primer cuerno del dilema. Si se
toma en serio lo dicho en secciones anteriores sobre la idea de
representacion, lo que nos proponemos hacer es ofrecer una
representacion formal de la conducta de Tr(-) cuando se interpreta
como un predicado sometido a los efectos de la diagonalizacion,
renunciando para ello, si es preciso, a otros rasgos caracteristicos
del mismo.

Pero, ;tiene sentido pensar en la identificaciéon de principios
inherentes a Tr(?) que caractericen su conducta autorreferencial
una vez hemos prescindido de la condicién (T)? Evidentemente si.
Es mas, esta es la pregunta realmente pertinente aqui. Para
proceder coherentemente a la identificacion de la parte de la
conducta de Tr(-) que es consistente con la incorporacién de plena
diagonalizacién sobre dicho predicado es preciso tener una idea
clara de que es lo que puede asociarse al calculo de puntos fijos en
Tr("). Y, ciertamente, no hay nada en lo dicho hasta ahora que nos
permita obtener alguna indicacién al respecto. No sélo queremos
poder representar la generacién de autorreferencia sobre Tr()
queremos, igualmente, saber cémo resolver puntos fijos en Tr().
Téngase en cuenta, no obstante, que la solucion de puntos fijos en
Tr(?) no tiene ya por qué imitar en exceso lo que por tal se
entiende en el contexto de Bew(:). Alli no se pierde en ninguin
momento el trasfondo aritmético del problema. Aqui, sin embargo,
al renunciar a la presencia de la condicién (T) - o su versién
formalizada- carecemos criterios de control distintos de los que
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pueda ofrecer un andlisis intuitivo y en profundidad del significa-
do de la autorreferencia en Tr(-). Aunque pueda parecer paraddji-
co, creemos que la escuela kripkeana, cuyo enfoque inicial ya
hemos rechazado, contiene intuiciones que son extraordinariamen-
te valiosas en ese sentido.

4. El predicado verdad en espacios inductivos y semiinductivos.-
Algo que queremos evitar en esta seccidn es entrar en una
exposicion excesivamente técnica de las caracteristicas formales de
los llamados espacios inductivos y semiinductivos. Las instruccio-
nes basicas para la elaboracién de estas estructuras formales se
encuentran ya en el Outline of a Theory of Truth de Kripke, y serd
a partir del comentario de sus contenidos desde donde abordare-
mos este exitoso andlisis del predicado Tr(:). Esto nos obliga a
suponer en el lector alguna familiaridad con esta linea de investi-
gacion, o en su defecto, una buena dosis de confianza en nuestras
palabras.

El mejor modo de obtener intuiciones valiosas acerca de qué
pueda entenderse por el célculo de un punto fijo en Tr() -
interpretando punto fijo en nuestro sentido- pasa por observar la
evolucion experimentada por la Teoria kripkeana desde su primer
hito, el Outline, hasta los tltimos trabajos de Gupta y Belnap
principalmente™. El cambio de énfasis que tiene lugar en esta
evolucion se constata en una mayor dedicacién a la clasificacion de
enunciados paraddjicos en detrimento del estudio de divisiones
netas entre enunciados bien fundados -grounded- y no bien
fundados -ungrounded. Dicho de otro modo, el hallazgo de
hipétesis acerca de la extensién correcta del predicado Tr(-) va
dejando paso al estudio de los mecanismos que regulan la
conducta de las paradojas. Téngase en cuenta que cuando habla-
mos de un cambio de énfasis s6lo se pretende decir eso, no se

" cfr.: A. Gupta y N. Belnap [1993]
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piensa en una modificacion realmente sustancial de las intuiciones
originales de Kripke.

No es muy arriesgado considerar la motivacién original de
Kripke como un intento de agrupar en una hipétesis formal todo
el movimiento de reaccién suscitado con el paso del tiempo hacia
la teoria tarskiana de la jerarquia de lenguajes. El principal
beneficio de la doctrina de la jerarquia de lenguajes ha sido
dotarnos de una distincién precisa entre lenguaje objeto y metalen-
guaje, division explotada hasta la saciedad en innumerables
escritos de vocacion decididamente filoséfica. Sin embargo, es
dudoso que dicha distincién, tal y como se sustancia en la
jerarquia de niveles originalmente postulada por Tarski, ofrezca
una interpretacién fidedigna del predicado verdad en sus contex-
tos de uso més habituales™. Y, desde luego, no ofrece una
correcta visién del modo en que razonamos con enunciados
paradéjicos, aunque indudablemente bloquee su aparicion. La
aplicacion de la jerarquia de lenguajes a un enunciado como el del
mentiroso arroja una lectura del mismo que resulta sencillamente
ininteligible desde un punto de vista intuitivo.

La alternativa de Kripke toma como punto de partida lo que se
podria denominar la metdfora del aprendizaje®. Se trataria de
analizar el predicado Tr(") tal y como lo pueda hacer un sujeto
experimental cuyo desconocimiento acerca del uso del mismo le
obligase a pedir explicaciones acerca del modo en que un enuncia-
do que contenga ocurrencias de dicho predicado puede recibir un
valor de verdad u otro. Las explicaciones que deberian ofrecerse
pasan, a juicio de Kripke, por indicar que un enunciado del tipo
"p" es verdadero s6lo recibird un valor de verdad en el caso de que
p halla recibido previamente un valor de verdad, en otro caso,

quedara sin interpretar.

¥ cfr.: S. Kripke [1975], pp. 697 y ss.

¥*. Aunque la terminologia es nuestra, no supone ninguna aportacién que vaya
mas alla de las propias palabras de Kripke en S. Kripke [1975], p. 701.
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Este andlisis del problema, calificado por S. Yablo como un
estudio del inheritance aspect'® del predicado verdad, contiene las
instrucciones bésicas que determinan el aspecto de los llamados
modelos inductivos”’. Un modelo inductivo contiene un predicado
distinguido cuyo rango consiste en los nombres de los enunciados
del lenguaje, nombres que constituyen, a su vez, el dominio de
una funcién de interpretacién no restringida en principio por
ninglin requisito -esta libertad es la que permite generar la
autorreferencia requerida para la ocasién. Inicialmente dicho
predicado puede quedar sin interpretar, respondiendo asi al
modelo del aprendizaje antes indicado. Obviamente, debe suponer-
se que segun se van estableciendo mds y mds afirmaciones acerca
del valor de verdad de cualesquiera enunciados, otros que
contengan el predicado Tr(:) irdn heredando el valor de verdad de
aquellos segiin la interpretaciéon convencional de la nocién de
verdad. El proceso de valuacién debe entenderse, entonces, dentro
de un proceso inductivo definido sobre los ordinales. De este
modo, hay que aceptar, por un parte, un aparto formal que
permita acomodar el hecho de que hay enunciados que en un
cierto estadio del proceso -para algin ordinal o- no reciben valor
de verdad, y por otra, hay que admitir en las cldusulas semanticas
una presencia de los ordinales tomados como parametro de la
valuacion.

El primer requisito mencionado se satisface mediante la
incorporacién de una légica elemental de corte parcial. Es bien
sabido que Kripke no se pronuncia decididamente por ninguna de
las alternativas mds evidentes, a saber, las conectivas fuertes de
Kleene -5K, o un procedimiento supervaluacional. En cualquier
caso, el método que se adopte debe garantizar, como el modelo del
aprendizaje parece presuponer, que una vez que un enunciado

", ¢fr.: S. Yablo [1982], p. 118

V. Una exposicién rigurosa del término es la que se encuentra, precisamente, en
S. Yablo [1982}, pp.119 y ss.
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adquiere un valor de verdad éste se conserva en pasos subsiguien-
tes. El segundo requisito se obtiene mediante una definicion
inductiva que conecta la interpretacién de Tr(?) médulo o con la
correspondiente expresion paramétrica de la valuaciéon V. Herzber-
ger” resume la situacién mediante el siguiente esquema:

Seméntica Kripkeana:
Valuaciones monétonas.
Interpretacion inductiva de Tr():
sucesores: Tr(o+1)=V{(a)
limites: Tr(A)= U(o<A) Tr(c)

La definicion de Tr(?) en los términos expuestos hace del predica-
do verdad lo que en la construccién puramente abstracta de los
espacios inductivos se considera un jump operator, y conduce de
una forma directa a la evaluacién de puntos fijos de V relativa-
mente a Tr(").

Obviando los detalles técnicos, parece evidente que la interpre-
tacion inductiva de Tr() en el apartado correspondiente a
sucesores recoge perfectamente bien lo que parece desprenderse de
la metdfora del aprendizaje. Sin embargo, y como en tantas otras
ocasiones, hay un punto en el que el contexto formal rebasa las
intuiciones previas y toma la iniciativa ofreciendo respuestas a
preguntas que no se habian hecho. Esto es lo que sucede con el
analisis de Tr(:) en limites. ;Hasta qué punto la definicién de
Tr() en limites proporciona intuiciones aceptables acerca del
predicado verdad? La respuesta no es facil debido al deslumbra-
miento experimentado ante los beneficios que ofrece la considera-
cion de Tr() en limites, beneficios cuya bondad seria justo
reconocer, pero que lleva a omitir una respuesta a preguntas como
la presente. Sin embargo, un poco de reflexion puede contribuir a
desentrafiar los contenidos intuitivos que aparentemente se
esconden bajo una solucién puramente técnica.

¥ H. Herzberger [1982], p. 487
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La prolongacion de la construccién inductiva a ordinales
trasfinitos permite pensar en la obtencién de puntos fijos de V
relativamente a Tr(). Segun Kripke, esto permite imaginar un
punto en el cual se obtenga un lenguaje cuyo predicado verdad se
halla perfectamente codificado y libre de paradojas en dicho
lenguaje. Alcanzar un ordinal A para el cual sucede que Tr(A)=V(})
supone ciertamente, poder definir un lenguaje &, que codifica su
propio predicado verdad”. Como puede verse, la definicién del
predicado verdad en sucesores es s6lo un medio para hablar de
lenguajes semdnticamente cerrados y poder analizar alli, a través de
la estructura de los puntos fijos que los definen, el status de ciertos
enunciados con contenido autorreferencial. Si pensamos Ia
elaboracién de Kripke desde el trasfondo de la teoria Tarskiana de
la verdad, es justo reconocer que se logra exactamente lo que se
pretendia: hallar lenguajes seméanticamente cerrados que satisfagan
la condiciéon T para un subconjunto de enunciados libres de
autorreferencia. Obsérvese que la obtencién de puntos fijos de V
relativamente a Tr() estd conectada con el proceso inductivo de
forma tal que el valor que adopte Tr() en el cero puede actuar
como criterio clasificatorio. Si la extensién -y antiextension, ya que
se trata de un interpretacién de corte parcial- de Tr(:) es @ en el
cero, entonces es evidente que el punto fijo que se alcance en el
proceso tendra un especial valor. Este punto fijo, denominado el
menor punto fijo, posee la virtud de conceder un valor de verdad
solo a aquellos enunciados referencialmente sanos. Ni el Liar ni el
Truth Teller recibiran valor de verdad alguno en dicho punto fijo.
Este hecho permite definir la categoria de los enunciados bien
fundados -grounded- como aquellos que toman valor en este
punto fijo, y la de los no-bien fundados como su complemento.

Hasta aqui todo son ventajas. Sin embargo, es muy dudoso que
un andlisis de la autorreferencia que concluya simplemente por
situar el Liar y el Truth Teller en el mismo apartado constituya un
estudio en profundidad del problema de la autorreferencia. Para

. cfr.: 8. Kripke [1975], p. 705
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paliar esta situaciéon Kripke ofrece una solucién basada en la
consideracién de punto fijos que extienden al menor punto fijo™.
El Truth Teller siempre tomara un valor de verdad, aunque no
siempre el mismo, en todo punto fijo maximo -los cuales siempre
existen en virtud del Lema de Zorn- mientras que el Liar, al
establecer una pauta de alternancia de su valor de verdad de ¢ a
6+1, jamds adquirird un valor de verdad en ningin punto fijo. La
consecuencia inmediata de este razonamiento es la definicién de
enunciado paradoéjico como aquél que no toma un valor de verdad
en ninguin punto fijo.

Es indudable que el potencial clasificatorio de la propuesta
kripkeana es muy considerable, y hay que afiadir que no termina
donde ahora lo dejamos, sino que continua con la propuesta de
otros puntos fijos intermedios cuyas propiedades refinan aiin més
el andlisis obtenido.

Resulta dificil a la luz de lo expuesto imaginar criticas que
muestren deficiencias importantes en esta teoria. Sin embargo, las
hay. En primer lugar, se aprecia lo que denominaremos un déficit
l6gico, esto es, la ausencia de una conexién efectiva de las
intuiciones vertidas con un sistema formal reconocible en la
definicién de una relacién de consecuencia. En segundo lugar, hay
un evidente déficit analitico referido al estudio de los enunciados
paraddjicos que se traduce en la imposibilidad de distinguirlos
adecuadamente una vez que todos ellos se comportan de idéntica
forma en puntos fijos. Pero antes de pasar al comentario de estas
criticas, comentario que tendra lugar en la siguiente seccion, ain
debemos decir algo de la evolucién de las ideas originales de
Kripke, evolucién que, a nuestro juicio, confirma la creciente
percepcién de las deficiencias que acabamos de indicar.

Kripke muestra una explicita falta de interés por la conducta de
Tr(?) en sucesores”. Su definicién es necesaria tan sélo en el

® cfr.: S. Kripke {1975, pp. 708 y ss.

%, cfr. S. Kripke [1975], pp. 706 y ss.
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contexto de la verdad en limites y mds en particular, en limites
que se comportan como puntos fijos. Quien mas decididamente ha
mostrado el perjuicio que esta decisién causa al estudio particular
de las paradojas es, segiin nuestra opinion, H. Herzberger. Su
alternativa, bautizada con el nombre de semdntica ingenua -naive
semantics, supone una modificacién de la subestructura formal
kripkeana, limitada en principio, pero de consecuencias bastante
decisivas. Siguiendo su propio esquema, su alternativa consiste

en?:

Semantica ingenua:
Valuaciones clasicas.
Interpretacion semiinductiva de Tr("):
sucesores: Tr(o+1)=V (o)
limites: ?

La interrogacién que el propio autor sitila a continuacién de la
clausula correspondiente a limites es lo que justifica el nombre de
espacios semiinductivos para esta propuesta. Simplemente, si las
valuaciones son clasicas, y por tanto, exigen un predicado Tr(-)
completamente interpretado incluso en el cero, no cabe, en general,
esperar la existencia de puntos fijos. En el momento en que la
funcién de asignacién de nombres de enunciados permita generar
un enunciado del tipo del mentiroso, el proceso inductivo no
concluye en un punto fijo.

Aparentemente esta modificacion liquida las ventajas que se
pueden obtener siguiendo las instrucciones de Kripke, y desde
luego, deja de responder a lo que hemos considerado su funda-
mento intuitivo: la metdfora del aprendizaje. No obstante, una
mirada serena a la propuesta de Herzberger indica que lo que
tiene lugar es la adopcién de una nueva metafora en la que el
sujeto experimental estd preocupado esta vez no tanto en buscar
fundamento para asignar valores de verdad a enunciados en los

2 H. Herzberger [1982], p.487
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que participa Tr(), sino en prever cudl serd su pauta de revision.
Es decir, en anticipar las fluctuaciones a las que se va a ver
expuesto un enunciado que contiene el predicado Tr() cuando se
ve involucrado en un contexto autorreferencial. Bajo esta nueva
metéafora, llamémosle de la revisién, el sujeto experimental asigna
un valor de verdad a cada enunciado aunque tenga que ser a modo
de hipdtesis, y a partir de ahi su preocupacion sera averiguar si la
pauta de revisién adquiere en algiin momento un patrén constan-
te. La localizacion de estos patrones, denominados por Herzberger
instability patterns™ es lo que substituye en este contexto al papel
que en los espacios inductivos desempefian los puntos fijos. El
recurso en esta ocasién a los ordinales trasfinitos se produce para
asegurar la existencia de alignment points®, esto es, de ordinales
a partir de los cuales la pauta de revision de un enunciado
paradéjico adquiere una periodicidad constante.

No sin cierta intencién, podria considerarse que la propuesta de
Herzberg constituye la reaccién natural del frente formado por las
paradojas generadas por Tr(:) contra el déficit analitico indicado
anteriormente. El cardcter puramente instrumental que Kripke
otorga a la conducta de Tr(") en sucesores se transforma ahora en
una herramienta de andlisis y clasificacién de la autorreferencia
generada por Tr(’), y, constituye algo muy cercano ya a lo que
puede considerarse una respuesta satisfactoria al cilculo de puntos
fijos en Tr(-). Un enunciado autorreferencial posee una conducta
caracteristica asociada a dos valores susceptibles de ser calculados:
1) su pauta de revision, y 2) el periodo de dicha pauta. Nos
quedaremos con estos datos como referente obligado para la que
se pueda decir en la siguiente seccion.

El que nos refiramos al fundamento intuitivo de esta alternativa
como la metéfora de la revisién no es algo directamente imputable
a Herzberger. Nuestra intencién es la de tender un puente con las

2, H. Herzbergerg [1982], p.488

*. H. Herzberger {1982], pp. 492 y 495.
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aportaciones mas recientes de Gupta, por ejemplo, en las cuales se
asocia al predicado Tr() la caracteristica definitoria de tratarse de
un predicado sometido o ligado esencialmente a una regla de
revision®. Cualquier andlisis formal satisfactorio debe dar cuenta
de la regla de revisién caracteristica de Tr(:). Sin duda, la
exposicion de las ideas de Gupta son merecedoras de comentario
aparte. Sin embargo, hemos elegido a Herzberger como referencia
por su mayor claridad y concrecién a la hora de exponer algo que
basicamente se mueve en la misma linea. Lo tinico que queremos
destacar es que en las intuiciones de Gupta parece abrirse paso la
idea de que el estudio de diversos predicados generadores de
autorreferencia puede quedar unificado en un tratamiento
uniforme a través del andlisis de sus respectivas reglas de revisién.
Una idea tentadora pero embrionaria atn.

4. Modelos complejos. Calculo de puntos fijos en Tr().- El 1inico
propoésito de esta seccion es exponer una herramienta formal
destinada a aportar alguna solucién a los déficits 16gico y analitico
detectados en el anilisis de la seccién anterior. Al mismo tiempo,
intentaremos cefiirnos a unas condiciones de contorno que, de un
modo u otro, han ido apareciendo a lo largo de este ensayo.
Dichas condiciones se resumen en:

1. Por punto fijo en Tr(?) se entendera algo en la linea de lo
que se entiende por tal en el contexto de Bew(+), un enunciado
y demostrablemente equivalente en un cierto sistema S a un
enunciado de la forma A(Tr([y])).

2. El célculo de un punto fijo en Tr(-) en un sistema S debera
responder de algiin modo a los valores indicados por Herzber-
ger relativos a la pauta de revision y periodo del punto fijo.
3. Todo el proceso tendra lugar en un célculo reconocible
mediante su relacion de consecuencia admitiendo para ello la

%, cfr.: A. Gupta y N. Belnap [1993].
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validez de una representacion -via traduccion- de un aspecto
parcial de la conducta de Tr(").

Estas condiciones generales de contorno habrén de complemen-
tarse con otras cuya aceptacién queda, como siempre, a juicio de
lector. Empezaremos desarrollando la tercera de las condiciones.
En primer lugar se introducira un lenguaje &, cuyo vocabulario
basico contarda con un operador sentencial que hard las veces del
predicado Tr(?) y, ademds, un operador biargumental destinado
a codificar el contenido autorreferencial de cierto tipo de enuncia-
dos. La 1ultima novedad consiste en la admision de dos tipos de
variables sentenciales, unas referencialmente sanas, y otras cuyo
contenido enunciativo puede ser hecho explicito por medio del
operador biargumental mencionado®.

Definicion: &, es el menor conjunto de férmulas obtenido a partir
del vocabulario dado por <{o.B,..p.q..L{xy,.. }{~—&L{t0}> y
definido recursivamente como se indica a continuacién:
C.0) Vo,B,p.qxy Bpqxyes,
C.1) Para {~,—,&]} se consideran las cldusulas habituales.
C.3) Si Ae ¥, entonces tAe &,
C.4) Sea z una variable en {x,y,...}, entonces VAed, si sucede
que toda ocurrencia de una variable en {x.y,...} cae bajo el
alcance de t, y hay al menos una ocurrencia de algtn x en A,
entonces ©,Ae ..

%, Todo el material técnico que se va a desarrollar en esta seccién ha sido
extraido de un ensayo, de la misma autoria que el presente, titulado "Modelos
Complejos” y que, por el momento no ha sido publicado en ningiin medio. El
caracter fuertemente formal del mismo, as{ como la extension con que es preciso
describir las técnicas que son requeridas para establecer sus principales resultados,
impiden que los expongamos aqui como seria de desear. Por ello deberemos pedir
al lector que confie en la bondad de los mismos mientras tanto no vea la luz el
ensayo que recoge todo su justificacién formal e intutiva.
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Es seguro que con esta definicién nos granjearemos las criticas
de todos aquellos que se muestran disconformes con la asimilacion
de predicados sobre nombres de férmulas con operadores
sentenciales, pero esto probablemente es nimio en comparacién
con la reaccién que pueda suscitar 8,A. Obsérvese no obstante,
que P,A imita el requisito que se impone sobre la generacion de
puntos fijos en Bew(:) y que la tnica diferencia estriba en que en
este caso omitimos el esquema basado en el uso del bicondicional
que se deriva del lema de Diagonalizacion. La razon de esto es que
toda vez que no cabe pensar en el uso de &, para construir un
calculo en el contexto de PA, por ejemplo, sino en el de una
representacion en otro sistema, nos basta una expresién implicita
de la equivalencia demostrable entre z y A -exigida en la primera
condiciéon de contorno.

Otra critica a este lenguaje sera, sin duda, el haber insertado en
su vocabulario basico la diferencia entre enunciados bien fundados
-los obtenidos sin el concurso de {x,y,...}- y los no-bien fundados,
diferencia que deberia resultar del analisis formal y no del
lenguaje. Nuestra respuesta es que no estamos interesados en
obtener esta distincion, sino en analizar el efecto que esta distin-
cién, asumida ab initio, puede tener en el estudio de las paradojas
y la autorreferencia en general. Finalmente, obsérvese que la
clausula definitoria de ®,A admite la expresion de una variedad
suficiente, en principio, de puntos fijos, aunque impide codificar
contenidos que si son admisibles en el contexto del andlisis
kripkeano. Un ejemplo de lo primero es”:

1. Liar: @,(~tx)

2. Liar cycles: ©,(~ty), ®,(~tx)
3. Truth Teller @ (tx)

4. Lob’s Paradox: @ (tx—a),

¥ La nomenclatura correspondiente a estas paradojas es que se emplea en J.
Barwise y J. Etchemendy {1987].
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mientras que hemos excluido como férmulas bien formadas
expresiones del tipo @, (ta), por ejemplo. La razén para esta
limitacion no es, pese a todo, especialmente relevante. Para poder
acomodar expresiones de este tipo es preciso considerar una
alternativa a la clausula C.4 en la .definicién de &, mucho mas
compleja y acompafiarla, ademas, de una serie de convenciones
sobre la lectura intuitiva de las expresiones resultantes. Nos ha
parecido que la tarea que abordamos ahora es ya suficientemente
compleja como para afiadir variaciones intuitivamente poco
relevantes.

El lenguaje &, constituye lo que podriamos llamar un lenguaje
intermedio. Permite expresar adecuadamente las principales
ocurrencias de autorreferencia basada en la nocién de verdad que
se presentan en la literatura. Por otra parte, no constituye sino una
version algo mas elaborada desde el punto de vista formal del
lenguaje que, por ejemplo, usan Barwise y Etchemendy® con el
mismo propésito. Una vez establecido &, debemos contemplar el
lenguaje que servira para construir un calculo que satisfaga los
requisitos de representacion fijados en la tercera condiciéon de
contorno. Dicho lenguaje - L, en simbolos- es el de la 16gica modal
estandar al cual afiadiremos las dos conectivas cero-arias {1,7}. La
definicion de una traducciéon g:&#—L terminara de fijar los
requisitos minimos de la representaciéon en curso del tépico de la
autorreferencia en Tr(-) y dara satisfaccién a la primera de las
condiciones de contorno impuestas. Asi,

Definicion: Sea g:& —L como se indica:
C.0) ¥xe{xy,z,..}, (x)B=x
C.1) Voelo,p,...p.q.--}, (Be{Ll,T}
C.3) (tA)B=[KA)®
C4) (-Ap=-(A)
C.5) (AoB)E=(A)o(B)8, donde oe {—,v,&}
C.6) (@, (ANB=[Hx>(A)B)&(xe>(A)®)

3 cfr. ibidem.
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Como se aprecia con toda facilidad, la traduccién de ©,(A) imita
la pauta establecida en el caso de Bew(-), quedando asi perfecta-
mente claro qué tipo de estructura modal va a ser la encargada de
hacer funcionar el anilisis de la autorreferencia expresable en
nuestro lenguaje intermedio ¢,. Algo que a buen seguro no resulta
tan evidente es la decisién que ha llevado a definir la clausula C.1
del modo que se ha hecho. Su caracter hace que la propia traduc-
cién se comporte como una asignacién con efecto en los modelos
del sistema modal que se defina sobre L -esto nos va a permitir
referirnos a g indistintamente como traduccién o como asignacion.
Aunque todo esto quedara claro mas adelante, la razén de que
asignemos a enunciados referencialmente sanos en &, una constan-
te cero-aria no es otra que la necesidad de estabilizar su conducta,
relativamente a cada modelo, en oposicion al comportamiento
admitido para enunciados referencialmente viciados® -cuya
conducta se recoge en C.2. Esta maniobra debera ser tenida muy
en cuenta a la hora de definir una relacion de consecuencia sobre
s, relacién de consecuencia dependiente del cilculo modal
facilitado por la traduccién.

Una vez alcanzado este punto, lo que corresponde es pasar
directamente a la exposicién y comentario del sistema modal que
debe realizar el trabajo de anilisis requerido. Nuestra eleccién al
respecto no pasa por seleccionar un sistema modal conocido, sea
o no habitual, y elaborar entonces una traduccién tan compleja
como se requiera. A la vista de g, se puede comprender facilmente
que esta no es nuestra opcién. Para que el analisis de la autorrefe-
rencia en Tr() resulte realmente operativo hemos estimado
necesario construir un tipo de estructuras, que denominaremos

®. La razén dltima de esta diferencia es que un enunciado referencialmente
viciado puede sufrir revisiones en su valor de verdad. Esto es, puede variar de un
indice we W, a otro. Mientras que comparativamente, un enunciado referencialmen-
te sano debe exhibir una conducta estable que excluya la posibilidad de revisién de
su valor.
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marcos complejos, que enriquecen la trama basica de los marcos
modales estandar -kripkeanos.

Una decision tan severa como esta necesita alguna justificacién
preliminar. El somero repaso efectuado aqui a la linea originada
a partir del Outline de Kripke muestra que en el andlisis de la
conducta de Tr(:) parece haber dos componentes diferenciables.
Uno, lo que Gupta denomina su regla de revisién, y cuyas
consecuencias creemos ver recogidas, al menos en parte, en el
trabajo de Herzberger. Otro, aquel por el cual resulta posible
afirmar ciertos principios elementales acerca de la conducta de la
verdad, ya se interprete como predicado u operador. El primer
componente queda recogido en el contexto de los espacios
inductivos y semiinductivos en la conducta de Tr(:) en sucesores,
mientras que el segundo no parece tener una traduccién adecuada
en dicho contexto -consecuencia evidente del déficit 16gico
imputado a esta linea de investigacion. Algo de esto se observa, no
obstante, en la conducta de Tr(-) en limites, pero no existe una
coleccién de axiomas especificos que constituyan, por analogia al
caso de Bew("), la logica caracteristica de Tr(-).

Nuestro objetivo es, de un lado, establecer un contexto modal
que nos permita analizar la regla de revision ligada a la conducta
de Tr(+). Tomando nota de lo que Herzberger establece, daremos
por sentado que todo andlisis ingenuo de un enunciado autorrefe-
rencial posee un periodo que, en nuestro caso, supondremos finito,
y que en dicho periodo tiene lugar una pauta de revisién caracte-
ristica®. Por otro lado, queremos solventar el déficit 16gico
indicado en la seccién anterior ofreciendo una coleccién de
axiomas de Tr(:) -del operador t en nuestro caso- que capture lo

® La interpretacion de las ideas de Herzberger en torno a la existencia de
alignment points en los ordinales limite, queda ahora traducida en términos de ciclos
finitos. Es dificil juzgar aqui si esta modificacién de sus intuticiones responde o no
a su motivacion original. Nuestra impresion al respecto es que la reformulacion
propuesta separa papeles que aparecen mezclados en el uso de limites en los
espacios semiinductivos.

72



que pueda ser la légica caracteristica de Tr(-) en relacién a la regla
de revisién que le es peculiar.

Estas consideraciones permiten ya prever que un marco modal
estandar puede resultar expresivamente insuficiente para capturar
conductas distintas en su operador "[1', por més que puedan estar
conectadas de alguna manera. Por otra parte, y como es bien
sabido, la construccion de una légica modal que permita acomodar
en su relacién de accesibilidad la idea de ciclos de periodicidad
finita sometidos a variaciones en el valor de las variables en los
indices incluidos en el ciclo en cuestion, no va a resultar finitamen-
te axiomatizable. Si imaginamos un marco <W,R> adecuado a tal
proposito, las condiciones a imponer sobre la relacién de accesibili-
dad pasan necesariamente por lo siguiente:

1. VwIlw/ (wRw’),

2. Vw(wR'w), donde n<® y wR'W’ se interpreta como la
existencia de una cadena de indices de longitud n que permite
pasar via Rde wa w'.

Es evidente que los axiomas especificos de esa 1égica serian:

Axl. rFLA6MA,

Ax2. rA->L"A, teniendo en cuenta que el modo en que Ax2
captura la segunda condicién sobre R es dependiente en este
caso del contexto fijado por Ax1.

Asi las cosas, la tnica solucién posible parece pasar por el intento
de conjuntar adecuadamente dos fragmentos de marcos modales
estandar de tal modo que uno de ellos sea sensible a todo lo que
tiene lugar en el segundo. Esta operacién la realiza un marco
complejo:

Definicion: Por un marco complejo se entenderd la siguiente

tupla: <W,,(R;},...R;,...},<W,,R,>>, donde,
1) Wolwk¢®1
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2) Woﬁwk=®,
3) Vie W,, R)'cli}x(W,uli})
4) Rc(W, )

En principio, el par <W,,R,> debe ser un marco modal estdndar
en el que tendrén aplicacién las técnicas al uso. La novedad reside
en la existencia de indices i en W, s6lo conectados con indices en
W, y a lo sumo consigo mismos. Lo que se pretende con ello es
hacer depender las propiedades modales de dichos indices séla y
exclusivamente del aspecto que en cada caso tenga el par <W R,>
y de las restricciones impuestas en el modo en que estos indices se
conectan con W,. Dicha conexion se efectiia a través la coleccion
{Ry,..Ry,..} y constituye lo que metaféricamente se podria
denominar la dptica aplicada a <W,,R,>. La definicién de modelo
es inmediata: '

Definicién: Sea € un C-marco. Por un C-modelo se entenderé el
par <C,v>, donde v se define por induccién del modo que sigue:
1) vidyx{WUW,1-{0,1}
2) para conectivas sentenciales se mantienen las cldusulas
estdndar.
3) v (L A, &) =1 Sy s s
1) si £ W,, entonces Vn tal que ERSn v(An)=1.
2) si Ee W, entonces Vw tal que ER,w v(A,w)=1.

Una vez definida la semantica asociada a los C-modelos se
puede pasar a establecer dos relaciones de consecuencia cuyo fin
sera el de conectar clases de C-modelos con lo que denominaremos
pares modales.

Definiciéon: Validez médulo I' -T" una clase de C-modelos.

1) =gA syss VyeI' y Vie W, W, en v v(A,D=1.
2) =g A syss VyeI'y Vwe W,, W, en vy v(A,w)=1.
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La descripcion de ldgicas en el contexto de C-marcos y C-
modelos pasa necesariamente por la mencién de dos subsistemas,
uno asociado a =g, y otro asociado a =g,. Esta estructura constitui-
da por dos sistemas caracterizables en principio sobre clases de C-
modelos recibira el nombre de par modal y se representara como
<5y, 5>.

Como se puede imaginar, la complejidad que puede alcanzarse
en este contexto es realmente considerable, sobre todo cuando se
trata de obtener los consabidos resultados de completud y
decidibilidad respecto a alguna clase de C-marcos. Pediremos de
nuevo al lector un acto de fe evitando asi la exposicién de unos
resultados excesivamente técnicos en un ensayo de caracter mas
bien discursivo.

Nuestro objetivo es ahora describir un par modal <5,5,> tal
que resulte demostrablemente correcto y completo respecto a una
clase de C-modelos caracterizables por la condicién siguiente:

Crt: Ywe W, tal que 3ie W, para el que iRy'w sucede que wR,"w
para algin n<o.

El simbolo Crt hace referencia al término condicion de revision de la
nocion de verdad. En este caso, la descripcién del par en cuestion se
hard caracterizando S; y S, de forma independiente y explicita,
algo que podria obviarse en una exposicion algo mas compleja y
detallada.

Definicién: El par <PK2B,KS> responde a la siguiente axiomatiza-
cién:
PK2B:
Ax1. rppl XA—B)—>(OA-[IB)
AX2. rppdATIA
AX3. rplA-~[-A
Ax4. ol KOASA) DA A)
R1. MP
R2. +¢sA entonces rpys00A
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KS:Ax1. + [ XA—B)—>(CA-IB)
Ax2. OA--THA

R1. MP

R2. A entonces H[JA

El aspecto més llamativo de esta axiomatizacion lo constituye
a buen seguro la regla R2 de PK2B. Lo unico que podemos hacer
por aclarar esta eleccion es indicar que no es posible garantizar
que cualquier combinacion de sistemas en un par modal sea tal
que el célculo S, que actiia como Optica satisfaga la regla de
necesitacion. Es mds, en el caso que nos afecta, la clausura de la
base axiomatica de PK2B bajo necesitacién genera el colapso de
PK2B en un sistema muy similar al propio KS, y desde luego
incapaz de codificar la conducta que nos interesa.

Somos conscientes que el tratamiento modelo-teorético alternati-
vo que aqui se propone para los lenguajes modales estandar tiene
un interés que puede sobrepasar los objetivos aplicados que aqui
nos hemos fijado. En particular, <PK2B,KS> es capaz de axiomati-
zar una condicion sobre una relacion de accesibilidad, R, en este
caso, que es imposible axiomatizar finitamente por métodos
estandar, tal y como se habia indicado lineas atras.

Volviendo a lo que nos interesa, hemos alcanzado un punto en
el cual se puede establecer una relacién de consecuencia sobre
nuestro lenguaje intermedio ¢, utilizando para ello el par <PK2B,-
KS> y la traduccion g previamente definida. El procedimiento
recuerda parcialmente al que se sigue en el caso de Bew(:) y KW
s6lo que ahora podemos ahorrarnos los Teoremas de Completud
aritmética de Solovay. Asi,

Definicion: VI',A en &, T'+A syss Vg sucede que I'p5fA, donde
FrpgogA debe interpretarse como (I8 pyop(A)2.

Como se verd en breve, esta definicion permite ofrecer una

respuesta, a nuestro juicio satisfactoria, a los déficits logico y
analitico indicados en la seccién anterior a propdsito de los
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espacios inductivos y semiinductivos. Al tiempo, permitird obtener
esta respuesta ajustandose a las condiciones de contorno estableci-
das al principio de esta seccion.

Si se vierte ahora la base axiomatica de PK2B en &, utilizando
para ello la traduccién g y la definicion que acaba de ser estableci-
da se obtiene:

Ax1. rt(A>B)—>(tA—>tB)

Ax2. HAGLA

Ax3. HtA>~t~A

Ax4. rt(tA—>A)-t(tAOA)

Seguramente resultaria excesivo considerar Ax1-Ax4 como la
légica caracteristica de la nocién de verdad, interpretada como un
operador sentencial, del mismo modo que KW puede ser conside-
rada la légica caracteristica de Bew(?). En el caso de la verdad
carecemos del referente -PA- que en el caso de Bew(-) nos permite
hacer esa afirmacién y estar seguros de ella. Por otra parte, el par
<PK2B,KS> no constituye la tnica posibilidad de andlisis. De
hecho, su nomenclatura indica la existencia de pares modales en
su vecindad capaces de capturar otras formas de analizar la pauta
de revision de enunciados autorreferenciales. Lo que si se puede
afirmar es que si la regla de revision que se considera asociada a la
nocion de la verdad responde a la condicién Crt entonces PK2B es
la 16gica caracteristica de dicha nocién relativamente a esa regla de
revision.

Estos comentarios hacen hasta cierto punto innecesaria la
justificacion intuitiva de los axiomas de PK2B, simplemente son los
que permiten expresar la regla de revision Crt. Sin embargo, si que
querriamos indicar que un anlisis en este sentido del Ax4 puede
resultar una tarea realmente digna de abordar. Sélo diremos que
su aspecto parece indicar cudl es la distancia que separa un
sistema que satisfaga todos los bicondicionales tarskianos de una
que pueda representar suficiente cantidad de autorreferencia. Es
decir, parece establecer la diferencia entre un uso libre de contra-



dicciones de la nocién de verdad de otro que considere dicha
nocién sometida a una regla de revision.

Esta es nuestra respuesta al problema de déficit 16gico que
afecta la propuesta kripkeana plasmada en los espacios inductivos.
La respuesta al déficit analitico s6lo puede proceder de la exposi-
cién de unos pocos ejemplos. Antes, queremos advertir al lector de
que las soluciones que se obtengan mediante el concurso de ~
definida sobre &, no difieren sustancialmente de otras soluciones
propuestas en las literatura desde contextos distintos. Por ejemplo,
los dependence trees de Yablo”, o los valores que Herzberger
asigna a los enunciados autorreferenciales en limites ofrecen
soluciones muy similares a las que aqui vamos a encontrar.

Ejemplo 1: (Liar)
0, (~tx) rx&~tx
Ejemplo 2: (Lob’s Paradox)
0, (tx—o)+(x&~tx)v(x&tx), ademds se puede afirmar que
0, (x> H~a—>0 (~tx)) y
0, (tx—o)-(o— 0 (tx))
Ejemplo 3: (Truth Teller)
0, () H(x&tx)v(~x&t~x)

Como puede observarse, los ejemplos aportados no constituyen
un ejemplo de cdlculo en el sentido en que se calculaban puntos
fijos en Bew("). Lo que se ha hecho es analizar las consecuencias
de expresiones que en &, codifican enunciados autorreferenciales.
Lo mas proximo a un célculo en ese sentido estricto es, tal vez,
desentrafiar los valores que x y tx (t~x) poseen en los indices ie W,
y reflejar ese dato via consecuencia. Sin embargo, el cédlculo de la
paradoja de L6b, que codifica construcciones autorreferenciales del
tipo "Si este enunciado es verdadero entonces llueve"”, por ejemplo,
indica la posibilidad de imaginar un sentido mucho mas interesan-
te para el cdlculo de un puntos fijos @,A. Obsérvese que en el

¥ cfr. S. Yablo (1982], pp. 124 y ss.
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ejemplo 2 se ofrecen consecuencias de la paradoja de Léb, la
primera de las cuales indica que si no es el caso que o, entonces
x se comporta como el Liar, mientras que si efectivamente o,
entonces su conducta responde a la del Truth Teller. Este caso
representa un ejemplo de reducciéon de la estructura de un
enunciado autorreferencialmente complejo a otros en apariencia
mas elementales. Si fuera posible hallar construcciones canénicas
en términos de @,A que asociasen ciclos de una periodicidad y
pauta de revisién fijadas de antemano para un enunciado x,
entonces podiamos entender que una buena forma de analizar -
calcular- el contenido autorreferencial de un enunciado pasaria por
establecer via + su conexion con dichas formas candnicas. Por
desgracia no estamos en condiciones de ofrecer ningun resultado
definitivo a este respecto aunque todo perece indicar que es
facilmente obtenible. Aunque en el contexto de + es posible
resolver ya parte del déficit analitico detectado en el tratamiento
kripkeano, haciendo uso, por ejemplo, de la posibilidad de
distinguir médulo + enunciados paradéjicos con periodicidad y
pauta de revision distintas, creemos que sélo un resultado claro en
la direccién indicada permitiria capturar realmente los valores que
Herzberger asocia a la solucién de enunciados autorreferenciales
en el contexto de su semdntica ingenua.

Queremos finalizar mencionando un resultado acerca de la
unicidad de puntos fijos predicada esta vez en el contexto de &,
Este problema ha ocupado a autores tan destacados como Barwise
y Etchemendy en una obra tan extensa como The Liar y en cierto
modo ha guiado su trabajo formal. No cabe duda que un resultado
de unicidad es siempre deseable en el contexto de un andlisis de
enunciados autorreferenciales. La razon reside, posiblemente, en
el uso de términos deicticos en la expresion informal de muchos
enunciados autorreferenciales. "Este enunciado es falso" se codifica
como 0,(~tx), pero nada impide otra eleccién de variable en el
conjunto {x,y,z,...}. Si + no permitiera establecer

H O, (~tx)&® (~ty)] > (xy)
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podriamos pensar seriamente en una incorrecta interpretaciéon de
su contenido autorreferencial. Por fortuna, podemos contar con un
resultado de unicidad que demuestre la inferencia que acaba de
ser expuesta, y en general, podemos establecer un teorema de
unicidad restringida a enunciados autorreferenciales cuya pauta de
revisién les sitia en el campo de las paradojas. Sin embargo, no
podemos afirmar lo mismo respecto al Truth Teller, ni en general
respecto a cualesquiera enunciados autorreferenciales.

Este hecho y la ausencia de un resultado neto que permita
asociar expresiones candnicas a ciclos en R, con cierto periodo y
pauta de revisién hacen que nuestras expectativas acerca de hallar
una respuesta satisfactoria al déficit analitico se realicen sélo
parcialmente. Tampoco se debia aspirar a mucho mas.

Somos conscientes que la impresion que puede sacar el lector
interesado de este ensayo depende en buena medida de la
justificacién y ulterior desarrollo de la herramienta formal que
hemos presentado en esta seccién. Creemos, no obstante, que las
criticas vertidas a las propuestas basadas en los espacios inducti-
vos son independendientes de la validez de nuestros resultados.
Y confiamos igualmente que una exposicion en profundidad de los
marcos complejos y sus caracteristicas generales podria mostrar
que nuestro interés en ellas no es injustificado. Hasta entonces,
baste con lo dicho.
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