LA GACETA DE LA RSME, VoL. 7.2 (2004), PAcs. 553-566 553

PROGRAMAS INFORMATICOS EN MATEMATICAS
Seccién a cargo de

Emilio Bujalance

Cohomologia 3D y visualizacién'

por

R. Gonzéalez—Diaz, F. Leal, P. Real

Proponemos un método para visualizar conceptos altamente abstractos
en objetos tridimensionales, representados éstos como complejos simpli-
ciales. Dichos conceptos son ciertos invariantes topolégicos como los gru-
pos de homologia y cohomologia, y el anillo de cohomologia. Primero,
adelgazamos el complejo simplicial de partida de tal forma, que existe
una equivalencia de homotopia especial (una contraccién de cadenas) en-
tre el objeto de partida y el adelgazado. A continuacién, computamos
los invariantes en el esqueleto resultante. Presentamos un pequeno pro-
grama llamado EditCup?, en el que hemos implementado dicho método
y algunos ejemplos concernientes al adelgazamiento topolédgico, a la vi-
sualizacién de clases de (co)homologia y a la computacién del anillo de
cohomologfia.

1. REPRESENTACION DE OBJETOS 3D

Las formas tipicas de representacion de objetos 3D son: la representacion
mediante véxeles [12], la representacién tetraédrica [2] y la representacion

!Parcialmente subvencionado por la Junta de Andalucia. Grupo del Plan An-
daluz de Investigacién FQM-296: Topologia Computacional y Matemdtica Aplicada.
http://www.us.es/gtocoma

2Trabajo tedrico desarrollado por R. Gonzdlez—Diaz y P. Real. Primera versién del pro-
grama implementada por J.M. Berrio, M.M Maraver y F. Leal (ver [3, 4]). Segunda versién
implementada por F. Leal. http://www.us.es/gtocoma/editcup.zip
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Figura 1: Un cubo compuesto por 6 tetraedros.

mediante superficies [9], que se corresponden con la particién del espacio 3D
en cubos, tetraedros y superficies compactas, respectivamente.

Nosotros usaremos una representacién especial para abordar nuestro pro-
blema, que llamaremos representacion simplicial, ya que es adecuada para el
célculo del anillo de cohomologia y a la vez permite representar objetos 3D.
La idea clave es la siguiente: primero consideramos el conjunto V' de puntos
de R? con coordenadas enteras que les llamaremos vértices. Supondremos que
los vértices estan ordenados lexicogréficamente (es decir, (x,y,2) < (a,b, c) si:
r<abxr=aey<b 6x=a,y=>byz<c) Ahora, subdividimos el
espacio R? en cubos de lado uno, con vértices en V. A continuacién, cada cubo
lo descomponemos en 6 tetraedros como se observa en la figura 1.

Para describir los tetraedros que conforman el cubo de la figura 1, haremos
uso de la siguiente terminologia proveniente de la Topologia Algebraica [11].
Sea W = {vg,v1,...,v,} un conjunto de n + 1 vértices afinmente ordenados
de menor a mayor. Se denota por o = (vg,v1,...,v,) y se llama n—simplice
a la envolvente convexa de esos n + 1 vértices. De esta forma, un O-simplice
es un vértice, un 1-simplice es un segmento, un 2-simplice es un triangulo
y un 3-simplice es un tetraedro. Asimismo, una i—cara de o (i < ¢) es un
i—simplice cuyos vértices estan en el conjunto W. Un complejo simplicial K
es una coleccion de simplices tal que si un simplice esta en K, entonces todas
sus caras también, y la interseccion de dos simplices cualesquiera es una cara
comtn o vacia. Un simplice o de K se dice mazimal si no es cara de ninguno de
los simplice de K de dimensién superior. Por tltimo, un subconjunto K/ C K
es un subcomplejo de K si es un complejo simplicial por si mismo.

Con esta notacion, la lista de los 6 tetraedros que componen la figura 1
es:

{ <p17p25p4ap6>’ <plap3ap4ap5>a <plap4ap5ap6>7
(p3,p4,p5,D8), (P3, D5, D7, Ps), (P4, P5. P, Ps)  }-

Los 6 tetraedros junto con todas sus caras convierten cada cubo en un complejo
simplicial. Adems4s, si dos cubos en R? son adyacentes, entonces presentan en
su borde comun vértices, lados y tridngulos que son simplices en ambos cubos.
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Por tanto, podemos considerar el espacio R?® como un complejo simplicial
infinito. Una representaciéon simplicial K es un subcomplejo finito de este
complejo infinito.

Observemos que una representacion simplicial donde sélo aparezcan tetrae-
dros, puede verse como una representacion tetraédrica especial. Por otra parte,
todo objeto 3D representado por voxeles tiene asociada también una repre-
sentacién simplicial (ver [8]).

2. EL PROGRAMA EDITCUP

El programa EditCup ha sido disefiado con la intenciéon de crear una her-
ramienta de visualizacién de objetos 3D, que mejore la comprensién de concep-
tos altamente abstractos de la Topologia Algebraica, como son la cohomologia
y el anillo de cohomologia. Hemos usado una libreria gratuita para crear “mun-
dos” en 3D llamada Morfit (www.morfit.com). En el programa EditCup, un
mundo consiste en una representacién simplicial particular. Usando los cur-
sores podemos movernos en cualquier direcciéon dentro del mundo creado. Para
distinguir simplices maximales de distinta dimensién usamos colores diferentes:
rojo para los tetraedros, verde para los triangulos, azul para los lados y negro
para los vértices. Hemos anadido un pequeno voxel rojo dentro de cada tetrae-
dro dibujado, para saber si estamos fuera o dentro de un tetraedro, o si un
tetraedro esta hueco o no. Para crear un nuevo mundo, el usuario debe intro-
ducir el numero de filas, columnas y niveles de profundidad de un fichero nuevo.
Por ejemplo, en la figura 2, hemos creado un fichero llamado Prueba, con 4
filas, 3 columnas y 3 capas. A continuacién, podemos crear una representacion
simplicial seleccionando el comando Editar Matriz. Se despliega entonces una
ventana. En la parte izquierda de la ventana, aparece un mend donde vamos
senialando los simplices que queremos representar dentro del cubo elegido. En
la parte de la derecha, se ird mostrando la representacién simplicial que vamos
creando. El cubo amarillo que aparece a la derecha, representa el cubo que
seleccionamos en cada momento. En la figura 3, podemos observar que solo se
visualizan los simplices maximales de la representacion simplicial que estamos
creando.

3. COMPUTACION DE ANILLO DE COHOMOLOGIA

En esta seccion, explicaremos los diferentes pasos a seguir para calcular
el anillo de cohomologia de una representacién simplicial dada. Para poder
mostrar toda la maquinaria algebraica utilizada, debemos recordar primero
algunas definiciones propias de la Topologia Algebraica. Seguiremos el libro
de Munkres para este propésito [11].
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Figura 2: Creando el fichero Prueba.

{ EditCUP (beta) - Prueba
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Figura 3: Creando una representacion simplicial.
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Antes de nada, hemos de resaltar que, por simplicidad, el anillo base que
consideramos es Zs (los tnicos coeficientes seran 0y 1, y se cumple que 1+1 =
0).

Un complejo de cadenas C es una secuencia

Dgt1 d
Cq+1q—>Cq_q> q—l"'7 qGZ’

de grupos abelianos C; y homomorfismos 0, (llamados operadores borde), tal
que, para todo ¢, 9; 0 Og41 = 0. Una cadena a € C; se llama g—ciclo si
Oq(a) = 0. Ademds, si a = 0y41(d’) para alguna cadena a’ € Cyqq entonces
se dice que a es un g—borde. Denotamos el grupo de g—ciclos y g—bordes por
Zy y By respectivamente, y definimos Zy = Cy. Debido a que 9, 0 9y41 = 0,
tenemos que B, C Z,, y por tanto, tiene sentido definir el ¢g-ésimo grupo de
homologia como el grupo cociente H,(C) = Z,/B,. Dado a € Z,, denotamos
por [a] a la clase de homologia a + B, en Hy(C) determinada por a.

Sea K un complejo simplicial. En este caso, una ¢g—cadena a es una suma
formal de simplices de dimension ¢. El operador borde aplicado a un g—simplice
o = (vo,v1,...,7), es la suma formal de todas sus (¢ — 1)—caras:

q
8(10' = Z(UQ,’UL...,’L?Z',...,’U(D,
i=0

donde el acento circunflejo indica que se omite el vértice v;. El operador borde
0, se puede extender a las g-cadenas por linealidad. A la familia C(K) =
{Cy(K), 04 }q>0 se le llama complejo de cadenas asociado a K. La homologia
de K, denotada por H(K), se define como la homologia del complejo de cade-
nas C(K). Dado que los complejos simpliciales que consideramos aqui estén
inmersos en R3, los tinicos grupos de homologia no nulos posibles son los de
dimensién 0, 1 y 2. Ademads, ninguno de estos grupos tiene parte de torsion.
Al rango de cada uno de los grupos de homologia se le denota por Gy, B1 y
(B2, respectivamente. En general, Gy coincide con el nimero de componentes
conexas del complejo, #1 con el numero de tuneles y (G2 con el nimero de
cavidades.

Por ejemplo, el complejo de cadenas asociado al complejo simplicial L,
mostrado en la figura 4 es:

Cy(L) = Z2{(2,3,6)}
Z2{(1,2),(1,5),(2,3), (2,6), (3,6), (5,6)}
Co(L) = Z2{(1),(2),(3),(5),(6)}

El complejo L tiene una componente conexa, un tunel y ninguna cavidad,
siendo:

Q
E
I

Ha(L) = Ker 9 = 0
Hy(L) = Ker &1 /Tm 85 = Zo{[(1,2) + (1,5) + (2,6) + (5,6)]}
Ho(L) = Ker 0p/Im 01 = Z2{[(1)]}
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Figura 4: La representacién simplicial L.

Enfaticemos que el concepto méas importante para el desarrollo de este
trabajo es el de contraccion de cadenas [10], ya que el algoritmo diseniado para
el calculo de anillo de cohomologia se basa principalmente en el uso de esta
herramienta. Una contraccion de cadenas de un complejo de cadenas C hacia
otro complejo de cadenas C’ es un conjunto de tres familias de homomorfismos

(f,9,¢) tal que:

e f:C—(C'yg:C — C son morfismos de cadenas, es decir, son familias
de homomorfismos {f, : C; — Cy} y {g, : C; — C,} compatibles con
los operadores borde de C y C'.

e f, 094 es el morfismo identidad z'dcé : Gy — Cy, para todo q.

e Para cada q, ¢, : Cy — U441 es una homotopia de cadenas del morfismo
identidad idc, hacia g, o f,, es decir,

$q—100g + Og1 0 ¢g = idc, + gq© fq-

Algunas propiedades importantes de las contracciones de cadena son:
(1) C’ tiene, a lo sumo, el mismo nimero de generadores que C.
(2) Cy C' tienen grupos de homologfa isomorfos.

En las siguientes dos subsecciones presentamos dos ejemplos de algoritmos
que calculan contracciones que llamaremos, respectivamente, adelgazamiento
topoldgico y adelgazamiento “algebraico”, que han sido implementados en el
programa EditCup. Seguiremos la siguiente notacion: Sea a una cadena y b un
elemento de a. Denotamos por (a;b) a la nueva cadena obtenida al reemplazar
b por una variable x y resolver la ecuacion ¢ = 0 para la variable z. Por
ejemplo, si @ = b+ ¢ + e, entonces (a;b) = ¢ + e. En la tercera subseccién
explicamos un método para computar el anillo de cohomologia de un complejo
simplicial.
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3.1 ADELGAZAMIENTO TOPOLOGICO

Para adelgazar topologicamente objetos 3D usamos colapsamientos sim-
pliciales [1]. Una propiedad importante de este proceso es que existe una con-
traccién de cadenas de la representacion simplicial K de partida hacia su
adelgazado M,,, K [6].

Supongamos que o € K es un g-simplice y ¢’ es una (¢ — 1)-cara libre de
o (es decir, 0’ es cara de o pero no es cara de ningin otro simplice de K),
entonces decimos que K colapsa simplicialmente sobre K —{o,c’}. De manera
mas general, un colapsamiento simplicial es cualquier secuencia de tales ope-
raciones. Una representacién simplicial adelgazada Mo, K es un subcomplejo
de K con la condiciéon de que ninguna cara es libre. En este caso, es obvio que
no es posible colapsar mas. Partiendo de una representacién simplicial K, el
siguiente algoritmo calcula M, K y la contraccion (fiop, Gtop, ¢top) de C(K)
hacia C'(MiopK).

Inicialmente, M, K = K.
Mientras exista ¢ maximal con una cara libre ¢’ hacer:
Miop K = Mo, K — {0,0"},
ftop(o-) =0,
¢top(0) =0,
ftop(OJ) = ftop(aa; OJ)a
¢top(01) =0+ ¢top(605 UI)-
Si o € M, K, entonces

ftop(o-) =0,

gtop(a) =0,

Ptop(0) := 0.
Fin.

Observar que ya que existe una contraccién de C(K) hacia C(MopK),
podemos calcular invariantes topoldgicos sobre el complejo adelgazado Mo, K,
y los resultados pueden trasladarse facilmente al complejo simplicial original
K via dicha contraccion.

Si queremos adelgazar topolégicamente una representacién simplicial K
que ya hemos grabado en el programa EditCup, hemos de seleccionar los co-
mandos: “Matriz”, “Adelgazar” y “Colapsamiento simplicial”. Después de ha-
cer esto, aparece una ventana con una lista de pares de simplices que repre-
sentan las parejas {0, 0’} que se van eliminando en cada paso del algoritmo.
Al cerrar esta ventana, nos aparece la representacion simplicial adelgazada
M,,, K. En la figura 5 aparece un ejemplo de este proceso. En la siguiente
tabla mostramos el resultado de aplicar los morfismos f.,,, giop ¥ @r0p SObTE
cada uno de los generadores:
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Figura 5: La representacion simplicial L, las parejas de simplices que se han
eliminado, y el complejo adelgazado M,,,L.

L MtopL ftop Gtop ¢top
(2,3,6) 0 0
(2,3) (2,6) (2,3,6)
(3,6) 0 0
(3) (6) (3,6)
(1) 1 | @ @ 0
(2) 2 | @ | @ 0
(5) (6) | (5) | (5) 0
(6) 6 | 6 | (6 0
1,2) | (1,2) | (L2 | @2 | o
(1,5) | (1,5) | (1,5) | (1,5) | 0
(2,6) | (2,6) | (2,6) | (2,6) | 0
(5,6) | (5,6) | (5,6) | (5,6)| 0

3.2 ADELGAZAMIENTO “ALGEBRAICO”

Interpretando el “algoritmo incremental” para calcular los grupos de ho-
mologia en R? que aparece en [5], calculamos una contraccién (f,g,¢) de
C(K) hacia H(K), permitiéndonos determinar tanto un ciclo representativo
para cualquier clase de homologia como la clase de homologia que represen-
ta un ciclo dado. Todo este proceso se puede ver como un adelgazamiento
algebraico del complejo de cadenas de K.

Sea (01,...,0.,) una ordenacién del conjunto de simplices de una repre-
sentacion simplicial dada, K, con la propiedad de que cualquier subconjunto
suyo de la forma {o1,...,0;}, i < m, es un subcomplejo de K. El algoritmo
que explicaremos a continuacién, calcula un complejo de cadenas C, mediante
un conjunto de generadores h, y una contraccién de cadenas (f, g, ¢) de C(K)
hacia C. Inicialmente, h estd vacio. Al final del algoritmo, C es un complejo
de cadenas isomorfo a la homologia de K. En el paso i—€simo del algoritmo,
se anade el simplice o; al conjunto {o1,...,0;-1} y en ese caso, una clase de
homologia (un generador de h) es creada o destruida. Si fd(o;) = 0 entonces
o; “crea” la clase «;. En otro caso, o; “destruye” una clase de homologia que
es un sumando de la expresién f0(o;). El pseudocddigo del algoritmo es:
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Desde 7 =1 hasta %= m hacer
si fO(o;) =0 entonces
h:=hU {(XZ‘},
En otro caso, sea «; un sumando de f0(o;) entonces
f(oi) =0,
¢(0i) =0,
h:=h—{a;},
floj) = (fO(0:); o)),
6(0)) = i + (60(0,); 9(0));
desde 7 =1 hasta ¢ =m hacer
si «; € h entonces
g(a;) == i + ¢9(0i),
¢(04) == 0.

Fin.

Por ejemplo, sea L la representacion simplicial de la figura 4. En la si-
guiente tabla mostramos el resultado de aplicar los morfismos f, g y ¢ sobre
cada uno de los generadores, después de aplicar el algoritmo anterior:

L h | f g ¢
<1> aq 1 <1> 0
(2) ai (1,2)
(3) a (1,2) + (2,3)
(2,3) 0 0
(6) ay (1,2) + (2,6)
(2,6) 0 0
(3,6) 0 (2,3,6)
(5) ai (1,5)
(2,3,6) 0 0
(1,5) 0 0
(5,6) | ain | aq1 | (1,2) + (1,5) + (2,6) + (5,6) 0
(1,2) 0 0

De esa forma, los grupos de homologia de L son: Hyo(L) = Zo{on }, Hi(L) =
Zo{an1} y Ho(L) = 0. Para més detalles sobre este proceso de adelgazamiento
algebraico, ver [7, 8].

Para poder calcular una contracciéon de una representacion simplicial K
hacia su homologia usando el programa EditCup, hemos de seleccionar los
comandos “Complejo 3D” y “Visualizar”. Aparece una ventana con distintas
opciones. Entre ellas, la opcién “Calcular clases de (co)homologia” devuelve
la contraccién de C'(K) hacia H(K). Seleccionando “Ver (co)ciclos” aparecen
los simplices que forman parte de los distintos (co)ciclos representativos de las
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clases de (co)homologia de K. Al final de este articulo veremos ejemplos de
visualizacién de (co)ciclos usando EditCup.

3.3 “VISUALIZANDO” EL ANILLO DE COHOMOLOG{A

Después de aplicar adelgazamiento topoldgico y algebraico a una repre-
sentacion simplicial K dada, estamos en condiciones de calcular el anillo de
cohomologia de K. Antes de nada, hemos de definir dicho concepto.

Dado un complejo de cadenas C(K), se puede definir el grupo abeliano
CYK) = {c: Cy(K) — Zy tal que ¢ es un homomorfismo} para cada ¢; a los
elementos de CY(K) se les llama g—cocadenas de C*(K). Notemos que una g—
cocadena se puede definir sobre el conjunto de simplices de dimensién g y, por
linealidad, extender su definicién a Cy(K). El operador borde 9, : Cy(K) —
Cy—1(K) induce un operador coborde &, : C9=1 — C4(K) via §,—1(c) = co 9.
También se puede extender la nocién de cociclos, cobordes y cohomologia
de una forma obvia. Puntualicemos que debido a que todos los objetos que
tratamos estan inmersos en R?, la homologia y la cohomologia de cualquier
objeto son isomorfas.

Por ejemplo, el complejo de cocadenas asociado a la representacion sim-
plicial L de la figura 4 es:

(L) = Z2{(2,3,6)"}

NL) = Z2{(1,2)",(1,5)",(2,3)",(2,6)", (3,6)", (5,6)"}
“L) = Zo{(1)",(2)",(3)",(5)", (6)"}

donde, 0* : Cy(L) — Zg esta definido por

o (1) = 1 sit=0¢
1 0 si7esun g-simplice de L distinto de o.

Q Q Q

La cohomologia sobre K es un anillo (conmutativo, por ser el grupo de
los coeficientes Zs). El producto sobre H*(K) se denomina cup producto y se
define de la siguiente forma: sea « una clase de cohomologia de grado i, y
una clase de cohomologia de grado j. Supongamos que ¢y ¢’ son cociclos que
representan a las clases « y 3, respectivamente. Entonces ¢ — ¢’ es un nuevo
cociclo que aplicado sobre un simplice o = (vg, v1, ..., vi4+;) € K de dimensién
1+ 7 vale

(c— Vo) =c({vo,...,v)) @ ((vs,...,vitj)).

Este cociclo representa una nueva clase de cohomologia de dimensién 7 + j
denotada a — (.

Un hecho importante es que el anillo de cohomologia es un invariante més
fino que los grupos de homologia o cohomologia. Es decir, dados dos objetos
con (co)homologia isomorfa (mismo nimero de componentes conexas, tineles
y cavidades), podemos decidir si son topolégicamente iguales (es decir, si existe
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Figura 6: Las representaciones simpliciales X e Y.

\ Visualizar maiz « Yisualizar matrs

r
a4

Figura 7: Los ciclos a1, ag y @}, @} (en amarillo®); y a3 y a} (en verde?).

una homotopia entre ellos), calculando su anillo de cohomologia: si sus anillos
no son isomorfos, podemos asegurar que ambos objetos no son iguales.

Usando una contraccién (f, g, ¢) de C'(K) hacia H(K) obtenida mediante
el algoritmo explicado en la subseccién 3.2, calculamos el anillo de cohomologia
sobre K de la siguiente forma:

Para cada pareja a y (3 de hy,
o — B = (@) — (B N)g7) 7

vEh2

donde h; es el conjunto de generadores de homologia de dimensién .

3En el programa.
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Figura 8: Los cociclos u, v y u/, v’ (en amarillo®); y w y w’ (en verde?).

Consideremos las representaciones simpliciales siguientes: el toro, objeto
X, y una esfera con dos lazos pegados, objeto Y (ver la figura 6). Estd claro que
X e Y tienen grupos de homologia isomorfos. En concreto, son: Zo, Zo @® Zso y
Zo, en las dimensiones 0, 1 y 2 respectivamente. En la figura 7, mostramos los
ciclos representativos de las clases que generan la homologia de los objetos X
e Y. Los ciclos representativos de las clases que generan Hy(X) (resp. H1(Y))
los hemos denotado por aj y az (resp. a y a}). El ciclo representativo de la
clase que genera Hy(X) (resp. H2(Y')) lo hemos denotado por a3 (resp. a4). En
la figura 8, mostramos los cociclos representativos de las clases que generan los
grupos de cohomologia de X e Y. Los cociclos u y v (resp. v’ y v’) representan
las clases que generan H'(X) (resp. H(Y)). El cociclo w (resp. w') representa
la clase que genera H?(X) (resp. H2(Y)). Los anillos de cohomologia de X
e Y los expresamos de forma matricial como se observa en la figura 9. En
el programa EditCup, los (co)ciclos representativos vienen dados por uno de
sus simplices. En el caso del toro, u se identifica con el simplice (9, 10), v con
(11,12) y w con (22,26,27). Andlogamente, en el caso de la esfera con asas,
u’ se identifica con (155,163), v" con (227,228) y w' con (219,227, 228). Como
podemos observar, la matriz que se corresponde con el anillo de cohomologia
de Y es nula. Sin embargo, la matriz asociada al objeto X no lo es (en concreto,
tenemos que u — u =0, u — v = wy v — v = 0). Deducimos inmediatamente
que dichos anillos no son isomorfos y por tanto X e Y no son topoldgicamente
iguales.
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4 Visualizacion del cup-producto

[155 1631155 18] (15581631227 22! [227 2287227 22!
[219,227 228 0 i1 a
1))
“Wer Matriz Inicial ‘Wer Matiz Diagonalizada |
| | 2

4 Visualizacion del cup-producto
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Wer Matriz Inicial Wer Matriz Diagonalizada |
d | Ll

Figura 9: Las matrices que se corresponden con los anillos de cohomologia de
X e Y, respectivamente.
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