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Introducción

El trabajo desarrollado en esta memoria se centra en el estudio de
la convergencia de la serie de Fourier asociada a un determinado siste-
ma ortonormal. Para comprender el interés de este tipo de cuestiones
comenzaremos mencionando un ejemplo, la denominada serie de Fou-
rier clásica. El sistema {eint}n∈Z es ortonormal en T con respecto a la
medida de Lebesgue normalizada:∫ 2π

0

einte−imt
dt

2π
= δn,m,

donde δn,m denota la delta de Kronecker. A cada función f ∈ L2(T) le
asociamos, en un principio de una manera puramente formal, su serie
de Fourier definida como

f ∼
∑
k∈Z

ak(f)eikx,

donde

ak(f) =
1

2π

∫ 2π

0

f(t)e−ikt dt.

Es bien conocido que la clausura en Lp(T) de las combinaciones lineales
finitas del sistema ortonormal {eint}n∈Z es Lp(T) para 1 ≤ p < ∞. A
partir de este hecho, y por ser L2(T) un espacio de Hilbert, tendremos
convergencia hacia f de la serie de Fourier para cada función f ∈ L2(T).
La situación en Lp(T) con p 6= 2 es bien distinta. El trabajo de Marcel
Riesz sobre la función conjugada, definida como

f̃ ∼
∑
k∈Z

(sgn k)ak(f)eikx,

establece

‖f̃‖Lp(T) ≤ C‖f‖Lp(T),

para 1 < p < ∞. De este hecho se deduce de manera inmediata la
acotación uniforme del operador suma parcial n-ésima, Sn, asociado a
la serie de Fourier. En particular tendremos

‖Snf‖Lp(T) ≤ C‖f‖Lp(T), ∀n ≥ 0,

3



4 INTRODUCCIÓN

para 1 < p <∞, C independiente de n y donde

Sn(f, x) =
n∑

k=−n

ak(f)eikx.

A partir de la acotación uniforme del operador Sn se obtiene, usando
el teorema de Banach-Steinhaus, la convergencia hacia f en Lp(T) de
la serie de Fourier para 1 < p <∞. Obtenemos, aśı, que las funciones
{eint}n∈Z forman una base de los espacios Lp(T) para 1 < p <∞.

El ejemplo de la serie de Fourier clásica motivó la búsqueda de otras
familias ortonormales que fuesen base de un determinado espacio Lp o
de un subespacio de éste. Más en concreto, dado un espacio de medida
(Ω,M, µ) y una familia numerable de funciones {φn}n≥0 ortonormales
en L2(Ω, µ), nos interesará saber para qué funciones f se tendrá la con-
vergencia en Lp(Ω, µ) de la serie de Fourier. Esta serie se definirá para
cada f como

f ∼
∞∑
k=0

bk(f)φk,

donde

bk(f) =

∫
Ω

fφk dµ.

La resolución del problema aśı planteado pasa por dos cuestiones:

El estudio de la acotación uniforme del operador suma parcial
n-ésima; es decir, la obtención de la estimación

‖Snf‖Lp(Ω,µ) ≤ C‖f‖Lp(Ω,µ), ∀n ≥ 0,

con C independiente de n y donde

Snf =
n∑
k=0

bk(f)φk.

La identificación del espacio dado por la clausura en Lp(Ω, µ)
de las combinaciones lineales de las funciones del sistema orto-
normal en consideración, span{φn}. En este conjunto tendre-
mos, por definición, densidad del sistema ortonormal.

Numerosos sistemas ortonormales han sido estudiados en la literátu-
ra matemática a lo largo de los años. Citemos algunos ejemplos:

Los polinomios de Jacobi, ortonormales en L2([−1, 1], dw), con
dw(x) = (1−x)α(1+x)β dx. Véanse los trabajos de Pollard [26,
27, 28, 29], Muckenhoupt [23], Badkov [2] y Guadalupe-
Pérez-Varona [16].
Los polinomios y las funciones de Laguerre, ortonormales en
L2((0,∞), dw), donde dw(x) = e−xxα dx, y en L2((0,∞), dx)
respectivamente. Véanse los trabajos de Askey-Wainger [1] y
Muckenhoupt [24, 25]
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Los polinomios y las funciones de Hermite, ortonormales en
L2(R, dw), donde dw(x) = e−x

2
dx, y en L2(R, dx) respectiva-

mente. Véanse las mismas referencias que para los polinomios
y las funciones de Laguerre.
El sistema de Fourier-Bessel, constituido por funciones de Bes-
sel y ortonormal en L2([0, 1], x dx). Sobre este sistema se pue-
den ver los trabajos de Wing [45], Benedek-Panzone [7] y
Guadalupe-Pérez-Ruiz-Varona [15].
Ciertos sistemas ortonormales formados por autofunciones de
determinados problemas de Sturm-Liouville. Véanse los tra-
bajos de Benedek-Panzone [6], Barceló-Córdoba [4] y Gene-
rozov [14].

En algunos de los casos anteriormente citados el estudio de la conver-
gencia ha sido realizado en espacios Lp con determinados pesos. Se ha
analizado la convergencia en Lp(Ω, u dµ) de la serie de Fourier asociada
a f ∈ Lp(Ω, v dµ).

Los resultados clásicos de interpolación nos aseguran que la acota-
ción uniforme de los operadores Sn, y como consecuencia del teorema
de Banach-Steinhaus la convergencia en Lp de la serie de Fourier asocia-
da al sistema ortonormal considerado, se producirá en un determinado
intervalo de valores de p, fuera del cual no es posible tener acotación ni
convergencia. Este intervalo se conoce como intervalo de convergencia
en media. El estudio de la acotación del operador Sn en los valores ex-
tremos del intervalo de convergencia en media es un problema de gran
interés. El análisis de la acotación (p, p)-débil,

‖Snf‖Lp,∞(Ω,µ) ≤ C‖f‖Lp(Ω,µ),

y la acotación (p, p)-débil restringida

‖SnχE‖Lp(Ω,µ) ≤ C‖χE‖Lp(Ω,µ),

son el modo habitual de tratar la acotación del operador Sn en estos
valores extremos.

La convergencia en casi todo punto de la serie de Fourier asociada
a determinados sistemas ortonormales ha sido una cuestión que tam-
bién ha suscitado gran interés. El problema puede plantearse en los
siguientes términos: dada f ∈ Lp(Ω, µ), ¿cuándo se verifica que

Snf → f

en casi todo punto? El caso particular de serie de Fourier clásica, la
asociada al sistema {eint}n∈Z, fue un problema abierto durante mucho
tiempo. Fue Carleson quien obtuvo un primer resultado afirmativo para
el caso p = 2. El resultado para 1 < p <∞ fue obtenido poco después
por Hunt. La convergencia en casi todo punto para otros sistemas orto-
normales ha sido ampliamente tratada. Se han encontrados respuestas
afirmativas mediante la utilización de teoremas de equiconvergencia y
de transplantación.
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A lo largo de esta memoria nos centraremos en la serie de Fourier
asociada al sistema {jαn}n≥0, ortonormal en L2((0,∞), xα dx), dado,
para α > −1, por

jαn (x) =
√
α+ 2n+ 1Jα+2n+1(

√
x)x−α/2−1/2,

donde Jν denota la función de orden ν. Las series de Fourier asociadas a
este sistema ortonormal las denominaremos series de Fourier-Neumann.
En concreto, estudiaremos la acotación del operador suma parcial n-
ésima, Sn, en los espacios Lp((0,∞), up(x)xα dx) para pesos de la forma
u(x) = xa(1+x)b−a y trataremos, además, las acotaciones (p, p)-débil y
(p, p)-débil restringida. Los resultados de convergencia, en particular la
convergencia en casi todo punto, para la serie de Fourier-Neumann los
obtendremos identificando el espacio de densidad de nuestro sistema
ortonormal.

La presente memoria se haya dividida en siete caṕıtulos, cuyo con-
tenido desglosamos a continuación.

El Caṕıtulo 1 es de carácter introductorio y contiene una relación
de conceptos y resultados que serán fundamentales a lo largo de este
trabajo. En la primera sección damos una descripción general de los sis-
temas ortonormales y de sus propiedades de convergencia. La segunda
sección introduce dos herramientas que serán básicas en el estudio de la
acotación uniforme del operador suma parcial n-ésima: la transformada
de Hilbert y los pesos de la clase Ap. La caracterización de la acotación
en Lp de la transformada de Hilbert a través de los pesos de la clase
Ap se utilizará frecuentemente en nuestro trabajo y la introduciremos
en esta sección. Analizaremos, también, la pertenencia a la clase Ap de
determinados pesos. En la última sección presentamos la transformada
de Hankel y damos algunas de sus propiedades. Para finalizar, obte-
nemos la transformada de Hankel de algunas funciones particulares.
El conocimiento de estas transformadas será importante a la hora de
identificar el espacio de densidad de nuestro sistema ortonormal.

En el Caṕıtulo 2 incluimos toda la información referente a las fun-
ciones de Bessel que necesitaremos a lo largo de esta memoria. En con-
creto, damos ciertas estimaciones uniformes que nos serán útiles a la
hora de intentar aplicar la teoŕıa de pesos Ap en la acotación uniforme
del operador suma parcial n-ésima. Obtenemos, también, las normas
de las funciones jαn en determinados espacios. El conocimiento de es-
tas normas nos permitirá determinar las condiciones necesarias para la
acotación uniforme del operador suma parcial n-ésima.

En el Caṕıtulo 3 probaremos un resultado que nos dará condiciones
necesarias y suficientes para la acotación uniforme del operador suma
parcial n-ésima, asociado al sistema ortonormal {jαn}n≥0, en los espa-
cios Lp((0,∞), up(x)xα dx), con pesos de la forma u(x) = xa(1+x)b−a.
La suficiencia de las condiciones la obtendremos mediante una descom-
posición de dicho operador en términos de la transformada de Hilbert
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con determinados pesos. La necesidad será consecuencia del tamaño de
las normas de las funciones jαn en los espacios Lp((0,∞), up(x)xα dx).

El estudio de las acotaciones (p, p)-débil y (p, p)-débil restringida
del operador suma parcial n-ésima asociado a {jαn}n≥0 es el contenido
del Caṕıtulo 4. En particular, probamos que no existe acotación (p, p)-
débil para los valores extremos del intervalo de convergencia en media
y obtenemos un resultado afirmativo para la acotación (p, p)-débil res-
tringida en esos mismos valores.

El Caṕıtulo 5 está centrado en la caracterización y estudio del
espacio de densidad de las funciones de nuestro sistema ortonormal.
En la Sección 2 nos ocuparemos de la identificación de los espacios

span{jα+β
n }, con la clausura en Lp((0,∞), xα dx). Estos espacios serán

descritos en términos del multiplicador de la bola unidad para la trans-
formada de Hankel. La Sección 3 contiene algunas propiedades adicio-
nales de estos espacios. En este caṕıtulo, en la última sección, incluimos
los resultados relativos a la convergencia en casi todo punto.

El Caṕıtulo 6 contiene una aplicación de las series de Fourier-
Neumann a la resolución de un determinado tipo de ecuaciones integra-
les, las denominadas ecuaciones integrales dobles de tipo Titchmarsh.
En este tipo de ecuaciones se debe encontrar una función f , definida
en (0,∞), que satisfaga

∫ ∞

0

tβf(t)Jα(xt) dt = g(x), si 0 < x < 1,∫ ∞

0

f(t)Jα(xt) dt = 0, si x > 1,

donde g es una función dada definida en [0, 1]. En concreto, estudiamos
la existencia y unicidad de solución para una modificación de este tipo
de ecuaciones, planteada en términos de operadores, en espacios de
tipo Lp.

Para concluir, el último caṕıtulo de esta memoria contiene la aco-
tación uniforme en los espacios Lp((0,∞), xα dx) de los operadores de
Bochner-Riesz definidos para una cierta transformada de Hankel depen-
diente de dos parámetros. Este operador aparece como una extensión
natural de los operadores en que se puede descomponer el operador
suma parcial n-ésima asociado a las series de Fourier-Neumann. La
acotación de este tipo de operadores se hace de acuerdo a las técnicas
clásicas. Utilizamos un operador de convolución para obtener la acota-
ción en un rango determinado y recurrimos a la teoŕıa de interpolación
de operadores anaĺıticos para el resto.

A lo largo de esta memoria se utilizará la letra C para denotar
ciertas constantes absolutas y no será necesariamente la misma en ca-
da ocasión que aparezca, incluso en la misma cadena de desigualdades.
Por Cλ entenderemos una constante que depende del parámetro λ y que
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tampoco será necesariamente igual en cada circunstancia que se presen-
te. La notación A ∼ B la utilizaremos para indicar que el cociente A/B
está acotado superior e inferiormente por ciertas constantes positivas.



CAPÍTULO 1

Preliminares

1. Sistemas ortonormales. Los sistemas de Jacobi y
Fourier-Neumann

Sea (Ω,M, µ) un espacio de medida con µ ≥ 0. Definimos Lp(Ω, µ)
o simplemente Lp(µ), cuando no de lugar a confusión, con 1 ≤ p <∞,
como el espacio de las funciones µ-medibles reales tales que

‖f‖Lp(µ) =

(∫
Ω

|f |p dµ
)1/p

<∞.

Denotaremos por L∞(Ω, µ) o L∞(µ) el espacio de las funciones reales
µ-medibles f esencialmente acotadas y escribiremos

‖f‖L∞(µ) = sup esn{|f(x)| : x ∈ Ω}.

Con esta definición, ‖·‖Lp(µ) es una norma y Lp(µ) es un espacio de
Banach para 1 ≤ p ≤ ∞.

Dado p ∈ [1,∞], llamaremos de ahora en adelante q al exponente
conjugado de p; es decir, a aquel que verifica 1

p
+ 1

q
= 1, admitiendo

que para p = 1 se tiene q = ∞ y viceversa.
Con esta notación, para 1 < p <∞, se tiene la dualidad (Lp(µ))′ =

Lq(µ); es decir, dado T un funcional lineal y continuo de Lp(µ) en R,
existe una única función g ∈ Lq(µ) tal que

T : Lp(µ) −→ R
f 7−→ T (f) =

∫
Ω
fg dµ,

donde la norma de T como operador coincide con ‖g‖Lq(µ). Además, se
verifica que

‖f‖Lp(µ) = sup

{∫
Ω

fg dµ : ‖g‖Lq(µ) = 1

}
.

De todos los espacios Lp(µ) únicamente L2(µ) resulta ser un espacio
de Hilbert, dotado con el producto escalar

〈f, g〉 =

∫
Ω

fg dµ.(1)

Este hecho nos permite considerar sistemas ortonormales en este es-
pacio. En concreto, podemos considerar familias de funciones {φn}n≥0

9



10 1. PRELIMINARES

verificando ∫
Ω

φnφm dµ = δn,m,

donde δn,m es la Delta de Kronecker, definida por

δn,m =

{
0, si n 6= m,

1, si n = m.

De esta manera, a cada función f ∈ L2(µ) le podemos asociar sus
coeficientes de Fourier con respecto a {φn}n≥0

ck(f) =

∫
Ω

fφk dµ, ∀k ≥ 0,

y, formalmente, su serie de Fourier

f ∼
∞∑
k=0

ck(f)φk.

Tomamos las sumas parciales n-ésimas de la serie de Fourier con
respecto al sistema ortonormal {φn}n≥0 como

Sn(f, x) =
n∑
k=0

ck(f)φk(x) =

∫
Ω

f(t)Kn(x, t) dµ(t),

donde Kn(x, t) =
∑n

k=0 φk(x)φk(t).
Consideramos, también, el espacio B2 definido por

B2 = span{φn},

donde la clausura debe entenderse en L2(µ). Este espacio será de Hil-
bert con el producto escalar definido en (1) y el sistema ortonormal
{φn}n≥0 será completo en él. Entonces, la teoŕıa de espacios de Hil-
bert asegura que las sumas parciales Snf de la serie de Fourier de cada
función f ∈ B2 convergen a f en L2(µ); exactamente se tendrá

ĺım
n→∞

‖Snf − f‖L2(µ) = 0.

Además, Snf es la combinación lineal de {φ1, . . . , φn} que mejor apro-
xima a f .

Por otra parte, se verifica que los operadores

Sn : B2 −→ B2

f 7−→ Snf

están uniformemente acotados:

‖Snf‖L2(µ) ≤ C‖f‖L2(µ), ∀n ≥ 0,
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con C independiente de n. A la vista de lo que sucede en B2 podemos
preguntarnos si el comportamiento de las sumas parciales Sn será el
mismo en cualquiera de los espacios Bp, con

Bp = span{φn},

donde, en esta ocasión, la clausura debe entenderse en Lp(µ). Este
espacio será de Banach con la topoloǵıa inducida por la de Lp(µ) y
nuestro sistema ortonormal será completo en él. Concretamente nos
interesará saber:

¿Snf → f en Lp(µ), ∀f ∈ Bp?

¿Los operadores

Sn : Bp −→ Bp

f 7−→ Snf

están uniformemente acotados?
Un requisito previo que debe cumplir el sistema {φn}n≥0 para que

exista Sn y esté bien definido, en principio, para funciones f ∈ Lp(µ)
es

φn ∈ Lp(µ) ∩ Lq(µ), ∀n ≥ 0.(2)

El siguiente resultado, cuya demostración se basa en el Teorema de
Banach-Steinhaus, nos va a asegurar que nuestras dos preguntas son
en realidad una misma:

Teorema 1.1. Sea {φn}n≥0 un sistema ortonormal en L2(µ),
1 < p < ∞, y φn ∈ Lp(µ) ∩ Lq(µ), ∀n ≥ 0. Entonces, son equiva-
lentes

(a) Snf → f en Lp(µ), ∀f ∈ Bp.
(b) Existe C > 0 tal que ‖Snf‖Lp(µ) ≤ C‖f‖Lp(µ), ∀f ∈ Bp,

∀n ≥ 0.

Mediante este resultado, el problema de la convergencia para fun-
ciones en Bp queda reducido al estudio de la acotación uniforme de
los operadores Sn. Los resultados de convergencia resultan mucho más
interesantes si podemos obtener una identificación más expĺıcita de los
espacios Bp.

Utilizando que el operador Sn es autoadjunto y la teoŕıa de inter-
polación de operadores tendremos que el rango de valores de p para los
que se tiene la acotación en Lp(µ) debe ser un intervalo, que llamaremos
intervalo de convergencia en media, cuyos extremos son conjugados. El
conocimiento del comportamiento del operador Sn en los extremos de
dicho intervalo es una cuestión de natural interés. Su estudio se des-
arrolla dentro de los espacios Lp,∞ que definimos a continuación.

Sea (Ω,M, µ) un espacio de medida con µ ≥ 0. Denotaremos por
Lp,∞(Ω, µ) o simplemente Lp,∞(µ), cuando no haya lugar a confusión,
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con 1 ≤ p <∞, al espacio de las funciones µ-medibles reales tales que

sup
y>0

ypµ({x ∈ Ω : |f(x)| > y}) <∞

donde µ(E) =
∫
E
dµ. Se toma entonces

‖f‖Lp,∞(µ) = sup
y>0

y [µ({x ∈ Ω : |f(x)| > y})]1/p .

Tal y como la hemos definido ‖·‖Lp,∞(µ) no es una norma, puesto que
no verifica la desigualdad de Minkowski, sino

‖f + g‖Lp,∞(µ) ≤ 2‖f‖Lp,∞(µ) + 2‖g‖Lp,∞(µ).

No obstante, puede definirse una norma equivalente a ‖·‖Lp,∞(µ), pa-
ra la que utilizaremos la misma notación, verificando la desigualdad
de Minkowski. Con esta nueva norma tendremos que Lp,∞(µ) será un
espacio de Banach. En muchas ocasiones nos referiremos a ‖·‖Lp,∞(µ)

como la norma débil.
Será de gran utilidad para nosotros tener un análogo de la desigual-

dad de Hölder aplicable en los espacios Lp,∞. La siguiente desigualdad,
a la que nos referiremos como desigualdad de Hölder débil, y que pue-
de verse en su forma más general en [20], sirve a nuestros propósitos.
Sean p y q conjugados, g = χE, con E un conjunto de medida finita, y
f ∈ Lq,∞(µ); entonces∣∣∣∣∫

Ω

f(x)g(x) dµ

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖Lq,∞(µ)‖g‖Lp(µ).(3)

Un operador T se dice (p, p)-fuerte si verifica la acotación

‖Tf‖Lp(µ) ≤ C‖f‖Lp(µ), ∀f ∈ Lp(µ),

y se dice (p, p)-débil si verifica

‖Tf‖Lp,∞(µ) ≤ C‖f‖Lp(µ), ∀f ∈ Lp(µ).

Utilizando que ‖·‖Lp,∞(µ) ≤ ‖·‖Lp(µ) tendremos que, si un operador es
(p, p)-fuerte, es también (p, p)-débil.

El teorema de interpolación de Marcinkiewicz asegura que, si un
operador T es (p0, p0)-débil y (p1, p1)-débil con p0 < p1, entonces T
es (p, p)-fuerte para cada p ∈ (p0, p1). Además, la constante para la
acotación (p, p)-fuerte depende de las constantes que aparecen en las
acotaciones débiles y de p. Para el operador Sn tendremos que, si se
verifica acotación uniforme (p0, p0)-débil y (p1, p1)-débil con p0 < p1,
se tendrá acotación uniforme (p, p)-fuerte para p ∈ (p0, p1). Por con-
siguiente, sólo puede ser uniformemente de tipo (p, p)-débil en los ex-
tremos del intervalo de convergencia en media, aparte de en el propio
intervalo.

Aún podemos debilitar un poco más las condiciones de acotación.
Diremos que un operador T definido sobre funciones caracteŕısticas,
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χE, de conjuntos E de medida finita, es de tipo (p, p)-débil restringido
si verifica

‖TχE‖Lp,∞(µ) ≤ C‖χE‖Lp(µ).

Nuevamente, el teorema de interpolación de Marcinkiewicz, en el que se
puede sustituir la hipótesis de acotación (p, p)-débil por la de acotación
(p, p)-débil restringida, nos asegura que la acotación uniforme de tipo
(p, p)-débil restringida para los operadores Sn sólo es posible en los
extremos del intervalo de convergencia en media.

En numerosas ocasiones nos referiremos conjuntamente a la aco-
tación (p, p)-débil y a la (p, p)-débil restringida como las acotaciones
extremales.

Los resultados sobre convergencia en media se pueden generalizar
a una familia de espacios más amplia. Dada una familia ortonormal
{φn}n≥0 en L2(µ) podemos preguntarnos:

¿Snf → f en Lp(up dµ), ∀f ∈ Bp?

con u un peso no negativo y considerando, en esta situación, los espacios

Bp = span{φn}

con la clausura en Lp(up dµ). De esta manera para que los operadores
Snf estén definidos para cada función f ∈ Lp(up dµ) y para n ≥ 0 se
deberá verificar

φn ∈ Lp(up dµ) ∩ Lq(u−q dµ), ∀n ≥ 0,(4)

condición esta que generaliza la dada en (2). La relación entre la con-
vergencia y la acotación uniforme del operador Sn vendrá dada, en esta
situación, por el siguiente resultado que generaliza el Teorema 1.1:

Teorema 1.2. Sea {φn}n≥0 un sistema ortonormal en L2(µ),
1 < p < ∞, y φn ∈ Lp(up dµ) ∩ Lq(u−q dµ), ∀n ≥ 0. Entonces, son
equivalentes

(a) Snf → f en Lp(up dµ), ∀f ∈ Bp.
(b) Existe C > 0 tal que ‖Snf‖Lp(up dµ) ≤ C‖f‖Lp(up dµ), ∀f ∈ Bp,

∀n ≥ 0.

En el estudio de la convergencia con pesos obtendremos nuevamente
un intervalo de valores de p, al que continuaremos llamando intervalo
de convergencia en media, pero ya no tiene por qué tener los extremos
conjugados.

A continuación pasaremos a describir el comportamiento de la con-
vergencia en Lp de dos sistemas ortonormales. El primero de ellos
será sobre el que se centrará esta memoria. El otro será útil para la
obtención de algunos de los resultados fundamentales.
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1.1. Series de Fourier-Neumann. Sea Jµ la función de Bessel
de orden µ. Para α > −1, la expresión

∫ ∞

0

Jα+2n+1(x)Jα+2m+1(x)
dx

x
=

δn,m
2(2n+ α+ 1)

, n,m = 0, 1, 2, . . .

(véase [42, Cap. XIII, págs. 404 y 405]), da lugar a un sistema orto-
normal, {jαn}n≥0, en L2((0,∞), xα dx) [L2(xα), de ahora en adelante],
dado por

jαn (x) =
√
α+ 2n+ 1Jα+2n+1(

√
x)x−α/2−1/2.(5)

Para cada función admisible f definida sobre (0,∞), tomamos su serie
de Fourier con respecto a {jαn}n≥0 como el desarrollo formal

f ∼
∞∑
k=0

ak(f)jαk ,

donde

ak(f) =

∫ ∞

0

f(t)jαk (t)tα dt.

Series de este tipo son un caso particular de las series
∑

k≥0 akJα+k,
que habitualmente son conocidas como series de Neumann; aśı, nos re-
feriremos a ellas como series de Fourier-Neumann. Tomaremos el ope-
rador suma parcial n-ésima, Snf , de la serie de Fourier con respecto a
{jαn}n≥0, como

Sn(f, x) =
n∑
k=0

ak(f)jαk (x).

En [41], Varona realiza el estudia la convergencia en Lp(xα) de las series
de Fourier-Neumann. En concreto prueba que si α ≥ −1/2,

Snf → f, en Lp(xα), ∀f ∈ Bp,α,

donde

Bp,α = span{jαn},
con la clausura en Lp(xα), para valores de p verificando

máx

{
4

3
,
4(α+ 1)

2α+ 3

}
< p < mı́n

{
4,

4(α+ 1)

2α+ 1

}
.

Además, para ese rango de p, se identifica Bp,α = Ep,α, siendo

Ep,α = {f ∈ Lp(xα) : Mαf = f} = Mα(L
p(xα)),

con Mα el operador

Mαf = Hα(χ[0,1]Hαf),

y donde Hα denota la transformada de Hankel, que será introducida en

la Sección 3 de este caṕıtulo. Veremos que, si α ≥ −1/2 y 4(α+1)
2α+3

< p <
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4(α+1)
2α+1

, el operador Mα es acotado en Lp(xα). Por tanto, definiremos los
espacios Ep,α en ese rango de valores para α y p.

En los próximos caṕıtulos estudiaremos las acotaciones extremales
y con pesos para el operador Sn asociado a este sistema ortonormal,
obtendremos resultados de convergencia en media y en casi todo punto
identificando determinados espacios de densidad y, además, daremos
una aplicación de estas series a la resolución de un determinado tipo
de ecuaciones integrales.

1.2. Series de Fourier de polinomios de Jacobi. Los poli-
nomios de Jacobi pueden definirse mediante la expresión

P (α,β)
n (x) =

1

(−2)nn!(1− x)α(1 + x)β
dn

dxn
[(1− x)α+n(1 + x)β+n].(6)

A partir de la definición, usando partes reiteradamente, es fácil demos-
trar que para α, β > −1 se cumple la siguiente relación de ortogonali-
dad:∫ 1

−1

P (α,β)
n (x)P (α,β)

m (x)(1− x)α(1 + x)β dx = h(α,β)
n δn,m,

n,m = 0, 1, 2 . . . ,

donde

h(α,β)
n = 2α+β+1 Γ(α+ n+ 1) Γ(β + n+ 1)

(α+ β + 2n+ 1) Γ(α+ β + n+ 1)n!
.

Por tanto, {P (α,β)
n }n≥0 constituye un sistema de polinomios ortogonales

en [−1, 1] con respecto a la medida dµ = (1− x)α(1 + x)β dx. Conside-

rando la familia {p̃(α,β)
n }n≥0, definida como

p̃(α,β)
n (x) = (h(α,β)

n )−1/2P (α,β)
n (x),

tendremos un sistema ortonormal en L2([−1, 1], dµ). Aśı para cada fun-
ción g definida sobre [−1, 1] tomamos su serie de Fourier con respecto

a {p̃(α,β)
n }n≥0 como el desarrollo formal

g ∼
∞∑
k=0

ak(g)p̃
(α,β)
k ,

donde

ak(g) =

∫ 1

−1

g(t)p̃
(α,β)
k (t)(1− t)α(1 + t)β dt.

Tomaremos como Sng el operador suma parcial n-ésima con respecto

a {p̃(α,β)
n }n≥0; es decir,

Sn(g, x) =
n∑
k=0

ak(g)p̃
(α,β)
k (x).
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La convergencia en media para las series de Fourier-Jacobi ha sido
ampliamente tratada en la literatura matemática (véanse [16], [23] o
cualquiera de los trabajos mencionados en la Introducción a este respec-
to). El siguiente resultado de Muckenhoupt da condiciones necesarias
y suficientes para la acotación uniforme del operador Sng con un cierto
tipo de pesos y, por tanto, sobre la convergencia en media.

Teorema 1.3 (Muckenhoupt). Sea w(x) = (1−x)α(1+x)β sobre el
intervalo [−1, 1], con α, β > −1, u(x) = (1− x)a(1 + x)b y 1 < p <∞.
Entonces, existe una constante C tal que

‖Sng‖Lp([−1,1],up(x)w(x) dx) ≤ C‖g‖Lp([−1,1],up(x)w(x) dx), ∀n ≥ 0,

si y sólo si

−1
4
< a+ (α+ 1)

(
1
p
− 1

2

)
< 1

4
, −α+1

2
< a+ (α+ 1)

(
1
p
− 1

2

)
< α+1

2
,

−1
4
< b+ (β + 1)

(
1
p
− 1

2

)
< 1

4
, −β+1

2
< b+ (β + 1)

(
1
p
− 1

2

)
< β+1

2
.

Además, en estas condiciones Sng → g en Lp([−1, 1], up(x)w(x) dx)
para cualquier función g ∈ Lp([−1, 1], up(x)w(x) dx).

Transformando el intervalo [0, 1] en el intervalo [−1, 1] mediante la
aplicación x 7→ 1 − 2x, obtendremos un sistema ortonormal en [0, 1]

con respecto a dµ = xα(1 − x)β dx que denotaremos por {p(α,β)
n }n≥0.

Concretamente

p(α,β)
n (x) = (2−(α+β+1)h(α,β)

n )−1/2P (α,β)
n (1− 2x), n = 0, 1, 2, . . . .(7)

El Teorema 1.3 se adapta de manera inmediata a esta situación, con-
siderando ahora pesos de la forma u(x) = xa(1 − x)b y el sistema

ortonormal {p(α,β)
n }n≥0.

2. La transformada de Hilbert y pesos de la clase Ap

Llamaremos transformada de Hilbert al operador, que denotaremos
por H, que a cada función f asocia

H(f, x) =

∫ b

a

f(y)

x− y
dy,

donde (a, b) denota un intervalo de la recta real, que puede ser no
acotado. La integral que aparece en la definición debe interpretarse
como el valor principal.

El estudio de la acotación en los espacios de Lebesgue de este ope-
rador aparece vinculado, desde el trabajo de Hunt, Muckenhoupt y
Wheeden [21], a la clase de pesos Ap que definimos a continuación:
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Definición 1.1. Sean p y q conjugados, con 1 < p < ∞. Dado
un intervalo (a, b), con −∞ ≤ a < b ≤ ∞, diremos que un peso w(x),
definido en (a, b), pertenece a Ap(a, b) si(

1

|I|

∫
I

w(x) dx

)(
1

|I|

∫
I

w(x)−q/p dx

)p/q
≤ C(8)

para todo intervalo I ⊆ (a, b), siendo C independiente de I.

Si en la definición anterior hacemos tender p hacia 1 obtendremos(
1

|I|

∫
I

w(x) dx

)
sup esn{w(x)−1 : x ∈ I} ≤ C,

o, lo que es lo mismo,(
1

|I|

∫
I

w(x) dx

)
≤ C ı́nf esn{w(x) : x ∈ I}.

Como puede verse en [13, pág. 389], esta condición es equivalente a

M(w, x) ≤ Cw(x), a.e.,(9)

donde con M denotamos el operador maximal de Hardy-Littlewood,
definido por

M(f, x) = sup
I3x

1

|I|

∫
I

|f(y)| dy.(10)

La condición (9) se toma como definición de peso en A1(a, b).
A la menor constante C que aparece en (8) y (9) se la denomina

constante Ap de w y la denotaremos por Ap(w).
La estrecha relación entre la transformada de Hilbert y los pesos de

la clase Ap aparece reflejada en el siguiente resultado

Teorema 1.4 (Hunt, Muckenhoupt y Wheeden). Sea 1 < p <∞.
Son equivalentes

(a) w ∈ Ap(a, b)
(b) El operador

H : Lp ((a, b), w) −→ Lp((a, b), w)
f 7−→ Hf

es acotado.
(c) El operador

H : Lp((a, b), w) −→ Lp,∞((a, b), w)
f 7−→ Hf

es acotado.

Además, la constante Ap(w) y la norma de H como operador dependen
una de otra únicamente.

Demostración. Véase [21]. �
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Nuestro interés se centrará en el estudio de la acotación uniforme de
la transformada de Hilbert con pesos dependientes de un parámetro,
para ello consideraremos familias de pesos en Ap(a, b). En concreto,
dado 1 < p < ∞, diremos que una sucesión de pesos {wn}n∈N perte-
nece a Ap(a, b) uniformemente si se verifica la condición (8) con una
misma constante C para todo peso wn. Como consecuencia de la rela-
ción existente entre la constante de la definición de Ap y la norma de
H como operador, tendremos que si {wn}n∈N es un sucesión de pesos
pertenecientes a Ap(a, b) uniformemente entonces H es un operador
uniformemente acotado en Lp((a, b), wn).

Puesto que a partir de ahora utilizaremos fundamentalmente pesos
sobre (0,∞) denotaremos la clase Ap(0,∞) mediante Ap. Los resulta-
dos sobre pesos Ap contenidos en los Lemas 1.1 y 1.2 serán de gran
utilidad a la hora de estudiar la acotación del operador suma parcial
n-ésima asociado a las series de Fourier-Neumann, que vendrá descrito
en términos de la transformada de Hilbert.

Lema 1.1. Sean u, v, w tres pesos en (0,∞), γ una constante po-
sitiva y 1 < p <∞. Entonces

(a) w(x) ∈ Ap si y sólo si w(γx) ∈ Ap, teniendo ambos pesos la
misma constante Ap.

(b) w ∈ Ap si y sólo si γw ∈ Ap, teniendo ambos pesos la misma
constante Ap.

(c) Si u, v ∈ Ap, entonces u+v ∈ Ap y Ap(u+v) ≤ Ap(u)+Ap(v).
(d) Si u, v ∈ Ap y 1

w
= 1

u
+ 1

v
, entonces w ∈ Ap y Ap(w) ≤

C[Ap(u) + Ap(v)].

Demostración. Los apartados (a) y (b) son triviales a partir de
la definición (8). El apartado (c) es una consecuencia inmediata de la
desigualdad(

1

|I|

∫
I

(u+ v)−q/p
)p/q
≤ mı́n

{(
1

|I|

∫
I

u−q/p
)p/q

,

(
1

|I|

∫
I

v−q/p
)p/q}

,

que nos da(
1

|I|

∫
I

(u+ v)

)(
1

|I|

∫
I

(u+ v)−q/p
)p/q

≤
(

1

|I|

∫
I

u

)(
1

|I|

∫
I

u−q/p
)p/q

+

(
1

|I|

∫
I

v

)(
1

|I|

∫
I

v−q/p
)p/q

≤ Ap(u) + Ap(v).
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El apartado (d) es una consecuencia de (c) y del siguiente hecho básico
de teoŕıa de pesos Ap:

u ∈ Ap ⇐⇒ u−q/p ∈ Aq,

con Aq(u
−q/p) = [Ap(u)]

q/p. �

Nota 1.1. A lo largo de la demostración del próximo lema, y en
distintas ocasiones a lo largo de este trabajo, nos veremos obligados a
estimar integrales del tipo∫

I

|x|λ|1− x|µ dx,

con I un intervalo cualquiera. Presentamos a continuación una equiva-
lencia que nos será de gran utilidad para tratar estas integrales. Sean
λ, µ > −1, verificando que λ + µ > −1, e I un intervalo cualquiera de
la recta real. Entonces∫

I

|x|λ|x− 1|µ dx ∼ |I| |{I, 0}|λ |{I, 1}|µ,(11)

donde |{I, 0}| denota la medida de Lebesgue del menor conjunto con-
teniendo a I y 0 (y lo análogo para |{I, 1}|). La demostración de (11)
es una sencilla, pero laboriosa, comprobación. Se realiza estudiando la
distintas posiciones que el intervalo I puede tomar en relación al [0, 1].
Las constantes de la equivalencia son independientes de I.

Lema 1.2. Sean a, b, c ∈ R, γ ≥ 0, 1 < p <∞,

Φ(x) =

{
xa, si 0 < x ≤ 1,

xb, si x > 1,

y

Ω(x) =


xa, si 0 < x ≤ 1/2,

|x− 1|b, si 1/2 < x ≤ 3/2,

xc, si x > 3/2.

Entonces

(a)

|x− γ|a ∈ Ap ⇐⇒ −1 < a < p− 1,

(b)

Φ ∈ Ap ⇐⇒

{
−1 < a < p− 1,

−1 < b < p− 1,
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(c)

Ω ∈ Ap ⇐⇒


−1 < a < p− 1,

−1 < b < p− 1,

−1 < c < p− 1.

Demostración. El apartado (a) es un resultado clásico de teoŕıa
de pesos. Para probar que la condición −1 < a < p − 1 es necesaria
basta tener en cuenta la integrabilidad de |x− γ|a y de |x− γ|−a/(p−1)

en un entorno de γ. Veamos que también es suficiente.
Por los apartados (a) y (b) del Lema 1.1 tendremos que

|x− γ|a ∈ Ap ⇐⇒ |x− 1|a ∈ Ap.

Para concluir, bastará probar que si −1 < a < p− 1 entonces(
1

|I|

∫
I

|x− 1|a
)(

1

|I|

∫
I

|x− 1|−aq/p
)p/q

≤ C.

Esta estimación la obtendremos inmediatamente a partir de (11).
Vayamos con el apartado (b). La necesidad de la condición −1 <

a < p − 1 se sigue de exigir la integrabilidad de xa y de x−a/(p−1) en
(0, 1). Para obtener la necesidad de −1 < b < p−1 tomemos el intervalo
I = [1, n]. En él la condición Ap es

(n− 1)−p
(∫ n

1

xb
)(∫ n

1

x−bq/p
)p/q

≤ C.

Ahora, sin más que efectuar las integrales y exigiendo la acotación
cuando n→∞, se sigue la condición sobre b.

Para probar la suficiencia, comencemos suponiendo que I ⊆ (0, 1)
ó I ⊆ (1,∞). Aśı, usando el apartado (a) y las condiciones −1 < a <
p− 1 y −1 < b < p− 1, tendremos que, para este tipo de intervalos,(

1

|I|

∫
I

Φ

)(
1

|I|

∫
I

Φ−q/p
)p/q

≤ C.

Veamos, ahora, que la condición Ap se verifica para intervalos de la
forma I = Iα ∪ Iβ con Iα = [α, 1] e Iβ = [1, β]. Observemos en primer
lugar que, para a > −1 y b > −1, la equivalencia (11) nos permite
obtener ∫

I

Φ =

∫
Iα

xa +

∫
Iβ

xb(12)

∼ (|Iα|+ |Iβ|βb).
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Análogamente, si a < p− 1 y b < p− 1, llegamos a(∫
I

Φ−q/p
)p/q

=

(∫
Iα

x−aq/p +

∫
Iβ

x−bq/p

)p/q

(13)

∼ (|Iα|+ |Iβ|β−bq/p)p/q

∼ (|Iα|p/q + |Iβ|p/qβ−b),

donde hemos usado que, si r, s,m > 0, entonces (r + s)m ∼ (rm + sm).
Teniendo en cuenta ahora que, si −1 < b < p− 1,

|Iα||Iβ|p/qβ−b ≤ C|Iβ|pβ−(b+1) ≤ C|I|p

y

|Iα|p/q|Iβ|βb ≤ C|Iβ|pβb−p+1 ≤ C|I|p,

podemos concluir que(∫
I

Φ

)(∫
I

Φ−q/p
)p/q

∼ (|Iα|+ |Iβ|βb)(|Iα|p/q + |Iβ|p/qβ−b)

≤ (|I|p + |Iα||Iβ|p/qβ−b + |Iα|p/q|Iβ|βb)
≤ C|I|p,

lo que equivale a la condición Ap.
Procedamos con el apartado (c). La necesidad de −1 < a < p − 1

y −1 < b < p − 1 se deduce a partir de la integrabilidad de xa y
x−a/(p−1) en (0, 1/2) y de |x − 1|b y |x − 1|−b/(p−1) en (1/2, 3/2). Para
ver que −1 < c < p− 1 es también necesaria, tomaremos los intervalos
I = [2, n] para el peso xc. En estos intervalos la condición Ap es

(n− 2)−p
(∫ n

2

xc
)(∫ n

2

x−cq/p
)p/q

≤ C.

Efectuando las integrales y exigiendo la acotación cuando n → ∞ se
sigue inmediatamente la condición sobre c.

Veamos que las condiciones −1 < a < p − 1, −1 < b < p − 1 y
−1 < c < p−1 nos permiten asegurar que Ω ∈ Ap. Si I ⊆ (0, 1/2), I ⊆
(1/2, 3/2) ó I ⊆ (3/2,∞) se tiene inmediatamente, por el apartado (a),
que (

1

|I|

∫
I

Ω

)(
1

|I|

∫
I

Ω−q/p
)p/q

≤ C.

Consideremos los intervalos I = [α, β] con 0 < α < 1/2 y β > 3/2.
Si −1 < b < p− 1 podemos ver que∫ 3/2

1/2

|x− 1|b ∼
∫ 3/2

1/2

xa ∼
∫ 3/2

1/2

xc ∼ 1
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y ∫ 3/2

1/2

|x− 1|−bq/p ∼
∫ 3/2

1/2

x−aq/p ∼
∫ 3/2

1/2

x−cq/p ∼ 1.

De este modo, ∫
I

Φ ≤
∫ 1

α

Φ +

∫ β

1

Φ ≤
∫ 1

α

xa +

∫ β

1

xc

y ∫
I

Φ−q/p ≤
∫ 1

α

Φ−q/p +

∫ β

1

Φ−q/p ≤
∫ 1

α

x−aq/p +

∫ β

1

x−cq/p.

Supuesto −1 < a < p − 1 y −1 < c < p − 1 es fácil comprobar,
procediendo como en (12) y (13), la condición Ap para este tipo de
intervalos.

Tomemos, ahora, los intervalos I = Iα ∪ Iβ con Iα = [α, 1/2] y
Iβ = [1/2, β], donde β < 3/2. Con la descomposición dada de I, si
a > −1 y b > −1, tendremos, por (11), que∫

I

Ω =

∫
Iα

xa +

∫
Iβ

|x− 1|b

∼
(
2−a|Iα|+ Cb

β|Iβ|
)
,

donde

Cβ =

{
1/2, si 1/2 < β < 1,

|β − 1/2|, si 1 ≤ β < 3/2.

Igualmente por (11), si a < p− 1 y b < p− 1, llegamos a que∫
I

Ω−q/p =

∫
Iα

x−aq/p +

∫
Iβ

|x− 1|−bq/p

∼
(
2aq/p|Iα|+ C

−bq/p
β |Iβ|

)
.

De las equivalencias anteriores podemos obtener, teniendo en cuenta la
estimación 1/2 ≤ Cβ ≤ 1, que(

1

|I|

∫
I

Ω

)(
1

|I|

∫
I

Ω−q/p
)p/q

≤ C

(
1

|I|
(|Iα|+ |Iβ|)

)(
1

|I|
(|Iα|+ |Iβ|)

)p/q
≤ C.

Finalizaremos analizando los intervalos I = Iα∪Iβ con Iα = [α, 3/2]
y Iβ = [3/2, β] donde 1/2 < α. Al igual que en el caso anterior, usan-
do (11) y supuesto que −1 < a < p − 1 y −1 < b < p − 1, se verifica
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que ∫
I

Ω =

∫
Iα

|x− 1|b +

∫
Iβ

xc

∼
(
Cb
α|Iα|+ βc|Iβ|

)
y ∫

I

Ω−q/p =

∫
Iα

|x− 1|−bq/p +

∫
Iβ

x−cq/p

∼
(
C−bq/p
α |Iα|+ β−cq/p|Iβ|

)
,

donde

Cα =

{
|3/2− α|, si 1/2 < α < 1,

1/2, si 1 ≤ α < 3/2.

Con esto,(∫
I

Ω

)(∫
I

Ω−q/p
)p/q
∼
(
Cb
α|Iα|+ βc|Iβ|

) (
C−bq/p
α |Iα|+ β−cq/p|Iβ|

)p/q
≤ C

(
Cb
α|Iα|+ βc|Iβ|

) (
C−b
α |Iα|p/q + β−c|Iβ|p/q

)
≤ C

(
|I|p + Cb

αβ
−c|Iα| |Iβ|p/q + C−b

α βc|Iα|p/q |Iβ|
)
.

Observando que 1/2 ≤ Cα ≤ 1 podemos concluir que, si −1 < c < p−1,
entonces

Cb
αβ

−c|Iα| |Iβ|p/q ≤ Cβ−(c+1)|Iβ|p ≤ C|I|p

y

C−b
α βc|Iα|p/q |Iβ| ≤ Cβc−p+1|I|p ≤ C|I|p.

Esto nos lleva a (∫
I

Ω

)(∫
I

Ω−q/p
)p/q

≤ C|I|p,

tal como buscábamos. �

3. La transformada de Hankel

Definimos la transformada de Hankel Hα de orden α > −1 como el
operador integral que a cada función f asocia

Hα(f, x) =
x−α/2

2

∫ ∞

0

f(t)Jα(
√
xt)tα/2 dt, x > 0.(14)

Existen varias definiciones, todas ellas relacionadas mediante cambios
de variable o de función, para la transformada de Hankel. La definición
dada en (14) puede verse en [10].
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Las propiedades del operador Hα son mejores para α ≥ −1/2. Por
ejemplo, la expresión formal H2

α = Id se da únicamente en esos casos.
Por tanto, asumiremos esta hipótesis siempre que sea necesario. El estu-
dio de la acotación en Lp(xα) deHα también necesita de esta condición.
El comportamiento de las funciones de Bessel, que se presentará con
más detalle en el próximo caṕıtulo, nos da la cota

|Jα(x)| ≤ Cαx
α, x ∈ (0,∞),

para α ≥ −1/2. De ella se sigue, de manera inmediata, que

‖Hαf‖L∞(xα) ≤ C‖f‖L1(xα), f ∈ L1(xα),(15)

para α ≥ −1/2.
El operadorHα definido en (14) puede ser extendido a otros espacios

Lp(xα). Esto es posible tomando una clase de Schwartz modificada.
Consideramos el espacio

S+ = {f ∈ C∞(0,∞) : ∀k, j ≥ 0, |tkf (j)(t)| < Ck,j}

dotado con la topoloǵıa generada por las seminormas ‖ · ‖k,j, k, j ∈ N,
definidas por ‖f‖k,j = supt∈(0,∞) |tkf (j)(t)|. Es fácil identificar S+ con
las funciones f tales que f(t) = φ(t), t ≥ 0, para alguna función φ en
la clase de Schwartz S. Aśı, como puede verse en [10], tendremos que
el operador Hα es un isomorfismo de S+ en śı mismo, verificando que
H2
α = Id y la identidad∫ ∞

0

Hα(f, x)g(x) dx =

∫ ∞

0

f(t)Hα(g, t) dt.(16)

Usando que S+ es denso en los espacios Lp(xα), con 1 ≤ p < ∞ y
α > −1, la transformada de Hankel se extiende de un modo continuo a
L2(xα), con α ≥ −1/2, preservando la propiedadH2

α = Id y cumpliendo
la igualdad de normas

‖Hαf‖L2(xα) = ‖f‖L2(xα), f ∈ L2(xα).(17)

Ahora, tomando 1 ≤ p ≤ 2 e interpolando entre (15) y (17) tendremos

‖Hαf‖Lq(xα) ≤ C‖f‖Lp(xα), f ∈ Lp(xα),(18)

donde q es el conjugado de p y α ≥ −1/2.
La estimación (18) no será suficiente para obtener algunos de los

resultados que se probarán a lo largo de esta memoria. Necesitaremos
ciertas acotaciones con pesos radiales para la transformada de Hankel.
En varios trabajos desarrollados a lo largo de los años setenta por
P. G. Rooney (véanse [30] y [31]), pueden encontrarse resultados en
esta ĺınea. Rooney estudia acotaciones para la transformada de Hankel
clásica, definida mediante el operador integral

Hα(f, x) =

∫ ∞

0

(xt)1/2Jα(xt)f(t) dt.(19)
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Sin más que encontrar una relación entre (14) y (19) podemos obtener
el siguiente resultado relativo a la acotación de la transformada de
Hankel tal y como ha sido definida en (14):

Teorema 1.5 (Rooney). Sean α > −1, 1 < r ≤ s <∞ y

máx

{
1

r
, 1− 1

s

}
≤ µ < α + 3

2
.

Entonces(∫ ∞

0

|x−µ/2+α/2+3/4Hα(h, x)|s
dx

x

)1/s

(20)

≤ C
(∫ ∞

0

|xµ/2+α/2+1/4h(x)|r dx
x

)1/r

.

Demostración. Para probar este hecho basta considerar que

Hα(f(·), x) = x−α/2−1/4Hα((·)α+1/2f((·)2),
√
x).

Ahora, usando un cambio de variable y el resultado sobre Hα en [30],
se sigue (20). �

A partir del teorema anterior pueden deducirse acotaciones con pe-
sos más generales para la transformada de Hankel, como puede verse
en el trabajo de P. Heywood y P. G. Rooney [18], pero no serán de
relevancia para el objeto de esta memoria.

Nuestro interés por la transformada de Hankel viene justificado por
la relación∫ ∞

0

Jα+2n+1(t)Jα(xt) dt = xαP (α,0)
n (1− 2x2)χ[0,1](x),(21)

donde P
(α,0)
n denota el n-ésimo polinomio de Jacobi de orden (α, 0),

definido como en (6). La expresión (21) puede ser escrita en términos
de la transformada de Hankel como

Hα(j
α
n , x) =

√
α+ 2n+ 1P (α,0)

n (1− 2x)χ[0,1](x).

Esto, en particular, nos está diciendo que la transformada de Hankel de
{jαn}n≥0 está soportada en el intervalo [0, 1]. Este hecho será fundamen-
tal a la hora de identificar el espacio de densidad de nuestro sistema
ortonormal.

De especial importancia para lograr nuestros objetivos será conocer
la transformada de Hankel de orden α de las funciones jα+β

n , y (·)βjα+β
n .

La expresión de estas transformadas suele expresarse comúnmente en
términos de funciones hipergeométricas, denotadas por 2F1. No es habi-
tual, sin embargo, encontrarlas expresadas como polinomios de Jacobi,
que será como nosotros las usaremos. En el siguiente lema obtenemos
la expresión de estas transformadas en términos de los polinomios de
Jacobi.
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Lema 1.3. Sean α , β > −1 y α+ β > −1. Entonces

(22) Hα(j
α+β
n (t), x)

= 2−β
√
α+ β + 2n+ 1 Γ(n+ 1)

Γ(β + n+ 1)
(1− x)βP (α,β)

n (1− 2x)χ[0,1](x).

Si, además, asumimos β < 1 tenemos

(23) Hα(j
α+β
n (t)tβ, x)

= 2β
√
α+ β + 2n+ 1 Γ(α+ β + n+ 1)

Γ(α+ n+ 1)
P (α,β)
n (1− 2x), x ∈ (0, 1).

Demostración. Usaremos la expresión

∫ ∞

0

t−λJµ(at)Jν(bt) dt =
Γ(1

2
(µ+ ν − λ+ 1))bν

2λaν−λ+1Γ(ν + 1)Γ(1
2
(λ+ µ− ν + 1))

(24)

× 2F1

(
µ+ ν − λ+ 1

2
,
ν − λ− µ+ 1

2
; ν + 1;

b2

a2

)
, 0 < b < a;

válida para µ+ ν − λ > −1 y λ > −1 (véase [12, Cap. VIII, 8.11, pág.
48]).

Tomando en (24) a = 1, x = b2, λ = β, µ = α + β + 2n+ 1, ν = α
y haciendo el correspondiente cambio de variable tenemos

Hα(j
α+β
n (t), x)

=

√
2n+ α+ β + 1 Γ(α+ n+ 1)

2βΓ(β + n+ 1)Γ(α+ 1)
2F1(α+ n+ 1,−n− β;α+ 1; x),

que es válida para α > −1 y β > −1 en el intervalo 0 < x < 1. Usando
que, para α, β > −1 y n = 0, 1, 2, . . . ,

2F1(α+ n+ 1,−n− β;α+ 1; x)

= (1− x)β 2F1(−n, α+ β + n+ 1;α+ 1; x),

y

P (α,β)
n (x) =

Γ(n+ α+ 1)

Γ(α+ 1)Γ(n+ 1)
2F1(−n, α+ β + n+ 1;α+ 1; 1−x

2
),

(25)

tenemos

Hα(j
α+β
n (t), x)

=

√
α+ β + 2n+ 1 Γ(n+ 1)

2βΓ(β + n+ 1)
(1− x)βP (α,β)

n (1− 2x), x ∈ (0, 1).

Aśı, para completar (22) debemos probar que Hα(j
α+β
n (t), x) = 0 si

x > 1. Para hacer esto tomamos x = a2, b = 1, λ = β, µ = α y
ν = α+β+2n+1 en (24). De esta forma, 1

2
(λ+µ−ν+1) = 0,−1,−2, . . . ,
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lo que nos da que los coeficientes 1/Γ(1
2
(λ+µ− ν+1)) se anulan y por

tanto (22) se cumple.
Análogamente, para obtener la demostración de (23) tomamos, otra

vez, a = 1 y x = b2 en (24), con los parámetros λ = −β, µ = α + β +
2n + 1 y ν = α. Con esto, para β < 1 y α + β > −1, utilizando
sucesivamente (24), la igualdad 2F1(a, b; c;x) = 2F1(b, a; c;x) y (25)
tendremos

Hα(t
βjα+β
n (t), x)

= 2β
√
α+ β + 2n+ 1 Γ(α+ β + n+ 1)

Γ(α+ 1) Γ(n+ 1)
2F1(α+β+n+1,−n;α+1;x)

= 2β
√
α+ β + 2n+ 1 Γ(α+ β + n+ 1)

Γ(α+ 1) Γ(n+ 1)
2F1(−n, α+β+n+1;α+1;x)

= 2β
√
α+ β + 2n+ 1 Γ(α+ β + n+ 1)

Γ(α+ n+ 1)
P (α,β)
n (1− 2x),

tal y como queŕıamos probar. �

Debemos hacer notar que (23) nos muestra únicamente el compor-
tamiento de Hα(t

βjα+β
n (t), x) para x ∈ (0, 1), lo cual no quiere decir

que para x > 1 sea 0.





CAPÍTULO 2

Comportamiento en norma de las funciones
ortonormales de las series de Fourier-Neumann

1. Introducción

En este caṕıtulo analizaremos determinados aspectos de las funcio-
nes de Bessel que nos serán útiles más adelante. Comenzaremos pre-
sentando unas estimaciones superiores para la función de Bessel y su
derivada. Las cotas que obtengamos serán la clave para poder usar la
teoŕıa de pesos Ap y la transformada de Hilbert en el estudio de las
condiciones suficientes para la acotación uniforme del operador suma
parcial n-ésima, Sn, asociado al sistema ortonormal {jαn}n≥0, definido
como en (5) para α > −1.

Para tener definidos los operadores Sn en los espacios Lp(up(x)xα),
con pesos de la forma u(x) = xa(1 + x)b−a, necesitaremos conocer
para qué valores de α, a, b y p se verifica que jαn ∈ Lp(up(x)xα) ∩
Lq(u−q(x)xα). Además, el estudio de las condiciones necesarias para la
acotación uniforme de los Sn nos obliga a conocer el comportamiento
respecto a n de la norma en Lp(up(x)xα) y en Lq(u−q(x)xα) de las
funciones jαn .

El análisis de la acotaciones (p, p)-débil y (p, p)-débil restringida
del operador Sn exige que conozcamos cuándo se verifica que jαn ∈
Lp,∞(xα). También necesitaremos estimar respecto a n la norma de jαn
en los espacios Lp,∞(xα).

En la Sección 3 efectuaremos el cálculo de la norma de las funcio-
nes jαn en los espacios Lp(xr(1 + x)s−r). En la Sección 4, persiguiendo
obtener la mayor generalidad posible, realizaremos el mismo análisis en
los espacios Lp,∞(xr(1 + x)s−r).

2. Estimaciones para las funciones de Bessel

Denotaremos por Jν la función de Bessel de orden ν, con ν > −1,
definida mediante la serie de potencias

Jν(z) =
∞∑
n=0

(−1)n

n! Γ(n+ ν + 1)

(z
2

)2n+ν

.

Es obvio, a partir de la definición de las funciones de Bessel, que

29
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Jν(x) =
xν

2νΓ(ν + 1)
+O(xν+2), si x→ 0 + .(26)

Por otra parte, es un resultado bien conocido el siguiente comporta-
miento cuando x→∞ de las funciones de Bessel:

Jν(x) =

√
2

πx

[
cos
(
x− νπ

2
− π

4

)
+O(x−1)

]
.(27)

A partir de (26) y (27) no es dif́ıcil obtener las siguientes cotas supe-
riores para ν > −1:

|Jν(x)| ≤ Cνx
ν , x ∈ (0, 1],(28)

|Jν(x)| ≤ Cνx
−1/2, x ∈ [1,∞).(29)

La estimación superior dada en (29) presenta un comportamiento po-
co satisfactorio en cuanto al tamaño de la constante Cν para valores
grandes de ν. De un modo más preciso podemos asegurar que

Cν ≥ ν1/6.(30)

Este comportamiento de la constante se deduce del valor que toman
las funciones de Bessel para valores próximos a ν, esto es,

Jν(ν) ∼ ν−1/3,(31)

véase [42, Cap. VIII, 8.2, pág. 231]. Para comprobar (30) basta consi-
derar (29) para valores de x próximos a ν y hacer uso de (31),

ν−1/3 ∼ |Jν(ν)| ≤ Cνν
−1/2.

Puesto que uno de nuestros objetivos es obtener acotación unifor-
me para el operador Sn, que dependerá de Jν y J ′ν con ν = ν(n),
necesitaremos cotas para la función de Bessel y su derivada donde las
constantes sean independientes de ν. Como ν = α+2n+2, con α > −1,
bastará con considerar ν ≥ 1. Las cotas que nos interesarán son

|Jν(x)| ≤ Cx−1/4
(
|x− ν|+ ν1/3

)−1/4
, x ∈ (0,∞),(32)

|J ′ν(x)| ≤ Cx−3/4
(
|x− ν|+ ν1/3

)1/4
, x ∈ (0,∞),(33)

y se deducen de las usadas en [4] y [9], por ejemplo, y ya fueron utiliza-
das en [41]. Estas estimaciones se obtienen utilizando el método de la
fase estacionaria. En algunas ocasiones consideraremos estas cotas úni-
camente para el intervalo [ν/2,∞). En el intervalo (0, ν/2] tomaremos
una estimación más apropiada.

El estudio del tamaño de las normas de jαn respecto a n nos obliga
a conocer de forma más detallada el comportamiento de las funciones
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de Bessel en función de su orden. En concreto, para valores grandes de
ν tenemos

|Jν(x)| ≤



Cx−aνa−1/2(e/4)ν , si 0 < x ≤ ν/2,

C(ν − x)−1, si ν/2 ≤ x ≤ ν − ν1/3,

Cν−1/3, si ν − ν1/3 ≤ x ≤ ν + ν1/3,

Cν−1/4(x− ν)−1/4, si ν + ν1/3 ≤ x ≤ 2ν,

Cx−1/2, si 2ν ≤ x,

(34)

donde las constantes son independientes de ν. Debemos hacer notar
que las estimaciones dadas en (34) para x ≥ ν/2 son equivalentes a
la cota dada en (32) y se siguen, nuevamente, de las usadas en [4]
y [9]. La estimación para x ≤ ν/2 es válida para a ∈ R con a + ν ≥
0, y la constante que aparece depende del valor a; es decir C = Ca.
Esta desigualdad se demostrará en el siguiente lema. En él incluiremos,
además, una estimación, para x ≤ ν/2, de la función J ′ν que nos será de
gran utilidad.

Lema 2.1. Sea ν > 0 y a ∈ R. Entonces existe Ca > 0 tal que

0 ≤ Jν(x)x
a ≤ Caν

a−1/2
(e

4

)ν
(35)

y

0 ≤ J ′ν(x)x
a+1 ≤ Caν

a+1/2
(e

4

)ν
(36)

si a+ ν ≥ 0 y 0 < x ≤ ν/2.

Demostración. Comencemos verificando el resultado relativo a
Jν(x). Siguiendo [42, Cap. III, 3.31, pág. 49], se tiene, para ν > −1/2,
la expresión

Γ(ν + 1)
(x

2

)−ν
|Jν(x)| ≤ 1, x ≥ 0.

Usando la equivalencia de Stirling para estimar Γ(ν + 1) llegamos a

|Jν(x)| ≤ Cν−1/2
(ν
e

)−ν (x
2

)ν
.

Multiplicando y dividiendo por el factor (ν/x)a, teniendo en cuenta que
x/ν ≤ 1/2 (por ser x ≤ ν/2) y usando que a+ ν ≥ 0 tendremos

|Jν(x)| ≤ Cν−1/2
(e

2

)ν (x
ν

)ν+a (ν
x

)a
≤ Cνa−1/2x−a2−(a+ν)

(e
2

)ν
.

De esta estimación, y puesto que Jν(x) es una función positiva si x ≤
ν/2 y ν > 0 (véase [42, Cap. VIII, 8.51, pág. 254]), obtenemos el
resultado

0 ≤ Jν(x)x
a ≤ Caν

a−1/2
(e

4

)ν
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con Ca = 2−aC.
La cota superior dada para J ′ν(x) puede probarse de un modo análo-

go considerando la desigualdad

2Γ(ν)
(x

2

)−ν+1

|J ′ν(x)| ≤ 1 +
x2

ν(ν + 1)
,

válida para x ≥ 0 y ν > −1/2, y que puede verse en [42, Cap. III, 3.31,
pág. 49]. Deberá tenerse en cuenta que

2Γ(ν)
(x

2

)−ν+1

|J ′ν(x)| =
x

ν
Γ(ν + 1)

(x
2

)−ν
|J ′ν(x)|

y que

0 ≤ x2

ν(ν + 1)
≤ 1

4
,

si 0 ≤ x ≤ ν/2. La positividad de J ′ν(x), para ν > 0, se sigue de [42,
Cap. VIII, 8.51, pág. 254]. �

3. Estudio de la norma en los espacios Lp(xr(1 + x)s−r)

En primer lugar recordemos que, para cada α > −1, las funciones
que forman el sistema ortonormal de Fourier-Neumann fueron definidas
en el caṕıtulo anterior como

jαn (x) =
√
α+ 2n+ 1Jα+2n+1(

√
x)x−α/2−1/2, n = 0, 1, 2, . . . .

En esta sección nos centraremos en el análisis de los valores de α, p,
r y s que nos permitan asegurar que jαn ∈ Lp(xr(1 + x)s−r) para todo
n. Estudiaremos además el tamaño respecto a n de las normas de las
funciones jαn en los espacios Lp(xr(1 + x)s−r).

Como paso previo a la realización de los objetivos que nos propo-
nemos en esta sección, daremos un lema relativo a la pertenencia de
las funciones jαn a los espacios Lp,∞(xr(1 + x)s−r).

Lema 2.2. Sean r, s ∈ R, α > −1 y 1 < p <∞ verificando

−1

4
> (s+ 1)

(
1

2
− 1

p

)
+
α− s

2
.

Entonces, para cada n se tiene que

jαn /∈ Lp,∞(xr(1 + x)s−r).

Demostración. A partir de (27) tenemos que, para cada n fijo,

jαn (x) = Cα,n x
−(2α+3)/4 cos(x1/2 + ϕα,n) +O(x−(2α+5)/4), x→ +∞,

con

ϕα,n = −π(α+ 2n+ 1)

2
− π

4
.



3. ESTUDIO DE LA NORMA EN LOS ESPACIOS Lp(xr(1 + x)s−r) 33

Ahora, si k ∈ N, consideremos el intervalo

Ik = [(2kπ − ϕα,n − π/4)2, (2kπ − ϕα,n + π/4)2].

La familia {Ik}k∈N está formada por intervalos disjuntos. Además, es
inmediato observar que la longitud de Ik, para cada k fijo, es

|Ik| = (2kπ − ϕα,n + π/4)2 − (2kπ − ϕα,n − π/4)2 ∼ k,

donde las constantes de la equivalencia dependen de n y α, pero no de
k. Por otra parte, si x ∈ Ik se tiene

2kπ − π/4 ≤ x1/2 + ϕα,n ≤ 2kπ + π/4,

de donde

1/
√

2 ≤ cos(x1/2 + ϕα,n) ≤ 1.

Aśı, si k > k0, para un cierto k0 fijo, y x ∈ Ik, llegamos a

jαn (x) = x−(2α+3)/4
[
Cα,n cos(x1/2 + ϕα,n) +O(x−1/2)

]
≥ Cα,nx

−(2α+3)/4 ∼ Cα,nk
−(2α+3)/2.

Se trata de probar ahora que

‖jαn‖Lp,∞(xr(1+x)s−r) ≡ sup
t>0

t

[∫
{x: |jα

n (x)|>t}
xr(1 + x)s−r dx

]1/p

= ∞.

Ahora bien, Ik ⊆ {x : |jαn (x)| > t}, si k > k0 y Cα,nk
−(2α+3)/2 > t; o

equivalentemente, si

k0 < k < Cα,nt
−2/(2α+3).

Denotemos, para cada t > 0,

A(t) = {k ∈ N : k0 < k < Cα,nt
−2/(2α+3)}.

Si t es suficientemente pequeño este conjunto no es vaćıo y, además,
tenemos que

Ik ⊆ {x : |jαn (x)| > t}, ∀k ∈ A(t).

Considerando que∫
Ik

xr(1 + x)s−r dx ∼
∫
Ik

xs ∼ k2s|Ik| ∼ k2s+1,

para cada t > 0 se verificará

tp
∫
{x: |jα

n (x)|>t}
xr(1 + x)s−r dx ≥ tp

∑
k∈A(t)

∫
Ik

xr(1 + x)s−r dx

∼ tp
∑
k∈A(t)

k2s+1.
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Teniendo en cuenta que, si β > −1 y m→∞,
m∑

k=k0

kβ ∼ mβ+1,

resulta

tp
∫
{x: |jα

n (x)|>t}
xr(1 + x)s−r dx ≥ Cα,nt

p(t−2/(2α+3))2(α+1)

≥ Cα,nt
p−4(s+1)/(2α+3)

para t suficientemente pequeño. Y puesto que

p <
4(s+ 1)

2α+ 3
⇐⇒ −1

4
> (s+ 1)

(
1

2
− 1

p

)
+
α− s

2

se deduce que, en efecto, bajo estas hipótesis

sup
t>0

t

[∫
{x: |jα

n (x)|>t}
xr(1 + x)s−r dx

]1/p

= ∞.

�

En el siguiente lema estudiaremos la pertenencia de las funciones
jαn a los espacios Lp(xr(1 + x)s−r).

Lema 2.3. Sean r, s ∈ R, α > −1, 1 < p < ∞ y n un entero no
negativo. Entonces,

jαn ∈ Lp(xr(1 + x)s−r), ∀n ≥ 0,

si y sólo si r > −1 y

−1

4
< (s+ 1)

(
1

2
− 1

p

)
+
α− s

2
.(37)

Demostración. Teniendo en cuenta (28), (29) y usando que
xr(1 + x)s−r ∼ xr en (0, 1] y xr(1 + x)s−r ∼ xs en [1,∞), tenemos

‖jαn‖
p
Lp(xr(1+x)s−r) ≤ Cα,n

(∫ 1

0

xnp+r dx+

∫ ∞

1

x−(α/2+3/4)p+s dx

)
.

La convergencia de estas integrales ∀n ≥ 0 viene asegurada por r > −1
y (37); de hecho

−
(
α

2
+

3

4

)
p+ s < −1 ⇐⇒ −1

4
< (s+ 1)

(
1

2
− 1

p

)
+
α− s

2
.

Para completar la equivalencia probaremos que si r ≤ −1 ó p no
verifica (37), entonces existe un n ≥ 0 tal que jαn /∈ Lp(xr(1 + x)s−r).

Comencemos considerando r ≤ −1 para cualquier p. Usando (26)
tenemos que

‖jα0 ‖
p
Lp(xr(1+x)s−r) ≥ Cα

∫ 1

0

xr dx = ∞.
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El Lema 2.2 nos asegura que si −1
4
> (s+1)

(
1
2
− 1

p

)
+ α−s

2
entonces

jαn /∈ Lp,∞(xr(1 + x)s−r), para cada n. Aśı, por ser Lp(xr(1 + x)s−r) ⊂
Lp,∞(xr(1 + x)s−r), tendremos jαn /∈ Lp(xr(1 + x)s−r).

Por tanto, únicamente nos falta por ver que para p verificando −1
4

=

(s+1)
(

1
2
− 1

p

)
+ α−s

2
, o equivalentemente p = p0 = 4(s+1)

2α+3
, se tiene que

jαn /∈ Lp0(xr(1+x)s−r). Probaremos este hecho recuperando la notación
del citado Lema 2.2; aśı, para k > k0 y x ∈ Ik:

jαn (x) ≥ Cα,nk
−(2α+3)/2, |Ik| ∼ k, x ∼ k2.

Luego∫
Ik

|jαn (x)|p0xr(1 + x)s−r dx ∼
∫
Ik

|jαn (x)|p0xs dx

≥ Cα,nk
− 2α+3

2
p0+2s+1 = Cα,nk

−1.

Sumando en k, se obtiene∫ ∞

0

|jαn (x)|p0xr(1 + x)s−r dx = ∞.

�

El próximo lema nos muestra el comportamiento del tamaño de las
normas ‖jαn‖Lp(xr(1+x)s−r) respecto a n.

Lema 2.4. Sean r, s ∈ R, α > −1 y 1 < p < ∞. Supongamos
además r > −1 y

−1

4
< (s+ 1)

(
1

2
− 1

p

)
+
α− s

2
.

Entonces

‖jαn‖Lp(xr(1+x)s−r) ∼


n−(α+1)+2(s+1)/p, si p < 4,

n−(2α−s+1)/2(log n)1/4, si p = 4,

n−(5/6+α)+(6s+4)/(3p), si 4 < p.

(38)

Demostración. Como consecuencia de las hipótesis que aparecen
en el Lema 2.3, es claro que jαn ∈ Lp(xr(1 + x)s−r) para todo n entero
no negativo, y por tanto no tendremos problemas de integrabilidad.

Tomaremos ν = α+ 2n+ 1 ∼ n, aśı

‖jαn‖Lp(xr(1+x)s−r) ∼ n1/2‖x−(α+1)/2Jν(
√
x)‖Lp(xr(1+x)s−r)(39)

= 2n1/2‖t−(α+1)Jν(t)‖Lp(t2r+1(1+t2)s−r).

Para obtener el resultado basta considerar ν > ν0.
Haciendo una descomposición en intervalos igual que en (34) (eli-

giendo a = −(α+ 1) si 0 < t ≤ ν/2), tendremos∫ ∞

0

|t−(α+1)Jν(t)|pt2r+1(1 + t2)s−r dt ≤ I1 + I2 + I3 + I4 + I5,
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donde

I1 =

∫ ν/2

0

|Jν(t)t−(α+1)|p t2r+1(1 + t2)s−r dt

≤ C
[
ν−(α+3/2)(e/4)ν

]p ∫ ν/2

0

t2r+1(1 + t2)s−r dt

≤ C
[
ν−(α+3/2)(e/4)ν

]p(∫ 1

0

t2r+1 dt+

∫ ν/2

1

t2s+1 dt

)

≤ C
[
ν−(α+3/2)(e/4)ν

]p
ν2(s+1), si s > −1,

log ν, si s = −1,

1, si s < −1,

I2 =

∫ ν−ν1/3

ν/2

|Jν(t)t−(α+1)|p t2r+1(1 + t2)s−r dt

≤ Cν−(α+1)p+2s+1

∫ ν−ν1/3

ν/2

(ν − t)−p dt

≤ Cν−(α+1)p+2s+1
[
ν(1−p)/3 − (ν/2)1−p] ∼ ν−(α+4/3)p+2(s+2/3),

I3 =

∫ ν+ν1/3

ν−ν1/3

|Jν(t)t−(α+1)|p t2r+1(1 + t2)s−r dt

≤ Cν−(α+4/3)p+2s+1

∫ ν+ν1/3

ν−ν1/3

dt ∼ ν−(α+4/3)p+2(s+2/3),

I4 =

∫ 2ν

ν+ν1/3

|Jν(t)t−(α+1)|p t2r+1(1 + t2)s−r dt

≤ Cν−(α+5/4)p+2s+1

∫ 2ν

ν+ν1/3

(t− ν)−p/4 dt

≤ C


ν−(α+3/2)p+2(s+1), si p < 4,

ν−4(α+1)+2s(log ν), si p = 4,

ν−(α+4/3)p+2(s+2/3), si 4 < p,

e

I5 =

∫ ∞

2ν

|Jν(t)t−(α+1)|p t2r+1(1 + t2)s−r dt

≤ C

∫ ∞

2ν

t−(α+3/2)p+2s+1 dt ∼ ν−(α+3/2)p+2(s+1).
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Observando que

−
(
α+

3

2

)
p+ 2(s+ 1) > −

(
α+

4

3

)
p+ 2

(
s+

2

3

)
⇐⇒ p < 4

y usando (39) obtenemos la estimación superior en (38). Procederemos,
ahora, con la estimación inferior.

Siguiendo [3] tenemos que

Jν(x) = h(x) + g(x),

donde

h(x) =
1

2π

cosφ(x)

(x2 − ν2)1/4

con

φ(x) =
√
x2 − ν2 − ν arc cos

(ν
x

)
− π

4
y g una función que cumple la siguiente estimación:

|g(x)| ≤ ν1/4

(x− ν)7/4
+

1

ν
, si ν + ν1/3 ≤ x ≤ 2ν.(40)

Con esta descomposición,

‖jαn‖Lp(xr(1+x)s−r) ≥ Cν1/2‖Jν(t)t−(α+1)χ(ν+ν1/3,2ν)(t)‖Lp(t2s+1)

≥ Cν−(α+1/2)+(2s+1)/p‖Jν(t)χ(ν+ν1/3,2ν)(t)‖Lp(dt) ≥ Cν−(α+1/2)+(2s+1)/p

×
(
‖h(t)χ(ν+ν1/3,2ν)(t)‖Lp(dt) − ‖g(t)χ(ν+ν1/3,2ν)(t)‖Lp(dt)

)
.

Sin más que utilizar (40) obtenemos que

‖g(t)χ(ν+ν1/3,2ν)(t)‖Lp(dt) ≤ ν(1/p−1)/3.(41)

Sobre la función h asumamos el siguiente resultado que se probará en
un lema posterior:

‖h(t)χ(ν+ν1/3,2ν)(t)‖Lp(dt) ≥


Cν1/p−1/2, si p < 4,

Cν−1/4(log ν)1/4, si p = 4,

Cν(1/p−1)/3, si 4 < p,

(42)

para ν > ν0. Observemos que si 1 < p < 4 entonces 1/p−1/2 > (1/p−
1)/3. Este hecho nos permite asegurar que, en estas circunstancias, la
norma de g es despreciable frente a la de h. Por tanto, podemos concluir
que, si 1 < p ≤ 4, se verifica

‖jαn‖Lp(xr(1+x)s−r) ≥

{
Cν−(α+1)+2(s+1)/p, si p < 4,

Cν−(2α−s+1)/2(log ν)1/4, si p = 4.

Para conocer una cota inferior cuando 4 < p debemos utilizar otro
procedimiento, puesto que en ese caso las normas de h y g son del
mismo tamaño.
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La función de Bessel Jν es positiva y creciente hasta que alcanza su
primer máximo en

x = ν + 0,808618 ν1/3 +O(ν−1/3),(43)

véase [42, pág. 521]. Por ello, para ν < x < ν + ν1/3/2,

Jν(x) ≥ Jν(ν) ∼ ν−1/3.

Con esto, cuando 4 < p, tenemos

‖jαn‖Lp(xr(1+x)s−r) ≥ Cν−(α+1/2)+(2s+1)/p‖Jν(t)χ(ν,ν+ν1/3/2)(t)‖Lp(dt)

≥ Cν−(α+5/6)+(6s+4)/(3p),

lo que concluye la prueba. �

Falta por probar únicamente la acotación (42) para la norma de h.
Esta se tendrá del lema que probamos a continuación.

Lema 2.5. Sea ν > ν0 y

h(x) =
1

2π

cosφ(x)

(x2 − ν2)1/4
,(44)

con

φ(x) =
√
x2 − ν2 − ν arc cos

(ν
x

)
− π

4
,(45)

definida para x ∈ [ν,∞). Entonces, para cada 1 ≤ p < ∞ existe una
constante C, que depende sólo de p, tal que

∫ 2ν

ν+ν1/3

|h(x)|p dx ≥


Cν−p/2+1, si p < 4,

Cν−1 log ν, si p = 4,

Cν(1−p)/3, si 4 < p.

Demostración. En primer lugar haremos algunas consideraciones
sobre la función φ que nos serán útiles más adelante.

Teniendo en cuenta que φ′(x) =
√
x2−ν2

x
, tendremos que φ es una

función estrictamente creciente en su dominio de definición; es decir,
para x ∈ [ν,∞).

Si a, b ∈ [ν, 2ν], con a < b la función φ verifica

√
2

3
ν−1/2(b− ν)1/2(b− a) ≤ φ(b)− φ(a) ≤

√
3ν−1/2(b− ν)1/2(b− a).

(46)

Para verlo, tomemos

φ(b)− φ(a) =

∫ b

a

φ′(x) dx =

∫ b

a

√
x+ ν

x

√
x− ν dx.
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Ahora bien, si ν ≤ a ≤ x ≤ b ≤ 2ν, tenemos que

{
ν ≤ x ≤ 2ν√

2ν1/2 ≤
√
x+ ν ≤

√
3ν1/2

=⇒ 2−1/2ν−1/2 ≤
√
x+ ν

x
≤
√

3ν−1/2,

lo que nos da

2−1/2ν−1/2

∫ b

a

(x− ν)1/2 dx ≤ φ(b)− φ(a) ≤
√

3ν−1/2

∫ b

a

(x− ν)1/2 dx.

Integrando obtenemos∫ b

a

(x− ν)1/2 dx =
2

3
[(b− ν)3/2 − (a− ν)3/2],

de donde se sigue (46) a partir de la estimación

mı́n{λ, 1} ≤ rλ − sλ

rλ−1(r − s)
≤ máx{λ, 1},

válida para λ > 0 y 0 ≤ s < r <∞.
En particular, tomando a = ν en (46), si ν ≤ b ≤ 2ν, queda

√
2

3
ν−1/2(b− ν)3/2 ≤ φ(b) +

π

4
≤
√

3ν−1/2(b− ν)3/2.(47)

Consideremos ahora

Nν =

[
φ(2ν)− φ(ν + ν1/3)

2π

]
,

donde [·] indica la parte entera. Nν es siempre no negativo por ser φ
estrictamente creciente. Además, por ser ν > ν0, con ν0 elegido de
modo adecuado, y utilizando (46), podemos asegurar que Nν > 1. Por
ello existirán

ν + ν1/3 = xν,0 < xν,1 < xν,2 < . . . < xν,Nν ≤ 2ν

tales que φ(xν,j) = φ(ν + ν1/3) + 2πj. Entonces,∫ 2ν

ν+ν1/3

|h(x)|p dx = C

∫ 2ν

ν+ν1/3

| cosφ(x)|p

(x2 − ν2)p/4
dx

= C

∫ 2ν

ν+ν1/3

| cosφ(x)|p

(x2 − ν2)p/4+1/2
xφ′(x) dx

≥ Cν1/2−p/4
∫ 2ν

ν+ν1/3

| cosφ(x)|p

(x− ν)p/4+1/2
φ′(x) dx

≥ Cν1/2−p/4
Nν−1∑
j=0

∫ xν,j+1

xν,j

| cosφ(x)|p

(x− ν)p/4+1/2
φ′(x) dx.
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Ahora bien, si xν,j ≤ x ≤ xν,j+1 y usando repetidamente (47), resulta

x− ν ≥ xν,j − ν ≥ Cν1/3(φ(xν,j) + π/4)2/3

= Cν1/3(2πj + φ(ν + ν1/3) + π/4)2/3

≥ Cν1/3(2πj +
√

2/3)2/3 ≥ Cν1/3(j + 1)2/3,

con C independiente de ν y j ≥ 0. Análogamente,

x− ν ≤ xν,j+1 − ν ≤ Cν1/3(φ(xν,j+1) + π/4)2/3

= Cν1/3(2π(j + 1) + φ(ν + ν1/3) + π/4)2/3

≤ Cν1/3(2π(j + 1) +
√

3)2/3 ≤ Cν1/3(j + 1)2/3.

Por consiguiente, tenemos∫ 2ν

ν+ν1/3

|h(x)|p dx ≥ Cν1/2−p/4
Nν−1∑
j=0

∫ xν,j+1

xν,j

| cosφ(x)|p

(x− ν)p/4+1/2
φ′(x) dx

≥ Cν1/2−p/4
Nν−1∑
j=0

[
ν1/3(j + 1)2/3

]−(p/4+1/2)
∫ xν,j+1

xν,j

| cosφ(x)|pφ′(x) dx

= Cν(1−p)/3
Nν−1∑
j=0

(j + 1)−(p/2+1)/3

∫ φ(xν,j+1)

φ(xν,j)

| cos y|p dy

= Cν(1−p)/3
Nν∑
j=1

j−(p/2+1)/3.

Utilizando (46), resulta que φ(2ν)−φ(ν+ν1/3) ∼ ν−1/2ν1/2(ν−ν1/3) ∼
ν, luego Nν ∼ ν. Por otra parte, usando la equivalencia

k∑
j=1

ja ∼


ka+1, si a > −1,

log(k + 1), si a = −1,

1, si a < −1,

y teniendo en cuenta que

−1

3

(p
2

+ 1
)
> −1 ⇐⇒ p < 4,

llegamos a la estimación

∫ 2ν

ν+ν1/3

|h(x)| dx ≥ Cν(1−p)/3


ν1−(p/2+1)/3, si p < 4,

log ν, si p = 4,

1, si 4 < p,

que concluye la demostración. �
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4. Estudio de la norma en los espacios Lp,∞(xr(1 + x)s−r)

El estudio de las acotaciones extremales para el operador Sn requie-
re del conocimiento del tamaño de la norma débil de las funciones jαn .
En los dos próximos lemas analizaremos su comportamiento.

Lema 2.6. Sean r, s ∈ R, α > −1, 1 < p < ∞ y n un entero no
negativo. Entonces,

jαn ∈ Lp,∞(xr(1 + x)s−r), ∀n ≥ 0,

si y sólo si r > −1 y

−1

4
≤ (s+ 1)

(
1

2
− 1

p

)
+
α− s

2
.(48)

Demostración. Para verificar que las condiciones son suficientes
basta comprobar, por lo probado en Lema 2.3 y usando la desigualdad
‖·‖Lp,∞(xr(1+x)s−r) ≤ ‖·‖Lp(xr(1+x)s−r), que para p verificando −1

4
= (s+

1)
(

1
2
− 1

p

)
+ α−s

2
y r > −1 se cumple jαn ∈ Lp,∞(xr(1 + x)s−r); es

decir, debemos ver que para p = p0 = 4(s+1)
2α+3

se tiene jαn ∈ Lp0,∞(xr(1 +

x)s−r). Análogamente a como hicimos en la demostración de Lema 2.3,
tendremos

‖jαn‖Lp0,∞(xr(1+x)s−r)

≤ Cα,n
(
‖χ[0,1]x

n‖Lp0,∞(xr) + ‖χ[1,∞)x
−(2α+3)/4‖Lp0,∞(xs)

)
.

La primera norma es finita puesto que

χ[0,1]x
γ ∈ Lp,∞(xω) ⇐⇒ pγ + ω + 1 ≥ 0, (γ, ω) 6= (0,−1),(49)

y la segunda también lo es pues

χ[1,∞]x
γ ∈ Lp,∞(xω) ⇐⇒ pγ + ω + 1 ≤ 0, (γ, ω) 6= (0,−1),(50)

donde 0 < p <∞ y γ, ω ∈ R.
Para completar la equivalencia probaremos que si r ≤ −1 ó p no

verifica (48) entonces existe algún n tal que jαn /∈ Lp,∞(xr(1 + x)s−r).
Si r ≤ −1, para cualquier p, usando (26) tendremos

‖jα0 ‖Lp,∞(xr(1+x)s−r) ≥ Cα‖χ[0,1]‖Lp,∞(xr) = ∞,

por (49).

Para −1
4
> (s + 1)

(
1
2
− 1

p

)
+ α−s

2
, ya se vio en el Lema 2.2 que

jαn /∈ Lp,∞(xr(1 + x)s−r). �

Conozcamos ahora el tamaño de ‖jαn‖Lp,∞(xr(1+x)s−r) con respecto
a n.
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Lema 2.7. Sean r, s ∈ R, α > −1 y 1 < p < ∞. Supongamos
además r > −1 y

−1

4
≤ (s+ 1)

(
1

2
− 1

p

)
+
α− s

2
.

Entonces

‖jαn‖Lp,∞(xr(1+x)s−r) ∼

{
n−(α+1)+2(s+1)/p, si p ≤ 4,

n−(5/6+α)+(6s+4)/(3p), si 4 < p.
(51)

Demostración. Las hipótesis en el Lema 2.6 nos aseguran que
las normas débiles son finitas. Como en el Lema 2.4, comenzaremos
haciendo la siguiente observación:

‖jαn‖Lp,∞(xr(1+x)s−r) ∼ n1/2‖x−(α+1)/2Jν(
√
x)‖Lp,∞(xr(1+x)s−r)(52)

= 2n1/2‖t−(α+1)Jν(t)‖Lp,∞(t2r+1(1+t2)s−r),

con ν = α+ 2n+ 1 ∼ n. Consideraremos nuevamente ν ≥ ν0.
Haciendo una descomposición en intervalos igual que en (34), ten-

dremos

‖t−(α+1)Jν(t)‖Lp,∞(t2r+1(1+t2)s−r) ≤ A1 + A2 + A3 + A4 + A5;

veamos el comportamiento de cada uno de estos sumandos. Para anali-
zar A1, A2 y A3 usaremos que ‖·‖Lp,∞(t2r+1(1+t2)s−r) ≤ ‖·‖Lp(t2r+1(1+t2)s−r)

y operaremos como en el Lema 2.4:

A1 = ‖t−(α+1)Jν(t)χ[0,ν/2](t)‖Lp,∞(t2r+1(1+t2)s−r)

≤

(∫ ν/2

0

|Jν(t)t−(α+1)|p t2r+1(1 + t2)s−r dt

)1/p

≤ Cν−(α+3/2)(e/4)ν


ν2(s+1)/p, si s > −1,

(log ν)1/p , si s = −1,

1, si s < −1,

A2 = ‖t−(α+1)Jν(t)χ[ν/2,ν−ν1/3](t)‖Lp,∞(t2r+1(1+t2)s−r)

≤

(∫ ν−ν1/3

ν/2

|Jν(t)t−(α+1)|p t2s+1 dt

)1/p

≤ Cν−(α+4/3)+2(s+2/3)/p,

A3 = ‖t−(α+1)Jν(t)χ[ν−ν1/3,ν+ν1/3](t)‖Lp,∞(t2r+1(1+t2)s−r)

≤

(∫ ν+ν1/3

ν−ν1/3

|Jν(t)t−(α+1)|p t2s+1 dt

)1/p

≤ Cν−(α+4/3)+2(s+2/3)/p.
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Para A4 tenemos

A4 = ‖t−(α+1)Jν(t)χ[ν+ν1/3,2ν](t)‖Lp,∞(t2r+1(1+t2)s−r)

≤ Cν−(α+5/4)+(2s+1)/p‖(t− ν)−1/4χ[ν+ν1/3,2ν]‖Lp,∞(dt)

≤

{
Cν−(α+3/2)+2(s+1)/p, si p ≤ 4,

Cν−(α+4/3)+2(s+2/3)/p, si 4 < p,

donde para p 6= 4 hemos procedido como para los sumandos anteriores
(acotando superiormente por la norma en Lp(t2r+1(1 + t2)s−r)), y para
p = 4 hemos considerado la estimación

‖(t− ν)−1/4χ[ν+ν1/3,2ν]‖L4,∞(dt) ≤ C‖s−1/4χ[0,ν]‖L4,∞(ds)

= C‖z−1/4χ[0,1]‖L4,∞(dz) ≤ C,

que se obtiene utilizando una traslación, una dilatación y (49). Por
último

A5 = ‖Jν(t)t−(α+1)χ[2ν,∞)(t)‖Lp,∞(t2r+1(1+t2)s−r)

≤ ‖t−(2α+3)/2χ[2ν,∞)(t)‖Lp,∞(t2s+1) ≤ Cν−(α+3/2)+2(s+1)/p,

donde si p0 < p, con p0 = 4(s+1)
2α+3

, operamos como en los primeros
sumandos, y si p = p0 obtenemos, por (50), que

‖t−(2α+3)/2χ[2ν,∞)(t)‖Lp,∞(t2s+1) ≤ C.

Observando que

−
(
α+

3

2

)
+

2s+ 1

p
≥ −

(
α+

4

3

)
+

2

p

(
s+

2

3

)
⇐⇒ p ≤ 4

y usando (52) obtenemos la estimación superior en (51). Procederemos,
ahora, con la estimación inferior.

Tomando las funciones h y g descritas en el Lema 2.4 tendremos,
como alĺı,

‖jαn‖Lp,∞(xr(1+x)s−r) ≥ Cν1/2‖Jν(t)t−(α+1)χ(ν+ν1/3,2ν)(t)‖Lp,∞(t2s+1)

≥ Cν−(α+1/2)+(2s+1)/p‖Jν(t)χ(ν+ν1/3,2ν)(t)‖Lp,∞(dt) ≥ Cν−(α+1/2)+(2s+1)/p

×
(
‖h(t)χ(ν+ν1/3,2ν)(t)‖Lp,∞(dt) − ‖g(t)χ(ν+ν1/3,2ν)(t)‖Lp(dt)

)
.

Consideraremos la cota (41) para la norma de g dada en el Lema 2.4.
Utilizaremos también el siguiente resultado, que probaremos en un lema
posterior, relativo a la norma débil de h:

‖h(t)χ(ν+ν1/3,2ν)(t)‖Lp,∞(dt) ≥

{
Cν1/p−1/2, si p < 4,

Cν(1/p−1)/3, si 4 ≤ p,
(53)

para ν > ν0. Con esto tendremos que, para 1 < p < 4, se verifica

‖jαn‖Lp,∞(xr(1+x)s−r) ≥ Cν−(α+1)+2(s+1)/p.
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Nuevamente, para conocer una cota inferior cuando p ≥ 4 debemos
utilizar otro procedimiento, puesto que en ese caso las normas de h y g
son del mismo tamaño. El razonamiento que se debe seguir es el mismo
que se hizo en el Lema 2.4, pero en este caso utilizando normas débiles.
Recordemos que, para ν < x < ν + ν1/3/2,

Jν(x) ≥ Jν(ν) ∼ ν−1/3.

De este hecho, si 4 < p, tenemos

‖jαn‖Lp,∞(xr(1+x)s−r) ≥ Cν−(α+1/2)+(2s+1)/p‖Jν(t)χ(ν,ν+ν1/3/2)(t)‖Lp,∞(dt)

≥ Cν−(α+5/6)+(2s+1)/p‖χ(ν,ν+ν1/3/2)(t)‖Lp,∞(dt)

∼ ν−(α+5/6)+(6s+4)/(3p),

donde hemos usado que

‖χ(ν,ν+ν1/3/2)(t)‖Lp,∞(dt) ∼ ν1/(3p).

�

Habremos concluido con la prueba una vez que hayamos verificado
la desigualdad (53) para la función h.

Lema 2.8. Sea ν > ν0 y sean h y φ como en (44) y (45) respecti-
vamente. Entonces, para cada 1 ≤ p <∞ existe una constante C, que
depende sólo de p, tal que

‖h(x)χ(ν+ν1/3,2ν)(x)‖Lp,∞(dx) ≥

{
Cν1/p−1/2, si p < 4,

Cν(1/p−1)/3, si 4 ≤ p.

Demostración. Se trata de probar que

sup
λ>0

λp
∣∣{x ∈ (ν + ν1/3, 2ν) : |h(x)| > λ}

∣∣ ≥ {Cν1−p/2, si p < 4,

Cν(1−p)/3, si 4 ≤ p,

donde por |E| entenderemos la medida de Lebesgue del conjunto E.
Recuperando la notación del Lema 2.5, en concreto los valores xj,ν , es
claro que∣∣{x ∈ (ν + ν1/3, 2ν) : |h(x)| > λ}

∣∣
≥

Nν∑
j=1

|{x ∈ (xν,j−1, xν,j) : |h(x)| > λ}| .

Como ya comprobamos en el Lema 2.5, se cumple que:

(a) x+ ν ∼ ν, si ν + ν1/3 ≤ x ≤ 2ν;
(b) x− ν ∼ ν1/3j2/3, si xν,j−1 ≤ x ≤ xν,j;
(c) Nν ∼ ν.
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Luego, en (xν,j−1, xν,j),

|h(x)| = 1

2π

| cosφ(x)|
(x2 − ν2)1/4

≥ C
| cosφ(x)|
ν1/3j1/6

.

Por lo tanto, para cada j,

{x ∈ (xν,j−1, xν,j) : |h(x)| > λ}
⊇ {x ∈ (xν,j−1, xν,j) : | cosφ(x)| > Cν1/3j1/6λ}.

Ahora, utilizando que φ′(x) ∼ j1/3ν−1/3 en (xν,j−1, xν,j), la definición
de los xν,j y un cambio de variable tendremos que

|{x ∈ (xν,j−1, xν,j) : | cosφ(x)| > Cν1/3j1/6λ}|
∼ j−1/3ν1/3|{y ∈ (φν,j−1, φν,j) : | cos y| > Cν1/3j1/6λ}|,

donde φν,j = φ(xν,j) = φ(ν + ν1/3) + 2πj.
Observemos que, para cada r ∈ (0, 1),

|{y ∈ [−π/2, π/2] : | cos y| > r}| = |(− arc cos r, arc cos r)|
= 2 arc cos r.

Como

ĺım
r→1−

arc cos r√
1− r

=
√

2,

resulta que

|{y ∈ [−π/2, π/2] : | cos y| > r}| ∼
√

1− r, si 0 < r < 1.

O, si se quiere,

|{y ∈ [−π/2, π/2] : | cos y| > r}| ∼ (1− r)
1/2
+ , si 0 < r,

donde (x)
1/2
+ = máx {x, 0}. Más aún, para cada s ∈ R,

|{y ∈ [s, s+ 2π] : | cos y| > r}| ∼ (1− r)
1/2
+ , si 0 < r,

donde además las constantes de la equivalencia no dependen de s. Por
consiguiente,∣∣{x ∈ (xν,j−1, xν,j) : | cosφ(x)| > Cν1/3j1/6λ}

∣∣
∼ ν1/3j−1/3

[
1− Cν1/3j1/6λ

]1/2
+
,
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lo que nos da que, para cada λ > 0,

λp
∣∣{x ∈ (ν + ν1/3, 2ν) : |h(x)| > λ}

∣∣
≥ λpν1/3

Nν∑
j=1

j−1/3
[
1− Cν1/3j1/6λ

]1/2
+

≥ λpν1/3

∫ Nν

1

x−1/3
[
1− Cν1/3λx1/6

]1/2
+

dx

= 6C−4λp−4ν−1

∫ Cλν1/3N
1/6
ν

Cλν1/3

t3(1− t)
1/2
+ dt.

Consideremos ahora 0 < λ < C−1ν−1/3N
−1/6
ν ; aśı, con esta elección

de λ, [Cλν1/3, Cλν1/3N
1/6
ν ] ⊂ [0, 1]. Por otra parte usaremos que, si

λ, µ > −1 y λ+ µ > −1, entonces∫ b

a

xλ(1− x)µ dx ∼ (b− a)bλ(1− a)µ,(54)

con (a, b) ⊆ [0, 1]. La expresión (54) se sigue inmediatamente de (11).
Con esto,

λp
∣∣{x ∈ (ν + ν1/3, 2ν) : |h(x)| > λ}

∣∣
≥ 6C−4λp−4ν−1

∫ Cλν1/3N
1/6
ν

Cλν1/3

t3(1− t)1/2 dt

∼ C−4λp−4ν−1
(
Cλν1/3N1/6

ν − Cλν1/3
) (
Cλν1/3N1/6

ν

)3 (
1− Cλν1/3

)1/2
= λpν1/3N1/2

ν (N1/6
ν − 1)

(
1− Cλν1/3

)1/2
≥ λpν1/3N1/2

ν (N1/6
ν − 1)

(
1−N−1/6

ν

)1/2 ∼ λpν.

Tomando, por ejemplo, el valor permitido λ = 2−1C−1ν−1/3N
−1/6
ν de-

ducimos que

sup
λ>0

λp
∣∣{x ∈ (ν + ν1/3, 2ν) : |h(x)| > λ}

∣∣ ≥ Cν1−p/2,

donde esta última constante C es distinta de la anterior. Ahora consi-
deremos valores de λ tales que C−1ν−1/3N

−1/6
ν < λ < C−1ν−1/3, aśı 0 <

Cλν1/3 < 1 < Cλν1/3N
1/6
ν . De manera análoga a la anterior,

λp
∣∣{x ∈ (ν + ν1/3, 2ν) : |h(x)| > λ}

∣∣
≥ 6C−4λp−4ν−1

∫ 1

Cλν1/3

t3(1− t)1/2 dt

∼ C−4λp−4ν−1
(
1− Cλν1/3

)3/2
,
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donde en la equivalencia se ha utilizado nuevamente (54). Basta tomar
el valor permitido λ = 2−1C−1ν−1/3 para deducir que

sup
λ>0

λp
∣∣{x ∈ (ν + ν1/3, 2ν) : |h(x)| > λ}

∣∣ ≥ Cν(1−p)/3.

En resumen, hemos probado que

sup
λ>0

λp
∣∣{x ∈ (ν + ν1/3, 2ν) : |h(x)| > λ}

∣∣ ≥ Cmáx{ν1−p/2, ν(1−p)/3}.

Y, teniendo en cuenta que

1− p

2
<

1− p

3
⇐⇒ 4 < p,

el lema queda demostrado. �





CAPÍTULO 3

Acotación del operador suma parcial en espacios
de Lebesgue con pesos

1. Introducción

Como se mostró en el Caṕıtulo 1 la convergencia en Lp(up dµ) de
la serie de Fourier asociada a un determinado sistema ortonormal pa-
sa por el estudio de la acotación uniforme del operador suma parcial
n-ésima, Sn, en estos mismos espacios. Esta convergencia se produ-
cirá para funciones en

Bp = span{φn},

con la clausura entendida en Lp(up dµ).
A lo largo de este caṕıtulo vamos a analizar la acotación uniforme

del operador Sn relativo a las funciones {jαn}n≥0, para α > −1, en los
espacios Lp(up(x)xα) con pesos de la forma u(x) = xa(1 + x)b−a. Este
tipo de pesos verifica que

u(x) ∼ xa, si x→ 0,

u(x) ∼ xb, si x→∞.

En concreto, vamos a probar el siguiente resultado:

Teorema 3.1. Sean α > −1, 1 < p < ∞ y u(x) = xa(1 + x)b−a.
Entonces, existe una constante C > 0 tal que

‖Snf‖Lp(up(x)xα) ≤ C‖f‖Lp(up(x)xα), f ∈ Lp(up(x)xα), n ∈ N,

si y sólo si 4
3
< p < 4 y

−α+ 1

2
< (α+ 1)

(
1

p
− 1

2

)
+ a <

α+ 1

2
,

−1

4
< (α+ 1)

(
1

p
− 1

2

)
+ b <

1

4
.

(55)

La demostración del Teorema 3.1 la hemos dividido en tres partes.
En la primera de ellas, contenida en la siguiente sección, daremos una
expresión del operador Sn en términos de la transformada de Hilbert.
La segunda parte estará centrada en el análisis de las condiciones ne-
cesarias y se desarrollará en la Sección 3. Por último, en la Sección 4,
trataremos las condiciones suficientes.

49
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2. Construcción del operador suma parcial

Para α > −1, consideraremos el sistema ortonormal en L2(xα) for-
mado por las funciones {jαn}n≥0, definidas como en (5). Aśı, el operador
suma parcial n-ésima vendrá descrito como

Sn(f, x) =
n∑
k=0

ck(f)jαk (x),(56)

donde

ck(f) =

∫ ∞

0

f(t)jαk (t)tα dt.(57)

Utilizando la linealidad de la integral es posible expresar

Sn(f, x) =

∫ ∞

0

Kn(x, t)f(t)tα dt,

con

Kn(x, t) =
n∑
k=0

jαk (x)jαk (t).(58)

Obtendremos, a continuación, una expresión expĺıcita para el núcleo
Kn(x, t). Para ello probaremos el siguiente lema:

Lema 3.1. Sea n ∈ N y λ > −1. Entonces

n∑
k=0

2(λ+ 2k + 1)Jλ+2k+1(x)Jλ+2k+1(t)

=
xt

x2 − t2
[xJλ+1(x)Jλ(t)− tJλ(x)Jλ+1(t)

+ xJ ′λ+2n+2(x)Jλ+2n+2(t)− tJλ+2n+2(x)J
′
λ+2n+2(t)].

Demostración. Usando la igualdad

Jν−1(z) + Jν+1(z) =
2ν

z
Jν(z)

para expresar Jµ−1 y Jµ+2 en términos de Jµ y Jµ+1, obtenemos

2µJµ(x)Jµ(t) =
xt

x2 − t2
[xJµ(x)Jµ−1(t)− tJµ−1(x)Jµ(t)

− xJµ+2(x)Jµ+1(t) + tJµ+1(x)Jµ+2(t) ].

Lo cual nos da
n∑
k=0

2(λ+ 2k + 1)Jλ+2k+1(x)Jλ+2k+1(t)

=
xt

x2 − t2
[xJλ+1(x)Jλ(t)− tJλ(x)Jλ+1(t)

− xJλ+2n+3(x)Jλ+2n+2(t) + tJλ+2n+2(x)Jλ+2n+3(t)].
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Finalmente, con la relación

zJν+1(z) = νJν(z)− zJ ′ν(z)

eliminamos el término Jλ+2n+3 y se obtiene el resultado. �

Otra forma de probar el lema anterior es utilizar la igualdad

(59)
∞∑
k=0

2(λ+ 2k + 1)Jλ+2k+1(x)Jλ+2k+1(t)

=
xt

x2 − t2
[xJλ+1(x)Jλ(t)− tJλ(x)Jλ+1(t)],

como puede verse en [41]. La expresión (59) puede encontrarse en [44].
La demostración que hemos dado aqúı puede verse en [17] y ha sido
incluida en esta memoria buscando tener la mayor completitud posible.

Tomando λ = α en el Lema 3.1 tendremos

Kn(x, t) =
1

2

(xt)−α/2

x− t
[
√
xJα+1(

√
x)Jα(

√
t)−

√
tJα(

√
x)Jα+1(

√
t)

+
√
xJ ′α+2n+2(

√
x)Jα+2n+2(

√
t)−

√
tJα+2n+2(

√
x)J ′α+2n+2(

√
t)].

Esto nos permite descomponer el operador Sn descrito por (56) en
cuatro operadores,

Snf = W1f −W2f +W3,nf −W4,nf,

con

W1(f, x) = 1
2
x−α/2+1/2Jα+1(x

1/2)H
(
tα/2Jα(t

1/2)f(t), x
)
,(60)

W2(f, x) = 1
2
x−α/2Jα(x

1/2)H
(
tα/2+1/2Jα+1(t

1/2)f(t), x
)
,(61)

W3,n(f, x) = 1
2
x−α/2+1/2J ′ν(x

1/2)H
(
tα/2Jν(t

1/2)f(t), x
)
,(62)

W4,n(f, x) = 1
2
x−α/2Jν(x

1/2)H
(
tα/2+1/2J ′ν(t

1/2)f(t), x
)
,(63)

donde H denota la transformada de Hilbert y ν = α + 2n + 2. Esta
descomposición del operador Sn en términos de la transformada de
Hilbert nos permitirá utilizar la clase de pesos Ap en el estudio de las
condiciones suficientes.

3. Condiciones necesarias

Las condiciones necesarias para la acotación del operador suma par-
cial pueden deducirse de un resultado más general sobre sistemas orto-
normales.

Sea (Ω, µ) un espacio de medida y {φn}n≥0 un sistema ortonormal
en dicho espacio. Si definimos el operador

Sn(f, x) =
n∑
k=0

ak(f)φk(x)

con ak(f) =
∫

Ω
f(t)φk(t) dµ tendremos el siguiente resultado:
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Proposición 3.2. Sea 1 ≤ p ≤ ∞. Si

‖Snf‖Lp(up dµ) ≤ C‖f‖Lp(vp dµ), f ∈ Lp(vp dµ), n ∈ N,
entonces

‖φn‖Lp(up dµ)‖φn‖Lq(v−q dµ) ≤ C, n ∈ N.(64)

Demostración. Consideremos el operador

Tn(f, x) = Sn(f, x)− Sn−1(f, x) = an(f)φn(x).

Usando la acotación del operador Sn tendremos

‖Tnf‖Lp(up dµ) =

∣∣∣∣∫
Ω

f(t)φn(t) dµ

∣∣∣∣ ‖φn‖Lp(up dµ) ≤ C‖f‖Lp(vp dµ).

Si tenemos en cuenta que el operador an(·), dado por

an(·) : Lp(vp dµ) −→ R
f 7−→ an(f),

es un operador continuo sobre Lp(vp dµ) que alcanza su norma y ésta
es igual a ‖φn‖Lq(v−qdµ), el resultado se sigue inmediatamente. �

Con esta proposición, el estudio de las condiciones necesarias se
reduce a la verificación de la desigualdad

‖jαn‖Lp(up(x)xα)‖jαn‖Lq(u−q(x)xα) ≤ C, n ∈ N.(65)

Tomando n fijo (es suficiente n = 0) y aplicando el Lema 2.3 con
r = pa+ α y s = pb+ α obtenemos que

‖jαn‖Lp(up(x)xα) <∞, ∀n ∈ N,
si y sólo si

−1 < pa+ α,

−1

4
< (pb+ α+ 1)

(
1

2
− 1

p

)
+
α− (pb+ α)

2
;

que equivale a

−α+ 1

2
< (α+ 1)

(
1

p
− 1

2

)
+ a,

(α+ 1)

(
1

p
− 1

2

)
+ b <

1

4
.

(66)

Considerando ahora los valores r = −qa + α y s = −qb + α en el
Lema 2.3 tendremos que

‖jαn‖Lq(u−q(x)xα) <∞, ∀n ∈ N,
si y sólo si

−1 < −qa+ α,

−1

4
< (−qb+ α+ 1)

(
1

2
− 1

p

)
+
α− (−qb+ α)

2
;
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que se escriben como

(α+ 1)

(
1

p
− 1

2

)
+ a <

α+ 1

2
,

−1

4
< (α+ 1)

(
1

p
− 1

2

)
+ b.

(67)

Las condiciones en (66) y (67) pueden reunirse en (55).
Ahora, supuesto que (55) se cumple, las estimaciones de las normas

del Lema 2.4 nos proporcionan

‖jαn‖Lp(up(x)xα) ∼


n2(α+1)( 1

p
− 1

2)+2b, si p < 4,

n2b−(α+1)/2(log n)1/4, si p = 4,

n(2α+4/3)( 1
p
− 1

2)+2b−1/6, si p > 4,

y

‖jαn‖Lq(u−q(x)xα) ∼


n2(α+1)( 1

q
− 1

2)−2b, si q < 4 (p > 4/3),

n−2b−(α+1)/2(log n)1/4, si q = 4 (p = 4/3),

n(2α+4/3)( 1
q
− 1

2)−2b−1/6, si q > 4 (p < 4/3).

Combinándolas, obtenemos

‖jαn‖Lp(up(x)xα)‖jαn‖Lq(u−q(x)xα) ∼



n
2
3(

1
p
− 3

4), si p < 4/3,

(log n)1/4, si p = 4/3,

C, si 4/3 < p < 4,

(log n)1/4, si p = 4,

n
2
3(

1
4
− 1

p), si p > 4.

Por lo tanto, para que se cumpla la condición (65) con una constante
independiente de n, se debe verificar que 4/3 < p < 4.

4. Condiciones suficientes

En esta sección nos vamos a centrar en la acotación de los ope-
radores descritos en (60), (61), (62) y (63). Recordemos que ν = α +
2n+ 2.

4.1. Acotación del operador W1. El operador W1 se define
como

W1(f, x) = 1
2
x−α/2+1/2Jα+1(x

1/2)H
(
tα/2Jα(t

1/2)f(t), x
)
.

Si tomamos la función

g(t) = tα/2Jα(t
1/2)f(t),

se tiene que

‖W1f‖Lp(up(x)xα) ≤ C‖f‖Lp(up(x)xα)
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si y sólo si

‖Hg‖Lp(up(x)xα−αp/2+p/2|Jα+1(x1/2)|p) ≤ C‖g‖Lp(up(x)xα−αp/2|Jα(x1/2)|−p).

Por tanto para obtener la acotación será suficiente probar que existe
un peso Φ ∈ Ap tal que

Cup(x)xα−αp/2+p/2|Jα+1(x
1/2)|p ≤ Φ(x) ≤ C1u

p(x)xα−αp/2|Jα(x1/2)|−p.
(68)

En efecto, si este fuera el caso, por el Teorema 1.4, tendŕıamos

‖Hg‖Lp(up(x)xα−αp/2+p/2|Jα+1(x1/2)|p) ≤ C‖Hg‖Lp(Φ(x))

≤ C‖g‖Lp(Φ(x)) ≤ C‖g‖Lp(up(x)xα−αp/2|Jα(x1/2)|−p).

A partir de (28) y (29) llegamos a que

up(x)xα−αp/2+p/2|Jα+1(x
1/2)|p ≤

{
Cxα+p+ap, si 0 < x ≤ 1,

Cxα−αp/2+p/4+bp, si x > 1,

y

up(x)xα−αp/2|Jα(x1/2)|−p ≥

{
Cxα−αp+ap, si 0 < x ≤ 1,

Cxα−αp/2+p/4+bp, si x > 1.

Con estas estimaciones podemos considerar el peso

Φ(x) =

{
xr, si 0 < x ≤ 1,

xα−αp/2+p/4+bp, si x > 1.

El valor de r lo elegiremos de forma que se verifique la condición (68)
y que Φ ∈ Ap, lo cual viene caracterizado por (b) en el Lema 1.2. Esto
nos da que se deben cumplir las condiciones

α− αp+ ap ≤ r ≤ α+ p+ ap,

−1 < r < p− 1,

−1 < α− αp/2 + p/4 + bp < p− 1.

(69)

La tercera desigualdad es equivalente a

−3

4
< (α+ 1)

(
1

p
− 1

2

)
+ b <

1

4
,

lo que viene implicado por (55). Para las desigualdades en (69) involu-
crando a r, es suficiente que se cumpla

máx{−1, α− αp+ ap} < mı́n{p− 1, α+ p+ ap},
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puesto que aśı podremos elegir como r algún valor intermedio. Esta
útima desigualdad se tiene a partir de

−1 < α + p+ ap,(70)

α− αp+ ap < p− 1,(71)

α− αp+ ap < α+ p+ ap,(72)

luego bastará con verificar éstas. Una sencilla manipulación de (70)
y (71) nos da que pueden reunirse en

−α+ 3

2
< (α+ 1)

(
1

p
− 1

2

)
+ a <

α+ 1

2
,

lo que se sigue de la primera ĺınea en (55). La desigualdad (72) se tiene
de manera inmediata sin más que usar la condición α > −1.

4.2. Acotación del operador W2. La demostración es entera-
mente similar a la de W1. Tenemos, al igual que antes, que para

W2(f, x) = 1
2
x−α/2Jα(x

1/2)H
(
tα/2+1/2Jα+1(t

1/2)f(t), x
)
,

la acotación

‖W2f‖Lp(up(x)xα) ≤ C‖f‖Lp(up(x)xα)

equivale a

‖Hg‖Lp(up(x)xα−αp/2|Jα(x1/2)|p) ≤ C‖g‖Lp(up(x)xα−αp/2−p/2|Jα+1(x1/2)|−p),

donde en esta ocasión hemos tomado

g(t) = tα/2+1/2Jα+1(t
1/2)f(t).

Nuevamente es suficiente comprobar que existe un peso Ψ ∈ Ap cum-
pliendo

Cup(x)xα−αp/2|Jα(x1/2)|p ≤ Ψ(x) ≤ C1u
p(x)xα−αp/2−p/2|Jα+1(x

1/2)|−p.
(73)

En esta situación, usando el Teorema 1.4, llegaŕıamos a que

‖Hg‖Lp(up(x)xα−αp/2|Jα(x1/2)|p) ≤ C‖Hg‖Lp(Ψ(x))

≤ C‖g‖Lp(Ψ(x)) ≤ C‖g‖Lp(up(x)xα−αp/2−p/2|Jα+1(x1/2)|−p).

Utilizando las cotas (28) y (29) tenemos que

up(x)xα−αp/2|Jα(x1/2)|p ≤

{
Cxα+ap, si 0 < x ≤ 1,

Cxα−αp/2−p/4+bp, si x > 1,

y

up(x)xα−αp/2−p/2|Jα+1(x
1/2)|−p ≥

{
Cxα−αp−p+ap, si 0 < x ≤ 1,

Cxα−αp/2−p/4+bp, si x > 1.
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Tomando

Ψ(x) =

{
xr, si 0 < x ≤ 1,

xα−αp/2−p/4+bp, si x > 1,

las condiciones (73) y Ψ ∈ Ap se cumplirán si
α− αp− p+ ap ≤ r ≤ α+ ap,

−1 < r < p− 1,

−1 < α− αp/2− p/4 + bp < p− 1.

(74)

La tercera condición en (74) es equivalente a

−1

4
< (α+ 1)

(
1

p
− 1

2

)
+ b <

3

4
,

lo que se sigue de la segunda ĺınea en (55). Las desigualdades en (74)
que nos permitirán hacer la elección de r se cumplirán si

máx{−1, α− αp− p+ ap} < mı́n{p− 1, α+ ap};

que se tendrá a partir de

−1 < α + ap,(75)

α− (α+ 1)p+ ap < p− 1,(76)

α− (α+ 1)p+ ap < α+ ap.(77)

Ahora, las desigualdades (75) y (76) se puede comprobar que equivalen
a

−α+ 1

2
< (α+ 1)

(
1

p
− 1

2

)
+ a <

α+ 3

2
,

lo que se verifica a partir de la primera ĺınea en (55). La desigual-
dad (77) se obtiene, otra vez, de α > −1.

4.3. Acotación uniforme de los operadores W3,n. Recorde-
mos que

W3,n(f, x) = 1
2
x−α/2+1/2J ′ν(x

1/2)H
(
tα/2Jν(t

1/2)f(t), x
)

y, por tanto,

‖W3,nf‖Lp(up(x)xα) ≤ C‖f‖Lp(up(x)xα)

si y sólo si

‖Hg‖Lp(up(x)xα−αp/2+p/2|J ′ν(x1/2)|p) ≤ C‖g‖Lp(up(x)xα−αp/2|Jν(x1/2)|−p),

donde hemos tomado

g(t) = tα/2Jν(t
1/2)f(t).
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De modo análogo a como hicimos en la acotación de W1 bastará en-
contrar una familia de pesos ϕν ∈ Ap uniformemente (es decir, con
constantes Ap(ϕν) independientes de ν) tales que

Cup(x)xα−αp/2+p/2|J ′ν(x1/2)|p ≤ ϕν(x) ≤ C1u
p(x)xα−αp/2|Jν(x1/2)|−p.

(78)

Con esto, usando nuevamente el Teorema 1.4, podŕıamos concluir

‖Hg‖Lp(up(x)xα−αp/2+p/2|J ′ν(x1/2)|p) ≤ C‖Hg‖Lp(ϕν(x))

≤ C‖g‖Lp(ϕν(x)) ≤ C‖g‖Lp(up(x)xα−αp/2|Jν(x1/2)|−p).

Obtengamos ahora los pesos ϕν . Comenzaremos utilizando la ex-
presión (33) para acotar J ′ν , si x > ν2/4. Aśı, usando que u(x) ∼ xb, si
x > ν2/4,

up(x)xα−αp/2+p/2|J ′ν(x1/2)|p ≤ Cxα−αp/2+p/8+bp
[
|x1/2 − ν|+ ν1/3

]p/4
.

Si x ≤ ν2/4 utilizaremos otra cota más precisa; en concreto

up(x)xα−αp/2+p/2|J ′ν(x1/2)|p ≤ Cν−αp−3p/2+2p(b−a)xα+p+ap.(79)

Veamos que, efectivamente, se cumple esta estimación. La desigual-
dad (79) se seguirá inmediatamente si probamos que, para x ≤ ν2/4,

(1 + x)b−ax−(α+1)/2να+3/2−2(b−a)|J ′ν(x1/2)| ≤ C.(80)

Comencemos considerando b ≥ a; aśı, (1 + x)b−a ≤ Cν2(b−a) y, por
tanto,

(1 + x)b−ax−(α+1)/2να+3/2−2(b−a)|J ′ν(x1/2)|
≤ Cx−(α+1)/2να+3/2|J ′ν(x1/2)|.

Eligiendo, ahora, convenientemente el parámetro que aparece en (36)
del Lema 2.1 (debe tomarse a = −(α+ 2)) obtenemos que

x−(α+1)/2να+3/2|J ′ν(x1/2)| ≤ C
(e

4

)ν
≤ C,

con lo que podemos finalizar (80). Si b < a, basta observar que (1 +
x)b−a ≤ xb−a y utilizar nuevamente el Lema 2.1 (en esta ocasión debe
tomarse el parámetro a de (36) igual a 2(b− a)− (α+ 2)).

Por (32) tendremos que, si x > ν2/4,

up(x)xα−αp/2|Jν(x1/2)|−p ≥ Cxα−αp/2+p/8+bp
[
|x1/2 − ν|+ ν1/3

]p/4
,

teniendo en cuenta nuevamente que, en este rango de valores de x,
u(x) ∼ xb. En el intervalo 0 < x ≤ ν2/4 tomaremos la cota

up(x)xα−αp/2|Jν(x1/2)|−p ≥ Cναp+p/2+2p(b−a)xα−αp+ap.(81)
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Procedamos, ahora, a comprobar (81). Será suficiente ver que

(1 + x)a−bx−α/2να+1/2+2(b−a)|Jν(x1/2)| ≤ C.(82)

Para concluir (82) comenzaremos tomando b ≤ a. Esto nos permite
obtener inmediatamente que

(1 + x)a−bx−α/2να+1/2+2(b−a)|Jν(x1/2)| ≤ Cx−α/2να+1/2|Jν(x1/2)|.

Considerando el parámetro adecuado en (35) del Lema 2.1 (tomar a =
−α) tendremos

x−α/2να+1/2|Jν(x1/2)| ≤ C
(e

4

)ν
≤ C.

Si b > a, utilizaremos que (1 + x)a−b ≤ xa−b y el Lema 2.1, en concre-
to (35) tomando el parámetro igual a 2(a− b)− α.

Con todo lo anterior, podemos afirmar que

up(x)xα−αp/2+p/2|J ′ν(x1/2)|p

≤ C

{
ν−αp−3p/2+2p(b−a)xα+p+ap, si 0 < x ≤ ν2/4,

xα−αp/2+p/8+bp
[
|x1/2 − ν|+ ν1/3

]p/4
, si x > ν2/4,

y

up(x)xα−αp/2|Jν(x1/2)|−p

≥ C

{
ναp+p/2+2p(b−a)xα−αp+ap, si 0 < x ≤ ν2/4,

xα−αp/2+p/8+bp
[
|x1/2 − ν|+ ν1/3

]p/4
, si x > ν2/4.

Esto nos lleva a considerar los pesos

ϕν(x) =

{
ν−αp+p/2+2pb+2α−2rxr, si 0 < x ≤ ν2/4,

xw
[
|x1/2 − ν|+ ν1/3

]p/4
, si x > ν2/4,

donde, por brevedad en la notación, tomamos w = α−αp/2+p/8+bp.
Esta familia de pesos debe verificar (78); para ello basta con que

(83) Cν−αp−3p/2+2p(b−a)xα+p+ap ≤ ν−αp+p/2+2pb+2α−2rxr

≤ C1ν
αp+p/2+2p(b−a)xα−αp+ap,

si x ≤ ν2/4. Para probar que existe algún valor de r para el que se
cumple (83) debemos observar que es equivalente a

C
( x
ν2

)α+p+ap

≤
( x
ν2

)r
≤ C1

( x
ν2

)α−αp+ap
,

si x/ν2 ≤ 1/4. De este hecho se concluye inmediatamente que (83) se
tiene si

α− αp+ ap ≤ r ≤ α+ p+ ap.(84)
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Veamos, ahora, que ϕν ∈ Ap uniformemente. El Lema 1.1 nos da

ϕν(x) ∈ Ap unif. ⇐⇒ ϕν(ν
2x) ∈ Ap unif.

⇐⇒

{
xr, si 0 < x ≤ 1/4,

xw
[
|x1/2 − 1|+ ν−2/3

]p/4
, si x > 1/4,

∈ Ap unif.

⇐⇒

{
xr, si 0 < x ≤ 1/4,

xw
[
|x1/2 − 1|p/4 + ν−p/6

]
, si x > 1/4,

∈ Ap unif.,

donde la última equivalencia se sigue de[
|x1/2 − 1|+ ν−2/3

]p/4 ∼ |x1/2 − 1|p/4 + ν−p/6.

Observemos, ahora, que{
xr, si 0 < x ≤ 1/4,

xw
[
|x1/2 − 1|p/4 + ν−p/6

]
, si x > 1/4,

∼

{
xr(1 + ν−p/6), si 0 < x ≤ 1/4,

xw
[
|x1/2 − 1|p/4 + ν−p/6

]
, si x > 1/4,

= ω1(x) + Cνω2(x),

con Cν = ν−p/6,

ω1(x) =

{
xr, si 0 < x ≤ 1/4,

xw|x1/2 − 1|p/4, si x > 1/4,

∼


xr, si 0 < x ≤ 1/2,

|x− 1|p/4, si 1/2 < x ≤ 3/2,

xw+p/8, si x > 3/2,

y

ω2(x) =

{
xr, si 0 < x ≤ 1/4,

xw, si x > 1/4,

∼

{
xr, si 0 < x ≤ 1,

xw, si x > 1.

De este modo, usando los apartados (b) y (c) en el Lema 1.1, bas-
tará comprobar que ω1 y ω2 están en Ap. Para que ω1 ∈ Ap será sufi-
ciente, por el Lema 1.2, que se cumplan

−1 < r < p− 1,

−1 < p/4 < p− 1,

−1 < α− αp/2 + p/4 + bp < p− 1.

(85)

La desigualdad en la que interviene r, analizada junto con (84) y la
última condición en (85) se comportan igual que en W1; la desigualdad
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−1 < p/4 < p − 1 equivale a p > 4/3. Por el Lema 1.2, el peso ω2

pertenecerá a Ap si{
−1 < r < p− 1,

−1 < α− αp/2 + p/8 + bp < p− 1.
(86)

La condición sobre r es la misma que en (85), y la otra restricción
en (86) equivale a

−5

8
< (α+ 1)

(
1

p
− 1

2

)
+ b <

3

8
,

que viene implicada por la segunda ĺınea en (55).

4.4. Acotación uniforme de los operadores W4,n. Para con-
cluir tomemos

W4,n(f, x) = 1
2
x−α/2Jν(x

1/2)H
(
tα/2+1/2J ′ν(t

1/2)f(t), x
)
.

Aśı, tendremos que

‖W4,nf‖Lp(up(x)xα) ≤ C‖f‖Lp(up(x)xα)

si y sólo si

‖Hg‖Lp(up(x)xα−αp/2|Jν(x1/2)|p) ≤ C‖g‖Lp(up(x)xα−αp/2−p/2|J ′ν(x1/2)|−p),

sin más que tomar

g(t) = tα/2+1/2J ′ν(t
1/2)f(t).

Procediendo como en W2 será suficiente con encontrar pesos ψν ∈ Ap
uniformemente tal que

Cup(x)xα−αp/2|Jν(x1/2)|p ≤ ψν(x) ≤ C1u
p(x)xα−αp/2−p/2|J ′ν(x1/2)|−p.

(87)

Con tal familia de pesos, usando de nuevo el Teorema 1.4, tendŕıamos

‖Hg‖Lp(up(x)xα−αp/2|Jν(x1/2)|p) ≤ C‖Hg‖Lp(ψν(x))

≤ C‖g‖Lp(ψν(x)) ≤ C‖g‖Lp(up(x)xα−αp/2−p/2|J ′ν(x1/2)|−p).

Veamos ciertas acotaciones que nos permitan elegir los pesos ψν .
Para x > ν2/4, aplicando (32) a Jν llegaremos a

up(x)xα−αp/2|Jν(x1/2)|p ≤ Cxα−αp/2−p/8+bp
[
|x1/2 − ν|+ ν1/3

]−p/4
,

donde nuevamente hemos tenido en cuenta que, si x > ν2/4, u(x) ∼ xb.
Al igual que para W3,n, si x ≤ ν2/4 usaremos una estimación más
apropiada:

up(x)xα−αp/2|Jν(x1/2)|p ≤ Cν−αp−p/2+2p(b−a)xα+ap.(88)

Para comprobar la expresión (88) será suficiente tener que

(1 + x)b−ax−α/2να+1/2−2(b−a)|Jν(x1/2)| ≤ C.
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Esta última cota puede obtenerse como (82).
Con (33), podemos concluir que, para x > ν2/4,

up(x)xα−αp/2−p/2|J ′ν(x1/2)|−p ≥ Cxα−αp/2−p/8+bp
[
|x1/2 − ν|+ ν1/3

]−p/4
,

haciendo uso también de la equivalencia u(x) ∼ xb. En el intervalo
0 < x ≤ ν2/4 utilizaremos que

up(x)xα−αp/2−p/2|J ′ν(x1/2)|−p ≥ Cναp+3p/2+2p(b−a)xα−αp−p+ap.(89)

Para verificar (89) basta probar que, para 0 < x ≤ ν2/4,

(1 + x)a−bx−(α+1)/2να+3/2+2(b−a)|J ′ν(x1/2)| ≤ C.

Para concluir esta desigualdad podemos proceder como con (80).
Reuniendo toda la información precedente, llegamos a que

up(x)xα−αp/2|Jν(x1/2)|p

≤ C

{
ν−αp−p/2+2p(b−a)xα+ap, si 0 < x ≤ ν2/4,

xα−αp/2−p/8+bp
[
|x1/2 − ν|+ ν1/3

]−p/4
, si x > ν2/4;

y

up(x)xα−αp/2−p/2|J ′ν(x1/2)|−p

≥ C

{
ναp+3p/2+2p(b−a)xα−αp−p+ap, si 0 < x ≤ ν2/4,

xα−αp/2−p/8+bp
[
|x1/2 − ν|+ ν1/3

]−p/4
, si x > ν2/4,

Tomaremos, ahora, los pesos

ψν(x) =

{
ν−αp−p/2+2pb+2α−2rxr, si 0 < x ≤ ν2/4,

xv
[
|x1/2 − ν|+ ν1/3

]−p/4
, si x > ν2/4,

donde hemos denotado v = α − αp/2 − p/8 + bp. Estos pesos deben
cumplir la condición (87), y para ello es suficiente que

(90) Cν−αp−p/2+2p(b−a)xα+ap ≤ ν−αp−p/2+2pb+2α−2rxr

≤ C1ν
αp+3p/2+2p(b−a)xα−αp−p+ap,

si x ≤ ν2/4. La desigualdad (90) es equivalente a

C
( x
ν2

)α+ap

≤
( x
ν2

)r
≤ C1

( x
ν2

)α−αp−p+ap
,

si x/ν2 ≤ 1/4. Aśı, es claro que (90) se sigue si tuviéramos

α− αp− p+ ap ≤ r ≤ α+ ap.(91)
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Veamos ahora bajo qué condiciones tenemos que ψν ∈ Ap uniforme-
mente. Usando, como en el caso anterior, el Lema 1.1, tenemos

ψν(x) ∈ Ap unif. ⇐⇒ ψν(ν
2x) ∈ Ap unif.

⇐⇒

{
xr, si 0 < x ≤ 1/4,

xv
[
|x1/2 − 1|+ ν−2/3

]−p/4
, si x > 1/4,

∈ Ap unif.

Buscando aplicar el apartado (d) del Lema 1.1 tendremos en cuenta
quex

−r, si 0 < x ≤ 1/4,(
xv
[
|x1/2 − 1|+ ν−2/3

]−p/4)−1

, si x > 1/4,

∼

{
x−r, si 0 < x ≤ 1/4,

x−v
[
|x1/2 − 1|p/4 + ν−p/6

]
, si x > 1/4,

∼

{
x−r(1 + ν−p/6), si 0 < x ≤ 1/4,

x−v
[
|x1/2 − 1|p/4 + ν−p/6

]
, si x > 1/4,

= δ−1
1 (x) + (Cνδ2(x))

−1,

con Cν = νp/6,

δ1(x) =

{
xr, si 0 < x ≤ 1/4,

xv|x1/2 − 1|−p/4, si x > 1/4

∼


xr, si 0 < x ≤ 1/2,

|x− 1|−p/4, si 1/2 < x ≤ 3/2,

xv−p/8, si x > 3/2,

y

δ2(x) =

{
xr, si 0 < x ≤ 1/4,

xv, si x > 1/4,

∼

{
xr, si 0 < x ≤ 1,

xv, si x > 1,

Por lo tanto, usando (b) y (d) en el Lema 1.1, llegaremos a que ψν ∈ Ap
uniformemente si δ1, δ2 ∈ Ap. De este modo, para que δ1 ∈ Ap bastará,
por el Lema 1.2, que

−1 < r < p− 1,

−1 < −p/4 < p− 1,

−1 < α− αp/2− p/4 + bp < p− 1.

(92)
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La desigualdad que involucra a r, estudiada junto con (91) y la última
condición en (92) son análogas a las que se estudiaron en W2; la de-
sigualdad −1 < −p/4 < p − 1 equivale a p < 4. Para que el peso δ2
pertenezca a Ap será suficiente, utilizando otra vez el Lema 1.2, que{

−1 < r < p− 1,

−1 < α− αp/2− p/8 + bp < p− 1.
(93)

La restricción sobre r es igual que en (92) y la segunda condición en (93)
es equivalente a

−3

8
< (α+ 1)

(
1

p
− 1

2

)
+ b <

5

8
,

que viene implicada por la segunda ĺınea en (55).





CAPÍTULO 4

Acotaciones extremales del operador suma parcial

1. Introducción

Consideremos nuevamente el sistema ortonormal en L2(xα) dado
por {jαn}n≥0. Como se mencionó anteriormente y como se deduce del
resultado básico en el caṕıtulo anterior la acotación uniforme de los
operadores Sn en Lp(xα) se verifica en un cierto intervalo abierto de
valores de p, denominado intervalo de convergencia en media. Basta
tomar a = b = 0 en Teorema 3.1 para ver que en este caso tendremos
que el intervalo de convergencia en media es{

4
3
< p < 4, si − 1 < α < 0,

4(α+1)
2α+3

< p < 4(α+1)
2α+1

, si α ≥ 0.

Parece natural preguntarse por el comportamiento del operador Sn en
los extremos de este intervalo. Para efectuar este análisis utilizaremos
los espacios Lp,∞(xα), que fueron definidos en el Caṕıtulo 1. Veremos,
para α ≥ 0, que en los valores extremos del intervalo de convergencia en
media Sn no verifica la acotación uniforme (p, p)-débil. En particular
encontraremos una familia de funciones, fn, que muestra que no es
posible que se verifique la acotación uniforme

‖Snfn‖Lp,∞(xα) ≤ C‖fn‖Lp(xα).

Por tanto, para α ≥ 0, la acotación (p, p)-débil sólo ocurre en el in-
tervalo de convergencia en media. Creemos que este hecho se cumple
también para −1 < α < 0 pero desgraciadamente no hemos logra-
do encontrar una demostración de ello. Probaremos, en este caso para
α > −1, que la acotación uniforme (p, p)-débil restringida śı se verifica
para los valores extremos del intervalo.

Recordemos que el operador Sn se describe como

Snf = W1f −W2f +W3,nf −W4,nf,

con

W1(f, x) = 1
2
x−α/2+1/2Jα+1(x

1/2)H
(
tα/2Jα(t

1/2)f(t), x
)
,

W2(f, x) = 1
2
x−α/2Jα(x

1/2)H
(
tα/2+1/2Jα+1(t

1/2)f(t), x
)
,

W3,n(f, x) = 1
2
x−α/2+1/2J ′ν(x

1/2)H
(
tα/2Jν(t

1/2)f(t), x
)
,

W4,n(f, x) = 1
2
x−α/2Jν(x

1/2)H
(
tα/2+1/2J ′ν(t

1/2)f(t), x
)
,

donde ν = α+ 2n+ 2.

65
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2. Acotación débil del operador suma parcial

El estudio de la acotación (p, p)-débil del operador Sn asociado al
sistema ortonormal {jαn} será el objetivo único de esta sección. Proba-
remos el siguiente resultado:

Teorema 4.1. Sean α ≥ 0 y 1 < p < ∞. Entonces, existe una
constante C > 0 tal que

‖Snf‖Lp,∞(xα) ≤ C‖f‖Lp(xα), f ∈ Lp(xα), n ∈ N,
si y sólo si

4(α+ 1)

2α+ 3
< p <

4(α+ 1)

2α+ 1
(94)

Demostración. En primer lugar, notar que, por el Teorema 3.1
con a = b = 0, es claro que (94) implica la acotación (p, p)-fuerte, luego
también la (p, p)-débil. Bastará, pues, con estudiar la otra implicación.

Una sencilla modificación de la Proposición 3.2, con u = v = 1 y
considerando la acotación (p, p)-débil del operador Sn en lugar de la
acotación (p, p)-fuerte, nos dará que

‖Snf‖Lp,∞(xα) ≤ C‖f‖Lp(xα) =⇒ ‖jαn‖Lp,∞(xα)‖jαn‖Lq(xα) ≤ C.

Usando las estimaciones de los Lemas 2.6 y 2.3 (con r = s = α),
obtendremos

jαn ∈ Lp,∞(xα) ⇐⇒ −1

4
≤ (α+ 1)

(
1

2
− 1

p

)
y

jαn ∈ Lq(xα) ⇐⇒ −1

4
< (α+ 1)

(
1

2
− 1

q

)
⇐⇒ (α+ 1)

(
1

2
− 1

p

)
<

1

4
.

Ambas condiciones pueden reunirse en

−1

4
≤ (α+ 1)

(
1

2
− 1

p

)
<

1

4
.(95)

Considerando ahora las estimaciones de los Lemas 2.4 y 2.7 podremos
deducir, supuesto que (95) se verifique,

‖jαn‖Lp,∞(xα)‖jαn‖Lq(xα) ∼


n

2
3(

1
p
− 3

4), si p < 4/3,

(log n)1/4, si p = 4/3,

C, si 4/3 < p ≤ 4,

n
2
3(

1
4
− 1

p), si p > 4.

Lo que nos asegura que debemos tener

4

3
< p ≤ 4.
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De todo lo anterior concluimos que

‖Snf‖Lp,∞(xα) ≤ C‖f‖Lp(xα)

=⇒


4
3
< p ≤ 4,

−1
4
≤ (α+ 1)

(
1
2
− 1

p

)
< 1

4
,

=⇒

{
4
3
< p < 4, si α = 0,

4(α+1)
2α+3

≤ p < 4(α+1)
2α+1

, si α > 0.

Aśı, para completar la equivalencia bastará con probar que para p =

p0 = 4(α+1)
2α+3

, con α > 0, no se puede dar la acotación débil.
A la vista de la demostración del Teorema 3.1 (en concreto, las

subsecciones 4.2 y 4.4 del Caṕıtulo 3), tomando a = b = 0, sabemos
que los operadores W2 y W4,n, descritos en (61) y (63) respectivamente,
son acotados en Lp0(xα). Bastará, por tanto, con estudiar el compor-
tamiento de W1 y W3,n, descritos por (60) y (62). De esta forma es
suficiente probar que existe una sucesión de funciones fn para la que
la desigualdad

‖W1fn +W3,nfn‖Lp0,∞(x2α) ≤ C‖fn‖Lp0 (xα)(96)

falla para cada constante C.
Consideremos la sucesión de funciones

fn(t) = sgn(Jα(t
1/2))t−

2α+3
4 χ[1,n2](t).

En primer lugar, es fácil observar que

‖fn‖Lp0 (xα) = C(log n)
1

p0 .(97)

Ahora, para x > (2ν)2, tenemos que

|W3,n(fn, x)| ≤ Cx−(α+1)/2|J ′ν(x1/2)|
∫ n2

1

t−
3
4 |Jν(t1/2)| dt

≤ Cx−(2α+3)/2
(e

4

)2n

,

donde el último paso se sigue de (33) y (35). Usando este hecho llegamos
a la acotación

‖χ((2ν)2,∞)W3,nfn‖Lp0,∞(xα) ≤ C
(e

4

)2n

.(98)

Tomando otra vez x > (2ν)2, se comprueba que

|W1(fn, x)| ≥ Cx−(α+1)/2|Jα+1(x
1/2)|

∫ n2

1

t−
3
4 |Jα(t

1
2 )| dt

≥ C(log n)x−(α+1)/2|Jα+1(x
1/2)|,
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donde para obtener la última desigualdad se ha hecho uso de (27). De
esta estimación concluimos inmediatamente que

‖χ((2ν)2,∞)(x)W1fn‖Lp0,∞(xα) ≥ C log n.(99)

Reuniendo (98) y (99) tendremos que

‖W1fn +W3,nfn‖Lp0,∞(xα) ≥ C log n,

lo que, junto a (97), nos permite finalizar que (96) no puede verificarse.
�

3. Acotación débil restringida del operador suma parcial

En el teorema de la sección anterior hemos probado que para deter-
minados valores de α no es posible tener acotación uniforme (p, p)-débil
en los extremos del intervalo de convergencia en media. Esto nos lleva
inmediatamente a pensar en estudiar la acotación uniforme (p, p)-débil
restringida para el operador Sn en dichos valores extremales. El siguien-
te resultado es el trabajo que hemos realizado respecto a esta cuestión:

Teorema 4.2. Sea{
4
3
≤ p ≤ 4, si − 1 < α < 0,

4(α+1)
2α+3

≤ p ≤ 4(α+1)
2α+1

, si α ≥ 0.

Entonces, existe una constante C > 0 tal que

‖Snf‖Lp,∞(xα) ≤ C‖f‖Lp(xα), f = χE, n ∈ N,
donde E es un conjunto de medida finita.

Demostración. Probaremos la acotación únicamente para los va-
lores extremos. Es bien conocido que si un operador es autoadjunto la
acotación débil restringida para un valor de p nos da inmediatamente
la acotación débil restringida en q, con q el conjugado de p. En nuestro
caso concreto la acotación

‖Snf‖L4,∞(xα) ≤ C‖f‖L4(xα), f = χE,

implica

‖Snf‖L4/3,∞(xα) ≤ C‖f‖L4/3(xα), f = χE,

y lo mismo para p0 = 4(α+1)
2α+3

y p1 = 4(α+1)
2α+1

, puesto que p0 y p1 son
conjugados. Por tanto, nos centraremos en el estudio del extremo su-
perior. Dividiremos la demostración en dos casos; en el primera de ellos
consideraremos p = p1 (por tanto α ≥ 0) y en el segundo tomaremos
p = 4 (con −1 < α < 0).

Caso a: p = p1 (α ≥ 0).
Las estimaciones contenidas en las subsecciones 4.1 y 4.3 del Caṕıtu-

lo 3, con a = b = 0, nos permiten afirmar que W1 y W3,n son operadores
que verifican la acotación uniforme (p1, p1)-fuerte; y como consecuen-
cia cumplen la acotación uniforme (p1, p1)-débil restringida. Bastará,
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para obtener la conclusión deseada, con probar que W2 y W4,n también
tienen esta propiedad. Estudiemos cada uno de estos operadores.

Caso a.1: Acotación débil restringida del operador W2.
Comenzaremos considerando, para cada k ∈ Z, los intervalos Ik =

[2k, 2k+1) y las funciones

fk1 =fχ(0,2k−1),

fk2 =fχ[2k−1,2k+2),

fk3 =fχ[2k+2,∞).

De este modo ∪k∈ZIk = (0,∞) y, para cada k, f = fk1 + fk2 + fk3 . Esto
nos permite escribir

W2f =
∑
k∈Z

(
W2f

k
1 +W2f

k
2 +W2f

k
3

)
χIk .

Con esta descomposición tendremos

{x ∈ (0,∞) : |W2(f, x)| > y} ⊂ Ak ∪Bk ∪ Ck
=
⋃
k∈Z

(Ak ∪Bk ∪ Ck) ∩ Ik,

donde

Ak =
{
x ∈ (0,∞) : |W2(f

k
1 , x)| >

y

3

}
,

Bk =
{
x ∈ (0,∞) : |W2(f

k
2 , x)| >

y

3

}
y

Ck =
{
x ∈ (0,∞) : |W2(f

k
3 , x)| >

y

3

}
.

Veamos que se verifica

(Ak ∪ Ck) ∩ Ik ⊂ {x ∈ (0,∞) : Cx−(2α+1)/4‖f‖Lp1 (xα) > y}.(100)

Para W2(f
k
1 , x) con x ∈ Ik se tiene que t < x/2. De esto concluimos

que (x− t)−1 ≤ t−1 y aśı

|W2(f
k
1 , x)| ≤ Cx−α/2|Jα(x1/2)|

∫ x/2

0

t(α+1)/2|Jα+1(t
1/2)| f(t)

x− t
dt

≤ Cx−α/2|Jα(x1/2)|
∫ x/2

0

t(α−1)/2|Jα+1(t
1/2)|f(t) dt.

Teniendo en cuenta que |Jα(x1/2)| ≤ Cx−1/4, la desigualdad de Hölder
débil, (3), con p = p1 y q = p0, y que (por (49) y (50)) t−(2α+3)/4 ∈
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Lp0,∞(tα), se tiene

|W2(f
k
1 , x)| ≤ Cx−(2α+1)/4

∫ x/2

0

t−(2α+3)/4f(t)tα dt

≤ Cx−(2α+1)/4‖t−(2α+3)/4‖Lp0,∞(tα)‖f‖Lp1 (tα)

≤ Cx−(2α+1)/4‖f‖Lp1 (tα),

que es lo que queŕıamos comprobar.
Para W2(f

k
3 , x) con x ∈ Ik se verifica que t > 2x, lo que nos da

(t − x)−1 ≤ 2t−1. De este modo, operando igual que para W2(f
k
1 , x),

tendremos

|W2(f
k
3 , x)| ≤ Cx−(2α+1)/4‖f‖Lp1 (tα).

Las estimaciones obtenidas para |W2(f
k
1 , x)| y |W2(f

k
3 , x)| nos permiten

concluir (100) y, como consecuencia, la acotación (p1, p1)-débil restrin-
gida para

∑
k∈Z
(
W2f

k
1 +W2f

k
3

)
χIk . En efecto, para ver que realmente

es aśı basta tener en cuenta que

µ

(⋃
k∈Z

(Ak ∪ Ck) ∩ Ik

)
≤ µ

{(
x ∈ (0,∞) : Cx−(2α+1)/4‖f‖Lp1 (tα) > y

)}
≤ µ

((
0,

(
C‖f‖Lp1 (tα)

y

)4/(2α+1)
))

≤ C

(
‖f‖Lp1 (tα)

y

)p1
.

Veamos, para finalizar la acotación para W2, qué sucede con Bk. Es
evidente que

µ

(⋃
k∈Z

Bk ∩ Ik

)
≤
∑
k∈Z

µ
({
x ∈ Ik : |W2(f

k
2 , x)| >

y

3

})
;

analicemos cómo se comporta cada conjunto de este sumatorio. Si x ∈
Ik entonces x ∼ 2k. Esto, junto con la cota |Jα(x1/2)| ≤ Cx−1/4, nos da

|W2(f
k
2 , x)| ≤ Cx−(2α+1)/4

∣∣H(tα/2+1/2Jα+1(t
1/2)fk2 (t), x

)∣∣
∼ 2−(2α+1)k/4

∣∣H(tα/2+1/2Jα+1(t
1/2)fk2 (t), x

)∣∣ .
Aśı, para cada conjunto Ik tendremos

µ
({
x ∈ Ik : |W2(f

k
2 , x)| >

y

3

})
≤ µ

(
{x ∈ Ik : C2−(2α+1)k/4

∣∣H(tα/2+1/2Jα+1(t
1/2)fk2 (t), x

)∣∣ > y}
)

≤ C2−(α+1)ky−p1
∫
Ik

∣∣H(tα/2+1/2Jα+1(t
1/2)fk2 (t), x

)∣∣p1 xα dx
∼ 2−ky−p1

∫
Ik

∣∣H(tα/2+1/2Jα+1(t
1/2)fk2 (t), x

)∣∣p1 dx.



3. ACOTACIÓN DÉBIL RESTRINGIDA 71

Utilizando, ahora, la acotación de la transformada de Hilbert sin pesos
y, nuevamente, la estimación |Jα+1(x

1/2)| ≤ Cx−1/4, llegamos a

µ
({
x ∈ Ik : |W2(f

k
2 , x)| >

y

3

})
≤ C2−ky−p1

∫
Ik

|xα/2+1/2Jα+1(x
1/2)fk2 (x)|p1 dx

≤ C2−ky−p1
∫
Ik

|fk2 (x)|p1xα+1 dx

∼ y−p1
∫
Ik

|fk2 (x)|p1xα dx.

Con esto,

µ

(⋃
k∈Z

Bk ∩ Ik

)
≤
∑
k∈Z

µ
({
x ∈ Ik : |W2(f

k
2 , x)| >

y

3

})
≤
∑
k∈Z

y−p1
∫
Ik

|fk2 (x)|p1xα dx ≤ C

(
‖f‖Lp1 (xα)

y

)p1
.

De esta manera se tiene la acotación (p1, p1)-débil restringida para∑
k∈Z(W2f

k
2 )χIk , lo que concluye la demostración para W2.

Caso a.2: Acotación uniforme débil restringida del operador W4,n.
Utilizaremos una notación análoga a la del caso anterior, siendo

ahora

Ak =
{
x ∈ (0,∞) : |W4,n(f

k
1 , x)| >

y

3

}
,

Bk =
{
x ∈ (0,∞) : |W4,n(f

k
2 , x)| >

y

3

}
y

Ck =
{
x ∈ (0,∞) : |W4,n(f

k
3 , x)| >

y

3

}
.

Veamos que se verifica el contenido

(Ak ∪ Ck) ∩ Ik ⊂ {x ∈ (0,∞) : Cx−α/2|Jν(x1/2)| ‖f‖Lp1 (xα) > y}.
(101)

Para W4,n(f
k
1 , x) con x ∈ Ik se tiene t < x/2, de donde se deduce que

(x− t)−1 ≤ t−1. Aśı

|W4,n(f
k
1 , x)| ≤ Cx−α/2|Jν(x1/2)|

∫ x/2

0

t(α+1)/2|J ′ν(t1/2)|
f(t)

x− t
dt

≤ Cx−α/2|Jν(x1/2)|
∫ x/2

0

t(α−1)/2|J ′ν(t1/2)|f(t) dt.

Ahora, aplicando la desigualdad de Hölder débil, (3), con p = p1 y
q = p0 y usando que

‖t−(α+1)/2J ′ν(t
1/2)‖Lp0,∞(tα) ≤ C,(102)
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lo que se probará posteriormente, se tiene

|W4,n(f
k
1 , x)| ≤ Cx−α/2|Jν(x1/2)| ‖t−(α+1)/2J ′ν(t

1/2)‖Lp0,∞(tα)‖f‖Lp1 (tα)

≤ Cx−α/2|Jν(x1/2)| ‖f‖Lp1 (tα),

que es lo que queŕıamos ver. Comprobemos que, efectivamente, se cum-
ple (102). A partir de

2J ′ν(t) = Jν−1(t)− Jν+1(t),(103)

tendremos

‖t−(α+1)/2J ′ν(t
1/2)‖Lp0,∞(tα)

≤ C‖t−(α+1)/2Jν−1(t
1/2)‖Lp0,∞(tα) + C‖t−(α+1)/2Jν+1(t

1/2)‖Lp0,∞(tα)

≤ C(ν − 1)−1/2‖jαn (t)‖Lp0,∞(tα)

+ C(ν + 1)−1/2‖jαn+1(t)‖Lp0,∞(tα) ≤ C,

donde hemos utilizado la estimación dada en el Lema 2.7.
Para W4,n(f

k
3 , x) con x ∈ Ik se verifica que t > 2x, con lo que

tendremos (t− x)−1 ≤ 2t−1. Aśı, operando igual que para W4,n(f
k
1 , x),

|W4,n(f
k
3 , x)| ≤ Cx−α/2|Jν(x1/2)| ‖f‖Lp1 (tα).

La expresión (101) se concluye de manera inmediata de las mayoracio-
nes que hemos realizado paraW4,n(f

k
1 , x) yW4,n(f

k
3 , x), con x ∈ Ik. Vea-

mos que a partir de este hecho se tiene la acotación uniforme (p1, p1)-
débil restringida para

∑
k∈Z
(
W4,nf

k
1 +W4,nf

k
3

)
χIk . Para ello haremos

uso de la cota

‖x−α/2Jν(x1/2)‖Lp1,∞(xα) ≤ C,(104)

que probaremos posteriormente. En efecto, de este modo

µ

(⋃
k∈Z

(Ak ∪ Ck) ∩ Ik

)
≤ µ

({
x ∈ (0,∞) : Cx−α/2|Jν(x1/2)| ‖f‖Lp1 (tα) > y

})
≤ C

(
‖f‖Lp1 (tα)

y

)p1
‖x−α/2Jν(x1/2)‖p1Lp1,∞(xα)

≤ C

(
‖f‖Lp1 (tα)

y

)p1
.

Comprobemos (104):

‖x−α/2Jν(x1/2)‖Lp1,∞(xα) ≤ ‖x−α/2Jν(x1/2)χ(0,(2ν)2](x)‖Lp1,∞(xα)

+ ‖x−α/2Jν(x1/2)χ[(2ν)2,∞)(x)‖Lp1,∞(xα)

≤ C
(
ν1/2‖jαn (x)‖Lp1,∞(xα) + ‖x−(2α+1)/4‖Lp1,∞(xα)

)
≤ C,
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donde hemos hecho uso de que x−(2α+1)/4 ∈ Lp1,∞(xα) y que para α ≥ 0,
por el Lema 2.7, se tiene que ‖jαn (x)‖Lp1,∞(xα) ≤ Cν−1/2.

A continuación estudiaremos la acotación para
∑

k∈Z(W4,nf
k
2 )χIk .

Procediendo como para W2 partimos de

µ

(⋃
k∈Z

Bk ∩ Ik

)
≤
∑
k∈Z

µ
({
x ∈ Ik : |W4,n(f

k
2 , x)| >

y

3

})
.

Teniendo en cuenta que para x ∈ Ik se cumple x ∼ 2k, obtenemos

|W4,n(f
k
2 , x)| ∼ 2−αk/2

∣∣Lν(tα/2fk2 (t), x
)∣∣ ,

donde Lνf es el operador definido por

Lν(f, x) = Jν(x
1/2)H(t1/2J ′ν(t

1/2)f(t), x),(105)

con H la transformada de Hilbert y ν = α + 2n + 2. De modo que,
denotando por | · | la medida de Lebesgue, llegamos a

µ
({
x ∈ Ik : |W4,n(f

k
2 , x)| >

y

3

})
≤ Cµ

(
{x ∈ Ik : C2−αk/2

∣∣Lν(tα/2fk2 (t), x
)∣∣ > y}

)
≤ C2αk

∣∣{x ∈ Ik : C
∣∣Lν(tα/2fk2 (t), x

)∣∣ > 2αk/2y}
∣∣ .

Demos por supuesto el siguiente hecho referente al operador Lνf que
se probará en un lema posterior: para p ≤ 4,

‖Lνf‖Lp,∞(dx) ≤ C‖f‖Lp(dx),

con C independiente de ν y f = χE. Observando que, para α ≥ 0,
se verifica que p1 ≤ 4, y haciendo uso de la estimación dada para Lν ,
podemos concluir

µ
({
x ∈ Ik : |W4,nf

k
2 (x)| > y

3

})
≤ C2αk

(
‖xα/2fk2 (x)‖Lp1 (dx)

2αk/2y

)p1
∼ 2αk

(
‖fk2 (x)‖Lp1 (dx)

y

)p1
∼
(
‖fk2 (x)‖Lp1 (xα)

y

)p1
.

Este hecho nos conduce a la finalización de la acotación uniforme
(p1, p1)-débil restringida para

∑
k∈Z(W4,nf

k
2 )χIk del siguiente modo:

µ

(⋃
k∈Z

Bk ∩ Ik

)
≤
∑
k∈Z

µ
({
x ∈ Ik : |W4,n(f

k
2 , x)| >

y

3

})
≤
∑
k∈Z

y−p1
∫
Ik

|fk2 (x)|p1xα dx ≤ C

(
‖f‖Lp1 (xα)

y

)p1
.

Caso b: p = 4 (−1 < α < 0).
Al igual que en el Caso a, tendremos en cuenta la demostración del

Teorema 3.1 con a = b = 0, en esta ocasión necesitaremos considerar
las estimaciones en las subsecciones 4.1, 4.2 y 4.3 del Caṕıtulo 3. Éstas
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nos permiten asegurar que W1, W2 y W3,n son operadores que verifican
la acotación uniforme (4, 4)-débil restringida. Por tanto, para concluir
será suficiente probar esta acotación para el operador W4,n.

Caso b.1: Acotación uniforme débil restringida del operador W4,n.
Manteniendo la notación del Caso a.2, procedemos primero a es-

tudiar la acotación uniforme (4, 4)-débil restringida de los sumandos∑
k∈Z
(
W4,nf

k
1 +W4,nf

k
3

)
χIk . Probemos un contenido que nos permita

concluir dicha acotación:

(Ak ∪ Ck) ∩ Ik ⊂ {x ∈ (0,∞) : Cx−α/4|Jν(x1/2)| ‖f‖L4(xα) > y}.
(106)

Para W4,n(f
k
1 , x) con x ∈ Ik se verifica que 2t < x, lo que nos da

(x− t)−1 ≤ 2x−1; aśı

|W4,n(f
k
1 , x)| ≤ Cx−α/2|Jν(x1/2)|

∫ x/2

0

t(α+1)/2|J ′ν(t1/2)|
f(t)

x− t
dt

≤ Cx−α/2−1|Jν(x1/2)|
∫ x/2

0

t(α+1)/2|J ′ν(t1/2)|f(t) dt.

Puesto que t < x y −α/4 − 1 < 0, se puede pasar x−α/4−1 al interior
de la integral como t−α/4−1, obteniéndose una expresión mayor. De este
modo

|W4,n(f
k
1 , x)| ≤ Cx−α/4|Jν(x1/2)|

∫ x/2

0

tα/4−1/2|J ′ν(t1/2)|f(t) dt.

Ahora, aplicando la desigualdad de Hölder débil, (3), con p = 4 y
q = 4/3 y usando que

‖t−(3α+2)/4J ′ν(t
1/2)‖L4/3,∞(tα) ≤ C,(107)

lo que se probará posteriormente, se tiene

|W4,n(f
k
1 , x)| ≤ Cx−α/4|Jν(x1/2)| ‖t−(3α+2)/4J ′ν(t

1/2)‖L4/3,∞(tα)‖f‖L4(tα)

≤ Cx−α/4|Jν(x1/2)| ‖f‖L4(tα).

Comprobemos (107). Para ello utilizaremos, otra vez, la expresión (103)
y una descomposición en dos intervalos

‖t−(3α+2)/4J ′ν(t
1/2)‖L4/3,∞(tα)

≤ C
(
‖t−(3α+2)/4Jν−1(t

1/2)‖L4/3,∞(tα) + ‖t−(3α+2)/4Jν+1(t
1/2)‖L4/3,∞(tα)

)
≤ C‖t−(3α+2)/4Jν−1(t

1/2)χ(0,(2(ν−1))2](t)‖L4/3,∞(tα)

+ C‖t−(3α+2)/4Jν+1(t
1/2)χ(0,(2(ν+1))2](t)‖L4/3,∞(tα)

+ C‖t−(3α+2)/4Jν−1(t
1/2)χ[(2(ν−1))2,∞)(t)‖L4/3,∞(tα)

+ C‖t−(3α+2)/4Jν+1(t
1/2)χ[(2(ν+1))2,∞)(t)‖L4/3,∞(tα).
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Empleando de nuevo el Lema 2.7,

‖t−(3α+2)/4Jν−1(t
1/2)χ(0,(2(ν−1))2](t)‖L4/3,∞(tα)

+ C‖t−(3α+2)/4Jν+1(t
1/2)χ(0,(2(ν+1))2](t)‖L4/3,∞(tα)

≤ C(ν − 1)−(α+1)/2‖jαn (t)‖L4/3,∞(tα)

+ C(ν + 1)−(α+1)/2‖jαn+1(t)‖L4/3,∞(tα) ≤ C.

Las normas restantes se acotan usando las cotas |Jν−1(t
1/2)| ≤ Ct−1/4,

|Jν+1(t
1/2)| ≤ Ct−1/4 y el hecho t−3(α+1)/4 ∈ L4/3,∞(tα).

Para W4,n(f
k
3 , x) con x ∈ Ik se verifica t > 2x, por lo que (t−x)−1 ≤

2t−1. Aśı, tendremos

|W4,n(f
k
3 , x)| ≤ Cx−α/2|Jν(x1/2)|

∫ ∞

x/2

tα/2−1/2|J ′ν(t1/2)|f(t) dt

≤ Cx−α/4|Jν(x1/2)|
∫ ∞

x/2

tα/4−1/2|J ′ν(t1/2)|f(t) dt,

donde en la última desigualdad hemos usado que pasando x−α/4 a la
integral como t−α/4 aparece una expresión mayor, ya que α < 0 y x < t.
Ahora, siguiendo como con W4,nf

k
1 , obtenemos

|W4,n(f
k
3 , x)| ≤ Cx−α/4|Jν(x1/2)| ‖f‖L4(tα).

Con lo visto hasta ahora para |W4,n(f
k
1 , x)| y |W4,n(f

k
3 , x)|, con x ∈ Ik,

podemos concluir (106). Esto nos conducirá a la acotación uniforme
(4, 4)-débil restringida para

∑
k∈Z
(
W4,nf

k
1 +W4,nf

k
3

)
χIk :

µ

(⋃
k∈Z

(Ak ∪ Ck) ∩ Ik

)
≤ µ

({
x ∈ (0,∞) : Cx−α/4|Jν(x1/2)| ‖f‖L4(tα) > y

})
≤ C

(
‖f‖L4(tα)

y

)4

‖x−α/4Jν(x1/2)‖4
L4,∞(xα) ≤ C

(
‖f‖L4(tα)

y

)4

,

donde para obtener la última desigualdad hemos usado la estimación
‖x−α/4Jν(x1/2)‖L4,∞(xα) ≤ C, que comprobamos a continuación. Para
ello descomponemos en dos intervalos

‖x−α/4Jν(x1/2)‖L4,∞(xα) ≤ ‖x−α/4Jν(x1/2)χ(0,(2ν)2](x)‖L4,∞(xα)

+ ‖x−α/4Jν(x1/2)χ[(2ν)2,∞)(x)‖L4,∞(xα).

En la primera norma usaremos el Lema 2.7, que nos da

‖x−α/4Jν(x1/2)χ(0,(2ν)2](x)‖L4,∞(xα) ≤ Cν(α+1)/2‖jαn (x)‖L4,∞(xα) ≤ C

La segunda norma se acota, como antes, a partir de |Jν(x1/2)| ≤ Cx−1/4

y de x−(α+1)/4 ∈ L4,∞(xα).
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Finalmente, para obtener la estimación

µ

(⋃
k∈Z

Bk ∩ Ik

)
≤ C

(
‖f‖L4(xα)

y

)4

procederemos como se hizo en el Caso a.2, usando la acotación

‖Lνf‖L4,∞(dx) ≤ C‖f‖L4(dx).

�

Probaremos a continuación la acotación de Lνf utilizada en la de-
mostración del teorema anterior.

Lema 4.1. Sea α > −1 y el operador

Lν(f, x) = Jν(x
1/2)H(t1/2J ′ν(t

1/2)f(t), x),

donde H denota la transformada de Hilbert y ν = α+2n+2. Entonces
existe C, independiente de ν, tal que

(a)

‖Lνf‖Lp(dx) ≤ C‖f‖Lp(dx), f ∈ Lp(dx), si p < 4,

(b)

‖Lνf‖L4,∞(dx) ≤ C‖f‖L4(dx), f = χE, si p = 4,

con E un conjunto de medida finita.

Demostración. Comencemos demostrando el apartado (a). Te-
niendo en cuenta la estimación (32), llegamos a

‖Lν(f, x)‖Lp(dx) ≤ C‖H(t1/2J ′ν(t
1/2)f(t), x)‖Lp(wν(x))

donde wν(x) = x−p/8(|x1/2 − ν| + ν1/3)−p/4. Usando que wν(x) ∈ Ap
uniformemente si p < 4 y la estimación t1/2|J ′ν(t1/2)| ≤ Cw

−1/p
ν (t) (que

se sigue de (33)) concluimos que

‖Lνf‖Lp(dx) ≤ C‖x1/2J ′ν(x
1/2)f(x)‖Lp(wν(x)) ≤ C‖f‖Lp(dx).

Vayamos con el apartado (b). A partir de ahora, por brevedad,
denotaremos βν(x) = (|x1/2 − ν|+ ν1/3)1/4. Aśı, tendremos

|Lν(f, x)| = |Jν(x1/2)|
∣∣∣∣H (t1/2J ′ν(t1/2)βν(t)

βν(t)f(t), x

)∣∣∣∣ .
Ahora, sumando y restando βν(x)H

(
t1/2 J

′
ν(t1/2)
βν(t)

f(t), x
)

en el interior

del valor absoluto obtenemos

|Lν(f, x)| ≤ Lν,1(f, x) + Lν,2(f, x),

con

Lν,1(f, x) = βν(x)|Jν(x1/2)|
∣∣∣∣H (t1/2J ′ν(t1/2)βν(t)

f(t), x

)∣∣∣∣
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y

Lν,2(f, x) = |Jν(x1/2)|
∣∣∣∣H (t1/2J ′ν(t1/2)βν(t)

(βν(t)− βν(x)) f(t), x

)∣∣∣∣ .
La acotación uniforme de Lν,1f es sencilla usando la acotación de la

transformada de Hilbert con pesos (Teorema 1.4). De (32), se obtiene la
cota βν(x)|Jν(x1/2)| ≤ Cx−1/8 que nos permite dar la siguiente cadena
de desigualdades:

‖Lν,1f‖L4,∞(dx) ≤ ‖Lν,1f‖L4(dx) ≤ C

∥∥∥∥H (t1/2J ′ν(t1/2)βν(t)
f(t), x

)∥∥∥∥
L4(x−1/2)

≤ C

∥∥∥∥x1/2J
′
ν(x

1/2)

βν(x)
f(x)

∥∥∥∥
L4(x−1/2)

≤ C‖x1/8f(x)‖L4(x−1/2) = C‖f‖L4(dx),

donde hemos utilizado que el peso w(x) = x−1/2 ∈ A4 y que, por (33),∣∣∣x1/2 J
′
ν(x1/2)
βν(x)

∣∣∣ ≤ Cx1/8.

La acotación del operador Lν,2f la realizaremos analizando el com-
portamiento de la diferencia (βν(t)− βν(x)). Para ello haremos uso de
la desigualdad |a1/4− b1/4| ≤ |a− b|(a3/4 + b3/4)−1, válida para a, b > 0.
Aśı,

|βν(t)− βν(x)| = |(|t1/2 − ν|+ ν1/3)1/4 − (|x1/2 − ν|+ ν1/3)1/4|
≤
∣∣|t1/2 − ν| − |x1/2 − ν|

∣∣
×
(
(|t1/2 − ν|+ ν1/3)3/4 + (|x1/2 − ν|+ ν1/3)3/4

)−1

≤ |t1/2 − x1/2|(|t1/2 − ν|+ ν1/3)−3/4 = |t1/2 − x1/2|β−3
ν (t).

De esta forma, pasando el valor absoluto al interior de la transformada
de Hilbert y teniendo en cuenta que t1/2/(x1/2 + t1/2) ≤ 1, tenemos

Lν,2(f, x) ≤ |Jν(x1/2)|
∫ ∞

0

t1/2
|J ′ν(t1/2)|

(x1/2 + t1/2)β4
ν(t)

f(t) dt

≤ |Jν(x1/2)|
∫ ∞

0

|J ′ν(t1/2)|β−4
ν (t)f(t) dt.

La desigualdad de Hölder débil, (3), con p = 4 y q = 4/3 nos lleva a

Lν,2(f, x) ≤ |Jν(x1/2)| ‖J ′ν(x1/2)β−4
ν (x)‖L4/3,∞(dx)‖f‖L4(dx),

lo que nos permite concluir

‖Lν,2f‖L4,∞(dx) ≤ ‖Jν(x1/2)‖L4,∞(dx)‖J ′ν(x1/2)β−4
ν (x)‖L4/3,∞(dx)‖f‖L4(dx)

≤ C‖f‖L4(dx),

supuesto que

‖Jν(x1/2)‖L4,∞(dx)‖J ′ν(x1/2)β−4
ν (x)‖L4/3,∞(dx) ≤ C.(108)
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Veamos que, efectivamente, se cumple (108). Descomponiendo, en
la primera norma, (0,∞) en (0, (ν/2)2), ((ν/2)2, (2ν)2) y ((2ν)2,∞),
tendremos que

‖Jν(x1/2)‖L4,∞(dx) ≤ T1 + T2 + T3,

con

T1 = ‖χ(0,(ν/2)2)(x)Jν(x
1/2)‖L4,∞(dx),

T2 = ‖χ((ν/2)2,(2ν)2)(x)Jν(x
1/2)‖L4,∞(dx)

y

T3 = ‖Jν(x1/2)χ((2ν)2,∞)(x)‖L4,∞(dx).

El primer trozo en la estimación (34), tomando a = 0, nos permite
asegurar que

T1 = ‖χ(0,(ν/2)2)(x)Jν(x
1/2)‖L4,∞(dx)

≤ Cν−1/2(e/4)ν‖χ(0,(ν/2)2)(x)‖L4,∞(dx)

∼ (e/4)ν ≤ C.

Usando la equivalencia del Lema 2.7 (con r = s = α), el sumando T2

se comporta como

T2 ∼ να+1‖χ((ν/2)2,(2ν)2)x
−(α+1)/2Jν(x

1/2)‖L4,∞(dx)

∼ να/2+1‖χ((ν/2)2,(2ν)2)x
−(α+1)/2Jν(x

1/2)‖L4,∞(xα)

≤ Cν(α+1)/2‖jαn (x)‖L4,∞(xα) ∼ C.

En el intervalo en el que está definido T3 tenemos que |Jν(x1/2)| ≤
Cx−1/4; aśı

T3 ≤ C‖x−1/4‖L4,∞(dx) ≤ C,

puesto que x−1/4 ∈ L4,∞(dx). Para el estudio de la segunda norma débil
que aparece en (108) tendremos en cuenta la cota (33) para J ′ν . A partir
de ella obtenemos que

‖J ′ν(x1/2)β−4
ν (x)‖L4/3,∞(dx) ≤ C‖x−3/8β−3

ν (x)‖L4/3,∞(dx).

Considerando los intervalos (0, (ν/2)2), ((ν/2)2, (2ν)2) y ((2ν)2,∞) se
sigue que

‖J ′ν(x1/2)β−3
ν (x)‖L4/3,∞(dx) ≤ I1 + I2 + I3;

con

I1 = ‖χ(0,(ν/2)2)(x)x
−3/8β−3

ν (x)‖L4/3,∞(dx),

I2 = ‖χ((ν/2)2,(2ν)2)(x)x
−3/8β−3

ν (x)‖L4/3,∞(dx)

e

I3 = ‖χ((2ν)2,∞)(x)x
−3/8β−3

ν (x)‖L4/3,∞(dx).
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Para I1, usando que en (0, (ν/2)2) es inmediata la estimación β−1
ν (x) ≤

Cν−1/4, tenemos que

I1 ≤ Cν−3/4‖χ[0,(ν/2)2)(x)x
−3/8‖L4/3,∞(dx)

≤ Cν−3/4‖χ[0,(ν/2)2)(x)x
−3/8‖L4/3(dx) ≤ C.

En I2 utilizaremos que β−1
ν (x) ≤ |x1/2 − ν|−1/4 y que

‖χ((ν/2)2,(2ν)2)(x)|x1/2 − ν|−3/4‖L4/3,∞(dx)

= C‖χ(ν/2,2ν)(t)|t− ν|−3/4‖L4/3,∞(t)

≤ Cν3/4‖χ(ν/2,2ν)(t)|t− ν|−3/4‖L4/3,∞(dt)

= Cν3/4‖χ(1/2,2)(z)|z − 1|−3/4‖L4/3,∞(dz) ≤ Cν3/4.

Con esto,

I2 ≤ C‖χ((ν/2)2,(2ν)2)(x)x
−3/8|x1/2 − ν|−3/4‖L4/3,∞(dx)

≤ Cν−3/4‖χ((ν/2)2,(2ν)2)(x)|x1/2 − ν|−3/4‖L4/3,∞(dx) ≤ C.

Finalizamos con la estimación

I3 ≤ C‖χ((2ν)2,∞)(x)x
−3/4‖L4/3,∞(dx) ≤ C,

para la que basta observar que, cuando x > (2ν)2, la función β−1
ν (x) se

comporta esencialmente como x−1/8, y que x−3/4 ∈ L4/3,∞(dx). �





CAPÍTULO 5

Resultados de convergencia

1. Introducción

Como se indicó en el primer caṕıtulo de esta memoria, la acotación
uniforme en Lp(up dµ) del operador suma parcial implica de manera
inmediata la convergencia de la serie de Fourier para funciones per-
tenecientes a la clausura en Lp(up dµ) del sistema ortonormal dado.
En este caṕıtulo nos centraremos en la identificación de la clausura en
Lp(xα) del sistema ortonormal en L2(xα+β) dado por {jα+β

n }n≥0, con

jα+β
n (x) =

√
α+ β + 2n+ 1Jα+β+2n+1(x

1/2)x−(α+β+1)/2.

Para que las funciones jα+β
n estén en L2(xα+β) para cada n ≥ 0 basta

que α+ β > −1.
El problema aśı descrito equivale al estudio de la clausura de las

funciones {jα+β
n }n≥0 en los espacios Lp(up(x)xα+β), con u(x) = x−β/p.

El conocimiento de este tipo de espacios será una de las piezas clave
para estudiar, en el próximo caṕıtulo, las ecuaciones integrales dobles.
Una primera condición que se debe verificar es la pertenencia de nuestro
sistema ortonormal a Lp(xα). A partir del Lema 2.3 tendremos que,
para α+ β > −1 y 1 < p <∞,

jα+β
n ∈ Lp(xα) ⇐⇒ α > −1 y − 1

4
< (α+ 1)

(
1

2
− 1

p

)
+
β

2
.

Este comportamiento nos permite dar la siguiente

Definición 5.1. Para cada α, β y p con α > −1, α + β > −1,
1 < p <∞ y

−1

4
< (α+ 1)

(
1

2
− 1

p

)
+
β

2
,

definimos

Bp,α,β = span{jα+β
n (x)},

donde consideramos la clausura en Lp(xα).

Esta definición, el Teorema 3.1 y el Teorema 1.2 nos permiten pro-
bar el resultado que presentamos a continuación:

81
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Proposición 5.1. Sea α > −1, α+ β > −1, 4
3
< p < 4 y

−α+ β + 1

2
< (α+ 1)

(
1

2
− 1

p

)
+
β

2
,

−1

4
< (α+ 1)

(
1

2
− 1

p

)
+
β

2
<

1

4
.

Entonces,

Snf =
n∑
k=0

ck(f)jα+β
n → f en Lp(xα), ∀f ∈ Bp,α,β.

Demostración. Usando el Teorema 1.2 tendremos que

Snf =
n∑
k=0

ck(f)jα+β
n → f en Lp(xα), ∀f ∈ Bp,α,β,

si

‖Snf‖Lp(xα) ≤ C‖f‖Lp(xα), ∀f ∈ Bp,α,β, n ≥ 0.

Esta acotación se sigue de manera inmediata del Teorema 3.1 tomando
α + β en lugar de α y el peso u(x) = x−β/p. Aśı, teniendo en cuenta
que α+ β > −1, llegamos a que

‖Snf‖Lp(xα) ≤ C‖f‖Lp(xα)

⇐⇒


4
3
< p < 4,

−α+β+1
2

< (α+ β + 1)
(

1
p
− 1

2

)
− β

p
< α+β+1

2
,

−1
4
< (α+ β + 1)

(
1
p
− 1

2

)
− β

p
< 1

4

⇐⇒



4
3
< p < 4,

α > −1,

−α+β+1
2

< (α+ 1)
(

1
2
− 1

p

)
+ β

2
,

−1
4
< (α+ 1)

(
1
2
− 1

p

)
+ β

2
< 1

4
,

lo que concluye la demostración. �

Procederemos a lo largo de este caṕıtulo a dar una caracterización
más expĺıcita de los espacios Bp,α,β para determinados valores de p, α
y β. A la hora de de obtener dicha caracterización nos será de gran
utilidad el siguiente

Lema 5.1. Sean α > −1, α+ β > −1 y 1 < p < 4 tales que

−1

4
< (α+ 1)

(
1

2
− 1

p

)
− |β|

2
.
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Entonces,

jαn =
∞∑
k=n

an,kj
α+β
k(109)

en casi todo punto y en Lp(xα), donde

an,k = 2β
√
α+2n+1

√
α+β+2k+1 Γ(1−β) Γ(α+β+k+n+1)

Γ(1+k−n) Γ(1−β−k+n) Γ(α+k+n+2)
.(110)

Nota 5.1. Si β ∈ N, entonces Γ(1 − β)/Γ(1 − β − k + n) debe
ser reemplazado por −β(−β − 1)(−β − 2) . . . (1 − β − k + n) en la
fórmula (110).

Demostración. En [42, Cap. V, 5.21, pág. 139] puede encontrarse
la siguiente expresión, válida para µ, ν y µ− ν enteros no negativos:

(z
2

)−µ
Jµ(z) =

(z
2

)−ν ∞∑
m=0

(ν + 2m)Γ(1 + µ− ν)Γ(ν +m)

m! Γ(1 + µ− ν −m)Γ(µ+m+ 1)
Jν+2m(z).

(111)

Tomando µ = α + 2n + 1 y ν = α + β + 2n + 1 se verificará que µ,
ν y µ − ν son enteros no negativos si β /∈ N. Con esta elección de
los parámetros, y expresando (111) en términos de las funciones jα+β

n ,
tendremos que

jαn (x) =
∞∑
m=0

2β
√
α+2n+1

√
α+β+2(m+n)+1Γ(1−β)Γ(α+β+2n+m+1)

m! Γ(1−β−m)Γ(α+2n+m+2)
jα+β
m+n(x)

=
∞∑
k=n

an,kj
α+β
k (x),

donde en la última igualdad hemos realizado una traslación en el ı́ndice.
No es dif́ıcil observar que el requerimiento sobre µ − ν para tener

la serie (111) es puramente formal: permite obtener los coeficientes del
desarrollo de una manera más concisa. Si expresamos estos coeficientes
de la manera equivalente

(ν + 2m)(µ− ν)(µ− ν − 1) . . . (µ− ν −m+ 1)Γ(ν +m)

m! Γ(µ+m+ 1)

no será necesario imponer que µ − ν sea un entero no negativo. Esto
nos permite tener la expresión (109) para β ∈ N con la variación dada
en la Nota 5.1 para los coeficientes (110).

Con todo lo anterior obtenemos la convergencia en casi todo punto
de (109). La convergencia en Lp se seguirá inmediatamente si

∞∑
k=n

|an,k| ‖jα+β
k ‖Lp(xα) <∞.
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Si β = r con r un entero negativo tendremos que an,k = 0 si k > n− r
y por tanto

jαn (x) =
n−r∑
k=n

an,kj
α+r
k (x).

Puesto que, bajo nuestras hipótesis, jα+r
k (x) ∈ Lp(xα), podemos con-

cluir la convergencia de la serie en este caso.
Si β no es un entero negativo, la fórmula de Stirling para la función

Gamma nos da que, para cada n fijo,

|an,k| ∼ k2β−3/2, k →∞.

A partir del Lema 2.4, con p < 4 y −1
4
< (α+ 1)

(
1
2
− 1

p

)
+ β

2
, tenemos

‖jα+β
k ‖Lp(xα) ∼ k−(α+β+1)+2(α+1)/p.

Con esto llegamos a que

∞∑
k=n

|an,k| ‖jα+β
k ‖Lp(xα) ∼

∞∑
k=n

kβ−α−5/2+2(α+1)/p.

Esta serie será convergente si

β − α− 5

2
+

2(α+ 1)

p
< −1,

lo que equivale a

−1

4
< (α+ 1)

(
1

2
− 1

p

)
− β

2
,

que es una de nuestras hipótesis. �

Nota 5.2. El lema anterior nos está asegurando que, bajo ciertas
condiciones sobre p, α y β, se verifica que Bp,α,0 ⊂ Bp,α,β.

De aqúı en adelante tomaremos α ≥ −1/2 y denotaremos, como ya
hicimos en el caṕıtulo anterior,

p0 =
4(α+ 1)

2α+ 3
y p1 =

4(α+ 1)

2α+ 1
.

En multiples ocasiones aparecerá la condición

p0 < p < p1,

que equivale a

−1

4
< (α+ 1)

(
1

2
− 1

p

)
<

1

4
.
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2. Los espacios Ep,α

La expresión

Hα(j
α+β
n (t), x) = 2−β

√
α+β+2n+1 Γ(n+1)

Γ(β+n+1)
(1− x)βP (α,β)

n (1− 2x)χ[0,1](x),

(112)

que mostrábamos en el primer caṕıtulo ((22) del Lema 1.3), indica que
la transformada de Hankel de jα+β

n está soportada en el intervalo [0, 1].
De este hacho se deduce que no toda función f ∈ Lp(xα) con 1 < p ≤ 2
va a poder ser aproximada por su serie de Fourier-Neumann; al menos
deberá verificar que su transformada de Hankel este soportada en [0, 1].
Nuestro deseo seŕıa, además, obtener resultados para Lp(xα) con p > 2,
dondeHα no está definido. Para lograr nuestro objetivo consideraremos
un operador ı́ntimamente vinculado con la transformada de Hankel y
que caracterizará las funciones que podremos aproximar por su serie
de Fourier-Neumann.

Para cada f ∈ S+ definimos el operador

Mα(f, x) = Hα(χ[0,1]Hαf, x),(113)

donde S+ y Hα están definidos como en la Sección 3 del Caṕıtulo 1. El
operadorMα es, en realidad, el multiplicador de la bola unidad asociado
a la transformada de Hankel y está bien definido para funciones de S+.
En efecto, dada f ∈ S+ se tiene, por ser Hα un isomorfismo de S+,
que Hαf ∈ S+ y aśı χ[0,1]Hαf ∈ L2(xα), lo que nos da que Mαf existe
para cada f ∈ S+. La siguiente proposición, cuya demostración puede
verse en [41], recoge algunas de las propiedades del operador Mα que
nos serán útiles más adelante.

Proposición 5.2. Sea α ≥ −1/2 y p0 < p < p1. Entonces existe
una constante C tal que

‖Mαf‖Lp(xα) ≤ C‖f‖Lp(xα), ∀f ∈ S+.

Por tanto Mα puede ser extendido a un operador acotado en Lp(xα).
Este operador, que también denotamos por Mα, verifica:

(a) Hα(Mαf) = χ[0,1]Hαf, ∀f ∈ L2(xα) ∩ Lp(xα).
(b) M2

αf = Mαf, ∀f ∈ Lp(xα).
(c) Dadas f ∈ Lp(xα) y g ∈ Lq(xα), con p y q conjugados, se tiene∫ ∞

0

f(x)Mα(g, x)x
α dx =

∫ ∞

0

g(x)Mα(f, x)x
α dx.

Nota 5.3. Para cada f ∈ S+, aplicando el Teorema de Fubini al
operador Mαf = Hα(χ[0,1]Hα(f)) y la fórmula de Lommel,

∫ 1

0

Jα(yt)Jα(yx)y dy =
1

t2 − x2
(tJα+1(t)Jα(x)− xJα(t)Jα+1(x)),

(114)
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tendremos

Mα(f, x) = 1
2
x−α/2+1/2Jα+1(x

1/2)H(tα/2Jα(t
1/2)f(t), x)

− 1
2
x−α/2Jα(x

1/2)H(tα/2+1/2Jα+1(t
1/2)f(t), x)

= W1(f, x)−W2(f, x),

donde los operadores W1 y W2 son los definidos en (60) y (61) respec-
tivamente. La acotación de Mα que aparece en la Proposición 5.2 se
obtiene a partir de la diferencia anterior como en las subsecciones 4.1
y 4.2 (de hecho, alĺı se obtiene una acotación con pesos de la forma
u(x) = xa(1 + x)b−a).

El resultado anterior motiva la siguiente

Definición 5.2. Sea α ≥ −1/2 y p0 < p < p1. Definimos

Ep,α = {f ∈ Lp(xα) : Mαf = f} ,

dotado con la topoloǵıa inducida por Lp(xα).

El apartado (b) de la Proposición 5.2 asegura que el operador Mα

es una proyección. Por tanto, los espacios Ep,α = Mα(L
p(xα)) son la

proyección de Lp(xα) mediante Mα.
El espacio aśı definido es, en principio, un candidato adecuado para

nuestros propósitos. Cada función f ∈ Ep,α ∩ L2(xα), por (b) de la
Proposición 5.2, verifica que su transformada de Hankel está soportada
en [0, 1]. A continuación, mostraremos algunas interesantes propiedades
de los espacios Ep,α; éstas fueron probadas en [41], pero por completitud
incluimos aqúı su demostración.

Proposición 5.3. Sea α ≥ −1/2 y p0 < s < r < p1. Entonces
Es,α ⊂ Er,α, donde la inclusión es continua y densa.

Demostración. Recordemos que para 1 ≤ p ≤ 2 ≤ q ≤ ∞, con p
y q conjugados, teńıamos

‖Hαf‖Lq(xα) ≤ C‖f‖Lp(xα), f ∈ Lp(xα).

Entonces, para f ∈ Lp(xα) con 4(α+1)
2α+3

< p ≤ 2, llegamos a que

‖Mαf‖L∞(xα) = ‖Hα(χ[0,1]Hαf)‖L∞(xα)

≤ C‖χ[0,1]Hαf‖L1(xα) ≤ C‖Hαf‖Lq(xα) ≤ C‖f‖Lp(xα).

Con esto, usando interpolación, podemos concluir que{
‖Mαf‖L∞(xα) ≤ C‖f‖Lp(xα), si p0 < p ≤ 2,

‖Mαf‖Lp(xα) ≤ C‖f‖Lp(xα), si p0 < p < p1,

⇒ ‖Mαf‖Lr(xα) ≤ C‖f‖Lp(xα), si p0 < p ≤ r.
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El mismo tipo de argumentación nos da{
‖Mαf‖Lr(xα) ≤ C‖f‖Lp(xα), si p0 < p ≤ r,

‖Mαf‖Lr(xα) ≤ C‖f‖Lr(xα), si p0 < r < p1,

⇒ ‖Mαf‖Lr(xα) ≤ C‖f‖Ls(xα), si p0 < s ≤ r < p1.

Ahora, tomando f ∈ Es,α se tiene queMαf = f y por tanto ‖f‖Lr(xα) ≤
C‖f‖Ls(xα), si p0 < s ≤ r < p1. De lo que se deduce que Es,α ⊂ Er,α
para p0 < s < r < p1.

Para probar que la inclusión es densa consideremos una función
f ∈ Er,α. Dado que Lr(xα) ∩ Ls(xα) es denso en Lr(xα), tendremos
que para cada ε > 0 existirá una función g ∈ Lr(xα) ∩ Ls(xα) tal que
‖f − g‖Lr(xα) < ε. Tomando ahora h = Mαg tendremos

‖f − h‖Lr(xα) = ‖Mα(f − g)‖Lr(xα) ≤ C‖f − g‖Lr(xα) < Cε,

lo que concluye la prueba. �

La siguiente proposición nos va a decir que el espacio dual de Ep,α
es isomorfo, en el sentido habitual, a Eq,α, con p y q conjugados.

Proposición 5.4. Sea α ≥ −1/2, p0 < p < p1, y el operador

T : Ep,α −→ R
f 7−→ T (f).

Entonces existe una única función g ∈ Eq,α, con p y q conjugados, tal
que

T (f) =

∫ ∞

0

f(x)g(x)xα dx, ∀f ∈ Ep,α.

Además, ‖T‖ ∼ ‖g‖Lq(xα).

Demostración. Usando el Teorema de Hahn-Banach, el operador
T puede ser extendido a todo Lp(xα) preservando su norma, ‖T‖. Por
ser Lq(xα) el dual de Lp(xα), existirá una única función h ∈ Lq(xα) tal
que

T (f) =

∫ ∞

0

f(x)h(x)xα dx, ∀f ∈ Lp(xα),

y además ‖T‖ = ‖h‖Lq(xα). Consideremos, ahora, la función g(x) =
Mα(f, x). Por (b) en la Proposición 5.2 tendremos que g ∈ Eq,α. Veamos
que esta función g sirve para nuestros propósitos. Sea f ∈ Ep,α; usando
(c) en la Proposición 5.2, tendremos

T (f) =

∫ ∞

0

f(x)h(x)xα dx =

∫ ∞

0

Mα(f, x)h(x)x
α dx

=

∫ ∞

0

f(x)Mα(h, x)x
α dx =

∫ ∞

0

f(x)g(x)xα dx.
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La estimación superior para la norma de ‖T‖ se obtiene aplicando
Hölder, ‖T‖ ≤ ‖g‖Lq(xα). Para la estimación inferior basta tener en
cuenta

‖T‖ = ‖h‖Lq(xα) ≥ C‖Mαh‖Lq(xα) = C‖g‖Lq(xα).

Falta comprobar la unicidad de g. Sea 2 ≤ p < p1 y supongamos
que existen g y g′ en Eq,α tales que∫ ∞

0

f(x)g(x)xα dx =

∫ ∞

0

f(x)g′(x)xα dx, ∀f ∈ Ep,α,

o, equivalentemente,∫ ∞

0

f(x)(g(x)− g′(x))xα dx = 0, ∀f ∈ Ep,α.

Tomando f = g − g′ ∈ Eq,α ⊂ Ep,α tendremos que g − g′ = 0 en
casi todo punto. El caso p0 < p < 2 se obtiene si observamos que los
espacios Ep,α son reflexivos por ser subespacios cerrados de un espacio
reflexivo. �

Pasemos, a continuación, a probar el resultado fundamental de este
caṕıtulo. En él veremos que para ciertos valores p, α y β se verifica
Bp,α,β = Ep,α. Nótese que para definir los espacios Bp,α,β hemos consi-
derado α > −1 y, sin embargo, hemos tomado α ≥ −1/2 para definir
los espacios Ep,α. La acotación del operador Mα puede ser estudiada
para α > −1; aśı la definición de los espacios Ep,α podŕıa extenderse
de manera natural hasta α > −1. Sin embargo, el operador Hα para
−1 < α < −1/2 no tiene tan buenas propiedades como para α ≥ −1/2.
Por ello cabe esperar que el comportamiento de los espacios Ep,α para
−1 < α < −1/2 no sea como en el caso α ≥ −1/2. Esto justifica que
cuando aparezcan los espacios Ep,α debamos referirnos a α ≥ −1/2.

Teorema 5.5. Sean α ≥ −1/2, β > −1/2, 4/3 < p, con

−1

4
< (α+ 1)

(
1

2
− 1

p

)
<

1

4
.

Si p < 2 asumimos, además,

−1

4
< (α+ 1)

(
1

2
− 1

p

)
− |β|

2
.

Entonces Bp,α,β = Ep,α.

Demostración. Caso p = 2. Los espacios B2,α,β y E2,α están bien
definidos. Usando (112) tenemos la igualdad

Hα(Mα(j
α+β
n )) = Hα(j

α+β
n ),

y dado que H2
α = Id, concluimos que

Mα(j
α+β
n ) = jα+β

n ;(115)
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es decir, se verifica B2,α,β ⊆ E2,α. Supongamos que no son iguales. El
Teorema de Hahn-Banach nos asegura que existirá un operador lineal
y continuo sobre E2,α, T ∈ (E2,α)

′, T 6= 0, tal que

T (jα+β
n ) = 0, ∀n.

Usando que (E2,α)
′ = E2,α, existirá una única función ϕ ∈ E2,α, ϕ 6= 0,

tal que ∫ ∞

0

ϕjα+β
n xα dx = 0, ∀n.

Entonces, por (115) y (112),

0 =

∫ ∞

0

ϕjα+β
n xα dx =

∫ ∞

0

ϕMαj
α+β
n xα dx

=

∫ 1

0

(Hαϕ)(Hαj
α+β
n )xα dx

= kn

∫ 1

0

(Hαϕ)P (α,β)
n (1− 2x)(1− x)βxα dx

para n ≥ 0. En el Caṕıtulo 1 se vio que los polinomios de Jacobi

compuestos con la dilatación t = 1−2x, es decir P
(α,β)
n (1−2x), forman

un sistema ortogonal completo con respecto a la medida (1− x)βxα dx
sobre (0, 1); este hecho nos da que Hαϕ = 0 sobre (0, 1). Dado que
ϕ ∈ E2,α, también tendremos que Hαϕ = 0 en (1,∞). Por tanto,
Hαϕ = 0 y llegamos a que ϕ = 0, lo que es una contradicción.

Caso p > 2. Notar que α, β, y p verifican las condiciones de la
Definición 5.1. Por el caso precedente, y usando la Proposición 5.3,
tenemos jα+β

n ∈ B2,α,β = E2,α ⊂ Ep,α, lo que nos permite concluir que
Bp,α,β ⊆ Ep,α.

Sea, ahora, f ∈ Ep,α; para cada ε > 0, existe una función g ∈
L2(xα) ∩ Lp(xα) tal que ‖f − g‖Lp(xα) < ε. Consideremos h = Mαg;
entonces h ∈ L2(xα) ∩ Lp(xα) y Mαh = h, luego h ∈ E2,α ∩ Ep,α =
B2,α,β ∩ Ep,α. Puesto que el operador Mα es continuo, se verificará

‖f − h‖Lp(xα) = ‖Mαf −Mαg‖Lp(xα) < Cε.

Como h ∈ B2,α,β, existirá h′ ∈ span{jα+β
n } tal que ‖h− h′‖L2(xα) < ε.

Además la inclusión E2,α ⊂ Ep,α nos da

‖h− h′‖Lp(xα) < C‖h− h′‖L2(xα) < Cε.

Con esto tendremos

‖f − h′‖Lp(xα) ≤ ‖f − h‖Lp(xα) + ‖h− h′‖Lp(xα) < Cε,

lo que nos permite concluir la inclusión Ep,α ⊆ Bp,α,β.
Caso p < 2. Usando el Lema 2.3 y (112) tenemos que jα+β

n ∈ L2(xα)
y Hα(j

α+β
n ) está soportada en [0, 1], por tanto Mαj

α+β
n = jα+β

n . Puesto
que, por el Lema 2.3, jα+β

n ∈ Lp(xα), se sigue que jα+β
n ∈ Ep,α y por

tanto Bp,α,β ⊆ Ep,α.
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La igualdad se obtendrá si probamos que el único operador T ∈
(Ep,α)

′ tal que T (f) = 0 para toda función f ∈ Bp,α,β es T = 0. Para
dicho operador se verificará que T (jαn ) = 0 para n ≥ 0, puesto que, por
el Lema 5.1, jαn ∈ Bp,α,β. Por otro lado, usando dualidad, se tiene que
(Ep,α)

′ = Eq,α, lo que nos asegura la existencia de una única función
ϕ ∈ Eq,α tal que

T (f) =

∫ ∞

0

ϕfxα dx, ∀f ∈ Ep,α.

En particular, ∫ ∞

0

ϕjαnx
α dx = 0, n ≥ 0.(116)

En nuestras condiciones sobre p y α, los casos precedentes nos aseguran
que Bq,α,0 = Eq,α y aśı ϕ ∈ Bq,α,0. Por tanto, usando la Proposición 5.1,
tenemos que

ϕ =
∞∑
n=0

an(ϕ)jαn ,

donde la igualdad se da en Lp(xα). Este hecho, junto con (116), que
nos indica que an(ϕ) = 0 para n ≥ 0, permite concluir que ϕ = 0, lo
que finaliza la prueba. �

3. Algunas propiedades adicionales de los espacios Ep,α

El Teorema 5.5 nos va a permitir obtener nuevas propiedades rela-
tivas a los espacios Ep,α. Estas propiedades se obtendrán a partir del
siguiente resultado.

Corolario 5.6. Sean α ≥ −1/2 y 4/3 < p < 4 verificando

−1

4
< (α+ 1)

(
1

2
− 1

p

)
<

1

4
.

Entonces,

Snf =
n∑
k=0

ck(f)jαk →Mαf en Lp(xα), ∀f ∈ Lp(xα).

Demostración. Sea f ∈ Lp(xα); aśı, haciendo uso de la Pro-
posición 5.2, Mαf ∈ Lp(xα) y M2

αf = Mαf . Por tanto se tiene que
Mαf ∈ Ep,α. Entonces, usando el Teorema 5.5 y la Proposición 5.1,
ambos con β = 0,

Sn(Mαf) →Mαf en Lp(xα).
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Con lo anterior basta probar que Sn(Mαf) = Sn(f), pero esto es claro,
usando el apartado (c) en la Proposición 5.2,

cn(Mαf) =

∫ ∞

0

(Mαf)jαnx
α dx =

∫ ∞

0

f(Mαj
α
n )xα dx

=

∫ ∞

0

fjαnx
α dx = cn(f).

�

Nótese que el corolario anterior nos está diciendo que la convergen-
cia de la serie de Fourier-Neumann asociada a {jαn}n≥0 se produce para
toda función f ∈ Lp(xα), siempre que el operador Snf este acotado;
solo que para funciones que no están en Ep,α la convergencia no es hacia
la función f sino hacia Mαf .

Veamos ahora las propiedades anunciadas de los espacios Ep,α.

Corolario 5.7. Sean α ≥ −1/2, β < 1/2, 4/3 < p < 4 con
α+ β ≥ −1/2,

−1

4
< (α+ 1)

(
1

2
− 1

p

)
<

1

4
,

máx

{
−1

4
,−1

4
+
β

2
,−α+ 1

2
+
β

2

}
< (α+ β + 1)

(
1

2
− 1

p

)
< mı́n

{
1

4
,
1

4
+
β

2

}
.

Si p < 2 asumimos, además,

−1

4
− β

2
< (α+ β + 1)

(
1

2
− 1

p

)
.

Entonces,

Ep,α+β ∩ Lp(xα) ⊂ Ep,α.

Demostración. Sea f ∈ Ep,α+β ∩ Lp(xα). Por el Teorema 5.5
tendremos que

Ep,α+β = Bp,α+β,−β,

lo cual, aplicando el Corolario 5.1, nos da

Snf =
n∑
k=0

ck(f)jαk → f, en Lp(xα+β).(117)

Puesto que f ∈ Lp(xα), el Corolario 5.6 nos permite asegurar que

Snf =
n∑
k=0

ck(f)jαk →Mαf, en Lp(xα).(118)
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Aśı, para (117) y (118) la convergencia debe producirse en casi todo
punto, al menos para alguna subsucesión de la sumas parciales. Enton-
ces, f = Mαf en casi todo punto, es decir f ∈ Ep,α. �

En la demostración del corolario anterior se ha hecho uso de que
la convergencia en Lp(xα) implica la convergencia en casi todo punto
para alguna subsucesión. En la próxima sección probaremos que no
es necesario tomar una subsucesión sino que la propia sucesión Snf
converge en casi todo punto.

A partir del corolario anterior es posible concluir otra nueva pro-
piedad para los espacios Ep,α.

Corolario 5.8. Sean α ≥ −1/2, −1/2 < β < 1/2, 4/3 < p < 4
con α+ β ≥ −1/2,

máx

{
−1

4
,−1

4
− β

2
,−α+ 1

2
− β

}
< (α+ 1)

(
1

2
− 1

p

)
< mı́n

{
1

4
,
1

4
− β

2

}
,

máx

{
−1

4
,−1

4
+
β

2
,−α+ 1

2
+
β

2

}
< (α+ β + 1)

(
1

2
− 1

p

)
< mı́n

{
1

4
,
1

4
+
β

2

}
.

Si p < 2 asumimos, además,

−1

4
+
β

2
< (α+ 1)

(
1

2
− 1

p

)
y

−1

4
− β

2
< (α+ β + 1)

(
1

2
− 1

p

)
.

Entonces,

Ep,α ∩ Lp(xα+β) = Ep,α+β ∩ Lp(xα).

Demostración. La inclusión “⊇” es clara por el Corolario 5.7. La
inclusión “⊆” se sigue también del Corolario 5.7 considerando, en este
último, α+ β en vez de α y −β en lugar de β. �

Los resultados que hemos probado hasta ahora nos permiten obte-
ner el siguiente
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Corolario 5.9. Sean α ≥ −1/2, −1/2 < β < 1/2, 4/3 < p < 4
con α+ β ≥ −1/2,

máx

{
−1

4
,−1

4
− β

2
,−α+ 1

2
− β

}
< (α+ 1)

(
1

2
− 1

p

)
< mı́n

{
1

4
,
1

4
− β

2

}
,

máx

{
−1

4
,−1

4
+
β

2
,−α+ 1

2
+
β

2

}
< (α+ β + 1)

(
1

2
− 1

p

)
< mı́n

{
1

4
,
1

4
+
β

2

}
.

Si p < 2 asumimos, además,

−1

4
+
β

2
< (α+ 1)

(
1

2
− 1

p

)
y

−1

4
− β

2
< (α+ β + 1)

(
1

2
− 1

p

)
.

Entonces,

Snf =
n∑
k=0

ck(f)jα+β
k →Mα+βf en Lp(xα), ∀f ∈ Lp(xα) ∩ Lp(xα+β).

Demostración. La Proposición 5.2 (con α + β en lugar de α)
nos asegura que Mα+βf ∈ Lp(xα+β) y M2

α+βf = Mα+βf , de donde se
concluye que Mα+βf ∈ Ep,α+β.

La descomposición dada en la Nota 5.3 nos lleva a que

Mα+βf = W1f −W2f,

donde W1 y W2 son los operadores descritos en (60) y (61) con α susti-
tuido por α+ β. Aśı siguiendo las estimaciones en las subsecciones 4.1
y 4.2 llegamos a que Mα+βf ∈ Lp(xα) si

−1

4
< (α+ 1)

(
1

2
− 1

p

)
+
β

2
<

1

4
,

lo que se tiene a partir de nuestras hipótesis.
Con lo anterior, tendremos, por el Corolario 5.7, que Mα+βf ∈ Ep,α.

Usando, ahora, el Teorema 5.5 y la Proposición 5.1 podemos afirmar
que

Sn (Mα+βf) =
n∑
k=0

ck (Mα+βf) jα+β
k →Mα+βf en Lp(xα).
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Si comprobamos que

Sn (Mα+βf) = Snf(119)

habremos finalizado la demostración. El apartado (c) de la Proposi-
ción 5.2 (con α+ β en lugar de α) nos proporciona la siguiente cadena
de igualdades de la que podemos deducir inmediatamente (119):

cn (Mα+βf) =

∫ ∞

0

(Mα+βf)jα+β
n xα+β dx =

∫ ∞

0

f(Mα+βj
α+β
n )xα+β dx

=

∫ ∞

0

fjα+β
n xα+β dx = cn(f).

�

El Teorema 5.5 nos proporciona diferentes bases para los espacios
Ep,α según los diferentes valores de β. Parece de interés conocer las
expresiones para el cambio de base entre {jαn}n≥0 y {jα+β

n }n≥0 en Ep,α.

Corolario 5.10. Sean α ≥ −1/2, −1/2 < β < 1, 4/3 < p < 4
con

máx

{
−1

4
,−1

4
− β

2
,−α+ 1

2
− β

}
< (α+ 1)

(
1

2
− 1

p

)
< mı́n

{
1

4
,
1

4
− β

2

}
.

Si p < 2 asumimos, además,

−1

4
+
β

2
< (α+ 1)

(
1

2
− 1

p

)
.

Entonces, {jαn}n≥0 y {jα+β
n }n≥0 son bases del espacio Ep,α y el cambio

de base viene dado por las expresiones

jαn =
∞∑
k=n

an,kj
α+β
k , jα+β

n =
∞∑
k=n

bn,kj
α
k ,

donde

an,k = 2β
√
α+2n+1

√
α+β+2k+1 Γ(1−β) Γ(α+β+k+n+1)

Γ(1+k−n) Γ(1−β−k+n) Γ(α+k+n+2)
,

bn,k = 2−β
√
α+β+2n+1

√
α+2k+1 Γ(1+β) Γ(α+k+n+1)

Γ(1+k−n) Γ(1+β−k+n) Γ(α+β+k+n+2)
.

(120)

Demostración. Dado que jαn ∈ Ep,α y que, por el Teorema 5.5,
Ep,α = Bp,α,β, es posible obtener su desarrollo como una serie de
Fourier-Neumann de las funciones {jα+β

n }n≥0. El Corolario 5.1 nos ase-
gura la convergencia Lp(xα). De lo anterior tendremos que

jαn =
∞∑
k=0

an,kj
α+β
k
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en Lp(xα), donde

an,k =

∫ ∞

0

jαn j
α+β
k xα+β dx.

De un modo análogo, jα+β
n ∈ Bp,α,β = Bp,α,0 y podremos obtener su

desarrollo como serie de Fourier-Neumann de las funciones {jαn}n≥0, es
decir,

jα+β
n =

∞∑
k=0

bn,kj
α
k

en Lp(xα), donde

bn,k =

∫ ∞

0

jα+β
n jαk x

α dx.

Por último, la expresión

∫ ∞

0

Jµ(at)Jν(at)

tλ
dt =

aλ−1Γ(λ) Γ
(

1
2
(µ+ν−λ+1)

)
2λΓ

(
1
2
(λ+ν−µ+1)

)
Γ
(

1
2
(µ+ν+λ+1)

)
Γ
(

1
2
(µ+λ−ν+1)

) ,
válida para Re(µ+ ν+1) > Re(λ) > 0, y que puede verse en [42, Cap.
XIII, 13.41, pág. 403], nos da an,k = bn,k = 0 para k < n y (120) para
k ≥ n, supuesto que β < 1. �

Nota 5.4. En las hipótesis convenientes, que no detallaremos, sobre
α, β, β′ y p se tiene la siguiente expresión para el cambio entre dos bases
{jα+β
n }n≥0 y {jα+β′

n }n≥0 en Ep,α:

jα+β
n =

∞∑
k=n

cn,kj
α+β′

n ,

con

cn,k = 2−β+β′ √α+β+2n+1
√
α+β′+2n+1 Γ(1+β−β′) Γ(α+β′+k+n+1)

Γ(1+k−n) Γ(1+β−β′−k+n) Γ(α+β+k+n+2)
.

4. Convergencia en casi todo punto de las series de
Fourier-Neumann

Como anunciamos en la sección anterior, es posible obtener un re-
sultado sobre la convergencia en casi todo punto de las series de Fourier-
Neumann. El estudio de la convergencia en casi todo de las series de
Fourier de sistemas ortonormales suele realizarse bien mediante el es-
tudio del operador maximal,

S∗(f, x) = sup
n≥0

|Sn(f, x)| ,

cuya acotación en Lp implica la convergencia en casi todo punto, o
bien mediante teoremas de equiconvergencia, que comparan la serie de
Fourier relativa a un sistema concreto con la serie de Fourier clásica.
En nuestro caso la demostración no sigue ninguno de esos modelos.
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Considerando el sistema ortonormal en L2(xα+β) dado por {jα+β
n }n≥0,

el resultado que aqúı probamos es como sigue:

Teorema 5.11. Sean α > −1, α+ β > −1, 4
3
< p < 4, y

−α+ β + 1

2
< (α+ 1)

(
1

2
− 1

p

)
+
β

2
,

−1

4
< (α+ 1)

(
1

2
− 1

p

)
+
β

2
<

1

4
.

Entonces,

Snf =
n∑
k=0

ck(f)jα+β
k → f en casi todo punto, ∀f ∈ Bp,α,β.

Demostración. Basta probar que Sn(f, x) converge hacia alguna
función g(x) en casi todo punto. Esto, junto con la Proposición 5.1, nos
da g = f en casi todo punto. Recordemos que

Snf =
n∑
k=0

ck(f)jα+β
k ,

donde

ck(f) =

∫ ∞

0

f(t)jα+β
k (t)tα+β dt.

Usando (38) del Lema 2.4 con α+ β en lugar de α y tomando r = s =
βq + α, tendremos que xβjα+β

n ∈ Lq(xα) con

‖xβjα+β
n ‖Lq(xα) ∼ n−(α+β+1)+2(βq+α+1)/q ∼ nβ+2(α+1)( 1

2
− 1

p).

Aśı,

|cn(f)| ≤ ‖f‖Lp(xα)‖xβjα+β
n ‖Lq(xα) ≤ C‖f‖Lp(xα) n

β+2(α+1)( 1
2
− 1

p).

Utilizaremos ahora la conocida estimación

|Jν(x)| ≤
2−νxν

Γ(ν + 1)
, ν > −1/2,

que puede verse en [42, Cap. III, 3.31, pág. 49]. Con esto se tiene

|jα+β
n (x)| =

√
α+ β + 2n+ 1 |Jα+β+2n+1(x

1/2)| x−
α+β+1

2

≤
√
α+ β + 2n+ 1 2−(α+β+2n+1)xn

Γ(α+ β + 2n+ 2)
,

lo que, utilizando la fórmula de Stirling, nos da

|cn(f)jα+β
n (x)| ≤ C‖f‖Lp(xα)

nβ+2(α+1)( 1
2
− 1

p)+1/2(x/4)n

Γ(α+ β + 2n+ 2)

∼ ‖f‖Lp(xα)

( e

4n

)2n

n−2(α+1)/pxn
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y aśı la serie
∑∞

n=0 cn(f)jα+β
n (x) converge puntualmente para cada x ∈

(0,∞). �

Una consecuencia del Teorema anterior es el siguiente análogo del
Corolario 5.6:

Corolario 5.12. Sean α ≥ −1/2 y 4/3 < p < 4 verificando

−1

4
< (α+ 1)

(
1

2
− 1

p

)
<

1

4
.

Entonces,

Snf =
n∑
k=0

ck(f)jαk →Mαf en casi todo punto, ∀f ∈ Lp(xα).

La demostración sigue el mismo patrón que la del Corolario 5.6
cambiando la convergencia en Lp(xα) por la convergencia en casi todo
punto. Con el mismo procedimiento probaŕıamos el siguiente

Corolario 5.13. Sean α ≥ −1/2, −1/2 < β < 1/2, 4/3 < p < 4
con α+ β ≥ −1/2,

máx

{
−1

4
,−1

4
− β

2
,−α+ 1

2
− β

}
< (α+ 1)

(
1

2
− 1

p

)
< mı́n

{
1

4
,
1

4
− β

2

}
,

máx

{
−1

4
,−1

4
+
β

2
,−α+ 1

2
+
β

2

}
< (α+ β + 1)

(
1

2
− 1

p

)
< mı́n

{
1

4
,
1

4
+
β

2

}
.

Si p < 2 asumimos, además,

−1

4
+
β

2
< (α+ 1)

(
1

2
− 1

p

)
y

−1

4
− β

2
< (α+ β + 1)

(
1

2
− 1

p

)
.

Entonces, ∀f ∈ Lp(xα) ∩ Lp(xα+β),

Snf =
n∑
k=0

ck(f)jα+β
k →Mα+βf en casi todo punto.





CAPÍTULO 6

Ecuaciones integrales dobles

1. Introducción

En algunas aplicaciones relacionadas con el potencial, el electromag-
netismo o la teoŕıa de la radiación acústica aparecen ciertas ecuaciones
integrales en las que la función incógnita satisface una condición sobre
una parte del rango (0,∞) y otra diferente sobre el resto. Este tipo de
ecuaciones son conocidas como ecuaciones integrales dobles. Un caso
importante son las denominadas ecuaciones integrales dobles de tipo
Titchmarsh:

∫ ∞

0

tβf(t)Jα(xt) dt = g(x), si 0 < x < 1,∫ ∞

0

f(t)Jα(xt) dt = 0, si x > 1,
(121)

donde Jα denota, como siempre, la función de Bessel de orden α, g es
una función dada y f es la función incógnita.

Existe muchos métodos de resolución de este tipo de ecuaciones,
pero la mayor parte de ellos son formales. Por ejemplo, pueden ser re-
sueltas utilizando transformadas de Mellin o algún otro tipo de transfor-
madas integrales. También pueden ser reducidas a ecuaciones integrales
de tipo Fredholm. Habitualmente estos métodos nos permiten obtener
la función f mediante una expresión integral; pueden verse en [37,
pág. 337], [32, pág. 65], [19] y [11, pág. 76]. Otro método consiste en
utilizar series de Fourier-Neumann; véanse a este respecto [38] y [39],
el primero de ellos con una amplia bibliograf́ıa, pero el estudio que se
realiza en ellos es puramente formal. Por esta razón nos hemos plan-
teado rigorizar el uso de estas series en la resolución de las ecuaciones
integrales dobles de tipo Titchmarsh.

A fin de conseguir nuestro objetivo reformularemos la ecuación (121)
para obtener una descripción de la misma en términos de operadores
definidos sobre ciertos espacios Lp; sobre estos espacios resolveremos la
ecuación reformulada. También identificaremos la solución como una
serie de Fourier-Neumann convergente en Lp.

Dada una función g definida sobre [0, 1], la extensión dada por
g(x) = 0 para cada x > 1 la denotaremos por χ[0,1]g, haciendo uso
de un pequeño abuso de notación.

99



100 6. ECUACIONES INTEGRALES DOBLES

A lo largo de este caṕıtulo consideraremos funciones definidas en
[0, 1] y en (0,∞), y con diversas medidas dµ y dµ̃; por ello denotaremos
los espacios Lp correspondientes como Lp([0, 1], dµ) y Lp((0,∞), dµ̃).

2. La ecuación doble

Recordemos que, para α > −1, hemos definido la transformada de
Hankel, Hα, como

Hα(f, x) =
x−α/2

2

∫ ∞

0

f(t)Jα(
√
xt)tα/2 dt, x > 0,

y el operador Mα como

Mαf = Hα(χ[0,1]Hαf).

De esta forma (y teniendo en cuenta que, de algún modo, H2
α = Id)

una manera alternativa de expresar que Hαf está soportada en [0, 1]
es decir que Mαf = f ; esto puede tener sentido incluso aunque Hαf
no esté definido.

Haciendo uso de estos operadores reformularemos las ecuaciones
integrales dobles. Con un simple cambio de notación podemos escri-
bir (121) como

x−α/2

2

∫ ∞

0

tβf(t)Jα(
√
xt)tα/2 dt = g(x), si 0 < x < 1,

x−α/2

2

∫ ∞

0

f(t)Jα(
√
xt)tα/2 dt = 0, si x > 1.

(122)

La segunda ecuación en (122) nos está diciendo que supp(Hαf) ⊆
[0, 1]; es decir, Mαf = f , siempre que f pertenezca a un espacio
Lp((0,∞), xα dx) conveniente.

La primera ecuación en (122) puede entenderse como

Hα(t
βf)χ[0,1] = χ[0,1]g.

Usando que, bajo ciertas circunstancias, Hα es un operador inversible,
se obtiene la ecuación equivalente

Mα(t
βf, x) = Hα(χ[0,1]g, x).

Por conveniencia multiplicaremos ambos lados por el factor x−β, para
tener

x−βMα(t
βf, x) = x−βHα(χ[0,1]g, x).

Reuniendo todo lo anterior, nuestro interés se centrará en resolver,
sobre los espacios Lp((0,∞), xα dx), la que denominaremos ecuación
doble {

x−βMα(t
βf, x) = x−βHα(χ[0,1]g, x),

Mα(f, x) = f(x).
(123)
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En un sentido estricto, (122) y (123), no son exactamente equiva-
lentes si no exigimos que las funciones pertenezcan a un espacio conve-
niente. Sin embargo, es interesante notar que, para cualquier aplicación
f́ısica práctica, la interpretación de una ecuación integral doble y su so-
lución como en (122) es equivalente a su interpretación como en (123).

Junto con Hα y Mα, consideraremos los operadores Mα,β y Hα,β

dados por

Mα,β(f, x) = x−βMα(t
βf, x),

Hα,β(g, x) = x−βHα(χ[0,1]g, x).

Utilizando estos operadores, la ecuación doble (123) puede ser escrita
como {

Mα,βf = Hα,βg,

Mαf = f.
(124)

Estos operadores están bien definidos, por ejemplo, si f ∈ S+ y g ∈
C∞([0, 1]).

Veamos ahora queMα,β es acotado en la norma de Lp((0,∞), xα dx),
bajo ciertas condiciones sobre α, β y p. Este hecho nos permite exten-
derlo como un operador acotado a todo el espacio Lp((0,∞), xα dx).
Con un argumento similar extendemos Hα,β a un operador acotado de
Lp([0, 1], xα dx) en Lp((0,∞), xα dx).

Proposición 6.1. Sea α ≥ −1/2, β ≥ 0 y 1 < p <∞ verificando

−1

4
< (α+ 1)

(
1

2
− 1

p

)
+ β <

1

4
.

Entonces,

‖Mα,βf‖Lp((0,∞),xα dx) ≤ C‖f‖Lp((0,∞),xα dx), f ∈ Lp((0,∞), xα dx).

Demostración. La Nota 5.3 nos permite expresar

Mα,β(f, x) = x−βW1(t
βf(t), x)− x−βW2(t

βf(t), x).

Entonces, usando la estimación |Jα(x)| ≤ Cx−1/2, ∀x ≥ 0, la acotación
en Lp((0,∞), xα dx) de la diferencia anterior, bajo nuestras hipótesis
sobre p, se sigue como en el Teorema 3.1 (en concreto, las subseccio-
nes 4.1 y 4.2 del Caṕıtulo 3). �

Nota 6.1. Se puede comprobar que en la proposición anterior las
condiciones sobre p son, además de suficientes, necesarias.

La acotación de Hα,β se realizará en la siguiente proposición.

Proposición 6.2. Sea α ≥ −1/2, β ≥ 0 y 1 < p <∞ verificando

β

2
≤ (α+ 1)

(
1

2
− 1

p

)
+ β <

α+ 1

2
.
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Entonces,

‖Hα,βg‖Lp((0,∞),xα dx) ≤ C‖g‖Lp([0,1],xα dx), g ∈ Lp([0, 1], xα dx).

Demostración. Tomando µ = 2β + α+ 3
2
− 2(α+1)

p
tendremos

‖Hα,βg‖Lp((0,∞),xα dx) = ‖x−β+(α+1)/pHα(χ[0,1]g)‖Lp((0,∞), dx
x

)

= ‖x−µ/2+α/2+3/4Hα(χ[0,1]g)‖Lp((0,∞), dx
x

).

Eligiendo r = s = p en el Teorema 1.5 y observando que

β

2
≤ (α+ 1)

(
1

2
− 1

p

)
+ β =⇒ máx

{
1

p
, 1− 1

p

}
≤ µ

y

(α+ 1)

(
1

2
− 1

p

)
+ β <

α+ 1

2
⇐⇒ µ < α+

3

2

podemos concluir

‖Hα,βg‖Lp((0,∞),xα dx) ≤ C‖xµ/2+α/2+1/4Hα(χ[0,1]g)‖Lp((0,∞), dx
x

)

= C‖xβ+(α+1)(1−1/p)χ[0,1]g‖Lp((0,∞), dx
x

)

= C‖xβ+(α+1)(1−2/p)χ[0,1]g‖Lp((0,∞),xα dx)

≤ C‖g‖Lp([0,1],xα dx),

donde la última desigualdad se sigue de β + (α+ 1)(1− 2/p) ≥ 0, que

es equivalente a la hipótesis β
2
≤ (α+ 1)

(
1
2
− 1

p

)
+ β. �

Con esto, la ecuación doble (124) es un problema bien propuesto
en el siguiente sentido: dada g ∈ Lp([0, 1], xα dx), ¿existe solución en
f ∈ Lp((0,∞), xα dx)?, ¿es única?

Consideremos g(x) = 2β
√
α+β+2n+1 Γ(α+β+n+1)

Γ(α+n+1)
P

(α,β)
n (1 − 2x) para

x ∈ (0, 1). El Lema 1.3 nos permite asegurar que, bajo ciertas hipótesis
para α y β, la solución de (121), y por tanto de la ecuación doble (124),
es f(t) = jα+β

n (t).
Este hecho motiva que nos planteemos el siguiente esquema para

resolver la ecuación doble (124): desarrollaremos g ∈ Lp([0, 1], xα dx)
como una serie de Fourier-Jacobi. Para ello usaremos los polinomios
de Jacobi clásicos trasladados al intervalo [0, 1] tal y como se vie-
ron en el primer caṕıtulo de esta memoria. Tomaremos el desarrollo

g =
∑∞

n=0 anp
(α,β)
n . De este modo, la solución será f =

∑∞
n=0 bnj

α+β
n ,

donde los coeficientes bn vendrán dados expĺıcitamente en términos
de los coeficientes an de la serie de Fourier-Jacobi asociada a g. Se
probará que la serie asociada a f es convergente en Lp((0,∞), xα dx)
construyendo un operador, que denotaremos por Lα,β, que transforme
series de Fourier-Jacobi en series de Fourier-Neumann.
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Para asegurarnos la convergencia en Lp([0, 1], xα dx) de la serie de
Fourier-Jacobi asociada a g haremos uso del Teorema 1.3.

Corolario 6.3. Sea α ≥ −1/2, β ≥ 0, 1 < p <∞,

−1

4
< (α+ 1)

(
1

2
− 1

p

)
<

1

4
,

y

−1

4
<

(
1

2
− 1

p

)
+
β

2
<

1

4
.

Entonces, las series de Fourier-Jacobi verifican

ĺım
n→∞

Sng = g

en Lp([0, 1], xα dx), para g ∈ Lp([0, 1], xα dx).

Demostración. Será suficiente hacer un cambio de variable en
Teorema 1.3 y tomar en él a = 0 y b = −β/p. (Véase el comentario
posterior al Teorema 1.3 en la página 16.) �

3. La solución de la ecuación

En esta sección introduciremos un nuevo operador, que denotare-
mos por Lα,β, y estableceremos algunas de sus propiedades. Este opera-
dor será el que nos dé la solución de la ecuación doble (124). Intentemos
encontrar, razonadamente, una expresión para este operador.

El operador Lα,β debe transformar series de Fourier-Jacobi en series
de Fourier-Neumann. Para que ocurra esto es suficiente con que

Lα,β(RnP
(α,β)
n (1− 2t), x) = jα+β

n (x),

para alguna constante Rn. Vamos a intentar describir Lα,β como com-
posición de dos operadores, es decir, Lα,β = B ◦ A.

El Lema 1.3 nos permite asegurar que

Hα+β(j
α+β
n (x), t) =

√
α+ β + 2n+ 1P (α+β,0)

n (1− 2t)χ[0,1](t).

Usando que la transformada de Hankel es autoinversa se tiene que

Hα+β(
√
α+ β + 2n+ 1P (α+β,0)

n (1− 2t)χ[0,1](t), x) = jα+β
n (x).

Por tanto, si consideramos Bh = Hα+β(hχ[0,1]) tendremos un operador

que, salvo constantes, transforma P
(α+β,0)
n en jα+β

n . Llegaremos a una
expresión para Lα,β si encontramos A que aplique, salvo constantes,

P
(α,β)
n en P

(α+β,0)
n . Pero esto es precisamente lo que hace el operador

de Erdélyi-Kober, definido como

Iδ,ε(h(u), t) =
t−(δ+ε)

Γ(ε)

∫ t

0

(t− u)ε−1uδh(u) du, 0 < x < 1,(125)
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si δ > −1 y ε > 0. Siguiendo [12, Cap. XIII, 13.1, pág. 191], se verifica

Iα,ε(P
(α,β)
n (1− 2u), t) =

Γ(α+ n+ 1)

Γ(α+ ε+ n+ 1)
tα+εP (α+ε,β−ε)

n (1− 2t).

Por tanto, tomaremos A = Iα,β.
De este modo, dada g, una función conveniente en [0, 1], definimos

el operador Lα,βg mediante la expresión

Lα,β(g, x) =
1

2β+1Γ(β)

∫ 1

0

Jα+β(
√
xt)

(xt)α/2+β/2

∫ t

0

g(u)(t− u)β−1uα du dt,

x > 0,

si β > 0, y Lα,0g = Hα(χ[0,1]g). En la definición de Lα,β hemos añadido
el factor 2−β por conveniencia en la notación. En nuestro primer resulta-
do estableceremos que Lα,β es un operador acotado de Lp([0, 1], xα dx)
en Lp((0,∞), xα dx):

Teorema 6.4. Sea α ≥ −1/2, β ≥ 0 y 1 < p <∞ verificando

1

p
− 1

2
≤ β

2α+ 3
.

Entonces,

‖Lα,βg‖Lp((0,∞),xα dx) ≤ C‖g‖Lp([0,1],xα dx), g ∈ Lp([0, 1], xα dx).

Antes de comenzar su demostración probaremos el siguiente

Lema 6.1. Sea α ≥ −1/2, β ≥ 0 y 1 < p <∞, verificando

1

p
− 1

2
≤ β

2α+ 3
.

Entonces,

‖Hα+β(χ[0,1]h)‖Lp((0,∞),xα dx) ≤ C‖h‖Lp([0,1],xα dx), h ∈ Lp([0, 1], xα dx).

Demostración. Tomando µ = α+ β + 3
2
− 2(α+1)

p
tendremos

‖Hα+β(χ[0,1]h)‖Lp((0,∞),xα dx)

= ‖x−µ/2+(α+β)/2+3/4Hα+β(χ[0,1]h)‖
Lp((0,∞),

dx
x

)
.

Es fácil comprobar que nuestras hipótesis sobre α, β y p implican

máx

{
1

p
, 1− 1

p

}
≤ µ < α + β +

3

2
.
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Entonces, eligiendo r = s = p en el Teorema 1.5, podemos obtener

‖Hα+β(χ[0,1]h)‖Lp((0,∞),xα dx)

≤ C‖xµ/2+(α+β)/2+1/4Hα+β(χ[0,1]h)‖
Lp((0,∞),

dx
x

)

= C‖xα+β+1−2(α+1)/ph‖Lp([0,1],xα dx).

Usando que

1

p
− 1

2
≤ β

2α+ 3
=⇒ α+ β + 1− 2(α+ 1)

p
≥ 0

finalizamos. �

Demostración del Teorema 6.4. Para β = 0, ya que Lα,0g =
Hα(χ[0,1]g), el Lema 6.1 nos prueba el resultado. Si β > 0, recordemos
que Lα,βg = 2−βHα+β(χ[0,1]Iα,βg), donde Iα,β es el operador de Erdélyi-
Kober definido en (125). Es un hecho conocido que Iα,β es acotado
en Lp([0, 1], xα dx) si α > −1, β > 0 y 1 < p < ∞. Por completitud,
ofrecemos una sencilla demostración de este hecho. Mediante un cambio
de variable tenemos

Iα,β(g, x) =
1

Γ(β)

∫ 1

0

(1− z)β−1zαg(xz) dz;

con esto, utilizando la desigualdad integral de Minkowski,

‖Iα,βg‖Lp([0,1],xα dx) ≤
1

Γ(β)

∫ 1

0

(1− z)β−1zα‖g(xz)‖Lp([0,1],xα dx) dz

≤ ‖g‖Lp([0,1],xα dx)
1

Γ(β)

∫ 1

0

(1− z)β−1zα−(α+1)/p dz

= C‖g‖Lp([0,1],xα dx),

donde hemos usado que

‖g(xz)‖Lp([0,1],xα dx) ≤ z−(α+1)/p‖g‖Lp([0,1],xα dx)

y ∫ 1

0

(1− z)β−1zα−(α+1)/p dz = B(β, (α+ 1)(1− 1/p)) <∞.

De esta manera Iα,β es acotado. Ahora, usando el Lema 6.1 se concluye
la demostración. �

En lo que resta de caṕıtulo escribiremos P ↑ ≤ Q con el significado
P < Q. Con esta notación tendremos que

máx{A,B↑} ≤M ⇐⇒ A ≤M y B < M,

lo que nos permitirá expresar las hipótesis de los teoremas que siguen
de un modo más compacto.
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Corolario 6.5. Sea α ≥ −1/2, β ≥ 0 y 1 < p <∞ verificando

máx

{
−β

2α+ 3
,

(
−1

4(α+ 1)

)↑}
≤ 1

2
− 1

p
< mı́n

{
1

4(α+ 1)
,
1− 2β

4

}
.

Entonces, dada g ∈ Lp([0, 1], xα dx), tenemos

g =
∞∑
n=0

an(g)p
(α,β)
n ,

donde

an(g) =

∫ 1

0

g(x)p(α,β)
n (x)xα(1− x)β dx,

en Lp([0, 1], xα dx), y

Lα,βg =
∞∑
n=0

bnj
α+β
n ,

donde

bn = 2−β
Γ(α+ n+ 1)1/2 (n!)1/2

Γ(α+ β + n+ 1)1/2 Γ(β + n+ 1)1/2
an(g),

en Lp((0,∞), xα dx).

Demostración. Sea g ∈ Lp([0, 1], xα dx). Es fácil ver que, bajo
las hipótesis sobre α, β y p, podemos aplicar el Corolario 6.3 de forma
que

g =
∞∑
n=0

an(g)p
(α,β)
n

en Lp([0, 1], xα dx), con

an(g) =

∫ 1

0

g(x)p(α,β)
n (x)xα(1− x)β dx.

Por el Teorema 6.4, Lα,β es un operador continuo de Lp([0, 1], xα dx)
en Lp((0,∞), xα dx). Entonces,

Lα,βg =
∞∑
n=0

an(g)Lα,βp
(α,β)
n ,

donde la convergencia se da en Lp((0,∞), xα dx). Ahora, considerando
la expresión (ver [12, Cap. XIII, 13.1, pág. 191])

Iα,β(P
(α,β)
n (1− 2t), x) =

Γ(α+ n+ 1)

Γ(α+ β + n+ 1)
P (α+β,0)
n (1− 2x)
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y (22) en el Lema 1.3 (con parámetros α + β y 0 en vez de α y β,
respectivamente) tenemos

Hα+β(j
α+β
n (t), x) =

√
α+ β + 2n+ 1P (α+β,0)

n (1− 2x)χ[0,1](x),

de manera que

Hα+β(χ[0,1]P
(α+β,0)
n (1− 2t), x) =

1√
α+ β + 2n+ 1

jα+β
n (x)(126)

(usando que H2
α+β = Id en L2). Esto nos da

(127) Lα,β(P
(α,β)
n (1− 2t), x)

= 2−β
Γ(α+ n+ 1)√

α+ β + 2n+ 1 Γ(α+ β + n+ 1)
jα+β
n (x)

si β > 0. En el caso β = 0, (126) y Lα,0g = Hα(χ[0,1]g) proporcio-

nan (127). En términos de los polinomios ortonormales p
(α,β)
n , esto sig-

nifica

Lα,βp
(α,β)
n = 2−β

Γ(α+ n+ 1)1/2 (n!)1/2

Γ(α+ β + n+ 1)1/2 Γ(β + n+ 1)1/2
jα+β
n ;

aśı

Lα,βg =
∞∑
n=0

an(g)2
−β Γ(α+ n+ 1)1/2 (n!)1/2

Γ(α+ β + n+ 1)1/2 Γ(β + n+ 1)1/2
jα+β
n

en Lp((0,∞), xα dx). �

Antes de continuar, escribamos el Lema 1.3 en términos de Mα,
Mα,β y Hα,β. Es claro, a partir de (22), que Hαj

α+β
n está soportada en

[0, 1], con lo que

Mα(j
α+β
n ) = jα+β

n .(128)

Teniendo en cuenta (7) y la relación (23) tenemos

Mα,β(j
α+β
n ) = x−βMα(t

βjα+β
n ) = x−βHα(χ[0,1]Hα(t

βjα+β
n ))(129)

= x−βHα(χ[0,1]dnp
(α,β)
n ) = dnHα,βp

(α,β)
n

con

dn = 2β
Γ(α+ β + n+ 1)1/2 Γ(β + n+ 1)1/2

Γ(α+ n+ 1)1/2 (n!)1/2
.

De esta manera el resultado principal de esta sección es como sigue:

Teorema 6.6. Sea α ≥ −1/2, 0 ≤ β < 1 y 1 < p <∞ verificando

(130) máx

{
−β

2α+ 3
,

(
−1

4(α+ 1)

)↑}
≤ 1

2
− 1

p

< mı́n

{
1− 4β

4(α+ 1)
,
1− 2β

4

}
.
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Entonces, para cada g ∈ Lp([0, 1], xα dx), f = Lα,βg es una solución en
Lp((0,∞), xα dx) de la ecuación doble{

Mα,βf = Hα,βg,

Mαf = f.

Demostración. Sea g ∈ Lp([0, 1], xα dx) y f = Lα,βg. Es claro
que

(130) =⇒

−
1
4
< (α+ 1)

(
1
2
− 1

p

)
+ β < 1

4
,

β
2
≤ (α+ 1)

(
1
2
− 1

p

)
+ β < α+1

2
,

por lo que podemos aplicar las Proposiciones 6.1 y 6.2. Es evidente
que (130) nos permite asegurar que Lα,β es acotado (por el Teore-
ma 6.4). Entonces, usando el Corolario 6.5, cuyas hipótesis también
vienen implicadas por (130), y (129) tenemos

Mα,βf = ĺım
n→∞

Mα,β

( n∑
k=0

bkj
α+β
k

)
= ĺım

n→∞
Hα,β

( n∑
k=0

bkdkp
(α,β)
k

)
= Hα,βg,

puesto que bkdk = ak(g). Ahora, usando la Proposición 6.1 con β = 0,
el Corolario 6.5 y (128) llegamos a

Mαf = ĺım
n→∞

Mα

( n∑
k=0

bkj
α+β
k

)
= ĺım

n→∞

n∑
k=0

bkj
α+β
k = f.

�

4. Unicidad de la solución

Usando los resultados relativos a la convergencia de las series de
Fourier-Neumann en los espacios Ep,α contenidos en el caṕıtulo anterior
es posible probar el siguiente resultado sobre la unicidad de la solución
de la ecuación doble (124):

Teorema 6.7. Sea α ≥ −1/2, 0 ≤ β < 1 y 1 < p <∞ verificando

(131) máx

{
−β

2α+ 3
,

(
2β − 1

4(α+ 1)

)↑}
≤ 1

2
− 1

p

< mı́n

{
1− 4β

4(α+ 1)
,
1− 2β

4

}
.

Entonces,

f = Lα,βg
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es la única solución en Lp((0,∞), xα dx) de la ecuación doble{
Mα,βf = Hα,βg,

Mαf = f.

Demostración. Puesto que en nuestras hipótesis sobre α y β se
verifica

− 1

4(α+ 1)
≤ 2β − 1

4(α+ 1)

tendremos que (131) implica (130) y, por tanto, podremos hacer uso
del Teorema 6.6. Veamos que con (131) también es posible utilizar la
Proposición 5.1 y el Teorema 5.5. Observando que

−β
2α+ 3

≤ 1

2
− 1

p
=⇒ −α+ β + 1

2
< (α+ 1)

(
1

2
− 1

p

)
+
β

2
,

y

2β − 1

4(α+ 1)
<

1

2
− 1

p
<

1− 4β

4(α+ 1)

=⇒ −1

4
< (α+ 1)

(
1

2
− 1

p

)
+
β

2
<

1

4
,

bastará ver que se cumple 4
3
< p < 4 para tener las hipótesis de la

Proposición 5.1. La condición p < 4 se tiene inmediatamente a partir
de

1

2
− 1

p
<

1− 2β

4
.

Para concluir que 4
3
< p usaremos que

−1

4
<

1

2
− 1

p
⇐⇒ 4

3
< p

y

−1

4
< máx

{
−β

2α+ 3
,

2β − 1

4(α+ 1)

}
.(132)

Veamos que, efectivamente, se cumple (132). Supongamos que no se
verifica, es decir, que se cumple

−β
2α+ 3

≤ −1

4
,

2β − 1

4(α+ 1)
≤ −1

4
;

esto nos dará

2α+ 3 ≤ 4β,

α+ 2β ≤ 0,
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respectivamente. Estas desigualdades implican, de manera inmediata,
α ≤ −3/4, lo que contradice la condición α ≥ −1/2. Para llegar a las
hipótesis del Teorema 5.5 basta tener en cuenta que

2β − 1

4(α+ 1)
<

1

2
− 1

p
<

1− 4β

4(α+ 1)
=⇒ −1

4
< (α+ 1)

(
1

2
− 1

p

)
<

1

4

y

2β − 1

4(α+ 1)
<

1

2
− 1

p
⇐⇒ −1

4
< (α+ 1)

(
1

2
− 1

p

)
− β

2
.

De acuerdo con el Teorema 6.6, Lα,βg es una solución de la ecuación
doble. Veamos que, en nuestras hipótesis, ésta es la única solución. Si
f es una solución se tiene que{

Mα,βf = Hα,βg,

Mαf = f,

en Lp((0,∞), xα dx). En particular, f ∈ Ep,α. Por el Teorema 5.5 y
la Proposición 5.1, podemos desarrollar f como una serie de Fourier-
Neumann de {jα+β

n }n≥0 convergente en Lp((0,∞), xα dx), es decir,

f =
∞∑
n=0

bn(f)jα+β
n .

Probando que los coeficientes bn(f) están uńıvocamente determinados
concluiremos de manera inmediata la unicidad de la solución.

A partir de (129) y dado que Mα,β es un operador continuo en
Lp((0,∞), xα dx) tendremos

Hα,βg = Mα,βf =
∞∑
n=0

bn(f)dnHα,βp
(α,β)
n .

Bajo nuestras hipótesis sobre α, β y p no es dif́ıcil comprobar, usando
el Lema 2.3, que xβjα+β

k ∈ Lq((0,∞), xα dx), donde q es, como siempre,
el conjugado de p. De esta manera el operador

T (h) =

∫ ∞

0

xβjα+β
k (x)h(x)xα dx

definido de Lp((0,∞), xα dx) en R es continuo. Entonces,∫ ∞

0

xβjα+β
k (x)Hα,β(g, x)x

α dx

=
∞∑
n=0

bn(f)dn

∫ ∞

0

xβjα+β
k (x)Hα,β(p

(α,β)
n , x)xα dx.

Ahora, usando la fórmula de multiplicación para la transformada
de Hankel dada en (16) y la definición de Hα,β, junto con (22) y la



4. UNICIDAD DE LA SOLUCIÓN 111

ortogonalidad para los polinomios de Jacobi, tendremos∫ ∞

0

xβjα+β
k (x)Hα,β(p

(α,β)
n , x)xα dx

=

∫ ∞

0

jα+β
k (x)Hα(χ[0,1]p

(α,β)
n , x)xα dx

= rk

∫ 1

0

(1− x)βp
(α,β)
k (x)p(α,β)

n (x)xα dx = rkδkn

con rk = 1/dk. Por tanto,∫ ∞

0

xβjα+β
n (x)Hα,β(g, x)x

α dx = bn(f),

lo que concluye la demostración. �





CAPÍTULO 7

Los operadores de Bochner-Riesz para una
modificación de la transformada de Hankel

1. Introducción

A lo largo de esta memoria hemos descrito el operador suma parcial
n-ésima, Sn, asociado a {jαn}n≥0 como

Snf = W1f −W2f +W3,nf −W4,nf.

En la Nota 5.3 vimos que

Mαf = Hα(χ[0,1]Hαf) = W1f −W2f.

La fórmula de Lommel (114), descrita en la nota antes citada, puede
reescribirse, a partir de la igualdad

zJ ′α(z)− αJα(z) = −zJα+1(z),

como ∫ 1

0

Jα(yt)Jα(yx)y dy =
1

t2 − x2
(xJ ′α(x)Jα(t)− tJ ′α(t)Jα(x)).

Con esto podemos concluir

−W3,nf +W4,nf = Mα,2n+2f,

donde el operador Mα,k viene dado como el multiplicador de la bola
unidad para la siguiente modificación de la transformada de Hankel:

Hk
α(f, x) =

x−α/2

2

∫ ∞

0

f(t)Jα+k(
√
xt)tα/2 dt, x > 0;(133)

es decir,

Mα,kf = Hk
α(χ[0,1]Hk

αf).(134)

(Notar que Mα = Mα,0.) Aśı,

Snf = Mαf −Mα,2n+2f,

y, por tanto, la acotación uniforme de Snf en Lp(xα) (donde por Lp(xα)
volvemos a denotar el espacio Lp((0,∞), xα dx)) se obtiene inmediata-
mente a partir de la acotación de Mαf y de la acotación uniforme de
Mα,2n+2f en Lp(xα). Aśı es como procedimos en el Caṕıtulo 3.

113
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Nos pareció una cuestión de interés plantearnos el estudio de los
operadores de Bochner-Riesz para esta modificación de la transforma-
da de Hankel; es decir, los operadores descritos, en un principio para
funciones de S+, como

M δ
α,kf = Hk

α

(
(1− x)δ+Hk

αf
)
,(135)

donde (1 − x)+ = máx{0, 1 − x} y δ > 0 (notar que estos operadores
generalizan a Mα,k, puesto que Mα,k = M0

α,k). En particular centramos
nuestra atención en el estudio de la acotación uniforme en Lp(xα) de
este tipo de operadores.

Operadores de este tipo se presentan al analizar los operadores de
Bochner-Riesz para la transformada de Fourier en espacios de norma
mixta sobre Rn. En el estudio referente a la transformada de Fourier
aparece un valor de δ, que se denota por δ0 y que se denomina ı́ndice
cŕıtico, que nos separa el conjunto de δ’s en dos. En uno de ellos se
tiene acotación para 1 ≤ p ≤ ∞, en el otro la acotación se produce en
un rango acotado de valores de p.

En primer lugar obtendremos la acotación uniforme en Lp(xα) de
M δ

α,k cuando α ≥ 0 y δ > δ0, donde δ0 = (2α+ 1)/2 es el ı́ndice cŕıtico
en este caso. Para obtener esta estimación haremos uso de un producto
de convolución adecuado.

Finalmente abordaremos el caso 0 < δ ≤ δ0. Utilizaremos un re-
sultado sobre interpolación de familias anaĺıticas de operadores para
concluir la acotación uniforme de M δ

α,k en un rango óptimo de valores
de p.

2. Acotación uniforme por encima del ı́ndice cŕıtico

Antes de enunciar nuestro primer resultado definiremos un produc-
to de convolución que será la pieza clave para obtener la acotación
uniforme del operador M δ

α,k, si δ > δ0.
Tomemos el operador de translación T x, con x ≥ 0, definido, para

funciones f apropiadas, como

T x(f, t) = c(α)

∫ π

0

f(w) sen2α θ dθ(136)

donde w2 = x2 + t2 − 2xt cos θ, x, t ≥ 0 y c(α) = Γ(α+1)√
πΓ(α+1/2)

.

Veamos una propiedad de T x que nos será de gran utilidad:

Lema 7.1. Sean 1 ≤ p ≤ ∞ y α > −1/2. Entonces,

‖T x(f, t)‖Lp(t2α+1) ≤ ‖f‖Lp(t2α+1), ∀x ∈ (0,∞).(137)

Demostración. Un cambio de variable nos permite afirmar que

T x(f, t) =

∫ ∞

0

Dα(x, t, z)f(z)z2α+1 dz
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donde

Dα(x, t, z) = 22α−1 Γ(α+ 1)√
πΓ(α+ 1/2)

(xtz)−2α(A(x, t, z))2α−1,

∀x, t, z ∈ (0,∞),

con A(x, t, z) el área del triángulo cuyos lados tienen longitudes x, t y
z, si este triángulo existe, y 0, en otro caso. Se observa fácilmente que
la función Dα(x, t, z) es simétrica respecto a las tres variables y que
Dα(x, t, z) ≥ 0, para x, t, z ∈ (0,∞). La relación∫ π

0

Jα(yw)

(yw)α
sen2α θ dθ = 2αΓ(α+ 1/2)

√
π
Jα(yx)

(yx)α
Jα(yt)

(yt)α
,

válida para x, y, t ∈ (0,∞) y α > −1/2, que puede verse en [42, Cap.
XI, 11.41, pág. 367], nos lleva (nuevamente mediante un cambio de
variable) a que∫ ∞

0

Jα(zy)

(zy)α
Dα(x, t, z)z

2α+1 dz = 2αΓ(α+ 1)
Jα(yx)

(yx)α
Jα(yt)

(yt)α
.

Con esto, tomando ĺımites cuando y → 0, deducimos que∫ ∞

0

Dα(x, t, z)z
2α+1 = 1.(138)

Esta propiedad de la función Dα(x, t, z) nos permitirá establecer (137).
Probaremos (137) para p = 1 y p = ∞; el resto de valores de p pueden
obtenerse por interpolación. Si p = 1, teniendo en cuenta la positividad
de la función Dα y (138) llegamos a

‖T x(f, t)‖L1(t2α+1) =

∫ ∞

0

∣∣∣∣∫ ∞

0

Dα(x, t, z)f(z)z2α+1 dz

∣∣∣∣ t2α+1 dt

≤
∫ ∞

0

(∫ ∞

0

Dα(x, t, z)|f(z)|z2α+1 dz

)
t2α+1 dt

=

∫ ∞

0

|f(z)|z2α+1

(∫ ∞

0

Dα(x, t, z)t
2α+1 dt

)
dz

= ‖f‖L1(t2α+1).

Si f ∈ L∞(t2α+1), a partir de (138) tenemos

‖T x(f, t)‖L∞(t2α+1) ≤ ‖f‖L∞(t2α+1).

�

Con este operador de traslación definimos el producto de convolu-
ción

h ∗ g(x) =

∫ ∞

0

g(t)T x(h, t)t2α+1 dt.(139)
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No es d́ıficil comprobar, intercambiando el orden de integración, que
h ∗ g = g ∗ h. Aplicando este hecho, el lema anterior y la desigualdad
integral de Minkowski se obtiene la estimación

‖h ∗ g‖Lp(x2α+1) ≤ ‖h‖L1(x2α+1)‖g‖Lp(x2α+1),(140)

válida para 1 ≤ p ≤ ∞.
El producto de convolución definido en (139) y la estimación dada

para él en (140) nos permitirán probar el siguiente resultado relativo a
los operadores M δ

α,k:

Teorema 7.1. Sean α ≥ 0, δ > δ0 = (2α + 1)/2 y 1 ≤ p ≤ ∞.
Consideremos la familia de operadores M δ

α,k definidos como en (135).
Entonces

‖M δ
α,kf‖Lp(xα) ≤ C‖f‖Lp(xα), f ∈ Lp(xα), k ∈ N.

Antes de comenzar su demostración encontraremos, en el siguiente
lema, una expresión más satisfactoria para los operadores M δ

α,k. En ella
aparecerán los polinomios ultraesféricos de orden α, que denotaremos

por C
(α)
k , con k = 0, 1, . . . y α ≥ 0. Como es habitual, si α = 0

consideraremos en su lugar los polinomios de Chebyshev. La definición
de estos polinomios, aśı como múltiple información sobre ellos, puede
encontrarse en [36].

Lema 7.2. Sean α > −1/2, δ > −1 y f ∈ S+. Entonces,

M δ
α,k(f, x) =

x−α/2

4

∫ ∞

0

f(t)tα/2Kδ
α+k(x, t) dt(141)

con

Kδ
α+k(x

2, t2) = 2(xt)α
∫ π

0

jα+δ+1(w)cαk (cos θ) sen2α θ dθ,(142)

donde w2 = x2 + t2 − 2xt cos θ,

cαk (x) =
2α−1k!Γ(α)

πΓ(2α+ k)
C

(α)
k (x),

y

jα+δ+1(x) = 2δΓ(δ + 1)
Jα+δ+1(x)

xα+δ+1
.

Demostración. Para cada función f ∈ S+, aplicando Fubini en
la definición dada en (135) de los operadores M δ

α,k, tendremos

M δ
α,k(f, x) =

x−α/2

4

∫ ∞

0

f(t)tα/2Kδ
α+k(x, t) dt,

donde

Kδ
α+k(x, t) =

∫ 1

0

(1− s)δJα+k(
√
xs)Jα+k(

√
ts) ds.(143)
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Veamos que Kδ
α+k(x

2, t2) puede describirse como en (142). Para ello
utilizaremos la expresión∫ π

0

Jα(w)

wα
cαk (cos θ) sen2α θ dθ =

Jα+k(x)

xα
Jα+k(t)

tα
,

válida para α > −1/2, con w y cαk definidos como en el enunciado del
lema y que puede encontrarse en [42, Cap. XI, 11.41, pág. 367]. Aśı,
mediante una cambio de variable, tendremos

Kδ
α+k(x

2, t2)

= 2

∫ 1

0

r(1− r2)δJα+k(xr)Jα+k(tr) dr

= 2(xt)α
∫ 1

0

r2α+1(1− r2)δ
(∫ π

0

Jα(rw)

(rw)α
cαk (cos θ) sen2α θ dθ

)
dr.

Intercambiando el orden de integración y aplicando la fórmula de So-
nine (ver [42, Cap. XII, 12.11, pág. 373])

Jν+µ+1(z) =
zν+1

2νΓ(ν + 1)

∫ 1

0

Jµ(zr)r
µ+1(1− r2)ν dr,

que se cumple para Re(µ) > −1 y Re(ν) > −1, podemos concluir

Kδ
α+k(x

2, t2)

= 2(xt)α
∫ π

0

w−αcαk (cos θ) sen2α θ

(∫ 1

0

rα+1(1− r2)δJα(rw) dr

)
dθ

= 2(xt)α
∫ π

0

jα+δ+1(w)cαk (cos θ) sen2α θ dθ.

�

Demostración del Teorema 7.1. Un simple cambio de varia-
ble en (141) nos permite ver que

‖M δ
α,kf‖Lp(xα) = C

∥∥∥∥x−α ∫ ∞

0

f(t2)tα+1Kδ
α+k(x

2, t2) dt

∥∥∥∥
Lp(x2α+1)

,

(144)

dondeKδ
α+k es como en (142). Ahora, utilizando la estimación |cαk (x)| ≤

1, que se sigue inmediatamente de [36, Teorema 7.33.1] para α ≥ 0,
tenemos ∣∣Kδ

α+k(x
2, t2)

∣∣ ≤ C (xt)α
∫ π

0

|jα+δ+1(w)| sen2α θ dθ.
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De lo anterior y usando (139) se deduce que∣∣∣∣x−α ∫ ∞

0

f(t2)tα+1Kδ
α+k(x

2, t2) dt

∣∣∣∣
≤ C

∫ ∞

0

|f(t2)|
∫ π

0

|jα+δ+1(w)| sen2α θ dθt2α+1 dt

= C

∫ ∞

0

g(t)T x(|jα+δ+1|, t)t2α+1 dt

≤ C|jα+δ+1| ∗ g(x),

donde g(t) = |f(t2)|. Ahora, la igualdad (144) y la acotación (140) nos
permiten concluir

‖M δ
α,kf‖Lp(xα) ≤ C ‖ |jα+δ+1| ∗ g ‖Lp(x2α+1)

≤ C‖jα+δ+1‖L1(x2α+1)‖g‖Lp(x2α+1).

Teniendo en cuenta que, en nuestras hipótesis sobre δ y p, se verifica

‖jα+δ+1‖L1(x2α+1) ≤ C,

y observando que ‖g‖Lp(x2α+1) = C‖f‖Lp(xα), tendremos el resultado.
�

3. Acotación uniforme por debajo del ı́ndice cŕıtico

Una vez obtenido el resultado anterior parece natural preguntarse
por la acotación uniforme del operador M δ

α,k para 0 < δ ≤ δ0. En esta
sección vamos a demostrar el siguiente resultado, referido a este rango
de valores de δ:

Teorema 7.2. Sean α ≥ 0, 0 < δ ≤ δ0 y 1 ≤ p ≤ ∞. Consideremos
la familia de operadores M δ

α,k definidos como en (135). Entonces,

‖M δ
α,kf‖Lp(xα) ≤ C‖f‖Lp(xα), f ∈ Lp(xα), k ∈ N,

si y sólo si

4(α+ 1)

2α+ 3 + 2δ
< p <

4(α+ 1)

2α+ 1− 2δ
.(145)

Para realizar la demostración de este resultado haremos uso del
conocido Teorema de interpolación de familias anaĺıticas de operadores
de Stein, que presentamos a continuación adaptado a nuestro espacio
de medida. Las definiciones que aqúı damos y el Teorema de Stein
pueden verse en [33].

Una familia de operadores {Tz} dependiendo de un parámetro com-
plejo z que vaŕıa en la banda 0 ≤ Re z ≤ 1 se dice anaĺıtica si verifica:

(a) Para cada z, Tz es una transformación lineal de funciones sim-
ples de (0,∞) a funciones medibles de (0,∞).
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(b) Si φ y ψ son funciones simples de (0,∞), entonces la función

Φ(z) =

∫ ∞

0

Tz(ψ, x)φ(x) dx

es anaĺıtica en 0 < Re(z) < 1 y continua en 0 ≤ Re(z) ≤ 1.

Diremos que una familia anaĺıtica {Tz} es de crecimiento admisible si
Φ(z) es de crecimiento admisible; es decir, si

sup
|y|≤r

sup
0≤x≤1

log |Φ(x+ iy)| ≤ Aear

donde a < π y A es una constante. Ambas, A y a, pueden depender de
las funciones φ y ψ.

Aśı, el Teorema de interpolación de Stein es como sigue:

Teorema 7.3 (Stein). Sea {Tz} una familia anaĺıtica de operadores
lineales de crecimiento admisible definida en la banda 0 ≤ Re(z) ≤ 1.
Asumamos 1 ≤ p0, p1, p̃0, p̃1 ≤ ∞ y

1

p
=

1− t

p0

+
t

p1

,
1

p̃
=

1− t

p̃0

+
t

p̃1

,

donde 0 ≤ t ≤ 1. Supongamos, además, que

‖Tiyf‖Lp̃0 (xα) ≤ A0(y)‖f‖Lp0 (xα)(146)

y

‖T1+iyf‖Lp̃1 (xα) ≤ A1(y)‖f‖Lp1 (xα)(147)

para funciones simples f , verificándose

log |Ai(y)| ≤ Aea|y|, a < π, i = 0, 1.(148)

Entonces, podemos concluir que

‖Ttf‖Lp̃(xα) ≤ At‖f‖Lp(xα)(149)

donde

logAt ≤
∫

R
ω(1− t, y) logA0(y) dy +

∫
R
ω(t, y) logA1(y) dy

y

ω(t, y) =
tan(πt/2)

2[tan2(πt/2) + tanh2(πy/2)] cos2(πy/2)
.

Nota 7.1. Obsérvese que si la familia {Tz} depende de un cierto
parámetro k y se obtienen las estimaciones (146) y (147) independien-
temente de k, podremos concluir que la acotación (149) será uniforme.

La demostración de nuestro resultado sobre el rango 0 < δ ≤ δ0
está basada en la construcción de una familia anaĺıtica de operadores
de crecimiento admisible vinculada al operador M δ

α,k.
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Consideremos δ(z) = (1 − z)δ0 + ε con ε > 0, 0 ≤ Re(z) ≤ 1 y δ0
definido como anteriormente, es decir δ0 = (2α + 1)/2. Tomaremos la
familia de operadores

M
δ(z)
α,k (f, x) =

x−α/2

4

∫ ∞

0

f(t)tα/2K
δ(z)
α+k(x, t) dt,(150)

donde el núcleo K
δ(z)
α+k es como en (142) con δ sustituido por δ(z). Esta

definición de M
δ(z)
α+k es válida para funciones simples de (0,∞). Las

funciones de Bessel de orden complejo λ = ν + iµ satisfacen

Jλ(t) =
(t/2)λ

Γ(1/2)Γ(λ+ 1/2)

∫ 1

0

(1− s2)λ−1/2 cos(st) ds, ν > −1/2,

y las estimaciones

|Jν+iµ(t)| ≤ Cνe
π|µ|t−1/2, t ≥ 1, ν ≥ 0,(151)

|Jν+iµ(t)| ≤ Cνe
π|µ|tν , t > 0, ν ≥ 0.(152)

Aśı, no es dif́ıcil probar que, para cada k fijo, la familia de operado-
res (150) es anaĺıtica y de crecimiento admisible. Los detalles pueden
verse en [43].

Obtengamos, ahora, las acotaciones uniformes del operador M
δ(z)
α,k

para Re(z) = 0 y Re(z) = 1 en un cierto rango de valores de p. El
Lema 7.3 contendrá la acotación para Re(z) = 0, y el Lema 7.4 la
correspondiente a Re(z) = 1.

Lema 7.3. Sean α ≥ 0 y 1 ≤ p ≤ ∞. Consideremos M
δ(z)
α,k la familia

de operadores dada por (150), donde δ(z) = (1 − z)δ0 + ε con ε > 0,
0 ≤ Re(z) ≤ 1 y δ0 = (2α+ 1)/2. Entonces,

‖M δ(iy)
α,k f‖Lp(xα) ≤ A0(y)‖f‖Lp(xα), k ∈ N,(153)

con A0(y) = Cα,pe
π|δ0y|.

Demostración. La demostración sigue los mismos pasos que la
dada para el Teorema 7.1, pero utilizando la estimación

‖jα+δ(iy)+1(x)‖L1(x2α+1) ≤ Cαe
π|δ0y|,

que se sigue de las cotas (151) y (152). �

En el siguiente lema probaremos la acotación para M
δ(1+iy)
α,k .

Lema 7.4. Sean α ≥ 0 y 1 ≤ p ≤ ∞. Consideremos M
δ(z)
α,k la familia

de operadores dada por (150), donde δ(z) = (1 − z)δ0 + ε con ε > 0,
0 ≤ Re(z) ≤ 1 y δ0 = (2α+ 1)/2. Si

4(α+ 1)

2α+ 3
< p <

4(α+ 1)

2α+ 1
,(154)
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entonces,

‖M δ(1+iy)
α,k f‖Lp(xα) ≤ A1(y)‖f‖Lp(xα), k ∈ N,

con A1(y) = Cα,p

(
1 + |δ0y|

ε

)
.

Demostración. Usando la fórmula de Lommel (114), es sencillo
concluir que

sJν(xs)Jν(ts) =
1

x2 − t2
d

ds
{stJν(xs)J ′ν(ts)− sxJ ′ν(xs)Jν(ts)}.

A partir de esta igualdad, y utilizando integración por partes en la

expresión dada para K
δ(z)
α+k en (143), obtendremos

K
δ(1+iy)
α+k (x, t) = 2δ(1 + iy)

∫ 1

0

(1− s)δ(1+iy)−1Ks
α+k(x, t) ds,

donde

Ks2

ν (x2, t2) =
stJν(xs)J

′
ν(ts)− sxJ ′ν(xs)Jν(ts)

x2 − t2
.

Aśı, denotando

T s
α,k(f, x) = x−α/2

∫ ∞

0

f(t)Ks
α+k(x, t)t

α/2 dt

e intercambiando el orden de integración, podemos escribir

M
δ(1+iy)
α,k (f, x) = 2δ(1 + iy)

∫ 1

0

(1− s)δ(1+iy)−1T s
α,k(f, x) ds.

Teniendo en cuenta que δ(1 + iy) = ε − iyδ0 y aplicando la desi-
gualdad integral de Minkowski, llegamos a

‖M δ(1+iy)
α,k f‖Lp(xα) ≤ C(ε+ |δ0y|)

∥∥∥∥∫ 1

0

(1− s)−iyδ0T s
α,k(f, x) ds

∥∥∥∥
Lp(xα)

≤ C(ε+ |δ0y|)
∫ 1

0

(1− s)ε−1
∥∥∥T s

α,k(f, x)
∥∥∥
Lp(xα)

ds.

Veamos ahora que

‖T s
α,kf‖Lp(xα) ≤ Cα,p‖f‖Lp(xα),

para todo s, con p verificando (154). Observando en primer lugar que

T s
α,k(f(·), x) = T 1

α,k(f( (·)
s
), sx), será suficiente obtener la desigualdad

‖T 1
α,kf‖Lp(xα) ≤ Cα,p‖f‖Lp(xα).

Pero es fácil comprobar, procediendo como la demostración del Teore-
ma 3.1, que en las hipótesis (154) se verifica esta estimación.

Por último, usando

(ε+ |δ0y|)
∫ 1

0

(1− s)ε−1 ds ≤
(

1 +
|δ0y|
ε

)
,
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concluimos

‖M δ(1+iy)
α,k f‖Lp(xα) ≤ Cα,p

(
1 +

|δ0y|
ε

)
‖f‖Lp(xα).

�

Demostración del Teorema 7.2. Para comprobar que (145)
es una condición necesaria basta tener en cuenta que, en [43], Welland
demuestra que, para δ > δ0, la acotación

‖M δ
α,0f‖Lp(xα) ≤ C‖f‖Lp(xα)

se tiene si, y sólo si, se cumple (145).
Para finalizar veamos que (145) es una condición suficiente. Cen-

traremos nuestro análisis en el extremo inferior de (145). El extremo
superior se obtendrá por dualidad, puesto que, para funciones de S+,
se tiene ∫ ∞

0

f(x)M δ
α,k(g(t), x)x

α dx =

∫ ∞

0

M δ
α,k(f(x), t)g(t)tα dt.

Consideremos la familia de operadores anaĺıticos (150), con δ(z) =
(1 − z)δ0 + ε, δ0 = (2α + 1)/2 y ε > 0, y tomemos p0 = p̃0 = 1,
p1 = p̃1 = 4(α+1)/(2α+3)+ ε. Usando los Lemas 7.3 y 7.4 tendremos

‖M δ(iy)
α,k f‖Lp0 (xα) ≤ A0(y)‖f‖Lp0 (xα),

con A0(y) = Cα,p0e
π|δ0y|, y

‖M δ(1+iy)
α,k f‖Lp1 (xα) ≤ A1(y)‖f‖Lp1 (xα),

con A1(y) = Cα,p1

(
1 + |δ0y|

ε

)
. Entonces, el Teorema 7.3 nos asegura la

estimación

‖M δ(t)
α,k f‖Lp(xα) ≤ C‖f‖Lp(xα)(155)

para valores de p verificando

1

p
= (1− t) +

t

p1

, 0 ≤ t ≤ 1.

Usando que δ = δ(t) = (1 − t)δ0 + ε, tendremos t = 1 − δ−ε
δ0

, y por

tanto (155) se satisface si

1

p
=

(
δ − ε

δ0

)(
1− 1

p1

)
+

1

p1

, ε ≤ δ ≤ ε+ δ0.

Tomando ε arbitrariamente pequeño, se concluye que, para 0 < δ < δ0,
la acotación (155) se cumple siempre que 1

p
< 2α+3+2δ

4(α+1)
. �
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