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2.5.3. Búsqueda inteligente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.6. Sobreaprendizaje . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
2.6.1. Parada temprana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

2.7. Predicción de series temporales discretas univariadas . . . . . . . . . . . . . 36
2.7.1. DL para la predicción de series temporales . . . . . . . . . . . . . . . 37
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gráficos representan el mismo diagrama de dispersión, pero en rangos más
amplios de las mismas variables. De este modo, la ventana grande muestra la
región más densa. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3-5. Distribución de los TLE del satélite GALILEO-FM3. . . . . . . . . . . . . . 49
3-6. Errores en distancia (km) correspondientes a las mejores combinaciones en

elementos orbitales durante un periodo de 30 d́ıas. . . . . . . . . . . . . . . . 50
3-7. Errores en distancia (km) correspondientes a las mejores combinaciones en

variables polares-nodales durante un periodo de 30 d́ıas. . . . . . . . . . . . . 51
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al óptimo ImModOpt

para Mod1 aleatorio en las 1685 series. El horizonte de

propagación es de 12 d́ıas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95



xvi Lista de Figuras

4-29.Gráficas de secuencias de la serie εθ119. En azul se representa la serie con una
resolución de 10 min, en verde con una resolución de 70 min y en rojo con
una resolución de 140 min. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

4-30.Diagramas de caja y bigotes de los máximos de los errores en distancia (km)
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4-49.Número de casos en los que las predicciones de los modelos Modi empeoraron

las de SGP4 durante el periodo de prueba. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
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Introducción

Hoy en d́ıa los satélites se han convertido en una herramienta vital para el progreso de la
humanidad. Desde la comunicación hasta la navegación, pasando por la observación terrestre
y la meteoroloǵıa, los satélites están presentes en casi todos los aspectos de nuestra vida [1].
Uno de los servicios más destacados que prestan los satélites es la comunicación. Empresas
como OneWeb o SpaceX están proporcionando conexión de banda ancha mediante mega-
constelaciones formadas por miles de satélites (ver [2], pag 144). Gracias a ellos, se puede
acceder a Internet desde cualquier parte del planeta, incluso en áreas remotas donde la infra-
estructura terrestre es limitada o inexistente. Además, los satélites son indispensables para
la navegación precisa. Los sistemas de posicionamiento global (GPS, GNSS, GLONASS [3] ,
BeiDou [4] y Galileo [5]) permiten planificar rutas, localizar direcciones y monitorizar todo
tipo de veh́ıculos, ya sean aéreos, maŕıtimos o terrestres, en tiempo real. En el ámbito de la
observación de la Tierra, los satélites proporcionan imágenes de alta resolución que se utilizan
en agricultura para monitorizar cultivos, prevenir desastres naturales como incendios fores-
tales e inundaciones y realizar estudios ambientales para la conservación de la biodiversidad
y la gestión de recursos naturales [6]. Asimismo, los satélites desempeñan un papel crucial
en la predicción del clima, permitiendo a los meteorólogos monitorizar patrones climáticos,
prever tormentas y huracanes, y proporcionar alertas tempranas sobre condiciones climáticas
extremas [7].

Sin embargo, para garantizar que los satélites puedan prestar sus servicios es fundamental
asegurar un entorno espacial seguro. Las principales causas que pueden alterar este entorno
son la meteoroloǵıa espacial, conocida como space weather en inglés, y los restos de basura
espacial, denominados space debris en inglés. La meteoroloǵıa espacial se refiere a las con-
diciones ambientales que se dan en el espacio, las cuales están principalmente influenciadas
por la actividad solar. Por otro lado, en la segunda causa se considera que la trayectoria de
un satélite puede verse afectada por las de otros satélites o residuos espaciales, lo que podŕıa
llegar a provocar una colisión [8].

Recientemente, el problema que genera la gestión de la basura espacial es abordado con-
ceptualmente como el de un ecosistema que requiere protección. Similar a un ecosistema
terrestre, cada objeto en órbita, ya sea un satélite activo o un resto de basura espacial,
desempeña un papel único y contribuye a la estabilidad del conjunto. Sin embargo, la proli-
feración de objetos en el espacio plantea amenazas significativas para la sostenibilidad y la
seguridad del ecosistema [9].

Según los datos de la Agencia Espacial Europea, European Space Agency en inglés (ESA),
hasta diciembre de 2023,1 de los 16 990 satélites lanzados desde 1957, 11 500 permanecen en
órbita, de los cuales, aproximadamente 9000 están en funcionamiento. Durante este tiempo,

1https://www.esa.int/Space_Safety/Space_Debris/Space_debris_by_the_numbers
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se estima que se han generado alrededor de 36 500 residuos espaciales con una tamaño mayor
a 10 cm, 1 000 000 con una tamaño entre 1 y 10 cm, y se estima que más de 130 000 000
con una tamaño de entre 1 mm y 1 cm. Dado que la eliminación de los residuos espaciales
no es técnica ni económicamente viable, por el momento, el esfuerzo por mantener el espacio
seguro se centra en dos tareas principales: evitar la creación de nuevos residuos espaciales y
realizar un seguimiento de los residuos ya existentes con el fin de poder catalogarlos. Para
evitar la generación de residuos espaciales, el Comité de Coordinación Inter-institucional de
Residuos, Inter-Agency Space Debris Coordination Committee en inglés, ha estado publican-
do regularmente directrices desde el año 2002. La más reciente, publicada en junio de 20212,
proporciona directrices para prevenir la generación de residuos por colisiones en órbita de
los satélites o durante el proceso de lanzamiento. Además, insta a las agencias miembro a
retirar los satélites que han cumplido su misión, a regiones orbitales determinadas y a limitar
la liberación de residuos durante todas las operaciones normales del satélite.

El proceso de creación de un catálogo de basura espacial implica varias etapas. En primer
lugar, se utilizan sistemas de vigilancia tanto terrestres como espaciales para detectar y
rastrear objetos en órbita alrededor de la Tierra. Una vez detectados, se emplean técnicas
de propagación y determinación orbital para identificar y caracterizar los objetos [10]. La
información recopilada se organiza en un catálogo, que incluye datos detallados sobre cada
objeto, como su designación, caracteŕısticas orbitales y fecha de detección. Este catálogo se
actualiza regularmente con nueva información y se realiza un seguimiento continuo de los
objetos para mantener su precisión y relevancia a lo largo del tiempo.

La propagación orbital es una de las tareas frecuentes que se realiza durante la creación y
el uso de catálogos de basura espacial. Un propagado orbital es una implementación, en un
lenguaje de programación, de una solución del sistema dinámico que describe el movimiento
de un satélite o de un resto de basura espacial alrededor de la Tierra. Es decir, un propagador
orbital proporciona la posición y la velocidad de un objeto en el espacio en un tiempo dado
tf a partir de su posición y su velocidad en un tiempo inicial ti. Es importante destacar
que estas herramientas son también fundamentales para el análisis y el diseño de misiones
espaciales.

Desde el punto de vista clásico, existen tres técnicas que permiten construir la solución de
este sistema dinámico [11, 12, 13]. Las dos primeras, son conocidas como técnicas generales
de perturbación [14, 15, 16] y técnicas especiales de perturbación [17, 18, 19]. Las técnicas
generales, también llamadas teoŕıas anaĺıticas, están basadas en la integración anaĺıtica de
las ecuaciones del movimiento utilizando la teoŕıa de perturbaciones. Esta teoŕıa proporciona
soluciones anaĺıticas aproximadas basadas en desarrollos en serie, las cuales son válidas para
cualquier conjunto de condiciones iniciales. Es importante destacar que las teoŕıas anaĺıticas
consideran un modelo básico de fuerzas que sólo capturan las caracteŕısticas esenciales del
problema, y que las soluciones sólo incluyen los primeros términos del desarrollo en serie.
Aśı, esta técnica proporciona soluciones poco precisas pero eficientes desde el punto de vista
computacional. Por otro lado, las técnicas especiales están basadas en la integración numérica
de las ecuaciones del movimiento, lo que les permite modelar cualquier tipo de fuerza que
afecte al movimiento del objeto. Los propagadores desarrollados a partir de esta técnica

2https://orbitaldebris.jsc.nasa.gov/library/iadc-space-debris-guidelines-revision-3.pdf
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son precisos; sin embargo, debido a su dependencia del paso de integración utilizado, no
son tan eficientes desde el punto de vista computacional. La tercera técnica, conocida como
teoŕıa semi-anaĺıtica [20, 21, 22], combina elementos de las técnicas generales y especiales.
Mediante la teoŕıa de perturbaciones, se construye un cambio de variables que desacopla el
movimiento de los términos de corto peŕıodo de los de largo peŕıodo. Esto hace que sólo los
términos de largo peŕıodo permanezcan en las ecuaciones del movimiento, lo que les permite
tomar pasos de integración más largos al ser integrados numéricamente. Mientras tanto, los
términos de corto peŕıodo quedan retenidos en las ecuaciones del movimiento. Esto permite
considerar modelos de fuerzas tan completos como en el caso de las teoŕıas especiales, lo que
resulta en una solución precisa. Además, la utilización de pasos de integración más grandes le
confiere a la teoŕıa semi-anaĺıtica una eficiencia computacional mayor que la de las técnicas
especiales. Podŕıamos concluir que las soluciones del sistema dinámico básicamente dependen
de dos factores: las fuerzas que perturban la trayectoria del objeto y la técnica de integración
empleada. Por lo tanto, el número de soluciones, y por ende el de propagadores que existen,
es muy alto para enumerarlos. Sin embargo, esta variedad de propagadores es importante
debido a que los escenarios en los que se deben emplear son muy variados y no siempre
requieren precisión, pero si velocidad de cómputo.

Una vez seleccionado el propagador, es decir, la solución que implementa, cualquier tipo de
mejora implica modificar de alguna manera la solución y, por lo tanto, su implementación,
lo que afectará directamente a la validación del propagador. No obstante, en [23, 24, 25]
se propone una cuarta técnica conocida como metodoloǵıa de propagación h́ıbrida. Al igual
que las teoŕıas semi-anaĺıticas combinan las técnicas generales y especiales, la metodoloǵıa
h́ıbrida combina cualquiera de las tres teoŕıas anteriores con métodos de predicción basados
en técnicas estad́ısticas o métodos de Inteligencia Artificial. En esta cuarta aproximación,
los métodos predictivos se utilizan para incrementar el modelo de fuerzas que perturban la
trayectoria del objeto, aśı como la precisión y la eficiencia computacional de los métodos de
integración empleados, e incluso para abordar las incertidumbres inherentes a los modelos
de fuerza a partir de observaciones precisas, tanto provenientes de observaciones reales como
generadas por propagadores precisos. Es importante destacar que esta técnica es no invasiva,
ya que el módulo predictivo es independiente del propagador inicial, por lo que no se modifica
su implementación.

Esta tesis tiene como objetivo el desarrollo de un nuevo propagador h́ıbrido de tipo Enc-
ke, que utilizará el propagador semianaĺıtico SGP4 como intermediario y se denominará
HEnckeSGP4. En lugar de integrar las diferencias, este nuevo propagador las predecirá me-
diante el uso de redes neuronales multicapa. El propagador HEnckeSGP4 estará especialmente
adaptado para objetos que orbitan la región de órbita de altitud media, Mean Earth Orbits
(MEO) por su denominación en inglés.

Se considera SGP4 debido a que es el propagador utilizado por el Comando de Defensa
Aeroespacial de América del Norte (NORAD, por sus siglas en inglés 3) para generar el
único catálogo de residuos espaciales disponible al público general bajo ciertas condiciones.
Este catálogo se distribuye en un formato llamado Two-Line Element (TLE) y registra la
trayectoria de aproximadamente 31 300 residuos espaciales. Por otro lado, la parte h́ıbrida

3Accesible en la dirección web: https://celestrak.org/NORAD/elements/
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del propagador implementa el modelo de redes neuronales debido a su capacidad de genera-
lización, lo que permite que un único modelo pueda predecir las diferencias entre SGP4 y el
modelo de perturbaciones completo para cualquier TLE de la región MEO.
Esta memoria se ha dividido en cinco caṕıtulos e incluye dos anexos. En el primer caṕıtulo

se realiza una breve introducción al problema de la propagación orbital. El segundo caṕıtulo
presenta algunos conceptos básicos de la Inteligencia Artificial, haciendo especialmente énfa-
sis en las redes neuronales. A continuación, en el tercer caṕıtulo se expone la metodoloǵıa
h́ıbrida, acompañada de un estudio destinado a comprender el comportamiento del propa-
gador SGP4 en la región MEO del espacio. El cuarto caṕıtulo describe la construcción de
un propagador h́ıbrido de tipo Encke basado en SGP4. Finalmente, en el quinto caṕıtulo se
exponen las conclusiones obtenidas y se proponen varias ĺıneas de investigación futuras.



1. Aproximación al movimiento de los
satélites artificiales

Hace aproximadamente 400 años, el astrónomo y matemático aleman Johanes Kepler
enunció las leyes que rigen el movimiento de los planetas en un potencial gravitatorio V (r) =
1/r. Por simples que parezcan, estas leyes también permiten describir el movimiento tanto
de los satelites activos como la de los restos de escombros espaciales, en general objetos
residentes en el espacio (por su denominación en inglés, Resident Space Objects, RSO) con
una precisión razonable. Esto es debido a que la fuerza ejercida por la Tierra sobre el satélite,
supera en varios órdenes de magnitud al resto de las fuerzas que actúan sobre él. No obstante,
el análisis y el diseño de las misiones espaciales aśı como las operaciones relacionadas con
la seguridad y vigilancia del espacio requieren modelos más complejos, que describan con
mayor precisión la trayectoria del satélite. Estos modelos incluyen las fuerzas que no han
sido consideradas en la aproximación de Kepler.
En este caṕıtulo se introducen las caracteŕısticas de la trayectoria y las ecuaciones del

movimiento del modelo propuesto por Kepler a partir de la segunda ley de Newton. A
continuación, se describen algunas de las fuerzas que pueden modificar la trayectoria de un
satélite como son la no esfericidad de la Tierra, la atracción gravitacional del Sol y de la
Luna, el rozamiento atmosférico y la presión de radiación solar. Para finalizar, se formulan
las ecuaciones del movimiento del satélite utilizando los métodos de Cowell y de Encke.

1.1. El modelo de Kepler

Si se considera, primero, que la forma de la Tierra es perfectamente esférica y su distri-
bución de masa uniforme y, segundo, que la masa de cualquier satélite se puede considerar
despreciable en comparación con la de la Tierra, el satélite experimenta una aceleración
producida por la fuerza de atracción gravitatoria terrestre de acuerdo a la segunda ley de
Newton:

r̈ = − μ

r3
r, (1-1)

donde r representa la posición del satélite con respecto al centro de la Tierra. El parámetro
f́ısico μ = GM es el coeficiente gravitacional. G es la constante de gravitación universal y
toma el valor de (6.67259 ± 0.00085) · 10−11 m3kg−1s−2, mientras que M es la masa de la
Tierra y su valor es de 5.9722 · 1024kg [26].
Una de las consecuencias del movimiento en un potencial central, como es el caso del

problema de Kepler, es que el movimiento es siempre plano. De hecho, si se calcula el producto
vectorial entre r y la ecuación (1-1), se obtiene
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r × r̈ = − μ

r3
(r × r) = 0. (1-2)

Esto quiere decir que la trayectoria del satélite está confinada dentro del plano orbital.
Además, si a la ecuación (1-2) le añadimos ṙ × ṙ, lo cual es trivialmente igual a cero, se
puede reescribir como

r × r̈ = r × r̈ + ṙ × ṙ =
d

dt
(r × ṙ). (1-3)

Por lo tanto, se obtiene que la derivada respecto del tiempo de r × ṙ es igual a cero, lo
que implica que esta cantidad es constante

r × ṙ = h. (1-4)

donde h es una constante de integración. El vector h recibe el nombre demomento angular,
y tanto él como su módulo h = |h| permanecen constantes a lo largo de la trayectoria del
satélite (segunda Ley de Kepler, la ĺınea que une un planeta y el Sol barre áreas iguales en
tiempos iguales). h es también conocida como la velocidad areolar.

1.1.1. Forma de la órbita

El modelo propuesto por Kepler posee una segunda constante de integración, la cual
permite probar que las trayectorias de los satélites son cónicas. Esta constante recibe el
nombre de vector de Laplace-Runge-Lenz o también es llamada vector de excentricidad1:

A = ṙ × h− μ

r
r, (1-5)

donde r = |r|. Como se puede observar, el vector A también se encuentra en el plano
orbital.
A continuación, si se multiplica escalarmente la ecuación (1-5) por el vector de posición

se obtiene

A · r = (ṙ × h) · r − μ

r
r · r = −(h× ṙ) · r − μ

r
r · r, (1-6)

Teniendo en cuenta que (h× ṙ) ·r = (r× ṙ) ·h = h ·h = h2, r ·r = r2, e introduciendo el
ángulo ν como el ángulo entre A y el vector posición r, conocido como anomaĺıa verdadera,
se obtiene

h2 = μr + Ar cos ν. (1-7)

donde A = |A|. Además, si se introducen las cantidades auxiliares p = h2/μ y e = A/μ
en la ecuación (1-7), se obtiene la ecuación que define la trayectoria del satélite en el plano
orbital:

r =
p

1 + e cos ν
. (1-8)

1La deducción del vector de Laplace se puede consultar en la sección 2.9 de [27] o en la página 102 de [28].



1.1 El modelo de Kepler 3

Las cantidades e y p reciben los nombres de excentricidad y semilatus rectum, respectiva-
mente. e es una constante positiva e indica la forma de la órbita, es decir, su redondez o
achatamiento. El valor de p de las secciones cónicas resulta ser el radio de curvatura en los
vértices del eje focal. Por otro lado, es fácil comprobar que la posición del satélite vaŕıa entre
un valor mı́nimo de

rmin =
p

1 + e
, (1-9)

que se alcanza cuando ν = 0, y un valor máximo de

rmax =

{
p

1−e
si 0 ≤ e ≤ 1,

∞ si 1 ≤ e.
(1-10)

A estos puntos se les conoce como el perigeo y el apogeo de la órbita, respectivamente,
mientras que a su conexión se le conoce como la ĺınea de los ápsides. En el caso de que la
órbita presente una distancia con el apogeo finita, se define el semieje mayor de la órbita a
como el valor medio entre las distancias mı́nima y máxima:

a =
1

2
(rmin + rmax) =

h2

μ(1− e2)
. (1-11)

Para finalizar, es importante destacar que la ecuación (1-8) representa a una sección cóni-
ca en coordenadas polares. De modo que, si la excentricidad toma un valor menor que 1
obtenemos una trayectoria eĺıptica, para un valor igual a 1 la trayectoria se convierte en
parabólica, y si toma un valor mayor que 1 se trata de una trayectoria hiperbólica. En este
trabajo sólo se abordará el movimiento eĺıptico (primera Ley de Kepler, las órbitas de los
planetas son elipses con el Sol en uno de sus focos).

1.1.2. Dependencia temporal del movimiento. La ecuación de Kepler

Aunque es muy importante conocer cuáles son las posibles trayectorias que permiten
describir el modelo de Kepler, ésto no es suficiente para determinar la posición del satélite
en un determinado instante de tiempo. Como se podrá comprobar, es la ecuación de Kepler
la que proporciona la solución temporal del problema. Con este propósito, se va a introducir
una variable auxiliar E, denominada anomaĺıa excéntrica.
Desde el punto de vista geométrico, esta variable representa el ángulo que forma la pro-

yección del satélite sobre la circunferencia principal y el eje de la elipse (ver figura 1-1). Las
coordenadas x e y representan la posición del satélite en el plano orbital y la relacionan con
ν y E de la siguiente manera:

x = r cos ν = a(cosE − e),

y = r sen ν = a senE
√
1− e2.

(1-12)

De la ecuación (1-12) es fácil obtener la relación entre r y E:
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Figura 1-1.: Definición de la anomaĺıa excéntrica E.

r = a(1− e cosE), (1-13)

y la relación entre la velocidad aerolar h y E:

h = x · ẏ − y · ẋ
= a2

√
1− e2Ė(1− e cosE).

(1-14)

Por otro lado, teniendo en cuenta la ecuación (1-7) y que A = eμ, h se puede expresar
como:

h =
√

μa(1− e2). (1-15)

Substituyendo (1-15) en (1-14), se obtiene

Ė(1− e cosE) = n, (1-16)

donde n =
√

μ/a y recibe el nombre de movimiento medio.
Finalmente, integrando con respecto al tiempo se obtiene la ecuación de Kepler

E − e senE = n(t− tp), (1-17)

donde tp indica el tiempo de paso del satélite por el perigeo (E = 0). El términoM = n(t−tp)
se le denomina la anomaĺıa media. Este valor vaŕıa 360 grados durante una revolución del
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satélite, incrementándose uniformemente con el tiempo t. En lugar de describir la órbita
a partir del tiempo en que el satélite pasa por el perigeo, se introduce el valor M0 de la
anomaĺıa media en alguna época de referencia t0.

M = M0 + n(t− t0). (1-18)

El periodo orbital es el tiempo que le cuesta al satélite recorrer su órbita. Este periodo es
inversamente proporcianal al movimiento medio n:

T =
2π

n
= 2π

√
a3

μ
. (1-19)

Esta relación representa esencialmente a la tercera Ley de Kepler (el cuadrado del periodo
orbital de un planeta es proporcional al cubo del semieje mayor de su órbita).

1.1.3. La órbita en el espacio. Elementos orbitales

Como ya se ha comentado, los parámetros a y e describen el tamaño y la forma de la
órbita del satélite, mientras que, M define su posición a lo largo de la órbita. Sin embargo,
para posicionar el satélite en el espacio son necesarias tres cantidades angulares más (ver
figuran 1-2). Para ello consideraremos el sistema de coordenadas ecuatorial. Este sistema
tiene su origen en el centro de la Tierra, el eje z apunta hacia el polo norte y el plano de
referencia x, y lo forma el plano ecuatorial. Además, el eje x señala al punto vernal. Estos
ángulos son:

La inclinación i, que viene definido como el ángulo formado por la intersección del
plano orbital y el plano ecuatorial terrestre. Una inclinación de más de 90◦ significa
que el movimiento del satélite es retrógrado, es decir, está orbitando la Tierra en sentido
contrario al de su rotación.

La ascensión recta del nodo ascendente Ω, es el ángulo formado por la dirección del
equinoccio vernal, eje x, y el nodo ascendente.

El argumento del perigeo ω, es el ángulo formado por el nodo ascendente y la dirección
del perigeo.

Los seis parámetros descritos a, e, i,Ω, ω y M junto con las anomaĺıas E y ν, son conocidos
como los elementos orbitales, los cuales determinan la posición y velocidad de un satélite
en un tiempo dado t0. Los elementos orbitales se pueden clasificar como variables rápidas
o variables lentas. Las variables rápidas presentan grandes cambios durante una revolución
del satélite. Entre estos elementos se encuentran las tres anomaĺıas: la media, la verdadera
y la excéntrica. Las variables lentas por su parte, presentan pequeños cambios durante la
revolución del satélite. En estas últimas se encuentran, el semieje mayor, la excentricidad, la
inclinación, la ascensión recta del nodo ascendente y el argumento del perigeo.
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Figura 1-2.: Representación del plano orbital con respecto al sistema de coordenadas ecua-
torial.

1.1.4. Tipos de órbitas

Las órbitas más comunes utilizadas por los satélites [29, 30] incluyen:

Órbita Geoestacionaria (GEO).

Órbita Terrestre Baja (LEO).

Órbita Terrestre Media (MEO).

Órbita Polar y Órbita Sincrónica Solar (SSO).

Órbitas de Transferencia y Órbita de Transferencia Geoestacionaria (GTO).

La selección de la órbita se basa en función de los objetivos del satélite. A continuación se
describe brevemente cada una de estas órbitas.

Órbitas Geoestacionarias

La órbita geoestacionaria, en inglés Geostationary Orbit (GEO), es aquella en la cual los
satélites giran alrededor de la Tierra por encima del ecuador, con una velocidad que coincide
con la rotación terrestre. Esto les confiere la apariencia de estar inmóviles sobre una posición
fija. Su periodo orbital es de 23 horas, 56 minutos y 4 segundos. La órbita GEO resulta
la más adecuada para los satélites de telecomunicaciones y de vigilancia meteorológica, ya
que permiten monitorear constantemente una ubicación espećıfica en la superficie terrestre.
De modo que con tan solo tres satélites dispuestos en órbita GEO, se puede lograr una
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cobertura casi global debido a su distancia a la Tierra, que ronda aproximadamente los 35
786 kilómetros.

Órbita Terrestre Baja

Una órbita terrestre baja, en inglés Low Earth Orbit (LOW), se encuentra a una altitud
relativamente cercana a la Tierra, generalmente por debajo de los 1000 kilómetros, e incluso
puede extenderse en casos particulares hasta los 160 kilómetros sobre la superficie terrestre. A
diferencia de la órbita geoestacionaria, los satélites en órbitas bajas pueden seguir diversas
trayectorias, lo que les proporciona más flexibilidad. La proximidad de la órbita LEO es
beneficiosa para capturar imágenes de alta resolución desde los satélite. Además, esta es la
órbita de la Estación Espacial Internacional (ISS por sus siglas en inglés), que facilita el
transporte de astronautas y suministros desde la Tierra.

Los satélites en órbita LEO se desplazan a una velocidad de aproximadamente 7.8 kilóme-
tros por segundo, con un periodo orbital de alrededor de 90 minutos. Debido a su rápido
movimiento, no se utilizan satélites individuales en LEO para funciones como las telecomu-
nicaciones. En su lugar, se crean constelaciones de satélites para garantizar una cobertura
continua.

Órbita Terrestre Media

La órbita terrestre media, en inglés Medium Earth Orbit (MEO), abarca una amplia gama
de órbitas entre las órbitas LEO y las GEO. Al igual que en las orbitas bajas, los satélites
MEO se emplean para diversos fines ya que no siguen trayectorias espećıficas alrededor de
la Tierra.

Por ejemplo, los satélites de navegación, como los que forman parte del sistema europeo
Galileo, operan en órbitas MEO. El sistema Galileo desempeña un papel crucial en la na-
vegación y las comunicaciones en toda Europa, facilitando tareas como el seguimiento de
aviones y la provisión de direcciones precisas a dispositivos móviles. Esto se logra mediante
el despliegue de varios satélites en una constelación, lo que asegura una amplia cobertura
simultánea en extensas áreas del mundo.

Órbita Polar y Órbita Heliosincrónica

Teóricamente se define una orbita polar, como aquella que forma un ángulo de 90◦ grados
con el plano ecuatorial terrestre. Sin embargo, esta definición estricta suele relajarse en la
práctica para incluir cualquier orbita satelital que cruce por encima de ambos polos terrestres,
con un ángulo de desviación de entre 20◦ y 30◦ grados. Las orbitas polares, son un tipo de
órbitas LEO con una altitud comprendida entre 200 y 1000 km. Su periodo orbital es de
aproximadamente 100 minutos. Debido a la inclinación del plano orbital, el planeta gira
por debajo de una órbita polar, lo que le permite al satélite acceder prácticamente todos
los puntos de la superficie terrestre. Esta caracteŕıstica hace que estas orbitas sean ideales
para posicionar satélites para tareas de observación terrestre y/o investigación cient́ıfica, por
ejemplo, para la vigilancia de los cultivos, los bosques y la seguridad mundial.
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La órbita heliosincrónica, en inglés Sun-Synchronous Orbit, (SSO), es un tipo particular de
órbita polar. Esta órbita se caracteriza porque los satélites mantienen una posición constante
con respecto al Sol, por lo que siempre pasan por el mismo lugar a la misma hora local sin-
cronizándose para permanecer constantemente en el amanecer o atardecer, evitando aśı las
zonas de sombra proyectadas por la Tierra. Los satélites en órbita heliosincrónica se sitúan a
altitudes que oscilan entre 600 y 800 km. Este tipo de satélites suelen ser particularmente úti-
les para las comunicaciones, la cartograf́ıa terrestre y los estudios meteorológicos entre otras
aplicaciones. Por ejemplo, la constelación de satélites Iridium [31] utiliza una órbita polar a
una altitud de aproximadamente 780 km para ofrecer sus servicios de telecomunicaciones.

Órbitas de Transferencia y Órbita de Transferencia Geoestacionaria

Cuando un satélite se lanza al espacio, no siempre se coloca directamente en su órbita final.
En algunos casos, el veh́ıculo lanzador lo coloca en una órbita temporal. Posteriormente,
utilizando sus propios motores, el satélite se traslada a una órbita de mayor altitud. Este
proceso evita que el veh́ıculo lanzador recorra toda la distancia necesaria, lo cual requeriŕıa
un esfuerzo considerable.
Estas órbitas temporales se conocen como órbitas de transferencia y se caracterizan por

ser altamente eĺıpticas. En una órbita de transferencia el perigeo puede estar a la altura de
una órbita LEO, mientras que el apogeo, puede alcanzar altitudes similares a las de una
órbita GEO.
Una de las órbitas de transferencia más comunes es la órbita de transferencia geoesta-

cionaria (GTO por sus siglas en inglés, Geostationary Transfer Orbit), empleada como una
etapa intermedia para posicionar los satélites en la órbita GEO.

1.1.5. Puntos de Lagrange

Los puntos de Lagrange son lugares espećıficos en el espacio en los que las influencias
gravitatorias de la Tierra y el Sol interactúan de manera que las naves espaciales pueden
mantener órbitas estables. Estos puntos están situados a más de un millón de kilómetros.
A diferencia de las órbitas convencionales, las naves espaciales situadas en los puntos de
Lagrange no orbitan directamente alrededor de la Tierra. En lugar de ello, se colocan en
posiciones espećıficas, aprovechando las fuerzas gravitatorias combinadas de la Tierra y el
Sol.
Las naves espaciales situadas en los puntos de Lagrange pueden permanecer relativamente

cerca de la Tierra con un consumo mı́nimo de enerǵıa, lo que permite mantener posiciones
estables y fijas. Esta estrategia resulta ventajosa en comparación con el lanzamiento de naves
hacia regiones lejanas del espacio, donde naturalmente caeŕıan en órbita alrededor del Sol.
En tales casos, a medida que la nave se aleja, la comunicación con la Tierra se vuelve más
complicada.
El uso estratégico de los puntos de Lagrange ofrece una solución práctica al permitir que las

naves espaciales permanezcan cerca de la Tierra, evitando las complicaciones asociadas con
las órbitas solares lejanas. Dos de los puntos de Lagrange más utilizados son L1 y L2, ubicados
a una distancia de 1,5 millones de kilómetros de la Tierra, cuatro veces la distancia entre
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la Tierra y la Luna. Estos puntos son empleadas por observatorios y telescopios espaciales,
ya que su distancia a la Tierra evita que la luz visible y la radiación infrarroja emitida por
nuestro planeta interfieran con sus mediciones.

1.2. Perturbaciones

Al comparan las efemérides precisas de cualquier RSO con las predichas por el modelo
de Kepler, se observa una discrepancia entre ambas. Esta diferencia entre la trayectoria
real y las predicciones teóricas se debe a la existencia de perturbaciones. Una perturbación,
se define como una desviación del movimiento normal o esperado que se produce como
resultado de las fuerzas externas que no son consideradas en el modelo de Kepler. Las
perturbaciones pueden ser de naturaleza gravitacional, como son las ocasionadas por la no
esfericidad de la Tierra o por la presencia de terceros cuerpos, como pueden ser el Sol, la Luna
u otros planetas, entre otras. También pueden ser ocasionadas por factores impredecibles
como la dirección y fuerza del viento solar o la presión de radiación solar. Mientras que las
perturbaciones impredecibles se tratan de manera estocástica, las gravitacionales se abordan
mediante modelos deterministas [32, 33, 34, 35, 36].

Las perturbaciones no siempre son fuerzas pequeñas; de hecho, pueden ser tan significativas
como la fuerza que define el modelo de Kepler. Por ejemplo, en el caso de los satélites,
ignorar las irregularidades producidas por el campo gravitatorio terrestre podŕıa ocasionar
una pérdida en la precisión de la predicción de la posición del satélite a largo plazo. El
número total de perturbaciones a considerar puede variar dependiendo de las caracteŕısticas
tanto del satélite como de la trayectoria que describe. La figura 1-3 muestra el efecto que
producen algunas de las perturbaciones sobre un satélite en función de su distancia al centro
de la Tierra.
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Figura 1-3.: Orden de magnitud, en escala logaŕıtmica, de algunas fuerzas de perturbación.
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Sin embargo, al mejorar la precisión del modelo de Kepler incluyendo nuevas perturba-
ciones tiene como consecuencia que los elementos orbitales, considerados constantes en el
modelo de Kepler, pasan a ser variables. Los efectos producidos por las perturbaciones se
clasifican en dos tipos: seculares y periódicos (de corto y largo periodo), dependiendo del
efecto que produzcan sobre los elementos orbitales. Los distintos tipos de variaciones se
pueden apreciar en la figura 1-4.

Tiempo

Figura 1-4.: La ĺınea verde muestra la evolución real de un elemento orbital, incluyendo
todos los términos. La ĺınea azul representa la evolución de los términos se-
culares y de largo periodo, mientras que la ĺınea roja muestra únicamente los
términos seculares.

Los efectos seculares generan variaciones lineales en los elementos orbitales con respec-
to al tiempo, a veces exhibiendo comportamientos que incluyen potencias del tiempo. Por
otro lado, los efectos periódicos introducen un comportamiento oscilatorio en los elementos
orbitales. Estos efectos se clasifican en corto y largo plazo según el tiempo requerido para
completar una órbita del satélite. Los efectos de corto plazo se caracterizan por repetirse en
un tiempo igual o menor al periodo orbital, mientras que los de largo plazo oscilan en ciclos
mayores, generalmente entre uno y dos órdenes de magnitud del periodo orbital [13].
Para describir con mayor precisión la trayectoria de un satélite, se introduce un modelo

de fuerzas más complejo en la ecuación (1-1):

r̈ = aV + a3rd + adrag + aprs + aO, (1-20)

donde aV representa la aceleración producida por el campo gravitatorio terrestre, en el cual
se incluye el término −(μ/r3)r que proviene del problema de Kepler. Las aceleraciones a3rd,
adrag y aprs corresponden, respectivamente, a los efectos producidos por el tercer cuerpo,
el rozamiento atmosférico y la presión de radiación solar. El último término de la ecuación
(1-20) recoge las aceleraciones producidas por pequeñas perturbaciones, del orden de 10−15

y 10−12 Km/s2, y se descompone en

aO = aT + arel + aRI + aA + aEy + aSy, (1-21)
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donde aT representa la aceleración producida por las fuerzas de marea, arel por los efectos
relativistas, aRI por la radiación infrarroja, aA por el albedo de la Tierra y aEy y aSy por
las fuerzas de Yarkovsky producidas por la Tierra y el Sol, respectivamente. Las expresiones
expĺıcitas de estas aceleraciones pueden verse en [26, 37, 13].
A continuación, se describen brevemente las principales fuerzas que perturban el movimiento
de un satélite artificial, aśı como los efectos que producen sobre los elementos orbitales. Estas
perturbaciones incluyen el campo de gravedad de la Tierra, los efectos producidos por el Sol
y la Luna, el rozamiento atmosférico y la presión de radiación solar.

1.2.1. Campo de gravedad de la Tierra

El campo de gravedad ejercido por la Tierra sobre un objeto que se encuentra en un punto
P a una distancia r de su centro de masas se expresa en coordenadas esféricas (r, λ, β) como:

V = −μ

r

∑
n≥0

(α
r

)n ∑
0≤m≤n

(Cnm cosmλ+ Snm senmλ)Pm
n (sen β), (1-22)

donde α representa el radio ecuatorial de la Tierra. Los parámetros Cnm y Snm son constantes
adimensionales, con C00 = 1 y C10, C11, S11 iguales a cero, llamados coeficientes armónicos.
Estos coeficientes describen la dependencia del campo con la distribución interna de masas
de la Tierra.
Las funciones Pm

n son los polinomios asociados de Legendre de grado n y ordenm, definidos
como:

Pm
n (x) =

(1− x2)m/2

2nn!

dn+m

dxn+m
(x2 − 1)n. (1-23)

Los ı́ndices m y n definen tres tipos de coeficientes armónicos, que proporcionan una idea
de la forma y distribución de masas de la Tierra. Los coeficientes armónicos Cnm con m=0,
notados usualmente como Jn = −Cn0, son llamados coeficientes zonales y describen un
campo simétrico alrededor del eje de rotación, formando una especie de bandas de latitud.
Los coeficientes armónicos con m = n, son conocidos como los Armónicos sectoriales y
representan usos en longitud sobre la Tierra. Por su parte, a los coeficientes armónicos
donde m < n se les denomina Armónicos teserales, ya que dividen la superficie de la esfera,
en sectores similares a un tablero de ajedrez, ver figura 1-5.
La aceleración producida por el campo de gravedad de la Tierra es

aV = ∇rV . (1-24)

Es importante destacar, que −(μ/r3) es el término preponderante en el potencial gravita-
cional terrestre, indicando virtualmente la concentración de toda la masa en el centro de la
Tierra. Los términos restantes exhiben magnitudes decrecientes. De todos los coeficientes,
C20 = −J2, que caracteriza la asimetŕıa del campo gravitacional terrestre atribuible al acha-
tamiento polar, destaca por su magnitud, situándose en el orden de 10−3, mientras que los
demás alcanzan valores del orden de 10−6 o inferiores. Los armónicos zonales pares generan
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Figura 1-5.: Tipos de armónicos esféricos: zonal con P 0
n (izquierda); sectorial con P n

n y
n �= 0 (centro); teseral con Pm

n y n �= m �= 0 (derecha).

efectos seculares, mientras que los impares provocan únicamente variaciones periódicas. Por
su parte, los armónicos teserales y sectoriales provocan únicamente variaciones periódicas.

1.2.2. Atracción del tercer cuerpo (Sol y Luna)

El efecto producido por el Sol y la Luna es poco significativo en los satélites que describen
orbitas cercanas a la Tierra. No obstante, en órbitas más alejadas de la Tierra donde la
influencia del frenado atmosférico es menor, el efecto del tercer cuerpo puede ser igual o
incluso más importante que el achatamiento terrestre. Este tipo de perturbaciones se debe a
la interacción gravitacional, por lo que se trata de una aceleración provocada por una fuerza
conservativa. La aceleración producida por estos dos cuerpos se puede describir mediante la
ecuación [13]:

a3rd = −
2∑

j=1

μj
3rd

[
rj⊕3b

‖rj⊕3b‖3
− rjsat3b

‖rjsat3b‖3

]
, (1-25)

donde μ3rd representa la constante de gravedad del tercer cuerpo, r⊕3b es la distancia entre
la Tierra y el tercer cuerpo, y rsat3b la distancia entre el satélite y el tercer cuerpo. Para
j = 1 el tercer cuerpo es el Sol y para j = 2 la Luna.
Los efectos más significativos de estas perturbaciones tienen lugar en la excentricidad e

inclinación de la orbita. Sin embargo, estas perturbaciones no afectan su enerǵıa, y por lo
tanto, no producen ninguna variación secular sobre el semieje mayor.

1.2.3. Rozamiento atmosférico

El rozamiento atmosférico se debe a la enerǵıa cinética transmitida por el choque de las
part́ıculas atmosféricas con el satélite. Al ser una perturbación dependiente de la velocidad,
es una fuerza no conservativa que afecta principalmente el semieje mayor de la órbita y su
excentricidad. Esta fuerza actúa en dirección opuesta a la velocidad del satélite relativa a la
atmósfera, por lo que reduce su tiempo de vida y ocasiona efectos periódicos sobre los demás
elementos orbitales.
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La aceleración producida por el rozamiento atmosférico puede expresarse como [13]:

adrag = −1

2
CD

(
A

m

)
ρv2rel

vrel

‖vrel‖ , (1-26)

donde CD, es un parámetro adimensional llamado coeficiente de rozamiento atmosférico.
Este coeficiente describe la interacción de la atmósfera con la superficie del satélite. Este
coeficiente generalmente se aproxima a 2.2; no obstante, dependiendo de la forma del satélite,
puede variar entre 1.5 y 3.0. La variable ρ representa la densidad de la atmósfera con respecto
a la altitud a la que se encuentra el satélite. Determinar este parámetro resulta complejo
debido a la influencia de varios factores, como la estructura molecular de la atmósfera, la
incidencia del flujo solar y los campos geomagnéticos del Sol y la Tierra. A menudo, se
emplea un modelo que asume una disminución exponencial de la densidad en relación con
la altura:

ρ = ρ0e
−h−h0

H , (1-27)

donde ρ0 representa el valor de la densidad de referencia a la altitud h0, mientras que H es
un parámetro denominado factor de escala y h denota la altitud local del satélite.
En la ecuación 1-26, el término A/m corresponde al cociente entre el área y la masa del

satélite, la cual no siempre puede considerarse constante. El factor B = CDA/m se conoce
como coeficiente baĺıstico. Por último, vrel representa la velocidad relativa entre el satélite
y la atmósfera, la cual vaŕıa en función de la altura con respecto a la Tierra. Esta velocidad
se determina mediante la siguiente expresión:

vrel =
dr

dt
− (ω⊕ × r), (1-28)

donde ω⊕ representa la velocidad angular de rotación de la Tierra.
Si la distancia en el perigeo es inferior a los 200 km, esta perturbación puede provocar que el

satélite se desv́ıe de su órbita en tan solo unos pocos d́ıas. En cambio, si la órbita es altamente
eĺıptica, la influencia de la fuerza de rozamiento afecta principalmente al movimiento del
satélite durante su paso por el perigeo, mientras que en el resto de la órbita, donde las
altitudes son mayores, no se observa una perturbación significativa. Aunque en este caso la
distancia al perigeo no se reduce; sin embargo, la velocidad en la dirección tangente a la
órbita experimenta una ligera disminución. Esto tiende a igualar la velocidad máxima del
satélite durante el paso por el perigeo, con la velocidad mı́nima durante el paso por el apogeo.
Como resultado, se produce la circularización de la órbita satelital, es decir, una reducción
de la excentricidad orbital.
Por último, es importante destacar que, en términos generales, los elementos orbitales

experimentan perturbaciones de corto periodo, especialmente i, Ω y ω

1.2.4. Presión de radiación solar

La presión de radiación solar se origina por la transferencia de enerǵıa cinética a través
de las colisiones de los fotones solares con la superficie del satélite, mayormente reflejados
en la dirección del vector rsat�, que conecta el Sol con el satélite. Al igual que el rozamiento
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atmosférico, es una fuerza no conservativa que afecta la excentricidad orbital, especialmente
de los satélites provistos con grandes paneles solares, como es el caso de muchos satélites
geoestacionarios.
La aceleración que un satélite experimenta por la presión de radiación solar, puede des-

cribirse mediante el siguiente modelo simplificado:

aprs = −psrCrA

m

rsat�
‖rsat�‖ , (1-29)

donde psr es la constante de presión de radiación solar, Cr es el coeficiente de reflectividad,
cuyo valor vaŕıa entre 0 y 2, y A y m son respectivamente la superficie y la masa del satélite.
El efecto de esta perturbación es complicado de modelizar ya que depende de la determi-

nación precisa de los ciclos solares y sus variaciones. Además, se anula en las zonas donde se
proyecta la sombra de la Tierra. El efecto producido por esta perturbación, está relacionado
con el movimiento de la Tierra alrededor del Sol, por lo que se clasifica como una perturba-
ción de largo periodo con un periodo de un año. En ocasiones la altura del perigeo se puede
ver afectada, y a menor altura mayor rozamiento atmosférico, por lo que se afecta el tiempo
de vida del satélite. El efecto producido por la presión de radiación solar puede superar al del
rozamiento atmosférico alrededor de los 500 km de altura, esto dependiendo de la relación
que exista entre el área y la masa del satélite.

1.3. Integración de la órbita

Las técnicas clásicas empleadas para la integración de las ecuaciones del movimiento (1-20)
pueden agruparse en dos grandes categoŕıas: teoŕıas especiales de perturbaciones y teoŕıas
generales de perturbaciones. Las primeras se caracterizan por integrar numéricamente las
ecuaciones del movimiento. En este caso, es fácil añadir una nueva perturbación al sistema
de ecuaciones diferenciales, para ello se expresa la nueva aceleración en función del tiempo
y del estado del objeto, es decir a través de su posición y de su velocidad. Sin embargo,
uno de los factores más importantes a la hora de utilizar un integrador numérico es la
selección del tamaño del paso de integración. Este factor es el que determina la precisión de
la solución y, posteriormente, su eficiencia computacional. Las teoŕıas generales directamente
proporcionan una solución anaĺıtica aproximada de las ecuaciones del movimiento. Estas
teoŕıas suelen ser mucho más rápidas que sus homólogas numéricas, pero normalmente son
más dif́ıciles de formular, más dif́ıciles de programar y no son tan precisas. Por último,
existe una tercera técnica a considerar, las teoŕıas semi-anaĺıticas, las cuales combinan las
dos técnicas anteriores de modo que se evitan los inconvenientes que presentan cada una de
ellas por separado.
A partir de aqúı se define el concepto de propagador orbital como una implementación

en un lenguaje de programación de una de las soluciones anteriores. Por lo tanto, cada
propagador orbital dependerá, primero, del modelo de fuerzas considerado en las ecuaciones
del movimiento, aśı como del método numérico o la teoŕıa de perturbaciones empleada en
la obtención de la solución, segundo, de las especificaciones técnicas de la implementación,
como pueden ser el lenguaje de programación o el paradigma, entre otros.
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En estos momentos, el creciente interés por el uso del espacio, tanto desde el ámbito civil
como del militar, se traduce en un incremento continuo de los desechos espaciales. Este
incremento ha hecho que se compliquen las operaciones relacionadas con la seguridad y
vigilancia del espacio, y en consecuencia con el aumento de los requisitos que deben cumplir
los sistemas de propagación y determinación orbital, en particular, el aumento de su precisión
sin un excesivo incremento de su coste computacional. La mejora de estos sistemas sólo se
puede alcanzar o bien ampliando el modelo de fuerzas o bien seleccionando un integrador
numérico más preciso, en el caso de las teoŕıas especiales, o proporcionando ordenes más
altos de las aproximaciones anaĺıticas, en el caso de las teoŕıas generales. En cualquier caso,
estas mejoras implican la modificación del código del correspondiente propagador orbital. En
2007, San-Juan propuso una cuarta técnica que denominó metodoloǵıa h́ıbrida. Esta nueva
técnica combina cualquiera de las tres anteriores con métodos estad́ısticos o de Inteligencia
Artificial para mejorar el modelo de fuerzas o la técnica de integración. Como consecuencia,
al correspondiente propagador orbital se le añade un módulo externo que proporciona una
estimación de los efectos de las fuerzas no consideradas, las incertidumbres del modelo o
la falta de precisión de las técnicas de integración. El propagador resultante se denomina
propagador orbital h́ıbrido, y es considerada una técnica no invasiva.
Acontinuación se introduccen brevemente las teoŕıas y los propagadores orbitales emplea-

dos en el desarrollo de este trabajo.

1.3.1. Técnicas especiales de perturbaciones: método de Cowell

Como ya se ha visto, las ecuaciones del movimiento de un satélite se pueden expresar como
un sistema de tres ecuaciones diferenciales de segundo orden:

r̈ +
μ

r3
r = aP , (1-30)

o de forma equivalente, a través de un sistema de seis ecuaciones diferenciales de primer
orden:

ṙ = v, (1-31)

v̇ = − μ

r3
r + aP ,

donde aP representa a todas las aceleraciones que perturban la trayectoria del satélite. En
el caso de que aP = 0 se recupera el problema de Kepler y se puede resolver anaĺıticamente.
Sin embargo, ésto no es cierto en general cuando aP �= 0.
La integración numérica de las ecuaciones del movimiento, ya sea (1-30) o (1-31), recibe el

nombre de método de Cowell. Este método proporciona la solución más precisa de todas las
posibles, ya que no requiere simplificar ni aproximar las ecuaciones del movimiento para su
integración, como lo hacen, por ejemplo, las teoŕıas generales de perturbaciones o los métodos
semi-anaĺıticos. Sin embargo, este método no es el más eficiente desde el punto de vista
computacional, ya que depende del tamaño del paso de integración. Si las perturbaciones
consideradas son del mismo orden o superior a −μ/r3r, el tamaño del paso es razonable; sin
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embargo, este disminuye si la perturbación es menor, lo que hace que el método de Cowell
se vuelva ineficiente.

En esta memoria se va a utilizar el propagador numérico de alta precisión AIDA (Accurate
Integrator for Debris Analysis) [38] para simular las pseudo-observaciones utilizadas en este
trabajo. AIDA es un propagador numérico especialmente adaptado para el análisis de los
residuos espaciales utilizando las técnicas que proporciona el álgebra diferencial de Taylor
(DA) [39]. Las perturbaciones incluidas en AIDA son el campo de gravedad terrestre, las
perturbaciones producidas por el Sol y la Luna, el rozamiento atmosférico (NRLMSISE-00) y
la presión de la radiación solar. El integrador numérico que utiliza es el método Runge-Kutta
de Dormand-Prince [40].

1.3.2. Técnicas especiales de perturbaciones: método de Encke

El método de Encke fue propuesto por el astónomo aleman Johann Franz Encke a principios
del siglo XIX para determinar con precisión las órbitas de cometas. El método considera que
si en un instante determinado t0 el término de la derecha de la ecuación (1-30) es nulo,
es decir, que en t0 ninguna de las fuerzas consideradas perturba el movimiento del objeto,
este describirá una trayectoria eĺıptica que puede ser calculada utilizando las fórmulas del
problema de Kepler a partir de la posición y velocidad del objeto en t0, (r0,v0). Esta elipse
instantánea recibe el nombre de osculante o de referencia. Por supuesto, el movimiento real
del objeto nunca tiene lugar a lo largo de la órbita osculante; sin embargo, si las fuerzas
perturbadoras son pequeñas, comparadas con el término −(μ/r3)r, entonces, en periodos
cortos de tiempo, la posición real del objeto en la órbita real diferirá de la posición asociada
en la órbita osculante en una cantidad pequeña. El método de Encke se basa en el análisis
de esta diferencia.

En términos matemáticos, en el método de Encke se consideran las trayectorias de dos
objetos. El primero describe la órbita osculatriz, mientras que el segundo la trayectoria real.
Por otro lado, sus posiciones quedan determinadas por los vectores rosc y r, respectivamen-
te, y su evolución temporal por las ecuaciones (1-1) y (1-30). A continuación, se define la
distancia entre los dos objetos como:

ρ = r − rosc. (1-32)

y su evolución temporal como:

ρ̈ = r̈ − r̈osc. (1-33)

Entonces, sustituyendo (1-1) y (1-30) en (1-33) se obtiene que:

ρ̈ = − μ

r3osc

[(
r3osc
r3

− 1

)
r − ρ

]
+ ap, (1-34)

donde rosc = |rosc| y r = |r|. Es importante destacar que si la perturbación es muy pequeña
pueden aparecer inestabilidades numéricas debido a que el término r3osc/r

3 tiende a uno. En
[28] se describe una técnica para evitar este problema.
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La eficiencia computacional del método de Encke se debe a que ρ cambia más lentamente
que r, por lo que es posible utilizar pasos más largos en la integración que en el método
de Cowell. No obstante, a medida que avanza el tiempo, las diferencias entre las órbitas
real y osculante se van haciendo más grandes, especialmente en el caso de perturbaciones
seculares. Por esta razón, es necesario realizar una rectificación de la órbita de referencia
para que coincida con la órbita real.

1.3.3. SGP4

SGP4 es un propagador orbital utilizado para calcular el vector de estado de un RSO
(posición y velocidad) en un sistema de coordenadas inerciales centrado en la Tierra [41].
Desarrollado por el Comando de Defensa Aérea de América del Norte (NORAD), SGP4 se
basa en las teoŕıas anaĺıticas de Kozai y Brouwer [42, 43, 14]. En sus inicios, SGP4 consi-
deraba solo las perturbaciones causadas por los armónicos zonales hasta J4 y el rozamiento
atmosférico, relevantes principalmente en órbitas LEO. Con el avance y el diseño de misiones
más allá de las órbitas cercanas a la Tierra, se ha mejorado el modelo de perturbaciones de
este propagador. En la actualidad, SGP4 incorpora efectos debidos a la forma de la Tierra, el
rozamiento atmosférico y los efectos gravitatorios del Sol y la Luna. Es importante mencionar
que SGP4, según el tipo de órbita, selecciona y aplica solo las perturbaciones más influyen-
tes sobre la trayectoria del RSO. Para una descripción detallada del modelo matemático
implementado en el propagador SGP4, se pueden consultar las referencias [44, 45, 46].
SGP4 solo puede utilizar como datos de entrada un archivo conocido como Two Line Ele-

ments (TLE), que contiene la información estandarizada de los elementos orbitales medios
y un intervalo de tiempo especificado en minutos. A partir de esta información, el algoritmo
realiza una comprobación del periodo orbital y la excentricidad para determinar qué per-
turbaciones debe incluir. El formato empleado en los TLE fue especificado por NORAD y
continúa siendo utilizado en la actualidad. En la figura 1-6 se muestra, como ejemplo, el
TLE de la Estación Espacial Internacional, junto con una descripción de cada elemento.

Número
de línea

Número del
Satélite

Designador 
internacional

Época año y fracción del
día juliano 

Coeficiente 
balístico

Segunda derivada del
movimiento medio

Término de arrastre
 o coeficiente de 

presión de radiación

Tipo de efeméride

Número del
elemento

Inclinación Ascención recta
del nodo

ascendente

Excentricidad Argumento 
del perigeo

Movimiento medio Número de
revoluciones en la

época

1  25544U  98067A    14273.50403866      .00012237   00000-0       21631-3   0  1790

2   25544 51.6467 297.5710 0002045   126.1182    27.2142   15.50748592   9076 

Figura 1-6.: Ejemplo de un TLE de la Estación Espacial Internacional (ISS).





2. Conceptos básicos de IA

En este caṕıtulo se realiza una breve introducción de algunos de los conceptos básicos
de la Inteligencia Artificial, haciendo especial hincapié en los modelos de redes neuronales.
A continuación, se describe el proceso que se sigue para entrenar una red neuronal. Para
finalizar, se muestra un ejemplo de predicción de series temporales univariadas utilizando
modelos de redes neuronales.

2.1. Inteligencia Artificial

Según el grupo de expertos en Inteligencia Artificial de la Comisión Europea AI HLEG (por
las siglas en inglés de High-level Expert Group on Artificial Intelligence) [47], la Inteligencia
Artificial (IA), hace referencia a los “Sistemas que muestran un comportamiento inteligente
analizando su entorno y emprendiendo acciones con cierto grado de autonomı́a, para alcanzar
objetivos espećıficos”. Aunque esta definición goza de buena aceptación por parte de la
comunidad cient́ıfica, no es la única. No obstante, para los objetivos de este trabajo resulta
apropiada por dos razones. Primero, permite distinguir la IA del simple uso de algoritmos y de
la tecnoloǵıa digital en general. Segundo, incluye el aprendizaje profundo, también conocido
como Deep Learning en inglés, y un campo dentro del aprendizaje automático denominado
Machine Learning en inglés, aspectos cruciales en el desarrollo de esta investigación.
En sus inicios, la IA se conceb́ıa como el desarrollo de sistemas capaces de resolver tareas

complejas para el ser humano, como diseñar una estrategia ganadora en una partida de
ajedrez [48]. Sin embargo, a medida que la IA avanzaba, se observó que tareas como esta
pod́ıan resolverse mediante un conjunto de reglas matemáticas formales [49]. Desde esta
perspectiva, se redućıa la IA a la simple ejecución de algoritmos por un ordenador, lo cual
no pod́ıa considerarse como un comportamiento inteligente [50]. Debido a esto, la IA comenzó
a relacionarse con el desarrollo de sistemas capaces de resolver problemas que se consideran
intuitivos para los seres humanos. Sin embargo, problemas como el reconocimiento de objetos
en imágenes o palabras en grabaciones de voz, resulta dif́ıcil de reducir a un conjunto de
reglas formales.

2.1.1. Aprendizaje automático

Las dificultades encontradas para describir las tareas cotidianas en términos de reglas
formales pusieron de manifiesto la necesidad de dotar a los ordenadores con la capacidad de
obtener su propio conocimiento y, a su vez, reducir la intervención humana en la solución de
las tareas planteadas. Este conocimiento se adquiere extrayendo patrones y reglas a partir
de los datos originales del problema que se quiere resolver. A esta capacidad se le denomina
aprendizaje automático o Machine Learning (ML) [51].
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La eficiencia de los algoritmos de ML depende principalmente de cómo se representen
los datos. Una representación hace referencia a la forma en que se muestran los datos. Por
ejemplo, para determinar el estado de un cultivo se pueden utilizar los datos provenientes de
un análisis qúımico de las hojas, lo que generará una tabla con datos numéricos. También se
puede determinar su estado mediante una cámara multiespectral, en cuyo caso, se contarán
con datos en forma de imágenes. A cada pieza de información incluida en una representación
se le denomina caracteŕıstica. En función del problema y de los datos disponibles, se distin-
guen tres tipos de ML: aprendizaje supervisado, aprendizaje no supervisado y aprendizaje por
refuerzo. En la sección 2.1.4 se introduce brevemente el aprendizaje supervisado, mientras
que para los aprendizajes no supervisados y por refuerzo se puede consultar [52, 53, 54].

Las técnicas de ML son aplicables siempre que se disponga de las caracteŕısticas adecuadas
[55]. Por ejemplo, las medidas craneales son bastante útiles para determinar el sexo a partir de
los restos óseos de un ser humano [56]. Los problemas surgen cuando no es posible determinar
con precisión las caracteŕısticas que se deben extraer de los datos para, posteriormente,
suministrarlas al algoritmo de aprendizaje. Esto se debe, en ocasiones, a que la representación
de los datos de donde se pretenden extraer las caracteŕısticas no es la adecuada. Por ejemplo,
si se desea que un programa de ordenador aprenda a reconocer automóviles a partir de
imágenes, una caracteŕıstica a buscar pueden ser las ruedas. Esta tarea se reduce a reconocer
ćırculos con diferentes orientaciones en las imágenes. Sin embargo, como la imagen es léıda
por el ordenador como una tabla de valores donde cada número está determinado por el
color de cada ṕıxel, factores como el reflejo de la luz sobre la rueda o las sombras dificultan
la tarea, ya que modifica el color de cada ṕıxel.

2.1.2. Aprendizaje de representaciones

El problema de la extracción adecuada de caracteŕısticas se soluciona permitiendo que el
ordenador no solo aprenda a relacionar las representaciones de los datos con las salidas o
respuestas, sino que también aprenda a seleccionar la mejor representación en śı misma. Este
enfoque dentro del ML, conocido como aprendizaje de representaciones, o por su denomina-
ción en inglés Representation Learning (RL) [57], reduce aún más la intervención humana en
el desarrollo de sistemas inteligentes. El ejemplo más reconocido de RL son los autocodifica-
dores o autoencoders [58]. Un autoencoder es la combinación de una función codificadora que
transforma los datos de entrada en una representación diferente, junto con una función de-
codificadora que devuelve los datos a su formato original. Los autoencoders usualmente son
entrenados para convertir datos de alta dimensión en datos de baja dimensión preservando
la máxima información posible [59, 60, 61]. El objetivo es que la representación obtenida por
la función codificadora presente buenas propiedades, como una extracción más sencilla de
caracteŕısticas relevantes para el algoritmo de aprendizaje. Diferentes tipos de autoencoders
generan diferentes tipos de representaciones de los datos [62].
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2.1.3. Aprendizaje profundo

Cuando se diseñan algoritmos de IA para extraer caracteŕısticas, el objetivo es separar, por
un lado, los factores de variación que explican los datos observados y, por el otro, descartar
los que no son importantes [55]. Estos factores afectan a cada unidad de información que se
puede observar; si los factores de variación cambian, los datos observados también cambian.
Por ejemplo, factores como la edad, el sexo y el acento de un hablante afectan el registro de
los datos que se obtienen de una grabación.
En este punto es donde aparece el aprendizaje profundo, también conocido como Deep

Learning (DL) [51]. El DL soluciona el problema de los factores de variación al introducir
representaciones que se expresan en términos de otras más simples [48]. Esto permite al
ordenador aprender a identificar conceptos complejos a partir de conceptos más simples.
Por ejemplo, para determinar si una imagen contiene automóviles, la técnica del aprendi-
zaje profundo no busca desde el principio elementos circulares como las ruedas. El proceso
comienza buscando conceptos simples, como pueden ser las ĺıneas rectas. Esto le permite
construir un concepto más complejo, como una esquina o un contorno, lo que a su vez le
permite desarrollar conceptos tales como una rueda o una puerta, y finalmente construye el
concepto de lo que puede ser un automóvil.
El ejemplo más representativo del DL son las redes neuronales de propagación hacia ade-

lante, también conocidas como redes feed-forward. Este es el tipo de redes comúnmente
utilizado en el aprendizaje supervisado y es la herramienta empleada en el desarrollo de este
trabajo, por lo que requiere una descripción más detallada.

2.1.4. Aprendizaje supervisado

En el campo de la IA, el aprendizaje supervisado se entiende como un proceso mediante
el cual un ordenador, tras ser entrenado con datos, adquiere suficiente experiencia para
resolver un problema espećıfico [63]. Este tipo de aprendizaje se relaciona principalmente
con problemas de clasificación y regresión

Problemas de clasificación

En los problemas de clasificación, el objetivo es construir un modelo clasificador que, a
partir de un conjunto de datos de entrada con muestras agrupadas en clases, aprenda a
diferenciar las caracteŕısticas que definen a cada una de esas clases. Una vez obtenido el
modelo, se puede emplear para inferir la clase asociada a nuevas muestras cuya clasificación
sea desconocida.
Formalmente, un modelo de clasificación se puede definir de la siguiente manera: dado un

conjunto de entrada que contiene K clases etiquetadas como yk, se denota a Y = {yk|1 ≤
k ≤ K} como el conjunto de clases del problema de clasificación. Un modelo clasificador es
una función, f : X → Y definida sobre el conjunto de posibles muestras X, de manera que
para todo ejemplo x ∈ X, el clasificador es capaz de asignarle una clase f(x) = y ∈ Y [52].
En algunas ocasiones, se incluye una clase adicional y0 dentro del conjunto de clases Y ,

para que el clasificador etiquete las muestras a las que no puede asignarle con certeza alguna
de las clases iniciales. En este caso, al conjunto Y ∪ {y0} se le denota como Y ∗. En otras
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ocasiones, el clasificador no asigna una clase directamente, sino la probabilidad de pertenecer
a una clase particular. En este caso, al clasificador se le puede ver como una función de la
forma f : X × Y → [0, 1].

Entre los algoritmos de clasificación más destacados se encuentran: los árboles de decisión
[64], la regresión loǵıstica [65] y las máquinas de vector soporte [66].

Problemas de regresión

En los problemas de regresión, se construye un modelo que relaciona las variables de
un conjunto de datos de entrada, conocidas como variables predictoras, con una variable
numérica que toma valores dentro de un rango continuo, denominada variable respuesta. El
modelo desarrollado puede aplicarse para predecir valores de la variable respuesta a partir de
las variables predictoras en nuevos datos de entrada. Un campo de aplicación que requiere
la predicción de variables continuas es la predicción de series temporales, como se verá en la
sección 2.7.

Un tipo de modelo comúnmente utilizado en los problemas de regresión es el modelo
de regresión lineal. Formalmente, este tipo de modelos se expresa de la siguiente manera:
suponiendo que la variable respuesta se denota como Y , y las p variables predictoras como
X1, X2, . . . , Xp, un modelo de regresión lineal adopta la forma:

Y = α + β1X1 + β2X2 + · · ·βpXp + ε

donde α, β1 · ··, βp representan parámetros desconocidos llamados coeficientes de regre-
sión. Estos parámetros se ajustarán automáticamente a partir de los ejemplos obtenidos del
conjunto de entrenamiento. El término ε en esta relación implica que la variable respuesta
está sujeta a variabilidad y no puede ser completamente expresada a partir de las varia-
bles predictoras. Algunos algoritmos comúnmente empleados en este tipo de aprendizaje son
los árboles de clasificación y regresión CART [67], regresión no lineal [68], regresión lineal
bayesiana [69] y regresión polinómica [70].

Para que el aprendizaje automático sea correcto, entendiéndose como un proceso de ge-
neralización a partir de muestras concretas, se necesita disponer de suficientes casos de
entrenamiento. De lo contrario, el modelo aprenderá de manera inexacta, y sus resultados
no serán fiables en la práctica.

2.2. Redes Neuronales Artificiales

Las redes neuronales artificiales (RNA) son modelos matemáticos o computacionales com-
puestos por unidades de procesamiento numérico conectadas entre śı [71]. Cada unidad de
procesamiento se conoce como una neurona artificial. Mediante la manipulación de las co-
nexiones entre las neuronas, se logra que las redes tengan el comportamiento deseado para
ser útiles en la solución de problemas complejos, incluidos los problemas de clasificación y
regresión.
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2.2.1. Inspiración biológica

Las RNA se inspiran en las redes neuronales de tipo biológico [72]. Una neurona es una
célula fundamental del sistema nervioso cuya función principal es recibir, integrar, generar
y transmitir impulsos eléctricos y qúımicos para generar actividad cerebral [73]. Morfológi-
camente, estas células están constituidas por el soma o cuerpo celular, unas prolongaciones
cortas por donde ingresa la información, denominadas dendritas, y el axón, una prolonga-
ción larga que conduce los pulsos eléctricos hacia otras neuronas. La figura 2-1 muestra
esquemáticamente las partes de una neurona.

Figura 2-1.: Partes de una neurona biológica.

Los modelos computacionales que se utilizan en la IA prescinden de detalles que son rele-
vantes para la neurociencia, como el retardo de propagación de la señal a lo largo de un axón
o las dimensiones f́ısicas de las neuronas (su tridimensionalidad). Un modelo de neurona
biológicamente plausible, el cual sirve de base para construir una red neuronal artificial, es
el propuesto por los fisiólogos y biof́ısicos ingleses Hodgkin y Huxley [74], que se explica a
continuación.

El fluido extracelular que rodea a la neurona contiene una alta concentración de iones de
sodio Na+ [75]. La propagación de un pulso eléctrico a lo largo del axón, conocido como
potencial de acción, depende de la permeabilidad selectiva de la membrana celular de la
neurona a estos iones y a otros presentes en su entorno. La membrana celular grasa actúa
como aislante eléctrico para la neurona, comportándose de manera similar a un condensador
eléctrico [76]. En su estado de reposo, la neurona se encuentra polarizada negativamente.
Hodgkin y Huxley observaron que, para generar un potencial de acción, la neurona permite
el ingreso de iones Na+ a través de su membrana, desencadenando un proceso de despola-
rización. Cuando el potencial dentro de la neurona alcanza un valor umbral, se produce el
potencial de acción. Durante este proceso, también se permite la entrada de iones de potasio
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K+, lo que intensifica la corriente generada por la neurona. Una vez finalizado el pulso, la
membrana celular permite el paso más lento de iones Na+, K+ y otros iones menos relevan-
tes, permitiendo que la neurona regrese a su estado de reposo.

Los trabajos de Hodgkin y Huxley les llevaron a proponer un circuito eléctrico equivalente
al de la membrana neuronal, como el que se muestra en la figura 2-2, aqúı, RNa, RK , RR

indican la resistencia al paso de la corriente de iones de Sodio INa, potasio IK y de otros
iones presentes en su entorno IR. Por su parte, VNa, VK , VR representan los los respectivos
potenciales iónicos.

exterior

interior

RNa

INaIC IK IR

Cm Vm

VNa

RK

VK VL

RR

Figura 2-2.: Circuito equivalente al de una membrana con permeabilidad al Na+, K+ y a
otros iones R.

Aplicando las leyes de Kirchhoff [77] en el circuito equivalente, Hodgkin y Huxley proponen
el modelo del potencial de la membrana VM como:

CM
dVM

dt
+ INa + IK + IR = 0, (2-1)

donde CM es la capacidad asociada a la membrana como condensador.
Si se representa la permeabilidad selectiva de la membrana como la conductividad para

los respectivos iones, gNa, gK y gR, donde la conductividad es el inverso de la resistencia, las
intensidades respectivas se pueden expresar como:

INa = gNa(VM − VNa),

IK = gK(VM − VK),

IR = gR(VM − VR),

(2-2)

A partir de las igualdades (2-2), la ecuación (2-1) se puede reescribir como:

CM
dVM

dt
= −gNa(VM − VNa)− gK(VM − VK)− gR(VM − VR). (2-3)

A nivel de la IA, no se necesita un modelo con este nivel de detalle propio del campo de
la neurociencia. Para trabajar con un mayor nivel de abstracción, se omite la consideración
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de la permeabilidad de los iones Na+ y K+, con lo cual se obtiene el modelo de integración
y disparo con pérdidas, en inglés: leaky integration-and-fire neuron model [78, 52, 79]:

CM
dVj

dt
= −gR(Vj − VR) + gint

n∑
i=1

xiwij, (2-4)

donde Vj representa el potencial de la membrana para la neurona j, xi corresponde a la
salida actual de la neurona i−ésima, wij indica el peso de la conexión de la neurona i con la
neurona j, y n, es el número total de neuronas cuyos impulsos eléctricos llegan a la neurona
j. En esta ecuación gint y gR son dos conductancias constantes, la primera es la constante
de integración y la segunda la constante de perdida.
Si asumimos que el potencial generado por la presencia de los otros iones que intervienen

en el potencial de acción es despreciable, VR = 0, y que los factores de escala asociados a las
conductancias son iguales, gint = gR = 1, se obtiene una expresión más sencilla:

CM
dVj

dt
= −Vj +

n∑
i=1

xiwij. (2-5)

En un modelo aplicable a la IA, se ignora la corriente de perdida −Vj, con lo que se
obtiene el modelo de integración y disparo, conocido en inglés como: the integrate and fire
model [80]. Dado que en este modelo las neuronas tienden a saturarse, una vez eliminada la
corriente de perdida que descargaŕıa el condensador, se reemplaza por una anulación de su
carga después de cada intervalo de tiempo. De esta manera, el voltaje de salida de la neurona
depende únicamente de la suma ponderada de sus pesos y entradas. Desde el punto de vista
biológico, este modelo representa una neurona sin memoria, ya que en ningún momento
interviene el valor del potencial eléctrico de la neurona en el instante de tiempo anterior:

Vj =
n∑

i=1

xiwij. (2-6)

La ecuación (2-6) representa el modelo comúnmente utilizado como base para construir
redes neuronales artificiales. En este modelo, la salida de la neurona está determinada por la
combinación de las entradas a la neurona multiplicadas por sus respectivos pesos. Habitual-
mente, se incluye un sesgo o bias en la entrada de la neurona, añadiendo un peso adicional
w0j = bj relacionado con una entrada fija con valor 1, x0 = 1. Esta inclusión del sesgo
permite obtener finalmente el modelo para una neurona artificial, expresado como:

Vj =
n∑

i=0

xiwij. (2-7)

La figura 2-3 representa gráficamente la ecuación (2-7).
Como se verá más adelante, las RNA están compuestas por capas. Cada capa contiene

n neuronas que comparten caracteŕısticas entre śı. Cada una de las n neuronas de la capa
se denota como xi. Los pesos wij se utilizan para modelar las conexiones de entrada a las
neuronas, refiriéndose a la conexión entre la salida de la neurona i−ésima de una capa y
la entrada de la neurona j−ésima de otra capa. La salida de cada neurona, representada
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Figura 2-3.: Modelo simplificado de una neurona artificial.

como yi, se obtiene al aplicar una función f a la combinación de sus entradas multiplicadas
por sus pesos, permitiendo, de este modo la generación de valores de salida que cumplan
ciertas condiciones deseadas (salidas lineales, no lineales, continuas, discretas, acotadas, no
acotadas etc.)

yj = f

(
n∑

i=0

xiwij.

)
. (2-8)

En el campo de las RNA, a las funciones f se les denomina funciones de activación, ya que
determinan si la neurona activa o no su salida. Las funciones de activación se pueden clasificar
como discretas o continuas. En el caso de las funciones discretas, se utilizan t́ıpicamente
valores como 0 o 1, o incluso −1 o 1, para la salida. En el primer caso, se habla de neuronas
binarias, mientras que en el segundo caso, de neuronas bipolares. Por otro lado, las funciones
de activación continuas normalmente tienen un rango de salida en el intervalo [0, 1] ó [−1, 1].
Dentro de este conjunto, se encuentran tanto las funciones lineales como las no lineales. Las
funciones no lineales son las más comúnmente utilizadas.

2.2.2. Funciones de activación

Existen varias funciones de activación empleadas en modelos de neuronas artificiales; en
este trabajo se describen las funciones lineal, lineal rectificada y tangente hiperbólica, que
han sido las aplicadas en el estudio realizado. Una explicación más detallada de estas y otras
funciones de activación se puede encontrar en [52, 81].

Función de activación lineal

Una función de activación lineal [81] simplemente toma una entrada x y produce una
salida c · x, donde c representa una constante, figura 2-4.
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Figura 2-4.: Función de activación lineal.

En el caso de c = 1, la función resultante es la identidad. Es importante destacar que,
en una Red Neuronal Artificial RNA, tener dos o más capas lineales interconectadas entre
śı es equivalente a tener una sola capa lineal. Esto se debe a que la última capa continuará
siendo una función lineal de la primera. Para demostrar este hecho, basta suponer una capa
de neuronas con una matriz de pesos W1, cuya salida está conectada a otra capa de neuronas
lineales con pesos W2. El resultado de esta composición es:

y = f2(f1(x)) = W2(W1x) = (W2W1)x, (2-9)

indicando que se pueden substituir ambas capas por una única capa de pesos W = W2W1.

Una RNA compuesta únicamente por elementos lineales solo puede emplearse para repre-
sentar funciones lineales. Esto descartaŕıa su uso práctico para resolver problemas reales, ya
que la gran mayoŕıa presentan algún tipo de no linealidad.

Función de activación lineal rectificada

La función lineal rectificada, ReLU por sus siglas en inglés [82], se define como: 1

frelu(x) =

⎧⎨⎩
0 si x ≤ 0,

x si x > 0.
(2-10)

Es la función de activación más popular en redes neuronales [83, 84]; su representación
gráfica se puede observar en la figura 2-5.

Una caracteŕıstica importante es que aporta un carácter no lineal y está construida sin el
uso de funciones trascendentales. Debido a que no requiere operaciones aritméticas complejas
para determinar su salida, se considera una función con una gran velocidad de convergencia
[85]. Además, su derivada es trivial, ya que equivale a la función escalón (2-11).

1En varios textos, suele definirse también como: frelu(x) = max(0, x)
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Figura 2-5.: Función de activación ReLU.

f ′
relu(x) =

⎧⎨⎩
0 si x ≤ 0,

1 si x > 0.
(2-11)

Como se puede observar, esta función asume que su derivada en el punto cero, es cero.
Generalmente, este supuesto no suele ser un inconveniente y funciona bien en la mayoŕıa de
los casos [48].

Función de activación tangente hiperbólica

La función de activación tangente hiperbólica (tanh) [86], aśı como las funciones loǵıstica
[87] y gudermanniana [88], forman parte del conjunto de funciones sigmoideas [89]. Todas
estas funciones exhiben una forma caracteŕıstica de ‘S’, lo que las convierte en funciones
no lineales. Son funciones estrictamente crecientes, continuas y derivables, propiedades ma-
temáticas que las hacen especialmente interesantes para su uso en redes neuronales artificiales
[52].
La función tangente hiperbólica se define como:

ftanh(x) =
1− e−2x

1 + e−2x
. (2-12)

Esta función se representa gráficamente en la figura 2-6:
La derivada de esta función,

f ′
tanh(x) = (1− tanh2(x)), (2-13)

permite que su valor en un punto pueda ser expresado en términos de la misma función en
ese punto.
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Figura 2-6.: Función de activación tanh.

2.3. Arquitectura de una red neuronal

Las neuronas artificiales, por śı solas, tienen un uso limitado, por lo que es necesario con-
siderar agrupaciones o colecciones de neuronas interconectadas. A una colección de neuronas
similares que operan conjuntamente, se le conoce como una capa de la red. Cada combina-
ción posible entre las capas, dan lugar a un tipo de arquitectura de red distinta que suele
emplearse para referirse al tipo de red utilizada. Entre las arquitecturas más populares a la
fecha se distinguen las redes neuronales de propagación hacia adelante (feed-forward neu-
ral networks) [90], las redes neuronales competitivas (competitive neural networks) [91], las
redes recurrentes (recurrent neural networks) [92], las redes neuronales convolucionales (con-
volutional neural networks) [93] , las redes generativas adversarias (generative adversarial
network) [94] y las redes neuronales de tipo transformer (transformer neural networks) [95],
entre otras. A continuación, se describe brevemente las tres primeras arquitecturas. Para
una descripción más amplia de las arquitecturas restantes y sus aplicaciones, se recomienda
consultar [96]

2.3.1. Redes de propagación hacia adelante

La topoloǵıa más habitual en las redes neuronales corresponde a las redes de propagación
hacia adelante, también conocidas como redes feed-forward. Estas redes generalmente se
componen de múltiples capas, divididas en dos categoŕıas: visibles y ocultas. Una capa se
etiqueta como visible si ocupa la primera o última posición en la red; en caso contrario,
se considera una capa oculta. La primera capa se denomina capa de entrada, mientras que
la última se designa como capa de salida. En esta arquitectura, las neuronas de cada capa
tienden a ser independientes y operan en paralelo.

En esta estructura, las neuronas de la capa de entrada no funcionan como neuronas artifi-
ciales en el sentido estricto de la palabra. Su función principal es recibir y transmitir patrones
a todas las neuronas de la siguiente capa. Por otro lado, la capa de salida devuelve al exte-
rior la respuesta de la red neuronal para cada patrón de entrada. Las neuronas de las capas
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ocultas son responsables de realizar el procesamiento no lineal de los patrones recibidos.
Como se ilustra en la figura 2-7, las conexiones en estas redes son unidireccionales, lo que

significa que la salida de la capa i actúa como entrada para la capa j, de ah́ı su nombre. Cada
conexión entre neuronas tiene asociado un número real conocido como peso de la conexión.
Además, todas las neuronas tienen un sesgo o bias en su entrada, que generalmente se trata
como una conexión adicional a la neurona, tal como se puede ver en la Sección 2.2.1.

Figura 2-7.: Arquitectura de una red de propagación hacia adelante.

Generalmente, se distingue entre dos tipos de redes neuronales feed-forward que pueden
estar conectadas de manera total o parcial [97]. En las redes totalmente conectadas, las
salidas de una capa se conectan con todas las entradas de la siguiente capa. Por otro lado,
en las redes parcialmente conectadas, las salidas de una capa son recibidas por un grupo
seleccionado de neuronas de la capa siguiente, lo que permite crear módulos especializados
para tareas espećıficas. Estos dos enfoques tienen aplicaciones diversas. Por ejemplo, se
emplean redes parcialmente conectadas para la predicción de tendencias en el precio de las
acciones, utilizando indicadores técnicos como datos de entrada [98]. También se utilizan en
la detección temprana o de reincidencia del cáncer de mama [99].
Las redes neuronales feed-forward pueden ser de tres tipos: simples, multicapa o profundas

[52]. Una red simple consta únicamente de una capa de entrada y una capa de salida. En
este tipo de redes, la capa de entrada recibe la información y la transmite a las neuronas de
la capa de salida, donde se procesa. Un ejemplo clásico de este tipo de red es el perceptrón,
desarrollado en 1943 por Warren McCulloch y Walter Pitts [100].
Las redes neuronales multicapa se caracterizan por incluir una capa oculta entre la capa de

entrada y la capa de salida. Estas redes tienen la capacidad de ser aproximadores universales
si se incluyen funciones de activación sigmoideas, como lo demostraron George Cybenko
[101] y Ken-ichi Funahashi [102] independientemente. Esto implica que, al usar una sola
capa oculta con un número finito de neuronas, se dota a una red neuronal de la capacidad de
aproximar funciones continuas no lineales en subconjuntos compactos de Rn. Posteriormente,
Kurt Hornik mostró que las derivadas de la red multicapa pueden aproximar las derivadas
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de la función aproximada por la red neuronal [103]. Además, demostró que basta con que
las funciones de activación sean continuas, no constantes y acotadas, para que una red
neuronal multicapa funcione como un aproximador universal [104]. Aunque se requiere cierta
no linealidad en las funciones de activación según sus trabajos, son las propiedades de la
topoloǵıa de la red las que le confieren su carácter de aproximador universal a una red
multicapa, y no necesariamente la elección espećıfica de la función de activación [52].
Por otro lado, las redes neuronales profundas, también conocidas como Deep Neural Net-

works, se caracterizan por tener más de una capa oculta en su arquitectura. Al contar con
múltiples capas, no solo se convierten en aproximadores universales, sino que, además, pue-
den aprender mediante la técnica de aprendizaje por representaciones. Esto significa que son
capaces de construir una estructura jerárquica al extraer caracteŕısticas complejas a partir de
datos de entrada más simples. Esta capacidad les permite identificar patrones relacionados
con las salidas deseadas. Las redes neuronales profundas destacan especialmente en tareas
como el reconocimiento de objetos en imágenes [105], el reconocimiento del habla [106] y la
predicción de series temporales [107], entre otras.

2.3.2. Redes competitivas y redes recurrentes

Una red neuronal competitiva incluye conexiones inhibitorias entre las neuronas de una
misma capa, de manera que si una neurona se activa, ejerce una influencia inhibidora en
las otras neuronas de su capa [108]. Estas redes suelen emplearse en problemas donde una
capa debe responder en función del contexto, como en el reconocimiento del habla [109],
compresión y segmentación de imágenes [110, 111] o reducción de dimensionalidad en datos
[112].
Por otro lado, en las redes neuronales recurrentes, se permite el flujo de información de

las neuronas de una capa con las neuronas de las capas siguientes y anteriores [52]. Este
flujo de información bidireccional dota de memoria a estas redes neuronales, lo que las hace
útiles en tareas como el reconocimiento no segmentado y conectado de la escritura [113], el
reconocimiento del habla [114] y la predicción de series temporales [115, 116, 117].

2.4. Entrenamiento de una red feed-forward

En este trabajo, se emplearon redes neuronales feed-forward completamente conectadas
para desarrollar una versión h́ıbrida de un propagador orbital del tipo Encke. A continuación,
se describen los pasos para entrenar una red neuronal con esta arquitectura, proporcionando
algunos detalles técnicos. Para obtener una visión más general sobre el entrenamiento de una
red neuronal con otras arquitecturas, se puede consultar [48, 52]

2.4.1. Topoloǵıa de la red

Antes de entrenar una red neuronal, es crucial definir el número de capas y el número de
neuronas en cada una de ellas. En principio, parece ser una tarea sencilla, pues de acuerdo
con lo mencionado en la sección 2.3.1, bastaŕıa con una red multicapa, con un número
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suficiente de neuronas y de muestras, para construir un modelo capaz de representar los
patrones que pueden contener los datos de entrenamiento. El problema se encuentra en que
Cybenko y Funahashi solo demuestran la existencia de la red, pero no determinan cuál es
ese número suficiente de neuronas ni cómo se puede calcular. Además, desde el punto de
vista computacional, esta metodoloǵıa puede ser ineficiente, ya que, para aproximar algunas
funciones, se requiere que la red multicapa tenga un número muy grande de neuronas en la
capa oculta [118, 119]. Sin embargo, se demostró [120] que, al emplear funciones de activación
lineales a trozos, una red neuronal con n capas ocultas puede representar eficientemente
funciones que no podŕıan ser representadas por una red de n−1 capas ocultas, sin incrementar
exponencialmente el número de neuronas ocultas. Este resultado se aplica también a las
redes multicapa (n = 1). El éxito de las redes profundas sobre las redes multicapa radica
en su capacidad para descomponer problemas complejos de manera jerárquica, lo que se
alinea perfectamente con su habilidad para extraer caracteŕısticas complejas a partir de
caracteŕısticas más simples (Representation Learning).

En la práctica, comúnmente se inicia el proceso de entrenamiento con una red neuronal
multicapa. Si la red neuronal no converge durante el entrenamiento, se puede considerar la
adición de neuronas a la capa oculta (si no es posible aumentar el conjunto de datos de
entrenamiento) hasta lograr el rendimiento deseado [52]. Por otro lado, si la red converge
durante el entrenamiento y se busca reducir la carga computacional, existen técnicas de poda
disponibles para eliminar conexiones poco significativas en la generación de la respuesta de
la red [121]. En relación al número óptimo de capas en la red, se sugiere añadir capas ocultas
hasta que el error en los datos de validación deje de disminuir [122]. Los datos de validación
constituyen un conjunto de datos reservados para evaluar el desempeño de la red neuronal
durante su entrenamiento.

2.4.2. Inicialización de los pesos de la red

Una vez definida la arquitectura inicial para la red neuronal, el siguiente paso es establecer
el algoritmo que va a inicializar los pesos entre las conexiones de la red. A menudo, esta etapa
no recibe la atención necesaria, a pesar de que una inicialización adecuada de los pesos es
crucial para lograr la convergencia del modelo durante el proceso de entrenamiento. Por
regla general, se inicializan los pesos de manera aleatoria con valores pequeños extráıdos
de una distribución uniforme o normal [52]. Esta aproximación busca evitar la saturación
de las funciones de activación. La saturación hace referencia a un estado que perjudica el
aprendizaje de la red neuronal, caracterizado porque una neurona emite predominantemente
valores cercanos a los extremos asintóticos de su función de activación [123]. Sin embargo, si
los valores de inicialización son muy pequeños, es posible que se anulen durante el proceso
de entrenamiento, llevando a la red neuronal a dejar de aprender. Esto sucede porque, al
ser los pesos muy similares entre śı, cada actualización los modifica en la misma cantidad,
manteniéndolos prácticamente iguales durante todo el proceso.

Con el fin de evitar tanto la saturación de las funciones de activación como la anulación de
los pesos de la red, se han desarrollado diferentes estrategias de inicialización de pesos. Entre
las más conocidas se encuentran el método de inicialización de Xavier [124], el de Lecun [125]
y el de He [126].
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2.4.3. Actualización de los pesos de la red

Una vez que los pesos de la red neuronal están inicializados, se procede a ajustarlos para
que la salida de la red sea lo más cercana posible a la salida requerida. Este proceso se lleva
a cabo utilizando un algoritmo de entrenamiento supervisado, formulando el aprendizaje de
la red a través de un problema de optimización:

W ∗ = arg minE(W ),

donde W es el conjunto de los pesos de la red neuronal, E es una función de error o coste
que evalúa la diferencia entre las salidas de la red y las salidas requeridas. W ∗ representa
entonces, el conjunto de pesos que se pasan como argumento a la función E, para que consiga
el mı́nimo valor (arg min E). En el Anexo B se describen las funciones de coste empleadas
con mayor frecuencia en el entrenamiento de las RNA.

Al emplearse funciones de activación no lineales, la respuesta de la red también es no
lineal, lo que implica la necesidad de emplear técnicas de optimización no lineales. Estas
técnicas se basan, en gran medida, en la actualización de los pesos siguiendo la dirección
negativa del gradiente de la función de error o coste E. Los métodos de optimización basados
en el gradiente son los más utilizados en el entrenamiento de las redes neuronales debido
a su capacidad para abordar problemas de optimización en espacios multidimensionales. Al
utilizar uno de estos métodos, el problema se plantea de la siguiente manera:

Δw = −η∇E. (2-14)

Esta expresión en notación vectorial, se traduce en el cálculo de las derivadas parciales del
error con respecto a cada uno de los pesos de la red:

ΔwC
ij = −η

∂E

∂wC
ij

.

La variable η representa la tasa de aprendizaje, conocida en inglés como Learning Rate (LR),
que es un parámetro que controla el tamaño de las actualizaciones que se realizan sobre los
pesos de la red neuronal; wC

ij es el peso de la conexión entre la neurona i en la capa C y la
neurona j en la capa C + 1 de la red neuronal.

La estimación del gradiente se realiza a través de métodos numéricos.2 Como en todo
método numérico, dicha estimación acumula los errores de aproximación, lo que genera pro-
blemas de convergencia en el entrenamiento de la red neuronal. Debido a que la tasa de
aprendizaje regula cuánto se ajustan los pesos en cada iteración, resulta un parámetro fun-
damental para conseguir un buen desempeño del algoritmo de optimización. Por ejemplo, si
la tasa de aprendizaje es muy pequeña, la convergencia del algoritmo de entrenamiento de
la red puede tardar más de lo necesario. En caso contrario, si la tasa de aprendizaje es muy
elevada, puede generar comportamientos inestables del error, impidiendo la convergencia del
entrenamiento.

2Salvo en contadas excepciones, que se puede realizar a través de métodos anaĺıticos.
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Dada la importancia de la tasa de aprendizaje, se han propuesto numerosos métodos para
realizar automáticamente un ajuste adaptativo de este parámetro. Varios de estos métodos
se encuentran integrados dentro de plataformas de Machine Learning como Tensorflow 2.0 y
Pytorch. Entre los más comunes, se pueden destacar los métodos: AdaGrad [127], AdaDelta
[128], Rprop [129] y Adam [130].

2.5. Ajuste de hiperparámetros

Los hiperparámetros de una red son aquellos parámetros que determinan su estructura
y que no se modifican durante el proceso de entrenamiento. Por ejemplo, las funciones de
activación, los parámetros que definen la topoloǵıa de la red y los parámetros que confi-
guran los algoritmos empleados. Para obtener buenos resultados durante el entrenamiento
de una red neuronal, se debe lograr una buena sincrońıa entre todos los hiperparámetros.
Desafortunadamente, de momento no existe una técnica anaĺıtica que indique la dirección
en la que se debe buscar la mejor combinación, como sucede en el ajuste de los pesos duran-
te el entrenamiento de la red. Las técnicas de ajuste que buscan una combinación óptima
de hiperparámetros, y que en la práctica pueden generar resultados satisfactorios, se pue-
den dividir en dos categoŕıas: técnicas de ajuste manual y técnicas de ajuste automático.
Las técnicas de ajuste manual se basan en la experiencia del investigador. Por lo general,
se comienza creando un modelo sencillo de una red neuronal mı́nimamente funcional y se
lleva a cabo un proceso iterativo de prueba y error. Este procedimiento permite realizar
las variaciones necesarias en cada paso para encontrar las combinaciones de hiperparáme-
tros que proporcionen el mejor desempeño posible. Dentro de los métodos automáticos de
búsqueda de hiperparámetros, o en inglés hyperparameters search, se encuentran el método
sistemático, el método de búsqueda aleatoria y los métodos de búsqueda inteligente [52].
A continuación, se describirá brevemente cada uno de ellos. Es importante mencionar que
plataformas de Machine Learning como Tensorflow 2.0 y PyTorch cuentan con libreŕıas que
implementan los algoritmos más conocidos para la búsqueda de hiperparámetros, incluyen-
do las tres técnicas que serán descritas en esta sección. Entre estas libreŕıas se destacan
Hyperopt [131], Spearmint [132] y DNGO [133].

2.5.1. Búsqueda sistemática

La búsqueda sistemática, o en inglés grid search, implica evaluar todas las combinaciones
posibles de los hiperparámetros preseleccionados. En esta búsqueda, se genera un conjun-
to de k posibles valores para cada hiperparámetro. Al cruzar los valores entre los distintos
hiperparámetros se crea una rejilla o grid, de ah́ı su denominación. El método recorre sis-
temáticamente la rejilla evaluando cada una de las posibles configuraciones. Es importante
destacar que este método es computacionalmente costoso, especialmente cuando se define
un número elevado de hiperparámetros, ya que deben evaluarse las combinaciones de todos
los posibles valores de cada hiperparámetro con todos los valores de cada uno de los demás
hiperparámetros. No obstante, es el único en garantizar la exploración exhaustiva de todas
las configuraciones posibles para encontrar la mejor combinación de hiperparámetros.
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2.5.2. Búsqueda aleatoria

En la búsqueda aleatoria, también conocida como random search en inglés, se seleccionan
aleatoriamente algunas combinaciones de hiperparámetros de la rejilla. Su principal ventaja
es que tarda un tiempo significativamente menor en encontrar una buena combinación de
hiperparámetros en comparación con la búsqueda sistemática. Sin embargo, su principal
desventaja es que no garantiza la identificación de la mejor combinación posible.

2.5.3. Búsqueda inteligente

En la búsqueda inteligente, o por su denominación en inglés smart search, se orienta el
proceso para que resulte más eficiente en la exploración del espacio de configuraciones de
los hiperparámetros, en comparación con la simple búsqueda aleatoria. Normalmente, estos
algoritmos buscan encontrar la mejor configuración combinando dos procesos: exploración y
explotación. En el primero, los algoritmos exploran posibles combinaciones de hiperparáme-
tros que podŕıan generar buenas arquitecturas de red, aunque con una mayor incertidumbre.
En el segundo paso, explotan configuraciones que previamente mostraron un rendimiento
aceptable y con una alta certeza de poder mejorar con pequeñas modificaciones.

2.6. Sobreaprendizaje

El sobreaprendizaje, conocido en inglés como overfitting, es un comportamiento no desea-
do del aprendizaje automático supervisado. Ocurre cuando el modelo se ajusta al ruido o
la varianza de los datos en lugar de aprender la distribución subyacente de la que fueron
extráıdos [134]. Un modelo sobreajustado puede ofrecer predicciones precisas sobre la mues-
tra de datos de entrenamiento, pero su precisión se reduce significativamente al enfrentarse
a datos desconocidos. Generalmente, el sobreajuste aparece cuando el conjunto de entrena-
miento es muy pequeño, contiene mucho ruido o no representa adecuadamente la diversidad
de los datos.
Para prevenir el sobreajuste en las redes neuronales, se dispone de varias estrategias [135].

Aumentar el tamaño del conjunto de datos de entrenamiento es una de ellas, ya que permite
incrementar las caracteŕısticas presentes en el conjunto de entrenamiento, proporcionando
a la red más información sobre la distribución de los datos. La combinación de múltiples
modelos neuronales es otra estrategia que busca compensar los errores de una red con los
aciertos de otras. Una técnica comúnmente usada, conocida en inglés como model averaging,
consiste en promediar las predicciones realizadas por cada una de las redes entrenadas. Otra
técnica, denominada en inglés Bayesian fitting, implica combinar las predicciones de varias
redes neuronales entrenadas con una única arquitectura. El sobreajuste, producto de la alta
flexibilidad del modelo que se adapta demasiado bien a los detalles y particularidades de
los datos de entrenamiento, también puede ser controlado mediante una técnica llamada
regularización.
La regularización hace referencia a cualquier técnica que modifique el algoritmo de apren-

dizaje de un modelo para reducir su error de generalización sin incrementar su error en el
conjunto de los datos de entrenamiento. Algunas técnicas de regularización están diseñadas
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para modificar la función de coste, introducir restricciones sobre los parámetros de la red o
añadir ruido durante el proceso de entrenamiento [136]. Sin embargo, entre estas técnicas,
una de las más recomendadas es la conocida como parada temprana, la cual se describe a
continuación.

2.6.1. Parada temprana

La parada temprana, más comúnmente conocida como early stopping [137], se basa en el
uso de los datos de validación para generar una señal que indique al algoritmo de aprendizaje
que la red neuronal ha dejado de aprender y ha comenzado a sobreajustarse. Una vez es
recibida la señal, el algoritmo detiene el proceso de entrenamiento. El concepto detrás del
early stopping es sencillo pero sumamente poderoso. En principio, si el entrenamiento de la
red está convergiendo, los errores en los datos de entrenamiento y validación deben disminuir
en cada iteración del algoritmo. Sin embargo, cuando la red neuronal comienza a ajustarse
excesivamente a los datos de entrenamiento, empieza a perder su capacidad de generalización.
Como resultado, el error en los datos de validación comienza a aumentar. En este punto,
se env́ıa la señal para detener el aprendizaje y se conservan los valores de los parámetros
correspondientes al punto donde se obtuvo el mı́nimo error en el conjunto de validación.
En la práctica, no es usual detener el entrenamiento justo después de detectar un incre-

mento en el error en los datos de validación, sino que se suele dar un margen de espera. Este
margen es un parámetro constante conocido como la paciencia del algoritmo. La paciencia, o
por su denominación en inglés patience, indica al algoritmo cuántas iteraciones debe esperar
sin ver mejoras en el error sobre el conjunto de datos de validación antes de dar la señal de
detener el entrenamiento.
El early stopping proporciona un mecanismo efectivo de regulación, sin tener que mani-

pular la función de coste o incluir restricciones sobre los parámetros de la red que puedan
perjudicar el aprendizaje. Además, es perfectamente compatible con otras técnicas de regu-
larización como el dropout [138] o la introducción de ruido [139].

2.7. Predicción de series temporales discretas univariadas

Una serie temporal discreta univariada (en adelante, simplemente serie temporal) es una
colección de observaciones εt, que se registran en tiempos t procedentes de un conjunto
discreto y ordenado T0 [140]. Un ejemplo de una serie temporal se puede ver en la figura
2-8, donde se registra la demanda mensual de electricidad en Gigavatios hora (GWh) en
el estado de Victoria, en Australia, para el periodo de enero de 2012 a diciembre de 2014,
T0 = {1, 2, 3...156}. 3

Las redes neuronales son ampliamente empleadas en la predicción de series temporales
debido a su capacidad de aproximar cualquier función, construir relaciones no lineales a
partir de información incompleta o con ruido, y por su facilidad de construcción. A conti-
nuación, se describe la forma en la que se emplea una red neuronal profunda para predecir
el comportamiento de una serie temporal.

3Los datos se pueden encontrar en: www.cienciadedatos.net
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Figura 2-8.: Consumo mensual de enerǵıa en Victoria (Australia) en el periodo de 2012 a
2014.

2.7.1. DL para la predicción de series temporales

Las redes neuronales feed-forward son consideradas modelos estáticos, debido a que están
diseñadas para encontrar relaciones entre unas variables de entrada y una o varias variables de
salida sin tener en cuenta la temporalidad de los datos. Por ejemplo, en el caso de la regresión
lineal. No obstante, esto no impide que se puedan utilizar para tratar información temporal
y ser aplicadas al problema de la predicción de series temporales. Para ello, se necesita que
las variables de entrada a la red contengan, además del valor en un determinado instante de
tiempo, información de su comportamiento representado mediante una secuencia finita de
datos. Una red neuronal se puede entrenar para predecir uno o varios pasos en cada iteración.
En esta investigación, las predicciones del comportamiento de las series temporales se realizan
en un paso de tiempo. Para una descripción detallada de las predicciones en múltiples pasos
de tiempo, se puede consultar [141].

Predicción en un paso de tiempo

En este caso, se expresa el valor de la serie εt en el instante de tiempo t, como una función
no lineal de los valores de la serie en los r − 1 instantes anteriores de tiempo:

εt = F (εt−1, εt−2, εt−3....εt−r+1)) + μ, (2-15)

donde μ es un error residual que se considera como ruido blanco Gaussiano y F es una
función no lineal desconocida que debe ser aproximada.
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A continuación, la función F se aproxima entrenando una red neuronal con el conjunto de
los N datos observados de la serie temporal {εt}t=1...N . Para esto, es necesario formular el
problema de la predicción de series temporales como un problema de aprendizaje supervisado.
Esto se logra empleando un método para iterar sobre una secuencia de datos, conocido como
ventana deslizante, normalmente empleado en aprendizaje supervisado y tratamiento de
imágenes. Una ventana deslizante es un vector de tamaño fijo r que se desliza por toda la
secuencia de datos en pasos de tamaño n. Por ejemplo, si se tiene una secuencia de valores
de una serie temporal con N = 20 datos, al crear una ventana deslizante de tamaño r = 5
y n = 1 pasos, se dividen los datos en vectores de 5 valores consecutivos. El primer vector
estaŕıa formado por los 5 primeros valores de la serie, luego la ventana se desplaza una
unidad, de manera que el segundo vector estaŕıa compuesto por los valores de la segunda a
la sexta posición y aśı sucesivamente. Los primeros r−1 valores de cada vector son los datos
de entrada a la red neuronal y el último es el dato de salida o la respuesta deseada, como se
puede ver en la tabla 2-1.

Entrada Salida deseada
Vector 1 ε1, ε2...εr−2, εr−1 εr
Vector 2 ε2, ε3...εr−1, εr εr+1

Vector 3 ε3, ε4...εr, εr+1 εr+2

.... ... ...
Vector N-(r-1) εN−(r−1)...εN−2, εN−1 εN

Tabla 2-1.: Esquema de una ventana deslizante de tamaño r y paso 1, para los datos de
una serie temporal de N datos.

Una vez entrenada la red neuronal, puede ser aplicada tanto para reproducir el compor-
tamiento de la serie temporal, como para pronosticar su evolución a partir de nuevos datos
de entrada. El pronóstico se hace empleando el método de la ventana deslizante, salvo que
una vez se ha calculado el valor de salida de la red a partir del primer vector, la ventana
deslizante se desplaza y el nuevo vector de entrada pierde el valor inicial, al tiempo que se
añade el valor pronosticado recientemente. Este proceso se prolonga hasta que se alcanza el
valor final que se debe pronosticar.



3. Metodoloǵıa h́ıbrida aplicada al
método de Encke

En este caṕıtulo se presenta la metodoloǵıa h́ıbrida, la cual, permite mejorar la precisión
de cualquier tipo de propagador sin incrementar significativamente su carga computacional.
La primera sección introduce el concepto de propagador h́ıbrido a partir de un propagador
orbital clásico. En la segunda sección, se describe una metodoloǵıa para el desarrollo de
un propagador h́ıbrido que consta de tres etapas. Finalmente, la tercera sección presenta
el análisis preliminar destinado a la construcción de un propagador h́ıbrido de tipo Encke
basado en el propagador SGP4, especialmente adaptado para la región MEO.

3.1. Propagador h́ıbrido

El objetivo de un propagador h́ıbrido, como el de cualquier otro tipo de propagador, es
estimar, de la forma más precisa posible, la posición y la velocidad de un objeto en órbita
alrededor de la Tierra o cualquier otro cuerpo celeste xt = (xt, yt, zt, ẋt, ẏt, żt) en un tiempo
final dado tf , x̂tf , a partir de la posición y la velocidad en un tiempo inicial t0, xt0 .
Inicialmente, se calcula la posición y la velocidad aproximada del objeto, xP

tf
, utilizando

un propagador numérico, anaĺıtico o semi-anaĺıtico P :

xP
tf
= P(tf ,xt0). (3-1)

El propagador P queda perfectamente determinado por el método de integración y por las
perturbaciones que incluye.
A continuación, se utiliza una técnica de predicción que permita modelar las perturbaciones

no incluidas en P , mejorar la precisión del método de integración del propagador o, incluso,
modelar las incertidumbres intŕınsecas del problema. Para ello, es necesario disponer de
un conjunto de observaciones precisas, o en su defecto, de pseudo-observaciones generadas
por un propagador orbital de alta precisión, xO

ti
, para un conjunto discreto de T momentos

secuenciales, {t0, ..., tT : tT < tf} denominado intervalo de control. Esto es, mediante xO
ti
se

representa la dinámica real del objeto, mientras que xP
ti
la calculada por medio del propagador

durante el intervalo de control. A partir de estos dos conjuntos de valores, el error del
propagador (es decir, la diferencia entre el comportamiento real del objeto y el proporcionado
por P) puede determinarse para cualquier instante ti del intervalo de control como:

εti = xO
ti
− xP

ti
, (3-2)

donde el conjunto de seis series temporales, εti , contiene los efectos que le faltan a P para
ajustarse a la dinámica real del objeto. Como el objetivo de esta metodoloǵıa es pronosticar



40 3 Metodoloǵıa h́ıbrida aplicada al método de Encke

dichos efectos fuera del intervalo de control, se utilizarán técnicas estad́ısticas de predicción
o métodos de IA para construir modelos predictivos para las series temporales εti . Por lo
tanto, se puede determinar una estimación del error en el instante tf (ε̂tf ) y, finalmente,
calcular el valor de x̂tf como:

x̂tf = xP
tf
+ ε̂tf . (3-3)

En resumen, la metodoloǵıa h́ıbrida permite combinar un propagador clásico junto con un
modelo predictivo que incrementa su precisión sin aumentar significativamente su tiempo de
cálculo. Esta técnica no invasiva no requiere modificar el código del propagador. Su impacto
en el tiempo de computación depende del número de series temporales εti modeladas, del
conjunto de variables utilizadas y de los métodos predictivos seleccionados.
Es importante destacar que los propagadores numéricos, anaĺıticos o semianaĺıticos úni-

camente necesitan información sobre la posición y velocidad en un instante inicial t0; sin
embargo, el propagador h́ıbrido (HP) requiere dos elementos adicionales. En primer lugar,
precisa de una secuencia de posiciones y velocidades para entrenar el modelo predictivo. En
segundo lugar, necesita una secuencia de datos que permita al modelo predictivo realizar
estimaciones desde el instante inicial t0 en adelante.

3.2. Metodoloǵıa

Predecir la trayectoria de un satélite artificial es un problema intŕınsecamente complejo
debido a las perturbaciones que pueden afectar a su órbita alrededor de la Tierra. Algunas
de ellas pueden ser modeladas matemáticamente con precisión, mientras que otras contienen
incertidumbres que son dif́ıciles de abordar, como se explicó en la sección 1.2. Los efectos
que producen las perturbaciones sobre el satélite vaŕıan según su altitud respecto al planeta
(figura 1-3). Los propagadores orbitales aprovechan, principalmente, esta caracteŕıstica para
incorporar distintos efectos en el modelo de perturbaciones que se evalúa, lo que les permite
ser más eficientes desde el punto de vista computacional.
La metodoloǵıa presentada en este apartado para desarrollar un propagador h́ıbrido puede

aplicarse a todo tipo de propagadores, ya sean numéricos, anaĺıticos o semi-anaĺıticos. Esta
versatilidad se debe a su naturaleza no invasiva, la cual no requiere modificar el código
original del propagador.
La metodoloǵıa que posibilita la hibridación consta de tres fases fundamentales:

1. Análisis preliminar.

2. Selección de la técnica de predicción.

3. Construcción del propagador h́ıbrido.

Además de la elección del propagador orbital P , la selección del tipo de órbita o la re-
gión del espacio R donde se encuentra el satélite resulta fundamental. Como se mencionó
anteriormente, la parte h́ıbrida tiene la tarea de modelar, entre otras cosas, los efectos de
las perturbaciones que no son consideradas en el propagador orbital. La altitud del satélite
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respecto a la Tierra tiene un papel esencial en la caracterización de las series temporales que
se pretende estimar, ya que esta caracteŕıstica influye sobre los efectos que le producen las
perturbaciones.

El objetivo principal de esta primera etapa es determinar el número óptimo de series
temporales a modelar en la parte h́ıbrida. Manteniendo la premisa de controlar la eficiencia
computacional del propagador original, se busca desarrollar propagadores h́ıbridos de forma
parsimoniosa. En otras palabras, el propósito es seleccionar el menor número de series tem-
porales que minimice el máximo del error entre la posición real del objeto y la estimada. En
la segunda etapa se seleccionan las técnicas de predicción estad́ısticas o de IA en función
de las caracteŕısticas de las series temporales a estimar. Por último, en la tercera etapa se
ensambla el módulo predictivo con el propagador orbital de partida.

De esta manera, la metodoloǵıa h́ıbrida convierte el problema dinámico en un problema
de predicción de series temporales. Por consiguiente, resulta fundamental elegir una métrica
adecuada para evaluar la precisión de las estimaciones proporcionadas por los métodos de
predicción. Además, hay que tener en cuenta que en las dos primeras etapas, se dispone
de los datos que generaron todas las series temporales, es decir, las efemérides precisas y
las proporcionadas por P . Esto no solo permite determinar el error de la estimación en
las series temporales, sino también evaluar directamente cómo la estimación de estas series
afecta al error en la posición del objeto. Las métricas comúnmente utilizadas en el ámbito de
la propagación orbital incluyen el error en distancia, que representa la distancia euclidiana
entre la posición real y la predicha por P , aśı como los errores along-track, cross-track y
radial [142, 143, 144]. A continuación, se describen las tres etapas junto con las técnicas y
métodos empleados en cada una de ellas.

3.3. Análisis preliminar

En este apartado se analiza el comportamiento del propagador P en la región R en función
de su precisión. Para ello, se realizará un análisis del error seleccionado entre P y un conjunto
de observaciones precisas O o, en su defecto, pseudo-observaciones generadas por un propa-
gador orbital de alta precisión en la región R, para m objetos distintos en diferentes épocas,
manteniendo un horizonte de propagación fijo. A partir de las seis series temporales εt, las
cuales contienen los errores entre el propagador y las observaciones precisas, se realizará un
Análisis Exploratorio de Datos (EDA). El propósito de este análisis es identificar las series
temporales que se incluirán en la parte h́ıbrida. Para ello, se analizará la influencia de cada
una de las variables y de todas sus posibles combinaciones en la precisión de P .

En primer lugar, se selecciona el conjunto de variables para representar εt y llevar a cabo el
análisis. Es importante destacar que cada conjunto de variables describe el comportamien-
to del objeto de diferente manera. Entre los conjuntos que se pueden utilizar se incluyen
las coordenadas cartesianas, los elementos orbitales (o su versión canónica las variables de
Delaunay), las variables equinociales o las polares-nodales, entre otras. Las variables de De-
launay, las polares-nodales y los elementos equinociales se definen en función de los elementos
orbitales (ver apartado 1.1.3) mediante las siguientes expresiones:
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Variables de Delaunay:

(l = M, g = ω, h = Ω, L =
√
μa,G = L

√
1− e2, H = G cos i).

Variables polares-nodales:(
r =

a (1− e2)

1 + e cos f
, θ = ω + f, ν = Ω, R =

eG sin f

a (1− e2)
,Θ = G,N = H

)
,

donde f representa a la anomaĺıa verdadera. θ es el argumento de la latitud que re-
laciona el argumento del perigeo y la anomaĺıa media f . ν representa el argumento
del nodo. G relaciona el semieje mayor a y la excentricidad e (es decir la forma de la
órbita) y se conoce como el módulo del momento angular del satélite. Por otro lado, la
variable H depende de a, e e i y define la orientación del plano orbital representando
la proyección del vector momento angular del orbitador sobre el eje Z.

Elementos equinociales:

(
a, h = e sin ζ, k = e cos ζ, p =

[
tan

(
i

2

)]I
sinΩ, q =

[
tan

(
i

2

)]I
cosΩ, λ = M + ζ

)
,

donde ζ = ω + IΩ. La cantidad I se denomina factor retrógrado y puede tomar dos
posibles valores:

I =

{
+1 para los elementos equinociales directos,
−1 para los elementos equinociales retrógrados.

Los elementos orbitales son el punto de partida, ya que proporcionan una descripción
geométrica de las diferencias entre O y P . A continuación, se extiende este análisis a otros
conjuntos de variables para obtener modelos parsimoniosos, es decir, modelos simples con
menos suposiciones y variables, pero con una alta capacidad explicativa.
Para cada uno de los m objetos, las efemérides correspondientes de O y P , normalmente

proporcionadas en coordenadas cartesianas, se transforman a elementos orbitales. El análisis
se inicia evaluando cada variable por separado. Por ejemplo, para evaluar el impacto de
corregir el error del semieje mayor de P , aP + εa en el error seleccionado, se reemplaza
la columna correspondiente en el fichero de P por la mejor estimación posible del semieje
mayor, la cual es la proporcionada por O, aO. Los demás elementos orbitales no se modifican:
(aO, eP , iP , ΩP , ωP , MP). Posteriormente, una vez realizado este cambio, se calcula el
máximo del error seleccionado respecto a O a lo largo de todo el periodo de propagación.
Finalmente, se realiza el mismo proceso para estudiar el error basado en las 26 = 64 posibles
combinaciones de variables, incluyendo el caso en que ninguna variable es reemplazada y el
que son reemplazadas las seis variables. En este último caso la reducción del error es máxima,
lo que conduce a errores nulos.
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Análisis Exploratorio de Datos

Una vez determinado el máximo del error seleccionado para cada una de las 64 combina-
ciones de elementos orbitales en cada uno de los m objetos, se procederá a clasificar estas
combinaciones según su capacidad para reducir el error. Para ello, se llevará a cabo:

Un Análisis de Componentes Principales, PCA por sus siglas en inglés. El PCA es
una técnica estad́ıstica empleada para simplificar la complejidad en conjuntos de datos
de alta dimensionalidad, preservando al mismo tiempo información esencial [145]. El
objetivo principal del PCA consiste en transformar un conjunto de variables originales
en un nuevo conjunto de variables no correlacionadas, conocidas como Componentes
Principales (CP en adelante). Estas CP son combinaciones lineales de las variables
originales y se ordenan de manera que la primera retiene la mayor variabilidad en los
datos, seguida por la segunda, y aśı sucesivamente.

Un estudio gráfico de errores utilizando diagramas de caja y bigotes, boxplot en inglés,
(figura 3-1). Este tipo de gráfico representa visualmente un conjunto de datos mediante
una caja que abarca la mediana, donde los bordes inferior y superior de la caja delimitan
el primer y el tercer cuartil (Q1 y Q3, respectivamente). Los bigotes, que se extienden
desde cada borde de la caja, representan los ĺımites del rango de valores t́ıpicos. Los
datos fuera de este rango se consideran valores at́ıpicos y se representan de forma
individual, habitualmente, con puntos circulares. Los ĺımites superior e inferior de
este rango se determinan mediante Q3 + 1.5×(Q3 − Q1) y Q1 - 1.5×(Q3 − Q1),
respectivamente.

Figura 3-1.: Gráfico de caja y bigotes, nótese que el rango intercuart́ılico es IQR=Q3−Q1.

Este estudio se realiza utilizando diferentes conjuntos de variables con el fin de identificar
las series temporales que se incluirán en la parte h́ıbrida.

Comportamiento de las series temporales

El objetivo de este estudio es realizar un análisis en profundidad del comportamiento de las
series temporales que tienen un mayor impacto sobre el error. Este análisis es fundamental
para seleccionar las técnicas de estimación más adecuadas.
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En la figura 3-2 se presenta un ejemplo del comportamiento de las series temporales del
error para uno de los satélite de la constelación Galileo. Estas series fueron calculadas utili-
zando SGP4 y el propagador numérico AIDA durante un peŕıodo de 60 d́ıas. Las gráficas de
secuencias muestran las variaciones tanto en las componentes seculares como en las periódi-
cas de largo y corto peŕıodo que afectan a los elementos orbitales. Como se puede suponer,
el comportamiento de los errores dependerá del propagador utilizado, de las observaciones
precisas o, en su defecto, de las pseudo-observaciones generadas por un propagador numéri-
co, de la región espećıfica del espacio a la que pertenezca el estado inicial y del tiempo de
propagación.

(a) εa. (b) εe. (c) εi.

(d) εω. (e) εΩ. (f) εM .

Figura 3-2.: Series temporales del error entre SGP4 y un propagador numérico para un
satélite de la constelación Galileo.

Para identificar patrones periódicos o ćıclicos en las series temporales del error se pueden
emplear herramientas como la función de autocorrelación [146], la función de autocorrelación
parcial [147] o el periodograma. Por otro lado, para analizar la tendencia se dispone del
método estad́ıstico no paramétrico de Mann-Kendall [148].

3.3.1. Selección de la técnica de predicción

Una vez que se identifican y caracterizan las series del error, la cantidad y la complejidad
de los datos disponibles, y el propósito que se persigue con el propagador h́ıbrido; se elige el
método predictivo, ya sea estad́ıstico o basado en técnicas de IA.
Los modelos estad́ısticos se basan en el supuesto de que los valores pasados pueden utili-

zarse para predecir valores futuros. Estos modelos son relativamente sencillos de entender y
aplicar, especialmente en series temporales donde los datos no presentan relaciones comple-
jas. Algunos de los modelos clásicos más comunes incluyen el modelo auto-regresivo integrado
de promedio móvil (en inglés Autoregressive Integrated Moving Average, ARIMA) [149] el
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modelo de suavizado exponencial [150] y el modelo vector autorregresivo (en inglés Vec-
tor Auto-Regression, VAR) para el análisis de series temporales multivariadas [151]. Estos
modelos tienen la desventaja de ser sensibles a la presencia de valores at́ıpicos y a la no es-
tacionariedad; y, en ocasiones, pueden no ser capaces de captar las tendencias a largo plazo
de los datos.

A diferencia de los modelos estad́ısticos, los modelos basados en IA son capaces de identifi-
car y reproducir patrones complejos, relaciones no lineales y dependencias a largo plazo en los
datos de las series temporales. Entre las técnicas basadas en IA destacan las redes neuronales
profundas (conocidas en inglés como Deep Neural Networks, DNN), las redes Transformer
[152], las redes Convolucionales (en inglés Convolutional Neural Networks, CNN) [93], y las
redes neuronales recurrentes (en inglés Recurrent Neural Network, RNN) [92], junto a sus
variaciones como las redes formadas por unidades GRU (en inglés Gated Recurrent Unit,
GRU) [153] y las redes de neuronales memoria de corto-largo plazo (en inglés Long Short-
Term Memory, LSTM) [154].

La figura 3-3 proporciona una visión general de la secuencia de operaciones que conduce
a la creación del modelo predictivo, utilizando tanto técnicas estad́ısticas como de IA. En
este diagrama, el color rojo representa los procesos relacionados con el modelado de las series
temporales, mientras que el proceso de predicción se indica en verde. Además, se describen
en azul otros procesos, que van desde el preprocesamiento de los datos hasta la generación
de gráficos para monitorear los procesos intermedios y presentar resultados.

3.3.2. Propagador h́ıbrido

El Algoritmo 1 muestra el pseudocódigo de un propagador h́ıbrido basado en el propagador
P , que modeliza las series temporales εtf para el estado del objeto xt0 . Los datos de entrada
son las condiciones iniciales xt0 en el instante inicial t0 y el instante final tf para el propagador
orbital P , mientras que la parte h́ıbrida requiere los coeficientes del módulo predictivo CM,
los n elementos que inicializan el módulo predictivo por cada serie temporal del error que se
desee estimar (st−n+1, . . . , st−1, st0) y el instante final tf . A partir de estos datos iniciales se
calcula xP

tf
utilizando P y ε̂tf con el módulo predictivo F . En caso de requerirse un ajuste

en tf , este módulo debe incluir un sistema de interpolación. Ambos cálculos pueden ser
realizados de forma independiente y, por tanto, paralelizable. Finalmente, la estimación del
error se añade al estado calculado utilizando el propagador.

Algoritmo 1: Propagador h́ıbrido basado en P
Datos: xt0 , stt0 , CM, tf

Resultado: x̂tf

xP
tf
= P(tf ,xt0);

ε̂tf = F(CM, tf , stt0);

x̂tf = xP
tf
+ ε̂tf ;
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Figura 3-3.: Diagrama de flujo que muestra la secuencia de operaciones de modelización y
predicción utilizando técnicas estad́ısticas y de IA.

Es importante destacar que, para cada condición inicial xt0 , es necesario calcular el con-
junto correspondiente de coeficientes CM para el módulo predictivo.

Si la técnica de predicción tiene la capacidad de modelar más de un patrón, se observa
que el conjunto de coeficientes CM se comparte entre un grupo de condiciones iniciales. Esto
conduce a la creación del Algoritmo 2, que representa una versión h́ıbrida del método de
Encke basada en el propagador P . En este escenario el módulo predictivo desempeña el
papel de modelar las diferencias entre P y las observaciones precisas; de manera análoga a
la integración de las diferencias entre el intermediario y el modelo preciso de perturbaciones,
como se observa en la ecuación (1-34) del método de Encke.

Por último, se van a introducir dos ı́ndices que permiten evaluar el desempeño de los propa-
gadores h́ıbridos. El primero mide la mejora del propagador h́ıbrido respecto del propagador
hibridado P . El segundo mide la capacidad de mejora del propagador h́ıbrido respecto a
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Algoritmo 2: Propagador Encke-h́ıbrido basado en P válido en R
Datos: xt0 , stt0 , tf

Resultado: x̂tf

xP
tf
= P(tf ,xt0);

ε̂tf = F(tf , stt0);

x̂tf = xP
tf
+ ε̂tf ;

un propagador h́ıbrido ideal u óptimo, HPOpt, que representa al propagador h́ıbrido que
minimiza el error seleccionado.

1. El ı́ndice de mejora respecto a P
Sea error(P) �= 0, se define el ı́ndice de mejora respecto a P , ImP , como el cociente
entre el error cometido por un propagador h́ıbrido (HP) respecto del error cometido
por el propagador hibridado (P).

ImP =
error(HP)

error(P)
, (3-4)

donde error() es una medida que permita evaluar la precisión de un propagador orbital.
El ı́ndice de mejora puede tomar valores entre 0 < ImP < ∞.

2. El ı́ndice de mejora respecto a HPOpt

Sea error(HP) �= 0, se define el ı́ndice de mejora respecto a HPOpt, ImHPOpt
, como el

cociente entre el error cometido por el propagador hibrido ideal (HPOpt) respecto del
error cometido por un propagador h́ıbrido (HP).

ImHPOpt
=

error(HPOpt)

error(HP)
, (3-5)

donde error() es una medida que permita evaluar la precisión de un propagador orbital.
El ı́ndice de mejora puede tomar valores entre 0 < ImHPOpt

≤ 1.

3.4. Análisis preliminar aplicado a SGP4

En esta sección se analiza el comportamiento del propagador SGP4 en la región MEO
en función de su precisión, con el objetivo de generar un propagador orbital de tipo Encke,
HEnckeSGP4, que utilice a SGP4 como intermediario. Para realizar este análisis, se evaluará
el error en distancia entre SGP4 y las pseudo-observaciones generadas por el propagador
numérico de alta precisión AIDA, descrito en la sección 1.3.1, utilizando un conjunto de
TLE de la constelación Galileo. El propósito es identificar y caracterizar las variables cuyos
errores serán estimados en la parte h́ıbrida del propagador de tipo Encke.
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3.4.1. Datos de estudio

En este trabajo se utilizarán dos conjuntos de TLE, obtenidos de Space-Track.org1, que
representan las condiciones iniciales de dos satélites pertenecientes a la constelación Galileo,
el sistema de posicionamiento global europeo que se encuentra en la región MEO. Concre-
tamente, son 313 TLE del satélite GSAT0203 y 1688 TLE del satélite GALILEO–FM3. La
constelación Galileo se encuentra en la región MEO. Sus identificadores NORAD son 40545
y 38857, respectivamente. El primero fue lanzado el 27 de marzo de 2015; mientras que el
segundo, uno de los cuatro satélites iniciales de la constelación, fue lanzado el 12 de octubre
de 2012. Se utilizarán los TLE del satélite GSAT0203 para determinar las mejores arqui-
tecturas que se implementarán en la parte h́ıbrida del propagador de tipo Encke, mientras
que los TLE correspondientes a GALILEO–FM3 serán empleados para validar los modelos
entrenados.

En la figura 3-4 se presenta las relaciones entre los pares de elementos orbitales (a, e),
(a, i) y (e, ω) de los TLE del satélite GSAT0203. Estos TLE abarcan el peŕıodo desde el 19
de abril de 2015 hasta el 28 de diciembre de 2016.

(a) a vs e (b) a vs i (c) e vs ω

Figura 3-4.: Distribución de los TLE del satélite GSAT0203. Las ventanas dentro de los
gráficos representan el mismo diagrama de dispersión, pero en rangos más
amplios de las mismas variables. De este modo, la ventana grande muestra la
región más densa.

En la figura 3-4a, se observa que los valores de a se encuentran entre 29598.8 y 29954.7
km, pero el 90.76% de los casos están en el rango de 29600.02 a 29600.22 km. Los valores de
e vaŕıan entre 0.00004 y 0.002, con una concentración del 90.45%, en el intervalo de 0.00004
a 0.00045. En cuanto a los valores de i, estos están entre 55◦ y 55.6◦, como se muestra en la
figura 3-4b. Los valores de ω se encuentran en el rango de 1.1519◦ a 358.291◦, con una mayor
concentración, alrededor del 98.73%, en el intervalo de 120◦ a 260◦ como se observa en la
figura 3-4c. Finalmente, el argumento del nodo vaŕıa entre 76.8346◦ y 94.9086◦, mientras
que la anomaĺıa media vaŕıa entre 1.685◦ y 358.952◦.
En la figura 3-5, se describe las relaciones entre los pares de elementos orbitales (a, e),

(a, i) y (e, ω) de los TLE para el caso del satélite GALILEO–FM3. Estos TLE comprenden
el peŕıodo desde el 12 de octubre de 2012 hasta el 13 de marzo de 2021.

1https://www.space-track.org.
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(a) a vs e. (b) a vs i (c) e vs ω

Figura 3-5.: Distribución de los TLE del satélite GALILEO-FM3.

En este conjunto de TLE, los valores de a se encuentran en el rango de 18103.8 a 29640.0
km, pero el 94.43% se encuentra entre 29600.30 y 29600.38 km. Las excentricidades están
en el intervalo de 0.00003 a 0.637, con un 99.76% de los casos en el rango de 0.00003 a
0.00006. En cuanto a los valores de i, estos se sitúan entre 54.9◦ y 65.8◦, con un 89.63%
entre 54.8◦ y 55.2◦. Los valores de ω están en el rango de 57.1◦ a 274.6◦, mostrando su mayor
concentración del 94.96% en el intervalo entre 180◦ y 280◦.

3.4.2. Análisis exploratorio de datos

En este apartado se analiza el impacto que puede tener la corrección del error de cada una
de las variables, o de sus combinaciones sobre la precisión del propagador SGP4, a partir de
pseudo-observaciones generadas por el propagador numérico de alta precisión AIDA.

Cada uno de los 313 TLE del satélite GSAT0203 se propaga con SGP4 durante un periodo
de 30 d́ıas, generando una salida a intervalos de un segundo. Las efemérides obtenidas son
coordenadas cartesianas referidas al sistema de referencia TEME (acrónimo en inglés de True
Equator Mean Equinox frame). Posteriormente, estas coordenadas se transforman al sistema
de referencia J2000 y se almacenan en un fichero de texto. Por otro lado, se toman las coor-
denadas cartesianas de SGP4 en el instante inicial referidas a J2000 y se propagan con AIDA
durante 30 d́ıas, generando también una salida a intervalos de un segundo. AIDA produce
directamente coordenadas cartesianas referidas al sistema J2000, las cuales se almacenan
en un fichero de texto. El proceso de propagación concluye con el cálculo de los elementos
orbitales y de las variables de Hill a partir de los archivos de coordenadas cartesianas. Es
importante destacar que los errores en distancia entre AIDA y SGP4 vaŕıan en un rango
desde aproximadamente 1.31 km (mı́nimo) hasta 52.01 km (máximo), con una mediana de
10.73 km.

A continuación, se presenta parte de este análisis exploratorio de datos utilizando los
elementos orbitales y las variables polares-nodales. Para más información ver [155, 156].

En el caso de los elementos orbitales hay una mejora en el error en distancia del propagador
SGP4 con respecto a AIDA en solo 16 de las 64 posibles combinaciones para todos los TLE.
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Estas combinaciones son:

{(a, e, i,Ω, ω,M), (a, e, i, ω,M), (a, e,Ω, ω,M), (a, i,Ω, ω,M), (e, i,Ω, ω,M),

(a, e, ω,M), (a, i, ω,M), (a,Ω, ω,M), (e, i, ω,M), (e,Ω, ω,M), (i,Ω, ω,M),

(e, ω,M), (a, ω,M), (i, ω,M), (Ω, ω,M), (ω,M)},
como se puede observar, todas las combinaciones incluyen los argumentos del perigeo y del
nodo, siendo por tanto, las variables que más influencia tienen en la disminución del error
en distancia.
En la figura 3-6 se muestran los gráficos de caja y bigotes que incluyen las combinaciones

de elementos orbitales con los menores errores en distancia entre AIDA y SGP4 que contienen
menos de cinco variables. En el caso de la combinación (ω,M), los errores en distancia vaŕıan
desde aproximadamente 1.2 km (mı́nimo) hasta 3.6 km (máximo), con una mediana de 2.1
km. Es importante destacar que estos valores marcan la máxima reducción del error que
podŕıa lograr un propagador h́ıbrido que estimara solo estas dos variables.

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

{ , M}{ , , M}{i, , M}{e, , M}{a, , M}{i, , , M}{e, , , M}{e, i, , M}{a, , , M}{a, i, , M}{a, e, , M}

Figura 3-6.: Errores en distancia (km) correspondientes a las mejores combinaciones en
elementos orbitales durante un periodo de 30 d́ıas.

Sin embargo, en el caso de las variables polares-nodales el número de combinaciones que
reducen el error en distancia asciende a 32. Estas combinaciones son:

{(r, θ, ν, R,Θ, N), (θ, ν, R,Θ, N), (r, θ, R,Θ, N), (r, θ, ν,Θ, N), (r, θ, ν, R,N),

(r, θ, ν, R,Θ), (θ, R,Θ, N), (θ, ν,Θ, N), (θ, ν, R,N), (θ, ν, R,Θ), (r, θ,Θ, N),

(r, θ, R,N), (r, θ, R,Θ), (r, θ, ν,N), (r, θ, ν,Θ), (r, θ, ν, R), (θ,Θ, N), (θ, R,N),

(θ, R,Θ), (θ, ν,N), (θ, ν,Θ), (θ, ν, R), (r, θ,N), (r, θ,Θ), (r, θ, R), (r, θ, ν),

(θ,N), (θ,Θ), (θ, R), (θ, ν), (r, θ), (θ)}.
En este caso, todas las combinaciones incluyen el argumento de la latitud θ. Es importante
recordar que θ = ω + f y que la anomaĺıa verdadera f está relacionada con M a través de
la ecuación de Kepler.
En la figura 3-7, se muestran los gráficos de caja y bigotes con las combinaciones de tres

o menos variables polar-nodales que reducen el error en distancia entre AIDA y SGP4. En el
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caso de la corrección única en el argumento de la latitud (θ), los errores en distancia vaŕıan
desde aproximadamente 1 km (mı́nimo) hasta 2.4 km (máximo), con una mediana de 1.5
km. Estos resultados son ligeramente mejores que los obtenidos por la combinación (ω,M)
en elementos orbitales.

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

{ }{r, }{ , }{ , R}{ , }{ , N}{r, , }{r, , R}{r, , }{r, , N}{ , , R}{ , , }{ , , N}{ , R, }{ , R, N}{ , , N}

Figura 3-7.: Errores en distancia (km) correspondientes a las mejores combinaciones en
variables polares-nodales durante un periodo de 30 d́ıas.

Por tanto, estimando únicamente el argumento de la latitud se consigue una mejora notable
en comparación con SGP4. Esta mejora se extiende a todos los TLE del satélite GSAT0203,
reduciendo en todos los casos los errores en distancia entre AIDA y SGP4. Para este trabajo
se considerará un modelo h́ıbrido de tipo Encke basado en SGP4 que exclusivamente mode-
lizará la variable θ en la parte h́ıbrida. Es importante destacar que los resultados obtenidos
durante este estudio nos proporcionan la mejor estimación del error que se puede obtener
con cualquier modelo predictivo que solo incluya el error en el argumento de latitud.

3.4.3. Series del error en el argumento de latitud

En este apartado se examina el comportamiento de las 313 series temporales del error en
la variable argumento de la latitud, εθi = θAIDA

i − θSGP4
i , que corresponden a los TLE de

los satélites GSAT0203 y GALILEO–FM3 durante 30 d́ıas de propagación. Desde el punto
de vista geométrico, εθi > 0 indica que la posición de AIDA está adelantada con respecto a
la de SGP4, mientras que εθi < 0 indica que está retrasada; además, la magnitud refleja la
distancia entre ambas posiciones.
La gráfica de secuencias con las 313 series temporales εθi se muestra en la figura 3-8. En

primer lugar, se observa un comportamiento secular o tendencia, caracterizado principal-
mente por una progresión lineal, tanto positiva como negativa, en el nivel de estas series. En
segundo lugar, se identifica un patrón estacional o periódico en el que se observan oscilaciones
con aparente regularidad.
Para determinar la frecuencia de repetición de estas oscilaciones se emplea la función de

autocorrelación y el periodograma. Ambas técnicas ponen de manifiesto que estas oscilaciones
se repiten, aproximadamente, cada 14.28, 28.56, 42.84 horas, y aśı sucesivamente. Estos
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Figura 3-8.: Gráficas de secuencia de las 313 series temporales εθ.

valores coinciden, aproximadamente, con múltiplos del periodo kepleriano, ecuación (1-19),
de los TLE de GSAT0203, los cuales se encuentran en un rango de entre 14.07 y 14.33 horas.
Sin embargo, la tendencia es la caracteŕıstica que permite clasificar las series temporales

en tres grupos: los dos primeros muestran una tendencia que refleja un crecimiento o decreci-
miento a lo largo del tiempo, mientras que en el tercer grupo no se aprecia esta componente.
En este análisis se utilizó la técnica estad́ıstica no paramétrica de Mann-Kendall y la de
agrupamiento K-means. Primero, se estimó la pendiente de cada una de las series y se orde-
naron los valores de menor a mayor. A continuación, se empleó la técnica de agrupamiento
K-means con k = 3 para dividir las series en grupos. Como resultado, se obtuvieron 169, 118
y 26 series temporales con tendencias positivas, negativas y sin tendencias, respectivamente.
En el caso de las series temporales correspondientes al satélite GALILEO–FM3 se observa

un comportamiento similar al observado para las series de GSAT0203. En este caso, el grupo
mayoritario contiene 1444 series con tendencia positiva, seguido por el grupo de 226 series
con tendencia negativa y el grupo de 18 series sin tendencia.
Es importante destacar que se suprimirá de este trabajo una de las series temporales en

el caso de GSAT0203 y tres en el caso de GALILEO–FM3 debido a que sus TLE no se
encuentran exactamente en la región MEO. Posiblemente corresponden a épocas en las que
los satélites estaban realizando una maniobra o, simplemente, son valores at́ıpicos.
En resumen, este análisis demuestra que al reducir únicamente el error en el argumento

de la latitud εθ, es posible mejorar la precisión de SGP4. Esta premisa es la base sobre la
cual construimos un propagador h́ıbrido de tipo Encke basado en SGP4.



4. Propagador h́ıbrido de tipo Encke
basado en SGP4: HEnckeSGP4

Una vez identificadas las variables cuyos errores se pretenden estimar, se procederá a se-
leccionar las técnicas de IA más adecuadas. Esta elección se basará en el análisis de las
caracteŕısticas de las series temporales del error realizado en la primera etapa de la meto-
doloǵıa h́ıbrida. En este caṕıtulo se describirá el desarrollo de la segunda y tercera etapa
de esta metodoloǵıa, la cual es aplicada a la construcción de un propagador h́ıbrido de tipo
Encke basado en SGP4.

4.1. Introducción

En este trabajo se emplearán redes neuronales (RN) como técnica de predicción para mo-
delar el comportamiento de múltiples series temporales. El modelo de RN se desarrollará en
dos iteraciones. En la primera se definirá una arquitectura básica y se evaluarán dos estra-
tegias de entrenamiento para la RN. En la segunda iteración, se optimizará la arquitectura
de la RN.

Para cada una de las arquitecturas definidas en cada una de las iteraciones, se entrenarán
cinco modelos de RN empleando las series temporales εθ del satélite GSAT0203. Posterior-
mente, se validará el mejor modelo con datos del satélite GALILEO–FM3.

La predicción de εθ se realiza de manera iterativa, tal como se describe en [157]. Este
enfoque iterativo en la predicción se basa en el mismo principio que la ventana deslizante.
A medida que avanza la predicción la ventana de observaciones se desplaza incorporando
estimaciones pasadas y excluyendo valores observados. Este método presenta la ventaja de
ser más realista, permitiendo evaluar la capacidad del modelo para mantener la precisión
a lo largo del tiempo. Sin embargo, tiene la desventaja de que los errores se acumulan y
propagan a lo largo de la predicción.

La evaluación de la capacidad predictiva de los modelos se realizará comparando los
pronósticos generados por dichos modelos con los datos del conjunto de prueba para distintos
horizontes temporales. En lugar de utilizar las métricas convencionales de series temporales,
se simulará el comportamiento del propagador h́ıbrido HEnckeSGP4. Estos cálculos seguirán
los mismos pasos que los realizados en la primera etapa de esta metodoloǵıa. En dicha etapa,
a partir de los ficheros de efemérides generados por SGP4 y AIDA, se analizó la influencia
de cada variable o de sus combinaciones sobre el error en distancia. Esto implica que, para
cada serie, se añade la predicción del error del argumento de la latitud ε̂θ a θSGP4 y se calcula
el error en distancia respecto a AIDA. Es importante recordar que, en esta etapa, se verificó
que la mejor estimación del error se produce cuando el argumento de la latitud de SGP4 es
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reemplazado por el de AIDA. Este hecho permite establecer una cota teórica o valor óptimo
del error en distancia y un ı́ndice que facilita la evaluación de la mejora de la predicción ε̂θ

al comparar el error en distancia introducido por esta predicción respecto al valor óptimo.

Para la selección de las arquitecturas y la creación de los modelos de redes neuronales se
utilizará un entorno de trabajo cuyas principales funcionalidades se encuentran descritas en
la figura 3-3 y documentado en [155].

Este entorno fue inicialmente implementado en R [158], utilizando varios paquetes para la
predicción de series temporales estad́ısticas y haciendo uso de la libreŕıa H2O [159, 160] para
los métodos de IA. Posteriormente, se ha llevado a cabo una reimplementación y extensión
de las funcionalidades de este entorno en Python [161] como parte del trabajo realizado en
esta tesis. En esta aplicación, para la preparación de los datos, se hace uso de las libreŕıas
de propósito general statsmodels [162], numpy [163] y pandas [164], mientras que para la
generación de gráficos de las series se utiliza matplotlib, [165] y seaborn [166]. En cuanto a
las tareas de aprendizaje automático, se integraron dos libreŕıas espećıficas de ML: Keras
[167] y Tensorflow [168].

Una caracteŕıstica destacable de esta nueva implementación es la generación automática
de un programa en C++. Este programa evalúa de manera eficiente el modelo predictivo
utilizando la libreŕıa Eigen [169], además, se encarga de la parte h́ıbrida del propagador. En
el Anexo A se proporciona una descripción más detallada de esta implementación. Ambos
entornos son multiplataforma y además están instalados en el sistema de computación de
altas prestaciones Beronia de la Universidad de La Rioja. Este clúster de computación cuenta
con 25 nodos Hewlett-Packard ProLiant BL460c Gen 9 que representan un total de 764 CPU.

4.2. Primera iteración: arquitectura básica

En esta sección se describe la arquitectura básica de la RN diseñada para modelar si-
multáneamente el comportamiento de múltiples series temporales. Además, se evalúan dos
modos de organizar el conjunto de datos que se utilizarán para entrenar la RN: el modo
secuencial y el aleatorio. En el modo secuencial los datos se organizan de forma ordenada;
es decir, se tratan todos los datos de una serie antes de pasar a los datos de la siguiente serie
temporal. Por otro lado, en el modo aleatorio los datos de todas las series se mezclan de
forma aleatoria antes de ser suministrados a la RN. Para concluir, se procederá a entrenar
cinco modelos, todos con la misma arquitectura, utilizando el entorno de trabajo previamente
descrito para cada uno de estos modos de organización de datos.

4.2.1. Inicialización del entorno

Para ejecutar el entorno es necesario crear un fichero de configuración que contiene dos
tipos de parámetros: generales y espećıficos. Los parámetros generales abarcan aspectos
como el tamaño y la apariencia de las figuras, las épocas para determinar los errores y
los nombres de los archivos, entre otros. Por otro lado, entre los parámetros espećıficos
destacan la selección del conjunto de variables a utilizar, el número de valores pasados
para la predicción, la longitud de los conjuntos de datos, la resolución de los datos y los
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hiperparámetros para el método de predicción.
La determinación de los parámetros espećıficos de una RN es, frecuentemente, una tarea

compleja y computacionalmente costosa que en numerosas ocasiones, requiere el uso de la
técnica de prueba y error. En la mayoŕıa de los casos los valores de los hiperparámetros se
mantienen en sus configuraciones por defecto ya que, con estos valores, las arquitecturas más
básicas se ajustan adecuadamente.
En primer lugar, es importante seleccionar el tamaño de los conjuntos de entrenamiento,

validación y prueba. Los dos primeros conjuntos equivalen al intervalo de control de la
metodoloǵıa h́ıbrida. En [170, 155] se examinaron en profundidad la duración del intervalo
de control. Ambos estudios concluyeron que la unidad principal para determinar el tamaño
de los tres conjuntos es el periodo kepleriano del RSO, es decir, el tiempo que tarda el RSO en
completar una revolución. Este periodo marca el ĺımite entre los efectos estacionales de corto
y largo periodo. Como se puede observar en el apartado 1.2, el periodo kepleriano coincide,
aproximadamente, con el periodo de la componente estacional de las series temporales εθ.
Además, en [170] se confirmó que la elección de 10 revoluciones y 10 puntos equidistantes

por revolución, aproximadamente un punto cada 10 minutos, utilizando técnicas estad́ısticas
para un RSO en una órbita LEO resultó apropiada para el intervalo considerado. Este
resultado se validó en [155], en el cual se utilizaron también 10 revoluciones asignando 7 al
conjunto de entrenamiento y 3 al de validación, aplicando diversas técnicas de ML en un
RSO de la región MEO. El número de puntos por revolución considerados fue 84, equivalente
a uno cada 10 minutos. Asimismo, el tamaño del vector de entrada utilizando el método de
la ventana deslizante, introducido en la sección 2.7.1, fue de 169 puntos, correspondientes a
2 revoluciones del RSO y un punto extra.

4.2.2. Arquitectura inicial de RN

Una vez fijados los parámetros generales de configuración del entorno, se procede a se-
leccionar los parámetros espećıficos de la arquitectura de la RN. Este proceso se describe
brevemente en este apartado.
Los valores iniciales de los hiperparámetros se basan en los resultados obtenidos en [155,

156]. En ambos estudios las series temporales se clasificaron según su tendencia como posi-
tivas, negativas o sin definir. Se llevó a cabo una búsqueda sistemática de hiperparámetros
con el fin de obtener una arquitectura de red óptima para cada uno de los tipos de tendencia.
La tabla 4-1 muestra los hiperparámetros de las tres arquitecturas encontradas en [156].

Tendencia 1◦ capa 2◦ capa N◦ neuronas Tamaño de bloque Optimizador
oculta oculta

Positiva linear elu 256 64 adam

Negativa tanh tanh 256 128 adam

Sin definir relu tanh 256 64 adam

Tabla 4-1.: Hiperparámetros de las tres arquitecturas de RN.

En la primera columna se especifica la tendencia de la serie. Las siguientes dos columnas
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indican, en ese orden, la función de activación utilizada en la primera y la segunda capa
oculta. La cuarta columna indica el numero de neuronas de la primera capa oculta. De
acuerdo al criterio seguido en [156], el número de neuronas de la segunda capa oculta se
reduce a la mitad, por lo que en los tres casos es 128. El tamaño de bloque, o batch size por
su denominación en inglés, se refiere al número de ejemplos de entrenamiento que se utilizan
en una iteración o paso de entrenamiento. La última columna indica el optimizador, el cual
coincide en los tres casos.

Como resultado de este análisis, se decide que inicialmente la arquitectura contará con
256 neuronas en la primera capa oculta y se utilizará el optimizador Adam. No obstante,
aún falta por determinar la mejor combinación para el tamaño del bloque y las funciones de
activación. Los tamaños de bloque pueden ser 64, 128, 256 y 512, mientras que las funciones
de activación para cada una de las dos capas ocultas pueden ser linear, tanh, elu y relu.
La selección óptima de estos hiperparámetros requiere evaluar 64 arquitecturas, las cuales
deberán entrenarse simultáneamente con las 312 series temporales. Para reducir el coste
computacional de este proceso, se opta por seleccionar aleatoriamente 6 series con tendencia
positiva, 6 con tendencia negativa y 6 sin tendencia. Esto reduce el conjunto de entrenamiento
a 18 series a partir de las cuales se construyen los conjuntos de entrenamiento y validación.

El conjunto de entrenamiento recoge las 14 primeras revoluciones de las 18 series seleccio-
nadas con la misma tendencia, mientras que las 3 revoluciones siguientes forman el conjunto
de validación. Estos conjuntos de datos se descomponen en vectores o muestras mediante
el método de la ventana deslizante. En este caso, los vectores correspondientes a una serie
aparecen de manera consecutiva tanto en el conjunto de entrenamiento como en el de vali-
dación. En el caso del conjunto de entrenamiento se generan 71,772 vectores, cada uno de
dimensión 169; mientras que en el conjunto de validación se obtienen 15,456 vectores de la
misma dimensión. Cada una de las arquitecturas se entrenó con cinco modelos. El tiempo de
cómputo promedio de los modelos fue 2.45 horas. Se dedicaron las siguientes 14 revoluciones
para medir la capacidad de predicción de los modelos y su reflejo en la reducción del error en
distancia entre los datos de SGP4 y AIDA. En experimentos previos se entrenaron modelos
con una única serie. En estos casos se generaron 11,962 vectores de entrenamiento y 2,576
vectores de validación. El tiempo de cómputo para el entrenamiento de estos modelos fue de
aproximadamente 0.32 horas.

Por otro lado, se consideró que la tasa de aprendizaje (conocido por el acrónimo LR
del inglés learning rate) pod́ıa variar entre 10−4 y 10−6. Con un LR de 10−4, ninguno de
los modelos se ajustó a los datos de entrenamiento. En cambio, se observó una mejora
significativa al utilizar un LR de 10−5. Aunque con un valor de LR de 10−6 se logra una
mejora aproximada de 300 m en el error en distancia a los 12 d́ıas en comparación con el
LR de 10−5, se decide descartar este valor debido a que el tiempo de cómputo adicional no
justifica el aumento en precisión obtenido.

Los valores de los hiperparámetros de la mejor arquitectura se muestran en la tabla 4-2.
Es importante destacar que la paciencia controla cuánto tiempo se permite que el modelo no
mejore antes de detener el entrenamiento, mientras que el factor de cambio controla cómo
disminuye el LR. En este caso, se consideró reducir el LR multiplicándolo por 0.5 cada vez
que pasan 45 épocas sin conseguir una mejora en el ajuste del modelo.
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Hiperparámetros Valores

Número de capas ocultas 2
Nº neuronas en cada capa oculta 256, 128

Funciones de activación en las capas ocultas tanh, relu
Bloque de entrada 128

Optimizador adam
Nº épocas de entrenamiento 6000

Paciencia 100
LR 10−5

Paciencia LR 45
Factor de cambio del LR 0.5

Tabla 4-2.: Valores de los hiperparámetros de la arquitectura básica.

4.2.3. Modelo secuencial

En esta etapa se entrenan cinco modelos de RN con la arquitectura definida en la tabla
4-2. Los conjuntos de entrenamiento, validación y prueba se van a construir seleccionando
aleatoriamente 219 series de las 312 disponibles. Cada serie se divide en tres partes. Las
primeras 14 revoluciones se emplean en la fase de entrenamiento, las 3 siguientes en la de
validación y las restantes 21 en la de prueba. A continuación, los datos de entrenamiento
y validación de cada una de las 219 series se combinan en dos conjuntos separados. Estos
conjuntos de datos se descomponen en vectores o muestras mediante el método de la ventana
deslizante. Es importante destacar que los vectores correspondientes a una serie aparecen de
manera consecutiva en los conjuntos de entrenamiento y validación. En el caso del conjunto
de entrenamiento, se generan 3,811,401 vectores, cada uno de dimensión 169; mientras que
en el conjunto de validación se obtienen 820,999 vectores de la misma dimensión.

El primer paso consistió en clasificar las 219 series de entrenamiento como positivas, ne-
gativas o sin tendencia, según los valores de la pendiente mostrados en la tabla 4-3. La
tendencia de las series se calculó utilizando el método estad́ıstico no paramétrico de Mann-
Kendall durante los primeros 12 d́ıas de propagación. Según este método, el número de series
positivas, negativas o sin tendencia es 121, 80 y 18, respectivamente.

Tendencia Min. pendiente Max. pendiente
Negativa −1.64× 10−06 −1.02× 10−07

Positiva 1.11× 10−07 2.55× 10−06

Sin tendencia −9.11× 10−08 8.78× 10−08

Tabla 4-3.: Clasificación de las series temporales según el estimador de Mann-Kendall du-
rante un periodo de 12 d́ıas.

Las 93 series restantes se reservarán para probar la robustez de los modelos de RN. Aun-
que no ha sido posible que los modelos aprendan su comportamiento espećıfico, es razonable
esperar que sea similar al de las 219 series, dado que todas pertenecen al mismo satélite.
Además, para evaluar la capacidad de generalización de estos modelos se emplearán las 1,685
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series generadas a partir de los datos del satélite GALILEO–FM3. Aunque estas series tam-
bién muestran comportamientos similares a las anteriores, los patrones que las caracterizan
tampoco han sido aprendidos durante el proceso de entrenamiento de los modelos.

El tiempo de cómputo empleado por el clúster Beronia para entrenar los cinco modelos se
muestra en la tabla 4-4. Como se puede observar, el tiempo de los modelos 4 y 5 es signifi-
cativamente inferior al de los tres primeros. Esto se debe a la activación del hiperparámetro
paciencia. Según se describe en la sección 2.6.1, la paciencia es uno de los parámetros utili-
zados en el método de detención temprana (EarlyStopping) para monitorizar el rendimiento
del modelo y determinar cuándo detener el aprendizaje de manera anticipada. En este caso,
el entrenamiento de los modelos 4 y 5 se detuvo anticipadamente después de alcanzar las 100
épocas permitidas por este hiperparámetro sin mostrar una mejora. Es relevante mencionar
que esto ha ocurrido a pesar de que la parametrización de la paciencia LR y del factor
de cambio del LR, 45 y 0.5 respectivamente, conlleva que durante 100 épocas la tasa de
aprendizaje se reduce a la mitad al alcanzar las 45 épocas y de nuevo al alcanzar las 90.

Modelo Tiempo (d́ıas)

1 24.30

2 24.16

3 28.08

4 8.93

5 11.20

Tabla 4-4.: Tiempo de cómputo de los cinco modelos de RN.

Como se mencionó anteriormente, la capacidad predictiva no se evalúa mediante métricas
de series temporales. En su lugar, se simulan los errores en distancia entre AIDA y los
propagadores h́ıbridos de tipo Encke que incorporan los modelos de RN, aśı como con la
simulación del propagador óptimo. En esta simulación se reemplaza el argumento de la
latitud de SGP4 por el proporcionado por AIDA, lo que permite obtener la mejor estimación
del error que se puede alcanzar con un propagador h́ıbrido que solo modeliza esta variable. A
partir de ahora, se utilizará la notación Modi para denotar el error en distancia del modelo
i ∈ (1, . . . , 5), ModOpt se referirá al del propagador óptimo y SGP4 al que comete AIDA
respecto a SGP4.

A continuación se comparará la capacidad predictiva de los cinco modelos de RN. Para
ello, se analiza la precisión de las predicciones desde el inicio de los periodos de entrenamien-
to, validación y prueba de cada una de las 219 series temporales utilizadas para entrenar los
modelos. Los periodos de entrenamiento, validación y prueba se inician en las revoluciones
0, 12 y 14, respectivamente, que corresponden aproximadamente a los d́ıas 0, 8 y 10 de la
propagación. Inicialmente, se analizan las series que presentaron el mejor y el peor compor-
tamiento para uno de los modelos, seguido de un estudio global del comportamiento de las
219 series para los cinco modelos.
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Análisis de las series εθ158 y εθ212

En este apartado se muestra el comportamiento de las series εθ158 y εθ212, que fueron las
que obtuvieron la mejor y la peor predicción en la fase de entrenamiento del Mod2, respec-
tivamente.
En la figura 4-1 se compara el comportamiento de la serie temporal εθ158, generada a

partir del TLE 158, con las predicciones ε̂ θi
158 proporcionadas por los cinco modelos de RN.

Las dos primeras revoluciones, representadas en ĺınea discontinua al comienzo de los periodos
de entrenamiento, validación y prueba, marcan la inicialización del proceso de predicción,
mientras que las predicciones, representadas en las gráficas en ĺınea continua, son calculadas
utilizando la técnica de la ventana deslizante. En todos los casos, el horizonte de predicción
es de 12 d́ıas, el cual es equivalente a unas 21 revoluciones del satélite. La evolución de
la serie εθ158 se muestra en color azul, mientras que las predicciones proporcionadas por los
modelos Mod1 a Mod5 se representan en los colores marrón, rojo, verde, verde oliva y morado,
respectivamente.

Figura 4-1.: Gráficas de secuencias de las series temporales εθ158 y ε̂ θi
158, con i = 1, . . . , 5. El

comienzo de las predicciones coincide con el inicio de los periodos de entrena-
miento (izquierda), validación (centro) y prueba (derecha).

La gráfica de la izquierda en la figura 4-1 evalúa la capacidad de los modelos para repro-
ducir los patrones aprendidos durante la fase de entrenamiento. Como se puede observar,
al inicio de la predicción los cinco modelos logran reproducir el comportamiento de la serie
temporal. A medida que avanza el tiempo, se detecta un aumento de la amplitud y de la
frecuencia de los términos periódicos, aunque los modelos continúan capturando el compor-
tamiento lineal de la tendencia. Aproximadamente a partir del d́ıa 9, los modelos Mod4 y
Mod5 comienzan a mostrar un ligero deterioro en la predicción de la tendencia.
Las tres revoluciones utilizadas durante el proceso de validación de los modelos son parte

de los datos representados en la gráfica central de la figura 4-1. Aunque en las primeras
revoluciones las redes neuronales reproducen con bastante fidelidad el comportamiento de la
serie εθ158, a partir de aproximadamente el cuarto d́ıa los modelos Mod1, Mod4 y Mod5 expe-
rimentan un deterioro significativo en su comportamiento. Mientras tanto, las predicciones
de los modelos Mod2 y Mod3 se mantienen cerca de la serie real durante un poco más de
tiempo.
En el conjunto de prueba, donde el comportamiento de la serie no ha sido parte del proceso
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de entrenamiento, se evalúa la capacidad predictiva del modelo (gráfica de la derecha, figura
4-1). A corto periodo, los modelos son capaces de predecir el comportamiento de la serie; sin
embargo, los modelos Mod1, Mod4 y Mod5 divergen rápidamente. En cambio, los modelos
Mod2 y Mod3 aproximan bastante bien el comportamiento de la parte estacional y de la
tendencia durante aproximadamente 4 d́ıas más. Finalmente, solo Mod2 mantiene una buena
predicción durante un periodo un poco más prolongado.
Las tablas 4-5, 4-6 y 4-7 muestran los errores en distancia entre AIDA y SGP4, ModOpt

y los cinco modelos Modi para el TLE 158. En todos los casos, el horizonte de predicción
es de 12 d́ıas, comenzando al inicio de los periodos de entrenamiento, validación y prueba.
Los errores se presentan cada 2, 4, 6, 8, 10 y 12 d́ıas. En la primera fila se muestra el error
en distancia entre AIDA y SGP4. En la segunda fila aparece el error del mejor modelo
predictivo que se podŕıa obtener, ModOpt. Las cinco filas siguientes representan los errores
de los modelos Modi.
En la tabla 4-5 se pone de manifiesto que los errores de los cinco modelos son inferiores

a los cometidos por SGP4. Después de 12 d́ıas de propagación, la magnitud del error vaŕıa
desde los 0.94 km del ModOpt hasta los 5.76 km del Mod4. Es importante destacar que esta
tabla cuantifica la información descrita en la figura 4-1.

Modelo Error en distancia km – Tiempo en d́ıas
2 4 6 8 10 12

SGP4 4.26 6.25 7.92 11.16 13.90 17.49
ModOpt 0.49 0.55 0.55 0.55 0.55 0.94
Mod1 0.84 2.41 3.52 3.63 3.63 4.04
Mod2 0.92 1.61 2.83 3.82 3.95 3.95
Mod3 0.73 2.00 3.04 3.46 3.46 4.36
Mod4 0.74 1.91 2.58 2.84 2.92 5.76
Mod5 0.90 1.59 2.71 4.00 4.05 4.05

Tabla 4-5.: Errores en distancia (km) entre AIDA y SGP4, ModOpt y los cinco modelos de
RN para un horizonte de propagación de 12 d́ıas para el TLE 158. El comienzo
de las predicciones coincide con el inicio del periodo de entrenamiento.

En el caso de las predicciones que se inician en el conjunto de validación, los errores de los
cinco modelos siguen siendo inferiores a los cometidos por SGP4, como se muestra en la tabla
4-6. En esta fase, la magnitud del error experimenta un aumento en comparación con la fase
de entrenamiento, oscilando entre 1.54 km del ModOpt y 24.99 km del Mod4. Los modelos
Mod2 y Mod3 presentan los errores más bajos, con 13.74 km y 15.89 km, respectivamente,
aunque aún distan considerablemente del valor óptimo.
Finalmente, en el conjunto de prueba, el comportamiento de la serie temporal es desco-

nocido para los cinco modelos. Sin embargo, los errores en distancia para todos ellos siguen
estando por debajo de los cometidos por SGP4. Aunque, a los 12 d́ıas, la variación de los
errores con respecto a las predicciones del conjunto de validación solo se incrementan en 3
km, como se puede comprobar en la tabla 4-7.
En la figura 4-2 se compara el comportamiento de la serie temporal εθ212, generada a partir

del TLE 212, con las cinco predicciones ε̂ θi
212. La serie εθ212 es la que presenta una mayor



4.2 Primera iteración: arquitectura básica 61

Modelo Error en distancia km – Tiempo en d́ıas
10 12 14 16 18 20

SGP4 14.71 19.14 23.95 29.13 31.85 33.91
ModOpt 0.55 1.05 1.40 1.54 1.54 1.54
Mod1 1.46 4.32 7.47 11.50 15.80 24.31
Mod2 1.47 3.05 3.95 6.40 9.39 13.74
Mod3 1.13 2.92 4.80 7.88 10.77 15.89
Mod4 1.48 4.55 7.96 12.77 17.18 24.99
Mod5 1.41 4.48 8.05 13.28 17.31 22.78

Tabla 4-6.: Errores en distancia (km) entre AIDA y SGP4, ModOpt y los cinco modelos de
RN para un horizonte de propagación de 12 d́ıas para el TLE 158. El comienzo
de las predicciones coincide con el inicio del periodo de validación.

Modelo Error en distancia km – Tiempo en d́ıas
12 14 16 18 20 22

SGP4 18.15 23.95 28.36 31.72 33.91 35.94
ModOpt 0.68 1.39 1.54 1.54 1.54 1.54
Mod1 1.57 5.20 9.49 15.61 21.62 27.83
Mod2 0.85 3.21 6.03 9.20 13.64 17.03
Mod3 1.15 4.31 7.92 11.72 16.31 20.07
Mod4 1.67 6.00 10.98 16.88 22.81 28.04
Mod5 1.72 6.79 12.28 17.70 22.60 25.79

Tabla 4-7.: Errores en distancia (km) entre AIDA y SGP4, ModOpt y los cinco modelos de
RN para un horizonte de propagación de 12 d́ıas para el TLE 158. El comienzo
de las predicciones coincide con el inicio del periodo de prueba.

tendencia en la figura 3-8. Como se aprecia en la figura de la izquierda, los modelos apenas
pueden reproducir los patrones observados durante el entrenamiento de las redes neuronales,
mientras que, en las etapas de validación (figura central) y prueba (figura derecha), los valores
predichos por los modelos se alejan de la serie real desde los primeros instantes.

Figura 4-2.: Gráficas de secuencias de las series temporales εθ212 y ε̂ θi
212, con i = 1, . . . , 5. El

comienzo de las predicciones coincide con el inicio de los periodos de entrena-
miento (izquierda), validación (centro) y prueba (derecha).
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La influencia de las predicciones sobre el error en distancia se muestra en las tablas 4-8,
4-9 y 4-10. Al analizar el periodo de entrenamiento (tabla 4-8) se observa que, aunque
el comportamiento se aleja de la serie temporal a partir del cuarto d́ıa de propagación, esa
pequeña corrección es suficiente para mantener el error por debajo del de SGP4. Sin embargo,
en los periodos de validación y prueba (tablas 4-9 y 4-10, respectivamente), los errores de
todos los modelos superan el error cometido por SGP4 a partir del sexto d́ıa de propagación.

Modelo Error en distancia km – Tiempo en d́ıas
2 4 6 8 10 12

SGP4 16.34 29.03 39.81 52.01 65.38 76.17
ModOpt 1.03 1.04 1.08 1.34 1.59 1.91
Mod1 2.73 3.47 8.02 19.03 38.96 61.94
Mod2 1.18 3.55 11.96 25.31 45.24 60.02
Mod3 1.91 3.85 11.86 25.35 45.75 64.83
Mod4 2.22 4.00 12.53 26.61 47.22 68.87
Mod5 1.57 5.91 17.90 34.53 54.07 69.67

Tabla 4-8.: Errores en distancia (km) entre AIDA y SGP4, ModOpt y los cinco modelos de
RN para un horizonte de propagación de 12 d́ıas para el TLE 212. El comienzo
de las predicciones coincide con el inicio del periodo de entrenamiento.

Modelo Error en distancia km – Tiempo en d́ıas
10 12 14 16 18 20

SGP4 65.38 79.57 89.81 104.13 114.53 123.33
ModOpt 1.67 1.98 2.12 2.32 2.37 2.37
Mod1 18.51 56.66 94.81 139.37 172.29 181.55
Mod2 31.84 76.03 107.14 133.03 151.64 156.81
Mod3 27.34 73.90 110.82 145.94 162.12 163.05
Mod4 25.20 71.24 111.11 148.90 165.27 165.83
Mod5 41.60 95.36 127.22 137.19 137.19 137.19

Tabla 4-9.: Errores en distancia (km) entre AIDA y SGP4, ModOpt y los cinco modelos de
RN para un horizonte de propagación de 12 d́ıas para el TLE 212. El comienzo
de las predicciones coincide con el inicio del periodo de validación.

El resultado poco satisfactorio en el ajuste de los modelos a esta serie puede atribuirse a
su marcada tendencia. Como se observa en la figura 3-8, la serie 212 exhibe una pendiente
notablemente más pronunciada en comparación con el resto de series de entrenamiento, lo
que la distingue dentro del grupo. Al ser una serie at́ıpica, su comportamiento tiene poca
representatividad dentro de la muestra, lo que dificulta al algoritmo de aprendizaje modelarla
de manera precisa.
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Modelo Error en distancia km – Tiempo en d́ıas
12 14 16 18 20 22

SGP4 76.17 89.81 100.69 114.53 123.33 131.52
ModOpt 1.98 2.12 2.31 2.37 2.37 2.37
Mod1 28.61 77.28 124.63 174.42 188.62 188.62
Mod2 47.16 100.20 136.68 157.09 157.77 157.77
Mod3 41.46 97.88 141.12 167.15 167.30 167.30
Mod4 37.95 94.28 141.18 171.05 171.86 171.86
Mod5 58.79 121.96 144.00 144.44 144.44 144.44

Tabla 4-10.: Errores en distancia (km) entre AIDA y SGP4, ModOpt y los cinco modelos de
RN para un horizonte de propagación de 12 d́ıas para el TLE 212. El comienzo
de las predicciones coincide con el inicio del periodo de prueba.

Análisis de los modelos de RN. Conjunto de entrenamiento

En este apartado se evalúa la precisión de los modelos de RN con los datos utilizados
durante su entrenamiento. Si los modelos no pueden predecir las series temporales con las
que fueron entrenados, es probable que no proporcionen predicciones precisas cuando se
enfrenten a nuevos comportamientos.
Para ello, se calculará el máximo error en distancia entre AIDA y SGP4, ModOpt y los

cinco modelos de redes neuronales para diferentes horizontes de propagación (2, 4, 6, 8, 10
y 12 d́ıas) para cada una de las 219 series. La figura 4-3 muestra los diagramas de caja y
bigotes con el análisis de estos máximos. En la tabla 4-11 se presenta el número de valores
at́ıpicos. Estos datos no se incluyen en los diagramas para facilitar la visualización de los
resultados.

Figura 4-3.: Diagramas de caja y bigotes de los máximos de los errores en distancia (km)
entre AIDA y SGP4, ModOpt y los cinco modelos de RN con los datos de la
fase de entrenamiento.
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Modelo Número de valores at́ıpicos – Tiempo en d́ıas
2 4 6 8 10 12

SGP4 0 0 0 1 1 1
ModOpt 2 8 0 0 0 0
Mod1 4 3 5 7 22 20
Mod2 9 5 6 7 20 22
Mod3 5 3 1 17 22 22
Mod4 3 2 3 20 22 16
Mod5 2 3 6 20 20 13

Tabla 4-11.: Número de valores at́ıpicos de los diagramas de caja y bigotes de la figura 4-3
según el d́ıa de propagación.

Las diferencias entre los bigotes superior e inferior para SGP4 a los 2, 4, 6, 8, 10 y 12 d́ıas
de propagación son de unos 15.03, 27.08, 37.53, 44.46, 55.49 y 63.44 km, respectivamente.
Sin embargo, estas diferencias se reducen a aproximadamente 1.69, 4.21, 8.24, 12.85, 24.76
y 41.46 km, en el caso del máximo de los modelos Modi. Es importante destacar que estos
valores están significativamente alejados de los 0.91, 1.01, 1.30, 1.36, 1.49 y 1.51 km del
ModOpt. La diferencia con el modelo óptimo indica que hay comportamientos que no han
podido ser capturados por ninguno de los modelos de RN. Los máximos errores en distancia
cometidos por los modelos Modi son de 2.28, 5.32, 9.95, 15.05, 27.86 y 45.29 km para los d́ıas
2, 4, 6, 8, 10 y 12, respectivamente. En contraste, los máximos errores alcanzados por SGP4
para esos d́ıas son de 16.34, 29.03, 39.81, 46.74, 58.25 y 66.33 km, respectivamente. Por lo
tanto, los modelos Modi presentan una reducción del error de 14.06, 23.71, 29.86, 31.69, 30.3
y 21.04 km.
El Mod2 muestra el error más pequeño, con 1.96 km, y la menor dispersión después de 2

d́ıas de propagación. A los 4 d́ıas, el Mod3 tiene el error máximo de propagación de 4.54 km.
A los 6, 8 y 10 d́ıas, el Mod1 muestra errores de 7.32, 10.47 y 15.39 km, respectivamente. Sin
embargo, a los 12 d́ıas, el Mod2 muestra el menor error entre todos los modelos, con 28.0 km.
Además, al observar su caja se nota que la mediana del Mod2 se encuentra aproximadamente
en el centro, a diferencia del resto de los modelos Modi, que tienden a situarse a la izquierda.
Esto indica que Mod2 presenta una mayor simetŕıa en comparación con los demás modelos.
Por otro lado, en el segundo d́ıa de propagación, el Mod1 exhibe el valor máximo más alto y
la mayor dispersión, mientras que a partir del cuarto d́ıa, el Mod5 presenta el error máximo
más alto y la mayor dispersión.
Se identificaron 42 casos de series que presentaron valores at́ıpicos después de 10 d́ıas de

propagación (ver tabla 4-11). De estos, 22 fueron excluidos del análisis debido a que solo
son valores at́ıpicos para uno de los modelos. El interés se centró en caracterizar los 20 casos
restantes que son comunes a todos los modelos. En la tabla 4-12 se muestran los errores en
distancia de estas series, las cuales además fueron clasificadas como de tendencia positiva.
En la figura 4-4 se muestra el comportamiento de las 121 series con tendencia positiva

durante los primeros 20 d́ıas de propagación. Además, se incluye en color rojo el centroide
de estas series, el cual se calcula como la media aritmética de los puntos que ocupan el
mismo instante temporal en cada una de las series. Como se puede observar, las series
que presentaron valores at́ıpicos en los pronósticos, representadas en diferentes colores, se



4.2 Primera iteración: arquitectura básica 65

εθin Mod1 Mod2 Mod3 Mod4 Mod5

14 20.98 22.98 23.79 26.09 31.25
15 20.25 23.73 24.28 26.07 32.44
23 20.13 23.40 25.10 26.85 32.30
24 20.12 23.38 25.08 26.82 32.28
25 22.33 27.60 28.41 29.58 36.86
32 26.55 31.13 32.62 34.38 40.43
33 30.71 37.64 38.14 38.95 47.09
34 26.94 33.06 33.47 34.48 42.35
40 20.16 24.83 24.85 27.35 33.19
95 20.22 22.71 21.50 23.85 31.04
96 22.35 26.34 24.14 26.07 35.32
97 22.35 26.34 27.30 28.74 35.32
110 27.66 33.41 27.30 28.74 42.40
132 22.42 26.58 21.42 23.74 35.18
180 21.17 24.45 33.94 34.96 33.20
194 24.38 29.20 27.44 28.97 38.30
211 21.36 24.65 25.41 27.00 33.29
212 38.96 45.24 29.93 31.20 54.07
221 23.05 26.58 26.23 27.84 35.27
291 21.66 25.68 45.75 47.22 34.70

Tabla 4-12.: Errores en distancia (km) de las series identificadas como valores at́ıpicos en
los modelos Mod1, Mod2 y Mod3 después de 10 d́ıas de propagación.

caracterizan por tener una tendencia mayor que la del centroide. De hecho, la pendiente
de estas series se encuentra entre 1.56 × 10−6 y 2.55 × 10−6 (ver tabla 4-3). Este intervalo
representa aproximadamente el 16.5% de las series con pendientes positivas.

Por último, se llevó a cabo un estudio para determinar si los valores at́ıpicos estaban
relacionados con los patrones de algunas series en particular. Para ello, las series se dividieron
en grupos separados según su similitud utilizando el algoritmo de deformación dinámica del
tiempo rápida (por su denominación en inglés Fast Dynamic TimeWarping, FastDTW [171]).
En el estudio se analizaron varios casos en los que se solicitó al algoritmo dividir las series
en grupos, comenzando desde 2 y aumentando progresivamente hasta llegar a 10 grupos. Sin
embargo, no se identificó ninguna relación significativa entre las series que generan valores
at́ıpicos en los modelos Modi y alguno de los casos estudiados.

El desempeño de los modelos se puede evaluar utilizando el ı́ndice de mejora definido en
la ecuación (3-4), donde P = SGP4 y HP = Modi. Este ı́ndice, denotado como ImSGP4

,
vaŕıa en el rango de 0 < ImSGP4

< ∞. Es importante destacar que cuanto más cercano sea el
valor del ı́ndice a 0, mejor será el desempeño del modelo, lo que indica que tiene una mayor
capacidad para reducir el error cometido por SGP4. Los valores cercanos a 1 indican que
las predicciones del modelo son similares a las de SGP4. Sin embargo, si el valor supera la
unidad, ImSGP4

señala que las predicciones del modelo son menos precisas que las de SGP4.

En la figura 4-5 se muestran los diagramas de caja y bigotes que analizan ImSGP4
para
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Figura 4-4.: Gráfico de secuencias de las 121 series temporales con tendencia positiva del
conjunto de entrenamiento. En rojo se muestra el centroide de todas las series;
los 20 valores at́ıpicos, presentes en los cinco modelos, se destacan con colores
diferentes, mientras que las 99 series restantes se representan en gris.

los cinco modelos de RN durante el periodo de entrenamiento. La Tabla 4-13 proporciona
el número de casos en los que las predicciones de los modelos empeoraron en comparación
con SGP4, es decir, cuando ImSGP4

> 1.

El Mod2, que exhibió los errores en distancia más pequeños después de 2 d́ıas de propa-
gación, muestra una diferencia entre los extremos de los bigotes de aproximadamente 0.54
unidades, siendo estos valores los más altos después del Mod5. Sin embargo, los modelos
Mod1, Mod3, y Mod4 logran reducir esta diferencia en mayor proporción, a pesar de presen-
tar errores en distancia mayores que los del Mod2. Durante este periodo, todos los resultados
de SGP4 fueron mejorados.

El Mod3 mostró la menor diferencia entre los extremos de los bigotes de todos los modelos,
aproximadamente 0.83 unidades hasta los 4 d́ıas. En este d́ıa, el modelo identificó 5 valores
at́ıpicos, siendo el más alto 1.34 unidades correspondiente a la serie εθ62 clasificada como
sin pendiente, con un valor de 7.85 × 10−08 (ver tabla 4-3). En esta predicción, el error se
incrementó de 12.10 a 16.21 km, y el modelo no logró reproducir adecuadamente la amplitud
de las oscilaciones de la serie. En 9 casos, los resultados del modelo presentaron errores mas
grandes que SGP4.

A los 6, 8 y 10 d́ıas el Mod1 muestra una diferencia entre los extremos de los bigotes
de 1.15 unidades. Durante este peŕıodo, en Mod1 se registraron 7, 8 y 10 valores at́ıpicos
respectivamente. El valor más alto, 2.31 unidades, se observó el d́ıa 10, que corresponde a la
serie εθ19 clasificada también como sin pendiente, con un valor de 5.43× 10−08. El error de la
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Modelo Casos en los que ImSGP4 > 1 - Tiempo en d́ıas
2 4 6 8 10 12

Mod1 0 5 12 22 26 26
Mod2 0 9 21 33 43 44
Mod3 0 5 14 19 30 40
Mod4 0 5 13 15 19 25
Mod5 0 7 21 31 34 31

Tabla 4-13.: Número de casos en los que las predicciones de los modelos Modi empeoraron
en comparación con SGP4 durante el periodo de entrenamiento.

predicción a los 12 d́ıas se incrementó entonces desde los 7.68 hasta los 17.74 km. En los d́ıas
10 y 12 se obtuvieron el mismo número de valores at́ıpicos, 26, en los cuales las predicciones
con este modelo empeoraron los resultados de SGP4.
Por último, a los 12 d́ıas de propagación, el Mod2 empeoró las predicciones de SGP4 en

44 casos. Además, para este d́ıa, el modelo registra la diferencia más alta entre los bigotes
en el análisis del ImSGP4

, con 1.43 unidades.

Figura 4-5.: Diagramas de caja y bigotes con el análisis del ı́ndice de mejora respecto a
SGP4 para los modelos Modi, durante los 12 d́ıas de propagación con los datos
de entrenamiento.

Se identificó un conjunto de 26 series en las cuales los resultados de todos los modelos
Modi empeoraron las predicciones de SGP4 en al menos uno de los 12 d́ıas de propagación.
Al clasificar las series según su tendencia se encontró que 11 teńıan tendencia positiva, 4
negativa y 11 fueron etiquetadas como sin tendencia. Es importante recordar que de las 219
series de entrenamiento, solo 18 fueron clasificadas como series sin tendencia. Por lo tanto, es
de esperar que los modelos no cuenten con suficiente información para aprender los patrones
de este tipo de series. En la figura 4-6 se muestran las 219 series temporales utilizadas en la
fase de entrenamiento. Se destacan en color rojo las 26 series en las que los modelos empeoran
los resultados de SGP4 (ImSGP4

> 1).
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Figura 4-6.: Gráfico de secuencias de las 219 series temporales del conjunto de entrenamien-
to. Las 26 series en las que los modelos empeoraron los resultados de SGP4 se
destacan en color rojo, mientras que las series restantes se representan en gris.

La serie εθ282 presenta una tendencia de 4.23× 10−07 unidades, que es la tendencia positiva
más grande entre las 26 series (ver tabla 4-3). El ĺımite superior empleado para clasificar
una serie como sin tendencia es de 8.78 × 10−08 unidades, lo que implica una diferencia de
3.35 × 10−07 unidades. Por otro lado, la diferencia entre la serie con la tendencia negativa
más pronunciada de las 26 series (εθ100) y el ĺımite inferior para clasificar una serie como sin
tendencia es de 3.55×10−07 unidades. Esto indica que las series en las que los modelos Modi

empeoran los resultados de SGP4 tienden a ser clasificadas como sin tendencia, o bien, tienen
una tendencia tan poco pronunciada que estuvieron cercanas a ser clasificadas como tales.
De las 18 series sin tendencia, εθ67, ε

θ
68, ε

θ
105 y εθ164 presentaron ı́ndices de mejora menores a

la unidad en al menos tres de los modelos h́ıbridos. Por ejemplo, para el modelo Mod2, los
ı́ndices de mejora de estas series fueron de 0.87, 0.87, 0.81 y 0.66 unidades para el d́ıa 12.
Esto redujo el error de predicción de SGP4 para cada una de estas series de 4.77, 4.77, 10.25
y 8.72 km a 4.14, 4.14, 8.30 y 5.75 km, respectivamente.

Es importante destacar que el ı́ndice ImSGP4
es un valor relativo, lo que significa que un

ı́ndice alto no necesariamente indica un error de predicción del modelo significativamente
alto. Por ejemplo, el ı́ndice de mejora para la serie εθ19 con el Mod1 es de 2.34 unidades a
los 10 d́ıas de propagación. Sin embargo, para esta serie el error en distancia de Mod1 es de
16.30 km, mientras que el de SGP4 es de 7.68 km lo que implica un incremento del error de
solo 8.62 km.
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Análisis de los modelos de RN. Conjunto de validación

La figura 4-7 presenta los diagramas de caja y bigotes de los máximos de los errores en
distancia (km) entre AIDA y SGP4, ModOpt y los modelos de RN para cada uno de los 219
TLE a partir del décimo d́ıa de propagación. El número de valores at́ıpicos se muestra en al
tabla 4-14. Estos valores no se incluyen en los diagramas, al igual que en el análisis realizado
sobre el conjunto de entrenamiento.

Figura 4-7.: Diagramas de caja y bigotes de los máximos de los errores en distancia (km)
entre AIDA y SGP4, ModOpt y los cinco modelos de RN. Las propagaciones
comienzan en la fase de validación.

Modelo Número de valores at́ıpicos – Tiempo en d́ıas
10 12 14 16 18 20

SGP4 1 1 1 1 1 1
ModOpt 0 1 0 0 5 4
Mod1 25 21 15 15 6 1
Mod2 35 24 20 19 17 14
Mod3 28 22 20 15 12 1
Mod4 26 20 14 9 4 0
Mod5 23 13 12 9 1 0

Tabla 4-14.: Número de valores at́ıpicos de los diagramas de caja y bigotes de la figura 4-7
según el d́ıa de propagación.

La variación entre los extremos superior e inferior de los bigotes para SGP4 es de 56.26,
65.53, 72.90, 82.96, 89.49 y 94.07 km para los d́ıas 10, 12, 14, 16, 18 y 20 de propagación,
respectivamente. En el caso del Mod5 que presentó los perores resultados entre el d́ıa 10 y
16 y Mod4 que presentó los peores resultados durante los d́ıas restantes, esta diferencia es
de 16.35, 50.17, 78.63, 102.02, 126.93 y 162.23 km respectivamente. Es decir, se observa una
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reducción del error de SGP4 de aproximadamente 16.48 y 50.11 km para los d́ıas 10 y 12,
pero un incremento de 77.68, 101.01, 126.62 y 161.26 km para los d́ıas restantes. En el d́ıa
10, la diferencia entre los extremos de los bigotes es inferior a 10 km, y el error máximo no
supera el primer cuartil de los errores de SGP4 (ubicado alrededor de los 11.14 km) para los
cuatro primeros modelos. En el caso del Mod5, es inferior a la mediana (unos 19.95 km). No
obstante, estos valores difieren significativamente de los 1.67 km del error máximo mostrado
para este d́ıa por parte del ModOpt.
A medida que avanza el tiempo de propagación, el error máximo registrado por los modelos

Modi es de 17.08, 51.24, 80.18, 103.96, 130.54 y 165.83 km para los d́ıas 10, 12, 14, 16, 18
y 20, respectivamente. Estos errores se acercan a los máximos obtenidos por SGP4 durante
los d́ıas 2 y 4, de 58.25 y 69.19 km, respectivamente, e incluso los superan durante los d́ıas
restantes, donde SGP4 registró errores máximos de 77.05, 87.73, 94.38 y 100.35 km. Los
errores más pequeños, de 5.73 y 22.35 km, fueron alcanzados por Mod1 en los d́ıas 12 y 14,
respectivamente. En los d́ıas siguientes, los errores más bajos fueron registrados por Mod2,
con valores de 47.47, 68.23, 82.01 y 100.71 km, respectivamente.
Durante los dos primeros d́ıas de propagación se alcanzó una concentración significativa

de valores at́ıpicos en todos los modelos. Por ejemplo, en el d́ıa 10, Mod2 registró 35 valores
at́ıpicos, lo que representa aproximadamente el 16% de sus predicciones. Sin embargo, a
medida que transcurre el tiempo de propagación, se observa una disminución en la cantidad
de valores at́ıpicos, en los modelos restantes.
La figura 4-8 ilustra el análisis de ImSGP4

durante el periodo de validación, mientras que
la tabla 4-15 muestra el número de casos en los cuales las predicciones de los modelos
resultaron ser peores que las de SGP4.

Figura 4-8.: Diagramas de caja y bigotes con el análisis del ı́ndice de mejora respecto a
SGP4 para los modelos Modi, para un horizonte de propagación de 10 d́ıas
con los datos de validación.

Destaca el Mod5, que mostró el peor rendimiento en el d́ıa 10 y la mayor diferencia entre
los extremos de los bigotes, aproximadamente 0.55 unidades. Por otro lado, la diferencia
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Modelo Casos en los que ImSGP4 > 1 - Tiempo en d́ıas
10 12 14 16 18 20

Mod1 0 0 5 26 74 114
Mod2 1 3 16 41 56 74
Mod3 0 1 11 48 73 94
Mod4 0 0 12 53 86 126
Mod5 0 7 48 68 91 102

Tabla 4-15.: Casos en los que las predicciones de los modelos Modi empeoraron en compa-
ración con SGP4 durante el periodo de validación.

entre los bigotes para los cuatro modelos restantes es menor a 0.36 unidades durante estos
dos primeros d́ıas, mejorando todos los resultados de SGP4. No obstante, se observó una
excepción en el caso del Mod2, que mostró 7 valores at́ıpicos, uno de ellos superando la
unidad. Hasta el d́ıa 12, los modelos Mod1 y Mod4 mejoraron los resultados de SGP4, con
diferencias entre los bigotes de 0.59 y 0.71 unidades, respectivamente. Cada uno de estos
modelos presentó 5 y 4 valores at́ıpicos, todos con un ı́ndice inferior a 1. En el d́ıa 20
de propagación, el Mod2 mostró la menor diferencia entre los bigotes, 1.6 unidades, entre
todos los modelos de RN. A pesar de que 74 de las predicciones realizadas por este modelo
resultaron ser peores que las de SGP4, es importante destacar que sigue siendo el modelo
con el mejor desempeño. En este d́ıa, se registraron 17 valores at́ıpicos, siendo el más alto
de 3.82 unidades, correspondiente a la serie sin tendencia εθ226, donde el error de predicción
se incrementó de 6.40 a 24.12 km.

Análisis de los modelos de RN. Conjunto de prueba

La figura 4-9 muestra los diagramas de caja y bigotes que representan los máximos de los
errores en distancia (km) entre AIDA y SGP4, aśı como entre AIDA y los modelos ModOpt y
Modi para cada uno de los 219 TLE a partir del duodécimo d́ıa de propagación. El número de
valores at́ıpicos se presenta en la tabla 4-16. Estos valores no se incluyen en los diagramas,
al igual que en el análisis realizado en los conjuntos de entrenamiento y validación.

Modelo Número de valores at́ıpicos – Tiempo en d́ıas
12 14 16 18 20 22

SGP4 1 1 1 1 1 1
ModOpt 0 1 0 3 1 2
Mod1 25 22 15 10 3 14
Mod2 24 23 19 15 15 0
Mod3 24 21 15 9 3 0
Mod4 24 20 14 7 1 0
Mod5 18 14 10 1 0 0

Tabla 4-16.: Número de valores at́ıpicos de los diagramas de caja y bigotes de la figura 4-9
según el d́ıa de propagación.

La diferencia entre los bigotes superior e inferior para SGP4 es de 63.42, 73.53, 81.31, 89.67,
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Figura 4-9.: Diagramas de caja y bigotes de los máximos de los errores en distancia (km)
entre AIDA y SGP4, ModOpt y los cinco modelos de RN. Las propagaciones
comienzan en la fase de prueba.

94.09 y 101,07 km para los d́ıas 12, 14, 16, 18, 20 y 22, respectivamente. En cambio, en el caso
del peor de los modelos entre los d́ıas 12 a 18, Mod5, estas diferencias son de aproximadamente
26.62, 65.19, 104.40 y 126.07 km, y en Mod1 que presentó los peores resultados los d́ıas
restantes, esta diferencia es de 151.07 y 184.57 km. Es decir, la dispersión de SGP4 se ha
reducido en al menos 36.8 y 8.33 km para los d́ıas 12 y 14, mientras que para el resto de
los d́ıas, se ha incrementado en 23.09, 36.39, 56.98 y 83.50 km. Para los cuatro primeros
modelos, la diferencia para el d́ıa 12 es menor a 16.00 km, lo cual, aunque es un resultado
aceptable, está considerablemente distante de los 1.90 km del error máximo del ModOpt. A
medida que avanza la propagación, los errores máximos registrados por los modelos Modi

son de unos 27.32, 66.50, 106.06 y 128.52 km entre los d́ıas 12 y 18, respectivamente, para el
Mod5, y de 153.55 y 188.62 km para los d́ıas restantes, en el caso del Mod1. Estos errores se
acercan a los 66.33, 77.05 y 85.26 km observados por SGP4 del d́ıa 12 al 14, respectivamente,
e incluso los superan en los d́ıas siguientes, donde los errores de SGP4 alcanzan los 94.38,
100.35 y 107.33 km. Por otra parte, el Mod1 presenta los errores más pequeños, con valores
de 9.92, 31.86 y 63.89 km durante los d́ıas 12, 14 y 16, respectivamente, mientras que el
Mod2 registra errores de 90.64, 109.74 y 126.84 km en los d́ıas siguientes.

En este caso, el número de valores at́ıpicos durante los primeros 2 d́ıas de propagación, es
decir, al d́ıa 12, es similar al detectado en el conjunto de validación en el d́ıa 10. El Mod1

tiene el mayor número de valores at́ıpicos, con un total de 25, mientras que el Mod5 muestra
el menor número, con solo 18.

El análisis de ImSGP4
para los datos del conjunto de prueba y una propagación de 12 d́ıas se

muestra en la figura 4-10 mediante diagramas de caja y bigotes. La mayor diferencia entre el
bigote superior e inferior la presenta Mod2, con aproximadamente 2.3 unidades. Este modelo
registra 4 valores at́ıpicos, siendo el más elevado de 3.8 unidades, el cual corresponde a la
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serie sin tendencia εθ226. En esta serie el error se incrementó de 6.40 a 24.46 km. A pesar
de esto, Mod2 posee el menor valor del cuartil Q3 entre todos los modelos, con tan solo 1.3
unidades.

Al igual que en el conjunto de validación, el ı́ndice de mejora mı́nimo se encuentra en
Mod5, con un valor de aproximadamente 0.16 unidades, mientras que en los demás modelos,
este mı́nimo se sitúa en promedio alrededor de las 0.28 unidades. Aparte del Mod2, solo se
registró un valor at́ıpico en el Mod5 de 3.29 unidades, también relacionado con la serie εθ226,
donde el aumento del error es de 14.65 km. El número de casos en los cuales las predicciones
de los modelos Modi empeoraron respecto a las predicciones de SGP4 fueron de 139, 80, 105,
133 y 118, respectivamente. Es evidente que con tan solo 80 casos, Mod2 presenta el mejor
comportamiento de todos.

Figura 4-10.: Diagramas de caja y bigotes que muestran el análisis del ı́ndice de mejora con
respecto a SGP4 para los modelos Modi, con un horizonte de propagación de
12 d́ıas y utilizando datos de prueba.

Mejor modelo

El proceso de selección del modelo más adecuado está determinado por el peŕıodo de
propagación deseado. En situaciones que requieran una precisión particularmente alta a
corto plazo, Mod1 se posiciona como una opción destacada. Este modelo muestra la menor
diferencia entre los bigotes superior e inferior, aśı como el valor más bajo de Q3 (10.02
km) entre todos los modelos durante los primeros 10 d́ıas de propagación con los datos de
entrenamiento. En la fase de validación, Mod1 también mantiene la menor diferencia entre
los bigotes y el Q3 más bajo (10.63 km) durante los primeros 4 d́ıas, donde ninguno de sus
predicciones produjo una disminución de la precisión en comparación con SGP4. Al realizar
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predicciones en los datos de prueba, el modelo continúa mostrando los mejores resultados
durante los primeros 4 d́ıas de propagación, donde el valor de Q3 alcanza los 14.38 km.

Cuando se busca mejorar la precisión a largo plazo, es crucial que las predicciones sean
estables durante un peŕıodo prolongado. En este escenario, Mod2 destaca por su consistente
rendimiento. En los diagramas de dispersión con los datos de entrenamiento, se observa que
a los 12 d́ıas de propagación, el valor de Q3 (16.43 km) es el más bajo en comparación con
los otros modelos. Además, al realizar la propagación desde los d́ıas 10 y 12, este modelo
muestra el valor más bajo de Q3 a partir de los d́ıas 16 y 18 con valores de 31.21 y 30.66 km,
respectivamente. El ı́ndice ImSGP4

indica que este modelo mejora la precisión de las predic-
ciones proporcionadas por SGP4 en al menos un 75% de los casos al d́ıa 12 de propagación
en el conjunto de entrenamiento. En los conjuntos de validación y prueba, el ı́ndice muestra
que el porcentaje de mejora oscila entre el 50% y el 75%. A pesar de ello, este porcentaje
de mejora es el más alto entre todos los modelos en estos peŕıodos.

El ı́ndice de mejora respecto al óptimo, definido por la ecuación (3-5), permite comparar
el desempeño de los modelos de RN en relación con el rendimiento del modelo óptimo. En
la figura 4-11 se presentan los diagramas de caja y bigotes que analizan ImModOpt

para los

cinco modelos durante un horizonte de propagación de 12 d́ıas, utilizando los datos de los
conjuntos de entrenamiento, validación y prueba. Los valores de este ı́ndice están en el rango
de 0 a 1, donde un valor cercano a 1 indica que las predicciones de los modelos se acercan
más a las predicciones óptimas. Observando la figura, se puede ver que con los datos de
entrenamiento, Mod2 muestra el rendimiento más bajo entre los cinco modelos, ya que tanto
la media como el Q3 son más pequeños. Sin embargo, en los conjuntos de validación y prueba,
presenta un rendimiento similar al del resto de los modelos. En todos los casos la posibilidad
de mejora es muy alta.

Figura 4-11.: Diagramas de caja y bigotes con el análisis del ı́ndice de mejora respecto
al óptimo ImModOpt

para los modelos Modi, con los datos de entrenamiento,

validación y prueba, y un horizonte de propagación de 12 d́ıas.
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4.2.4. Modelo aleatorio

Una de las conclusiones extráıdas del análisis de los modelos previos es que el orden en
el que se preparan los datos, aunque las series no están ordenadas por tendencia, introduce
un sesgo en el proceso de aprendizaje. Esto puede afectar a la capacidad de generalización
y potencialmente obstaculizar el proceso de regularización que se está utilizando (Early
stopping). En consecuencia, parece que los modelos están aprendiendo patrones espećıficos
relacionados con el orden de los datos.

El uso de mezcla aleatoria, también conocida como shuffle en inglés [172, 173], en el
preprocesamiento del conjunto de datos de entrenamiento, es una práctica común en el
tratamiento de imágenes. Esta técnica ayuda a evitar sesgos de aprendizaje al exponer la
red a muestras de diferentes series y distribuciones en cada época de entrenamiento. Además,
contribuye a mejorar la capacidad de generalización del modelo con respecto a nuevos datos.

A continuación, se volverán a entrenar cinco modelos de RN utilizando la mezcla aleatoria.
En este caso, una vez que se han construido los 3,811,401 vectores del conjunto de entrena-
miento y los 820,999 vectores del conjunto de validación, se procede a mezclarlos de forma
aleatoria utilizando la función Shuffle implementada en Tensorflow. Esta función utiliza el
algoritmo Philox [174] para generar números aleatorios. De esta manera, se evita que los
vectores correspondientes a una misma serie se introduzcan consecutivamente en la RN, lo
que permite que el ajuste de los pesos de la red neuronal se realice con muestras provenientes
de cualquier serie y en cualquier instante temporal.

En la tabla 4-17 se muestra el tiempo de cómputo empleado para entrenar los cinco mode-
los. Cada uno de ellos fue ejecutado en Beronia utilizando 28 CPU. Los modelos Mod3, Mod4

y Mod5 presentan tiempos similares, alrededor de 32 d́ıas. Sin embargo, el entrenamiento de
estos modelos se detuvo al alcanzar el ĺımite del número de épocas permitido (6000). Esta
interrupción indica que el número de épocas de entrenamiento no fue suficiente para que el
proceso de optimización finalizara con éxito, por lo que estos modelos se descartan en los
análisis posteriores.

Modelo Tiempo (d́ıas)

1 26.32

2 22.58

3 31.76

4 32.05

5 32.02

Tabla 4-17.: Tiempo de cómputo de los cinco modelos de RN.

A continuación, se compara la capacidad predictiva de los dos primeros modelos. Al igual
que en el apartado 4.2.3, se analiza la precisión de las predicciones desde el inicio de los
periodos de entrenamiento, validación y prueba de cada una de las 219 series temporales
utilizadas para entrenar los modelos. Los periodos de entrenamiento, validación y prueba
comienzan en las revoluciones 0, 12 y 14, respectivamente, que corresponden a los d́ıas 0, 8
y 10 de la propagación. En primer lugar, se presenta un análisis detallado de las series que
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exhibieron el mejor y el peor comportamiento para el Mod1, seguido de un estudio global
del comportamiento de las 219 series para los dos modelos.

Análisis de las series εθ279 y εθ80

En este apartado se analiza el comportamiento de las series εθ279 y εθ80, las cuales registraron
la mejor y la peor predicción durante la fase de entrenamiento del Mod1.
La serie temporal εθ279 se compara con las predicciones proporcionadas por los dos modelos

de RN para un horizonte de predicción de 12 d́ıas en la figura 4-12. Al igual que en el
caso secuencial, la ĺınea discontinua representa la inicialización del proceso. Esta serie se
representa en color azul, mientras que las predicciones de los modelos ε̂ θ1

279 y ε̂ θ2
279 se muestran

en color rojo y verde, respectivamente. En la gráfica de la izquierda de la figura 4-12, se
observa que ambos modelos reproducen con bastante fidelidad la tendencia y la frecuencia
de los términos periódicos de la serie temporal durante los primeros 12 d́ıas. Sin embargo,
ninguno de ellos logra predecir la amplitud de dichos términos, la cual aumenta a medida
que avanza el tiempo.
Sobre el conjunto de validación (gráfica central de la figura 4-12), las RN reproducen

inicialmente tanto la tendencia como las oscilaciones de la serie. No obstante, a partir del
cuarto d́ıa de propagación, la serie εθ279 experimenta un cambio en la tendencia y la forma
de las oscilaciones. Este cambio logra ser capturado por el modelo Mod1 durante aproxima-
damente 2 d́ıas, momento en el cual la precisión de la predicción comienza a deteriorarse.
Por otro lado, Mod2 no consigue reproducir estos cambios, por lo que sus predicciones se
deterioran antes.
En el conjunto de prueba (gráfica de la derecha, figura 4-12) los modelos son capaces de

predecir el comportamiento de la serie durante los primeros 6 d́ıas, momento en el cual se
aprecia un cambio en la tendencia, la amplitud y la frecuencia de los términos periódicos.
Estos cambios no son predichos por los modelos, lo que provoca que el comportamiento de
las estimaciones diverja rápidamente. Sin embargo, Mod1 logra capturar la tendencia real de
la serie por un peŕıodo de tiempo mayor que Mod2.

Figura 4-12.: Gráficas de secuencias de las series temporales εθ279, ε̂
θ1
279 y ε̂ θ2

279. El comienzo
de las predicciones coincide con el inicio de los periodos de entrenamiento
(izquierda), validación (centro) y prueba (derecha).

Las tablas 4-18, 4-19 y 4-20 muestran los errores en distancia entre AIDA y SGP4,
ModOpt y los dos modelos de RN para el TLE 279. Al igual que en el caso de los modelos
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secuenciales, el horizonte de predicción es de 12 d́ıas comenzando al inicio de los periodos
de entrenamiento validación y prueba. Los errores que aparecen en las tablas corresponden
a los d́ıas 2, 4, 6, 8, 10 y 12 de propagación.
Los errores en distancia entre AIDA y SGP4 en el conjunto de entrenamiento (ver tabla

4-18) vaŕıan desde 4.82 km a los 2 d́ıas de propagación hasta 13.89 km a los 12 d́ıas. En
el mismo intervalo, los errores del ModOpt van desde 0.50 km hasta 1.72 km. Sin embargo,
al cabo de 12 d́ıas, los errores en distancia del Mod1 y Mod2 son ligeramente superiores a
los del ModOpt, registrando 2.95 km y 3.39 km, respectivamente. Cabe destacar que estos
valores son significativamente menores que los 13.89 km observados en SGP4.

Modelo Error en distancia km – Tiempo en d́ıas
2 4 6 8 10 12

SGP4 4.82 7.05 9.37 10.94 12.04 13.89
ModOpt 0.50 0.82 1.20 1.40 1.58 1.72
Mod1 0.66 1.30 2.10 2.37 2.59 2.95
Mod2 0.80 1.89 2.79 2.84 3.05 3.39

Tabla 4-18.: Errores en distancia (km) entre AIDA y SGP4, ModOpt y los dos modelos de
RN para el TLE 158. El comienzo de las predicciones coincide con el inicio del
periodo de entrenamiento.

En el conjunto de validación (consultar tabla 4-19), los errores de ambos modelos con-
tinúan siendo inferiores a los errores de SGP4. Destaca que los errores del Mod2 experimentan
un notable aumento a partir del d́ıa 12. En el d́ıa 20, el error del Mod1 es de 9.23 km, mien-
tras que el error del Mod2 es de 22.47 km. Estos valores difieren considerablemente de los
1.76 km del ModOpt y representan un incremento significativo en comparación con la fase de
entrenamiento.

Modelo Error en distancia km – Tiempo en d́ıas
10 12 14 16 18 20

SGP4 12.27 13.89 16.14 18.37 22.32 27.00
ModOpt 1.62 1.76 1.76 1.76 1.76 1.76
Mod1 1.74 1.86 2.48 4.62 6.43 9.23
Mod2 1.55 1.99 5.11 10.39 14.38 22.47

Tabla 4-19.: Errores en distancia (km) entre AIDA y SGP4, ModOpt y los dos modelos de
RN para el TLE 158. El comienzo de las predicciones coincide con el inicio del
periodo de validación.

Por último, en el conjunto de prueba (ver tabla 4-20), los errores en distancia de los
modelos continúan siendo inferiores a los errores de SGP4, aunque son considerablemente
superiores al modelo óptimo. A pesar de ello, muestran un incremento con respecto al con-
junto de validación de aproximadamente 6 km a los 12 d́ıas de propagación (d́ıa 22 en la
gráfica).
En la figura 4-13 se compara el comportamiento de la serie temporal εθi80, generada a

partir del TLE 80, con las predicciones generadas por los modelos Mod1 y Mod2. Como se
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Modelo Error en distancia km – Tiempo en d́ıas
12 14 16 18 20 22

SGP4 13.89 15.51 18.37 22.32 27.00 30.80
ModOpt 1.76 1.76 1.76 1.76 1.76 1.76
Mod1 1.83 2.60 4.25 6.55 8.84 14.68
Mod2 1.74 4.07 7.67 12.75 18.23 28.98

Tabla 4-20.: Errores en distancia (km) entre AIDA y SGP4, ModOpt y los dos modelos de
RN para el TLE 158. El comienzo de las predicciones coincide con el inicio del
periodo de prueba.

observa en la figura de la izquierda, ninguno de los modelos logra reproducir con precisión
la tendencia de la serie. Además, se aprecia una variación en la amplitud y frecuencia de los
términos periódicos que no es capturada por ninguno de los modelos. Durante las fases de
validación (figura central) y prueba (figura derecha), Mod1 predice la tendencia de la serie,
aśı como los términos periódicos, mostrando un comportamiento estable. Por otro lado, Mod2

exhibe un comportamiento inestable, lo que provoca que sus predicciones se desv́ıen de los
datos reales a partir del sexto d́ıa de propagación aproximadamente, tanto en el conjunto de
validación como en el de prueba.

Figura 4-13.: Gráficas de secuencias de las series temporales εθ80, ε̂
θ1
80 y ε̂ θ2

80 . El comienzo
de las predicciones coincide con el inicio de los periodos de entrenamiento
(izquierda), validación (centro) y prueba (derecha).

Las tablas 4-21, 4-22, y 4-23 muestran los errores en distancia entre AIDA y SGP4, junto
con los generados por los tres modelos del tipo de Encke. En el periodo de entrenamiento
(tabla 4-21), la corrección proporcionada por los modelos es suficiente para mantener el error
por debajo de los errores mostrados por SGP4 durante todo el tiempo de propagación. No
obstante, aún se observa que los errores están significativamente por encima de los valores
obtenidos por ModOpt.
En los conjuntos de validación y prueba (tablas 4-22 y 4-23, respectivamente), los errores

de los modelos permanecen por debajo de los errores cometidos por SGP4. Incluso en el
caso del Mod2, cuyas predicciones, como se ha mencionado anteriormente, muestran un
comportamiento inestable a partir del sexto d́ıa de propagación.
Por último, cabe señalar que la serie εθ212, que experimentó el mayor error en distancia

durante la fase de entrenamiento del modelo secuencial Mod1, no presenta los errores más
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Modelo Error en distancia km – Tiempo en d́ıas
2 4 6 8 10 12

SGP4 6,84 12,11 16,97 22,38 29,01 33,93
ModOpt 0,56 0,56 0,61 0,74 1,18 1,61
Mod1 1,73 4,54 8,23 11,13 15,12 18,24
Mod2 1,57 3,97 7,14 9,24 12,02 13,42

Tabla 4-21.: Errores en distancia (km) entre AIDA y SGP4, ModOpt y los dos modelos de
RN para el TLE 80. El comienzo de las predicciones coincide con el inicio del
periodo de entrenamiento.

Modelo Error en distancia km – Tiempo en d́ıas
10 12 14 16 18 20

SGP4 29,01 35,56 39,73 45,39 49,22 52,71
ModOpt 1,27 1,61 1,83 2,03 2,03 2,05
Mod1 1,23 1,62 2,31 4,97 7,41 10,32
Mod2 1,48 3,81 9,12 14,15 21,66 32,38

Tabla 4-22.: Errores en distancia (km) entre AIDA y SGP4, ModOpt y los dos modelos de
RN para el TLE 80. El comienzo de las predicciones coincide con el inicio del
periodo de validación.

Modelo Error en distancia km – Tiempo en d́ıas
12 14 16 18 20 22

SGP4 33,93 39,73 43,92 49,22 52,71 54,67
ModOpt 1,61 1,83 1,99 2,03 2,05 2,05
Mod1 1,73 2,41 4,13 7,24 9,57 12,04
Mod2 1,86 4,84 10,50 15,31 28,88 30,83

Tabla 4-23.: Errores en distancia (km) entre AIDA y SGP4, ModOpt y los dos modelos de
RN para el TLE 80. El comienzo de las predicciones coincide con el inicio del
periodo de prueba.

altos en el caso aleatorio. Estos errores son 1.34, 3.58, 6.87, 9.44, 13.24 y 14.27 km en los d́ıas
2, 4, 6, 8, 10 y 12 de propagación, respectivamente. Por otro lado, los errores para la serie
εθ80, que muestra el peor comportamiento en el caso aleatorio, son 1.73, 4.54, 8.22, 11.13,
15.12 y 18.23 km en los mismos instantes de tiempo.

Análisis de los modelos de RN. Conjunto de entrenamiento

En la figura 4-14 se presentan los diagramas de caja y bigotes que analizan los máximos
errores en distancia entre AIDA y SGP4, ModOpt, y los dos modelos de RN para un horizonte
de propagación de 12 d́ıas. El número de valores at́ıpicos se muestra en la tabla 4-24, y como
en los casos anteriores, estos datos no se incluyen en los diagramas. En cuanto a la diferencia
entre el bigote superior e inferior en los d́ıas 2, 4, 6, 8, 10 y 12 de propagación, esta es de
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aproximadamente 1.34, 3.87, 7.39, 8.91, 13.6 y 17.94 km, respectivamente, en el caso del
Mod2 que presenta los valores más altos. Comparando con los resultados en el caso máximo
de los modelos secuenciales, se observa que la dispersión se reduce en 0.35, 0.34, 0.85, 3.94,
11.16 y 23.52 km, respectivamente. Los errores más grandes se observan en el Mod2, con
1.87, 4.82, 8.72, 11.13, 15.31 y 20.84 km durante los 12 d́ıas de propagación. Por otro lado,
los errores más pequeños los presenta el Mod1, con 1.86, 4.59, 8.31, 11.13, 15.12 y 18.36 km.
Este modelo, a su vez, muestra la menor dispersión. Comparado con los mı́nimos errores
encontrados en los modelos secuenciales en la fase de entrenamiento, se observa que el error
se redujo en 0.10 km a los 2 d́ıas de propagación, en 0.27 a los 10 d́ıas y en 9.64 km a
los 12 d́ıas. Sin embargo, tuvo un leve incremento de 0.05, 0.99 y 0.66 km los d́ıas 4, 6 y
8, respectivamente. También se observa que durante los primeros 4 d́ıas de propagación, el
error en las predicciones de los modelos no supera el cuartil Q1 (7.35 km al d́ıa 4) de SGP4.
Para los d́ıas restantes, los errores no sobrepasan su mediana, cuyo valor es de unos 22.34
km a los 12 d́ıas de propagación.

Figura 4-14.: Diagramas de caja y bigotes de los máximos de los errores en distancia (km)
entre AIDA y SGP4, ModOpt y los dos modelos de RN con los datos de la
fase de entrenamiento.

La mayor cantidad de valores at́ıpicos se observó durante los primeros 2 d́ıas de propaga-
ción. En este peŕıodo, el modelo Mod2 registró el número más alto con 8 valores at́ıpicos,
mientras que Mod1 tuvo 7. En los d́ıas siguientes, Mod1 no mostró valores at́ıpicos, a dife-
rencia del Mod2, cuya cantidad disminuyó gradualmente hasta llegar a 3 valores en el d́ıa 12.
Es importante destacar que el número de valores at́ıpicos es mucho menor en comparación
con el caso secuencial, como se puede apreciar en la tabla 4-11.
En la figura 4-15 se muestra el diagrama de caja y bigotes del análisis de ImSGP4

para
un horizonte de propagación de 12 d́ıas utilizando los datos del conjunto de entrenamiento.
Se observa que los modelos muestran una diferencia de aproximadamente 1.2 unidades entre
el bigote superior e inferior. Sin embargo, la caja del modelo Mod1 contiene los valores
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Modelo Número de valores at́ıpicos - Tiempo en d́ıas
2 4 6 8 10 12

SGP4 0 0 0 1 1 1
ModOpt 3 8 0 0 0 0
Mod1 7 0 0 0 0 0
Mod2 8 6 1 2 1 3

Tabla 4-24.: Número de valores at́ıpicos de los diagramas de caja y bigotes de la figura 4-14
según el d́ıa de propagación.

más pequeños. Se han identificado un total de 28 valores at́ıpicos en ambos modelos, de los
cuales 10 corresponden al Mod1 y 18 al Mod2. Estos valores at́ıpicos provienen de 20 series,
de las cuales 13 están clasificadas como sin tendencia, 6 como de tendencia positiva y 1 de
tendencia negativa. Es importante destacar que todas las series presentes en el Mod1 también
se encuentran en Mod2. Además, las 13 series sin tendencia son las mismas que generaron
valores at́ıpicos en los modelos secuenciales. En términos generales, el número de casos en
que las predicciones de los modelos empeoraron las de SGP4 a 2, 4, 6, 8 10 y 12 d́ıas de
propagación fueron de 0, 4, 10, 15, 19 y 22 para Mod1 y de 0, 7, 12, 17, 19 y 24 para Mod2,
respectivamente. El indice de mejora mas alto mostrado por el Mod1 es de 5.34 unidades
(un valor at́ıpico) y corresponde a la serie sin tendencia εθ31, donde el error se incrementó de
4.47 a 23.86 km.

Figura 4-15.: Diagramas de caja y bigotes con el análisis del ı́ndice de mejora respecto a
SGP4 para los modelos Mod1 y Mod2, para un horizonte de propagación de
12 d́ıas con los datos de entrenamiento.

Análisis de los modelos de RN. Conjunto de validación

En la figura 4-16 se presentan los diagramas de caja y bigotes que analizan los máximos del
error en distancia entre AIDA y SGP4, ModOpt, y los dos modelos de RN para cada uno de
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los 219 TLE a partir del décimo d́ıa de propagación. La tabla 4-25 proporciona información
sobre el número de valores at́ıpicos, los cuales no se representan en los diagramas, siguiendo
la misma práctica adoptada en casos anteriores.

Figura 4-16.: Diagramas de caja y bigotes de los máximos de los errores en distancia (km)
entre AIDA y SGP4, ModOpt y los dos modelos de RN con los datos de la
fase de validación.

Modelo Número de valores at́ıpicos - Tiempo en d́ıas
10 12 14 16 18 20

SGP4 1 1 1 1 1 1
ModOpt 0 1 0 0 5 4
Mod1 10 17 15 13 2 2
Mod2 6 15 18 11 22 24

Tabla 4-25.: Número de valores at́ıpicos de los diagramas de caja y bigotes de la figura 4-16
según el d́ıa de propagación.

A lo largo del peŕıodo de propagación, la diferencia entre el bigote superior e inferior del
Mod2, el cual presenta la mayor dispersión, es de aproximadamente 2.22, 7.65, 15.13, 23.65,
42.3 y 57.18 km. Esto reduce la dispersión de SGP4 en aproximadamente 54.04, 57.88, 57.77,
59.31, 47.19 y 36.89 km, respectivamente. Durante el peŕıodo de propagación, los errores más
altos se observan en Mod2, con 2.86, 8.82, 17.01, 26.19, 45.28 y 60.5 km. Se destaca que el
máximo error del Mod2 supera tanto el primer cuartil (14.25 km) como el tercer cuartil (56.44
km) de los errores de SGP4, los d́ıas 14 y 20 de propagación respectivamente. Por otro lado,
los mı́nimos errores se presentan en el Mod1 con 2.65, 5.40, 10.70, 17.56, 24.65 y 31.25 km.
El máximo error del Mod1 no sobrepasa la mediana del error de SGP4 a lo largo de todo el
peŕıodo de propagación. Comparando con los mı́nimos errores de los modelos secuenciales
en la fase de validación se evidencia una reducción del error más pequeño de 3.08, 16.95,



4.2 Primera iteración: arquitectura básica 83

36.77, 50.67, 57.36 y 69.46 km, respectivamente. Es importante notar que los errores más
pequeños se obtuvieron con un solo modelo, mientras en el caso secuencial, esos errores se
obtuvieron con los modelos Mod1 y Mod2. La mayor concentración de valores at́ıpicos se
presentó en el d́ıa 14 de propagación, donde se registraron 33 valores. De estos valores, 18
fueron generados por Mod2. En el d́ıa 20 de propagación, Mod1 registró únicamente 2 valores
at́ıpicos, mientras que Mod2 registró 24.
En la figura 4-17 se muestra el diagrama de caja y bigotes con el análisis de ImSGP4

para
un horizonte de propagación de 12 d́ıas utilizando los datos del conjunto de validación. La
diferencia entre el bigote superior e inferior es de aproximadamente 0.8 unidades para Mod1

y aproximadamente 1.3 unidades para Mod2. Según estos resultados, en ambos casos los
modelos logran mejorar las predicciones de SGP4 en más del 75% de los casos, destacándose
el modelo Mod1 por presentar resultados más precisos. En total, se han identificado 34
valores at́ıpicos, de los cuales 30 pertenecen al Mod1 y 4 al Mod2, respectivamente. El indice
de mejora mas alto mostrado por el Mod1, fue de 3.17 y se registró en la serie εθ206, donde
el error aumentó de 6.33 a 20.08 km. Los casos en los cuales las predicciones del Mod1

empeoraron en comparación con las de SGP4 a 10, 12, 14, 16, 18 y 20 d́ıas de propagación,
fueron de 0, 2, 7, 23, 27, 22 y 27. Mientras que para el modelo Mod2, fueron 0, 1, 8, 16, 16,
20 y 40, respectivamente.

Figura 4-17.: Diagramas de caja y bigotes con el análisis del ı́ndice de mejora respecto a
SGP4 para los modelos Mod1 y Mod2, para un horizonte de propagación de
12 d́ıas con los datos de validación.

Análisis de los modelos de RN. Conjunto de prueba

Los diagramas de caja y bigotes que analiza los valores máximos del error en distancia
entre AIDA y SGP4, ModOpt, y los dos modelos de RN se presentan en la figura 4-18.
Este análisis se lleva a cabo para cada uno de los 219 TLE a partir del duodécimo d́ıa de
propagación. La Tabla 4-26 muestra el número de valores at́ıpicos encontrados, los cuales
no se incluyen en los diagramas.
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Figura 4-18.: Diagramas de caja y bigotes de los máximos de los errores en distancia (km)
entre AIDA y SGP4, ModOpt y los dos modelos de RN con los datos de la
fase de prueba.

Modelo Número de valores at́ıpicos - Tiempo en d́ıas
12 14 16 18 20 22

SGP4 1 1 1 1 1 1
ModOpt 0 1 0 3 1 2
Mod1 17 28 15 2 2 1
Mod2 16 31 11 21 30 33

Tabla 4-26.: Número de valores at́ıpicos de los diagramas de caja y bigotes de la figura 4-18
según el d́ıa de propagación.

La diferencia entre el bigote superior e inferior los d́ıas 12, 14, 16, 18, 20 y 22 de propa-
gación, es de aproximadamente 2.45, 6.87, 18.85, 31.01, 47.82 y 75.28 km para Mod2 que
presenta la mayor dispersión. Esto indica una reducción en la dispersión frente a SGP4,
de aproximadamente 53.81, 58.66, 54.05, 51.95, 41.67 y 18.79 km, respectivamente. Si se
compara con el modelo óptimo, la diferencia mas pequeña, unos 0.55 km, se observa a los
primeros 2 d́ıas de propagación (d́ıa 12). Los errores más altos durante todo el periodo, se
presentan con este modelo, unos 3.29, 8.41, 21.06, 34.00, 51.27 y 79.03 km. No obstante,
a diferencia de los modelos secuenciales, estos errores no sobrepasan los errores cometidos
por SGP4. Los mı́nimos errores se observan en el Mod1 con 3.29, 7.64, 15.58, 23.26, 29.07
y 39.89 km. En comparación con los mı́nimos errores mostrados de la fase de prueba de los
modelos secuenciales, se observa una reducción de 6.63, 24.22, 48.31, 67.38, 80.67 y 86.95 km,
respectivamente. Al igual que en la fase de validación, los mı́nimos errores se obtienen con
un solo modelo, mientras que en los modelos secuenciales, los mı́nimos errores se obtienen
combinando los modelos Mod1 y Mod2.

El número de valores at́ıpicos muestra un aumento durante los primeros d́ıas de propaga-
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ción en comparación con la fase de validación. Este aumento es notable en Mod2, que pasó de
tener 6 casos en el conjunto de validación a 16 en el conjunto de prueba durante los primeros
2 d́ıas de propagación, y de 24 a 33 al término de los 12 d́ıas. Sin embargo, se observa una
reducción en los valores at́ıpicos para Mod1, llegando a presentar un único caso el d́ıa 22.
El diagrama de caja y bigotes con el análisis de ImSGP4

para un horizonte de propagación
de 12 d́ıas con los datos del conjunto de prueba se muestra en la figura 4-19. La diferencia
entre el bigote superior e inferior es de aproximadamente 0.9 unidades para Mod1 y aproxi-
madamente 1.4 unidades para Mod2. Entre ambos modelos se tienen un total de 30 valores
at́ıpicos, de los cuales 26 pertenecen a Mod1. En este modelo se observa el valor at́ıpico más
alto, unas 2.22 unidades, que está asociado a la serie εθ206, donde el error crece de 6.73 a 14.94
km. El número de casos en los que las predicciones de ambos modelos resultaron ser peores
que las de SGP4 a 12, 14, 16, 18, 20 y 22 d́ıas fueron de 0, 0, 7, 16, 19 y 23 para Mod1, y
de 3, 4, 10, 14, 22 y 52 casos para Mod2. Al observar la gráfica, se puede comprobar que
el cuartil Q3 en ambos modelos es inferior a la unidad, lo cual indica que más del 75% de
los casos mejoran con respecto a SGP4. Nuevamente, destacan los resultados obtenidos por
Mod1 en comparación con los obtenidos por Mod2.

Figura 4-19.: Diagramas de caja y bigotes con el análisis del ı́ndice de mejora respecto a
SGP4 para los modelos Mod1 y Mod2, para un horizonte de propagación de
12 d́ıas con los datos de prueba.

Selección del mejor modelo

La selección del modelo con el mejor rendimiento resulta más sencilla que en el caso de los
modelos secuenciales. En estos últimos se tuvo en cuenta que algunos modelos mostraban
un mejor comportamiento a corto plazo, mientras que otros lo haćıan a largo plazo. Sin
embargo, en el caso de los modelos aleatorios, el Mod1 muestra un mejor desempeño en
ambas situaciones. Según lo observado Mod1 presenta la menor diferencia entre el bigote
superior e inferior durante las fases de entrenamiento, validación y prueba. En los análisis
del ı́ndice de mejora respecto a SGP4, los valores en los gráficos de caja y bigotes del Mod1
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son más pequeños que los respectivos valores del Mod2, lo que indica una mayor reducción en
el error en distancia frente a su competidor. Además, este modelo presentó el menor número
de valores at́ıpicos durante los tres periodos. Durante el entrenamiento, Mod1 presentó un
total de 7 valores at́ıpicos en los 12 d́ıas de propagación, mientras que Mod2 mostró 21. En
la validación, Mod1 registró un total de 59 valores at́ıpicos, en comparación con los 96 del
Mod2. En la fase de prueba, se contabilizaron 65 valores at́ıpicos en total, menos de la mitad
de los 142 presentados por Mod2.

Por último, se va a comparar la calidad de las predicciones de cada uno de los modelos
empleando el ı́ndice de mejora respecto al óptimo. En la figura 4-20 se muestra el diagrama
de caja y bigotes con el análisis de ImModOpt

para los dos modelos de RN y un horizonte de

propagación de 12 d́ıas en los conjuntos de entrenamiento, validación y prueba (mostrados
de izquierda a derecha, respectivamente). En este ı́ndice, cuanto más cercanas estén las
predicciones de los modelos basados en RN a las predicciones del modelo óptimo, más cercano
es el valor del ı́ndice óptimo a 1. Como se puede observar, en los tres casos, los resultados
obtenidos por Mod1 se acercan más al valor óptimo que Mod2.

Figura 4-20.: Diagramas de caja y bigotes con el análisis del ı́ndice de mejora respecto al
óptimo ImModOpt

para los dos modelos aleatorios con los datos de entrena-

miento, validación y prueba. El horizonte de propagación es de 12 d́ıas.

A lo largo de este trabajo, los modelos aleatorios demostraron ser más robustos que los
secuenciales, ya que sus predicciones mejoraron notablemente los resultados de SGP4, inde-
pendientemente de si se aplicaron en los conjuntos de entrenamiento, validación o prueba.
No obstante, la ordenación aleatoria de los datos dificulta la convergencia durante el proceso
de entrenamiento de la RN, lo que hace más dif́ıcil encontrar un modelo de red neuronal con
un buen ajuste a los datos.

Finalmente, es importante destacar que el comportamiento de SGP4 es bueno para al-
gunos TLE que generan series sin tendencia, lo que reduce significativamente el margen de
mejora del propagador h́ıbrido. En estos casos, los errores de SGP4 a 12, 20 y 22 d́ıas son
de 15.78, 16.2 y 16.48 km, respectivamente. Estos resultados son altamente satisfactorios,
especialmente al considerar que en casos de series con tendencia negativa, los errores pueden
alcanzar los 21, 70 y 74 km para esos mismos d́ıas, mientras que en las series con tendencia
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positiva, los errores pueden ascender hasta 62, 123 y 132 km, respectivamente, para los TLE
estudiados.

4.2.5. Robustez del Mod1

Este modelo ha sido entrenado con 219 series de las 312 disponibles, las cuales fueron
obtenidas a partir de los TLE del satélite GSAT0203. Las 93 series restantes serán utiliza-
das para probar la robustez del Mod1. Este análisis evalúa la capacidad del modelo para
reproducir el comportamiento de las series desde el instante inicial o desde cualquier otro
instante. En este estudio, se considerarán dos instantes: los d́ıas 8 y 10, que corresponden
con los inicios de los conjuntos de validación y prueba utilizados durante el entrenamiento
del Mod1, respectivamente.
Utilizando el instante inicial se evalúa la capacidad del modelo para detectar patrones

similares a los procesados durante la etapa de entrenamiento del Mod1. A partir del d́ıa 8,
las predicciones del modelo se basan en parte en el reconocimiento de patrones similares a
los aprendidos y en parte a su capacidad para predecir patrones no conocidos. Por último, a
partir del d́ıa 10, se examina la capacidad del modelo para predecir exclusivamente patrones
no conocidos, ya que no cuenta con ninguna información sobre los que pueden aparecer a
partir de este d́ıa en las series con las que se entrenó el modelo.
En este análisis también se utilizará el error en la distancia entre AIDA y HEnckeSGP4 para

evaluar el Mod1. El horizonte de propagación considerado es de 12 d́ıas y las predicciones se
inician en los d́ıas 2, 10 y 12. Los errores se muestran en los d́ıas 2, 4, 6, 8, 10 y 12 posteriores
al inicio de las predicciones.

Análisis a partir del d́ıa 2

En la figura 4-21 se presentan los diagramas de caja y bigotes que analizan los máximos
errores en distancia entre AIDA y SGP4, ModOpt, y Mod1 para un horizonte de propagación
de 12 d́ıas. En este caso, no se detectaron valores at́ıpicos.
La diferencia entre el bigote superior y el inferior para SGP4 a los 2, 4, 6, 8, 10 y 12

d́ıas de propagación es de aproximadamente 11.64, 20.00, 27.67, 36.41, 47.21 y 54.35 km,
respectivamente. El modelo Mod1 es capaz de reducir esta diferencia a aproximadamente
1.14, 3.86, 6.69, 9.14, 12.27 y 15.84 km. El máximo error alcanzado por SGP4 para estos
d́ıas es de 13.2, 22.33, 30.32, 39.07, 49.96 y 58.27 km. Por su parte, los máximos errores
cometidos por Mod1 están alrededor de los 1.79, 4.59, 8.31, 10.91, 14.91 y 18.49 km. Los
resultados del Mod1 están notablemente más cercanos que los de SGP4 a los 1.11, 1.33,
1.72, 1.79, 1.79 y 1.98 km obtenidos con el modelo óptimo. Durante los primeros 6 d́ıas de
propagación, el error en la predicción del Mod1 no supera el cuartil Q1 de SGP4, que es de
9.04 km al d́ıa 6. Para los d́ıas restantes, la magnitud del error no sobrepasa la mediana de
SGP4, que es de unos 22.76 km al d́ıa 12.
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Figura 4-21.: Diagramas de caja y bigotes de los máximos de los errores en distancia (km)
entre AIDA y SGP4, ModOpt y Mod1 de las 93 series. Las predicciones inician
a partir del d́ıa 2.

Análisis a partir del d́ıa 10

La figura 4-22 muestra los diagramas de caja y bigotes que analizan los máximos errores
en distancia entre AIDA y SGP4, ModOpt, y Mod1 para cada uno de los 93 TLE a partir del
décimo d́ıa de propagación.

Figura 4-22.: Diagramas de caja y bigotes de los máximos de los errores en distancia (km)
entre AIDA y SGP4, ModOpt y Mod1 en las 93 series. Las predicciones inician
a partir del d́ıa 10.
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Durante los d́ıas del 10 al 20 de propagación, se observa una diferencia significativa entre
los valores de los bigotes superior e inferior para el modelo SGP4. Estas diferencias se sitúan
en torno a los 47.38, 56.25, 63.82, 75.42, 84.19 y 91.42 km, respectivamente. Por otro lado,
en el caso del modelo Mod1, se observan diferencias de 1.87, 3.18, 6.56, 12.41, 16.88 y 24.42
km durante el mismo intervalo de tiempo. Esto indica una reducción en la dispersión del
error a los 12 d́ıas de aproximadamente 63.21 kilómetros. En cuanto al modelo óptimo, las
diferencias entre los bigotes son de 1.40, 1.38, 1.33, 1.26, 1.32 y 1.29 km, respectivamente.
La menor diferencia con respecto al Mod1 se observa el d́ıa 10 de propagación, siendo de
0.47 kilómetros. Los máximos errores cometidos por este modelo son de aproximadamente
2.77, 4.66, 8.91, 15.17, 19.97 y 28.21 km. El máximo error alcanzado por SGP4 es de 49.96,
61.08, 68.92, 80.51, 89.28 y 97.7 km, respectivamente, lo que representa una reducción de
este error de aproximadamente 47.19, 56.42, 60.01, 65.34, 69.31 y 69.49 km. Hasta el d́ıa 18,
los errores cometidos por Mod1 se mantienen por debajo del cuartil Q3 de SGP4, que es de
15.58 km. En las propagaciones posteriores, el máximo del modelo entrenado no supera la
mediana del modelo SGP4, que se sitúa alrededor de los 36.15 kilómetros el d́ıa 20.

Es importante mencionar que el error mı́nimo cometido por SGP4 en el d́ıa 10 es de
aproximadamente 2.57 km, mientras que el cuartil Q3 del Mod1 se sitúa en torno a los 1.92
km. Esto indica que más del 75% de los errores del modelo basado en RN se encuentra por
debajo del mı́nimo error cometido por SGP4.

Durante los 12 d́ıas de propagación, se registraron un total de 24 valores at́ıpicos distri-
buidos como sigue: 3, 6, 6, 5, 3 y 1 para los d́ıas 10, 12, 14, 16, 18 y 20, respectivamente.
Se observa que la mitad de estos valores ocurrieron en los d́ıas 12 y 14, mientras que solo se
presentó un caso en el d́ıa 20. En este caso, tanto SGP4 como ModOpt no presentaron valores
at́ıpicos.

Análisis a partir del d́ıa 12

La figura 4-23 muestra los diagramas de caja y bigotes que analizan los máximos errores
en distancia entre AIDA y SGP4, ModOpt, y Mod1 para cada uno de los 93 TLE a partir del
d́ıa 12 de propagación.

La diferencia entre el bigote superior e inferior para SGP4 durante el peŕıodo de propaga-
ción de los d́ıas 12 a 22 es de aproximadamente 54.74, 63.82, 72.60, 84.19, 91.03 y 98.15 km,
respectivamente. En el caso del Mod1, estas diferencias son de aproximadamente 1.99, 4.76,
9.59, 14.56, 18.99 y 24.91 km en el mismo intervalo de tiempo. Esto indica una reducción
de la dispersión del error en el d́ıa 22 de aproximadamente 73.24 km, ligeramente mayor
que en el caso anterior. En cuanto a ModOpt, presenta una diferencia de alrededor de 1.54,
1.40, 1.30, 1.34, 1.34 y 1.34 km, respectivamente. Es decir, durante los primeros 2 d́ıas de
propagación (al d́ıa 12), la diferencia con Mod1 es de 0.45 km. Comparando con la diferencia
de 0.47 km obtenida en el caso anterior, se evidencia una ligera mejora de aproximadamente
0.02 km. Los mayores errores que presenta Mod1, son de aproximadamente 2.99, 6.05, 11.55,
17.25, 22.18 y 28.5 km. En este mismo periodo, los mayores errores de SGP4 son de 58.88,
68.91, 77.69, 89.28, 97.30 y 104.77 km, lo que implica una reducción en el máximo error en
distancia de 55.89, 62.86, 66.13, 72.03, 75.12 y 76.27 km, respectivamente.

En las propagaciones realizadas hasta el d́ıa 16, los errores del Mod1 no superan los 15.59



90 4 Propagador h́ıbrido de tipo Encke basado en SGP4: HEnckeSGP4

Figura 4-23.: Diagramas de caja y bigotes de los máximos de los errores en distancia (km)
entre AIDA y SGP4, ModOpt y Mod1 en las 93 series. Las predicciones se
inician a partir del d́ıa 12.

km, que es el valor en el que se encuentra el cuartil Q1 de SGP4 ese d́ıa. Se destaca el
hecho de que para el d́ıa 12, el máximo error cometido por Mod1 fue de 3.00 km, que no
supera los 3.91 km del mı́nimo error de SGP4. En este mismo d́ıa, el máximo error alcanzado
por ModOpt fue de aproximadamente 2.59 km, lo que indica una diferencia de menos de un
kilómetro. Al llegar al d́ıa 22 de propagación, el Q3 del Mod1 (18.73 km) no sobrepasa el Q1

de SGP4 (20.10 km).
Durante el periodo de propagación, se registraron un total de 33 valores at́ıpicos, dis-

tribuidos de la siguiente manera: 4, 8, 5, 6, 5 y 5 para los d́ıas 12, 14, 16, 18, 20 y 22,
respectivamente. Al igual que en los casos anteriores, SGP4 y ModOpt no presentaron valores
at́ıpicos.

Índices de mejora

En la tabla 4-27 se muestra el número de casos en los que las predicciones del modelo
Mod1 empeoraron en comparación con SGP4.

Modelo Casos en los que ImSGP4 > 1 - Tiempo en d́ıas

Dı́as 2 4 6 8 10 12
0 0 1 6 6 6 6

Mod1 8 0 1 1 7 8 11
10 0 0 2 7 8 10

Tabla 4-27.: Números de casos en los que las predicciones del modelos Mod1 empeoraron
las de SGP4 desde el instante inicial, aśı como desde los d́ıas 8 y 10.

Durante los primeros 2 d́ıas de propagación, no se registró ningún caso en el que las
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predicciones del modelo fueran peores que las de SGP4. En el d́ıa 4, solo se presentó un caso.
A partir del d́ıa 6, se presentaron 6 casos, cifra que se mantuvo hasta el d́ıa 12. Para los d́ıas
2, 4, 6, 8, 10 y 12 se observaron 3, 4, 7, 5, 6 y 5 valores at́ıpicos, respectivamente. El caso más
notable ocurrió el d́ıa 10, con un valor at́ıpico de 2.80 unidades, correspondiente a la serie sin
tendencia εθ61, donde el error aumentó de 5.59 a 15.65 km. En las propagaciones realizadas
a partir del d́ıa 8, se observó el primer caso donde las predicciones del Mod1 empeoraron en
comparación con SGP4, el cual se presentó en el d́ıa 12. Estos casos aumentaron gradualmente
hasta alcanzar 11 el d́ıa 20. Durante este peŕıodo, se presentaron 11, 3, 6, 8, 11 y 11 valores
at́ıpicos, respectivamente. El valor at́ıpico más alto fue de 3.17 unidades el d́ıa 20, asociado a
la serie sin tendencia εθ207, donde el error aumentó de 5.68 a 18.05 km. En el último peŕıodo,
se registraron 2 casos el d́ıa 16 donde Mod1 empeoró los resultados de SGP4, y a partir de
este d́ıa, los casos aumentaron hasta llegar a 10 el d́ıa 22. El valor at́ıpico más alto fue de
2.22 unidades, nuevamente relacionado con la serie εθ207, donde el error de la predicción pasó
de 6.73 a 14.94 km.
En la figura 4-24 se presentan los diagramas de caja y bigotes que analizan ImModOpt

para

el modelo Mod1 durante una propagación de 12 d́ıas, comenzando desde los d́ıas 2, 8 y 10
(mostrados de izquierda a derecha, respectivamente). La diferencia entre el bigote superior
e inferior en los tres casos es de 0.39, 0.23 y 0.28 unidades, respectivamente. En las propa-
gaciones desde el d́ıa 2, no se registraron valores at́ıpicos. Sin embargo, en las propagaciones
desde el d́ıa 10 se presentaron 2 valores at́ıpicos, y en el último caso se observaron 6. Es
importante destacar que, si bien el modelo muestra buenos resultados, aún existe un amplio
margen para mejoras.

Figura 4-24.: Diagramas de caja y bigotes con el análisis del ı́ndice de mejora respecto
al óptimo ImModOpt

para Mod1 aleatorio en las 93 series. El horizonte de

propagación es de 12 d́ıas.

4.2.6. Generalización del Mod1

Finalmente, se evalúa la capacidad de generalización del Mod1 utilizando las 1685 series
generadas a partir de los datos del satélite GALILEO-FM3. Es importante recordar que estas
series muestran un comportamiento similar a las series de entrenamiento, pero también
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presentan patrones que no han sido observados por las redes neuronales. El proceso de
evaluación es análogo al descrito en las pruebas de robustez. Al igual que en los casos
anteriores, el horizonte de propagación es de 12 d́ıas, y los errores se registran a los 2, 4, 6,
8, 10 y 12 d́ıas posteriores al inicio de las predicciones.

Análisis a partir del d́ıa 2

En la figura 4-25 se muestran los diagramas de caja y bigotes que analizan los máximos
errores en distancia entre AIDA y SGP4, ModOpt, y Mod1. La diferencia entre los bigotes
superior e inferior para el modelo SGP4 a los 2, 4, 6, 8, 10 y 12 d́ıas es de 18.69, 34.06, 46.84,
62.80, 75.44 y 87.92 km, respectivamente. Por otro lado, Mod1 reduce esta distancia a 1.98,
4.62, 7.80, 11.34, 15.74 y 20.58 km, mostrando una mejora significativa. Sin embargo, estos
resultados aún están lejos del modelo óptimo, cuyas distancias se sitúan alrededor de 0.95,
1.04, 1.13, 1.38, 1.50 y 1.56 km. Los máximos errores cometidos por Mod1 están alrededor
de 2.43, 5.41, 9.05, 13.07, 17.8 y 22.78 km. mientras que los máximos errores de SGP4 son
de 19.59, 35.78, 48.78, 64.87, 77.84 y 90.55 km, lo que implica una reducción de este error
en 17.16, 30.37, 39.73, 51.8, 60.04 y 67.77 km, respectivamente. A lo largo del peŕıodo de
propagación, el cuartil Q3 del Mod1 no supera al Q1 de SGP4. Por ejemplo, para el d́ıa 12,
el Q1 de SGP4 alcanza los 13.07 km, mientras que el Q3 del Mod1 es de 12.54 km. Además,
en este mismo d́ıa, el máximo error del Mod1 (22.78 km) no supera la mediana de SGP4
(27.95 km).

Figura 4-25.: Diagramas de caja y bigotes que muestran los máximos errores en distancia
(km) entre AIDA y SGP4, ModOpt y Mod1 para las 1685 series. Las predic-
ciones comienzan a partir del d́ıa 2.

Durante el peŕıodo de propagación, el modelo Mod1 mostró 48, 38, 20, 9, 7 y 5 valores
at́ıpicos para los d́ıas 2, 4, 6, 8, 10 y 12, respectivamente. El mayor número se registró en
los primeros 2 d́ıas de propagación, con 48 casos. Por otro lado, el modelo óptimo exhibió
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18, 57, 72, 36, 13 y 3 valores at́ıpicos para los mismos d́ıas, con el mayor número de casos
(72) observado a los 6 d́ıas de propagación. Es importante destacar que el modelo SGP4 no
presentó valores at́ıpicos en ningún momento.

Análisis a partir del d́ıa 10

La figura 4-26 muestra los diagramas de caja y bigotes que analizan los máximos errores
en distancia entre AIDA y SGP4, ModOpt, y Mod1 para cada uno de los 1685 TLE a partir
del d́ıa 10.

La diferencia entre el bigote superior e inferior de SGP4 al d́ıa 10 es de aproximadamente
78.87 km, mientras que para Mod1 es de aproximadamente 2.49 km, situándose a solo 0.79
km del valor óptimo. Los máximos errores cometidos por Mod1 en este periodo son de
aproximadamente 2.99, 7.84, 12.62, 18.68, 26.07 y 36.32 km. Por otro lado, los máximos
errores cometidos por SGP4 son de 79.92, 94.94, 107.77, 122.64, 137.53 y 151.17 km, lo que
implica una reducción de aproximadamente 76.93, 87.1, 95.15, 103.96, 111.46 y 114.85 km,
respectivamente.

A los 12 d́ıas de propagación (d́ıa 20), se observa que el máximo error del modelo Mod1

no supera la mediana de SGP4, que se sitúa en aproximadamente 43.22 km.

Figura 4-26.: Diagramas de caja y bigotes que muestran los máximos errores en distancia
(km) entre AIDA y SGP4, ModOpt y Mod1 para las 1685 series. Las predic-
ciones comienzan a partir del d́ıa 10.

A lo largo de los 12 d́ıas de propagación, Mod1 registró 91, 63, 60, 91, 100 y 91 valores
at́ıpicos, alcanzando su máximo de 100 casos el d́ıa 10. Aunque este valor apenas difiere del
promedio diario de aproximadamente 83 valores at́ıpicos. Por otro lado, el modelo óptimo
solo registró 2 valores at́ıpicos, uno el d́ıa 10 y otro el d́ıa 12. En cuanto a SGP4, no se
registraron valores at́ıpicos.
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Análisis a partir del d́ıa 12

La figura 4-26 muestra los diagramas de caja y bigotes que analizan los máximos errores
en distancia entre AIDA y SGP4, ModOpt, y Mod1 para cada uno de los 1685 TLE a partir
del d́ıa 12.

Figura 4-27.: Diagramas de caja y bigotes que muestran los máximos errores en distancia
(km) entre AIDA y SGP4, ModOpt y Mod1 para las 1685 series. Las predic-
ciones comienzan a partir del d́ıa 12.

La diferencia entre el bigote superior e inferior para Mod1 es de aproximadamente 3.08
km, durante los primeros 2 d́ıas (d́ıa 12). Por su parte, SGP4 presenta una diferencia para
este d́ıa de 92.2 km, lo que implica una reducción de la dispersión de SGP4 en al menos 89.12
km. En este mismo periodo, el modelo óptimo presentó un error de 1.54 km. Los máximos
errores cometidos por Mod1 son de aproximadamente 3.08, 9.59, 14.47, 21.71, 31.05 y 44.67
km. Por otro lado, los máximos errores alcanzados por SGP4 fueron de 93.92, 107.77, 121.08,
134.45, 146.14 y 158.2 km, lo que representa una reducción de 90.38, 97.25, 105.2, 110.84,
112.86 y 111.31 km, respectivamente. Es importante destacar que el máximo error del Mod1

no supera la mediana de los errores cometidos por SGP4 al d́ıa 22, que se sitúa alrededor de
los 47.04 km.
Se registraron 186, 72, 89, 107, 97 y 89 valores at́ıpicos entre los d́ıas 12 y 22 de propagación.

El mayor número de valores at́ıpicos (186) se concentró durante los primeros 2 d́ıas. Por otro
lado, para SGP4 solo se registraron 3 valores at́ıpicos, los d́ıas 18, 20 y 22 de propagación.
En este mismo periodo, ModOpt no registró valores at́ıpicos.

Índices de mejora

En la tabla 4-28 se muestra el número de casos en los que las predicciones del Mod1

empeoraron los resultados obtenidos con SGP4 en las 1685 series. Durante los primeros 2
d́ıas de propagación, se registraron 4 casos, aumentando a 187 al cabo de 12 d́ıas. Para
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los d́ıas 2, 4, 6, 8, 10 y 12 se presentaron 109, 103, 102, 117, 125 y 116 valores at́ıpicos,
respectivamente.
El valor at́ıpico más alto, de 3.73 unidades, se registró el d́ıa 12, correspondiente a la serie

sin tendencia εθ842, con un aumento del error de 3.53 a 13.20 km. Desde el d́ıa 10 hasta el d́ıa
20, se registraron 166 casos en los que las predicciones del modelo empeoraron los resultados
de SGP4. Los valores at́ıpicos fueron 177, 171, 173, 166, 153 y 153. El valor más alto, de
5.02 unidades, se registró el d́ıa 20, correspondiente a la serie sin tendencia εθ1412, con un
incremento del error de 3.01 a 15.11 km.
En el último periodo, solo se registró un valor at́ıpico el d́ıa 12, pero a partir de este d́ıa

los casos aumentaron hasta llegar a 108 el d́ıa 22. El valor at́ıpico más alto, de 2.22 unidades,
corresponde nuevamente a la serie εθ1412. Para este periodo, el error de la predicción pasó de
3.01 a 6.68 km.

Modelo Casos en los que ImSGP4 > 1 - Tiempo en d́ıas

Dı́as 2 4 6 8 10 12
0 4 23 85 101 132 187

Mod1 8 4 42 72 104 126 166
10 1 15 37 59 85 108

Tabla 4-28.: Casos en los que las predicciones del modelos Mod1 empeoraron las de SGP4
desde el instante inicial, aśı como desde los d́ıas 8 y 10.

La figura 4-28 muestra los diagramas de caja y bigotes con el análisis de ImModOpt
para el

modelo Mod1. El horizonte de propagación es de 12 d́ıas, comenzando los d́ıas 2, 8 y 10. En
los tres casos, la diferencia entre el bigote superior e inferior es de 0.33, 0.27 y 0.28 unidades,
respectivamente.

Figura 4-28.: Diagramas de caja y bigotes con el análisis del ı́ndice de mejora respecto
al óptimo ImModOpt

para Mod1 aleatorio en las 1685 series. El horizonte de

propagación es de 12 d́ıas.

Para las propagaciones desde el d́ıa 2, se presentaron 29 valores at́ıpicos. En las pro-
pagaciones desde el d́ıa 10, se registraron 73 valores at́ıpicos, y en el último caso, 85. Es
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importante destacar que, tal como se mencionó en el apartado anterior, aunque el modelo
presenta buenos resultados, aún queda un amplio margen para mejoras.

4.3. Optimizando la arquitectura

En la sección anterior se diseñó una arquitectura con dos capas ocultas que contienen 256
y 128 neuronas, respectivamente, mientras que la capa de entrada tiene 168 neuronas. Este
modelo de red neuronal se entrenó para mejorar la precisión del propagador orbital SGP4
en TLE de objetos ubicados en la región MEO. Para predecir un nuevo dato, se realiza
una multiplicación de una matriz de tamaño 1×168 por una matriz de tamaño 168×256,
que contiene los pesos entre las conexiones de la capa de entrada y la primera capa oculta.
Después de esta multiplicación, se suman los sesgos y se pasa el resultado como argumento
a la función de activación correspondiente. Estas operaciones generan un vector de tamaño
1×256, que se multiplica por la matriz de pesos de tamaño 256×128 que conecta la primera
capa oculta con la segunda. Luego, se suman los sesgos de cada neurona y se pasan los
resultados a la segunda función de activación. Después de esta operación, se obtiene un
vector de tamaño 1×128, que se multiplica por la matriz de pesos que conecta la segunda
capa oculta con la capa de salida, que solo tiene una neurona. Finalmente, después de las
multiplicaciones, las adiciones y el paso por la última función de activación, se obtiene el
valor que indica la predicción de la red neuronal. El tiempo promedio que lleva al modelo
de red neuronal de Beronia predecir la serie temporal a 12 d́ıas es de aproximadamente
1.73 segundos. Por otro lado, la versión SGP4 de Matlab tarda alrededor de 10 segundos en
propagar el TLE en un procesador Intel Xeon E5 a 3.7 GHz.

En esta sección, se busca mejorar la eficiencia computacional del modelo de RN mediante
la optimización de su arquitectura. En primer lugar, se reducirá el número de neuronas de
la capa de entrada, disminuyendo el número de puntos por revolución de 84 (uno cada 10
minutos) a 12 (uno cada 70 minutos) y, posteriormente, a 6 (uno cada 140 minutos). Una
vez establecido el número de puntos por revolución en 6, se reducirá el número de neuronas
de las capas ocultas de 256 y 128 a 64 y 32, respectivamente. Es importante recordar que
el uso de 12 puntos por revolución, aproximadamente uno cada 70 minutos, fue propuesto
inicialmente en [170, 155] para órbitas de tipo LEO y MEO.

4.3.1. Reducir el número de neuronas en la capa de entrada

En esta sección se entrenarán dos grupos de cinco modelos de RN. En el primer grupo, se
reducirá el número de puntos por revolución de 84 a 12, lo que equivale a tomar un punto
cada 70 minutos (min). En el segundo grupo, el número de puntos se reducirá a 6, es decir,
un punto cada 140 min. En adelante, para simplificar la escritura de este documento, se
referirá a este valor como la resolución de muestreo o simplemente resolución. En el caso
donde las muestras son tomadas con una resolución de 70 min, se obtienen 3,803,839 vectores
para entrenar y 813,174 para validar el entrenamiento. Con una resolución de 140 min, el
número de vectores para entrenar y validar es de 3,807,645 y 816,930, respectivamente. Es
importante destacar que el número de vectores de entrenamiento se ha reducido en un 0.19%
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para una resolución de 70 min, mientras que en un 0.09% para 140 min.
En la figura 4-29 se muestran las gráficas de secuencias de la serie εθ119 durante los primeros

4 d́ıas de propagación con distintas resoluciones. Esta serie es una de las empleadas para
entrenar los modelos. Los datos tomados con una resolución de 10 min se muestran en azul;
mientras que en verde y rojo se presentan los datos tomados con una resolución de 70 y 140
min, respectivamente.

Figura 4-29.: Gráficas de secuencias de la serie εθ119. En azul se representa la serie con una
resolución de 10 min, en verde con una resolución de 70 min y en rojo con
una resolución de 140 min.

En las series con resoluciones de 70 y 140 min se observa cómo se pierden algunos detalles
en la definición de la serie a medida que aumenta el tiempo de resolución. Por ejemplo, se
pierden las irregularidades entre las oscilaciones y la forma precisa de las ondas. Sin embargo,
aún se conservan las caracteŕısticas generales de la serie temporal, como la amplitud, el
número de oscilaciones y la tendencia.
A continuación se compararán los resultados del entrenamiento de los dos grupos de RN

con los resultados obtenidos en el caso anterior. El objetivo es determinar si la pérdida de
información al disminuir la resolución de muestreo de las series afecta el entrenamiento de
las RN y, por consiguiente, a la precisión de los modelos Modi.
Para entrenar las modelos se emplean las 219 series del caso anterior. La única diferencia

radica en que en la capa de entrada se reduce el número de neuronas de 168 a 24 para el
primer grupo de modelos y a 12 en el segundo. El proceso de evaluación de los modelos
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Modi se lleva a cabo de manera análoga a como se describió anteriormente. En la tabla 4-29
se muestra el tiempo de cómputo empleado para entrenar cada uno de los cinco modelos.
En la primera columna se indica el modelo, en la segunda columna el tiempo que tardó
en ser entrenado empleando una resolución de 70 min, y en la tercera columna el tiempo
empleado con una resolución de 140 min. Es importante recordar que el corto tiempo de
entrenamiento que muestran algunos modelos, por ejemplo, Mod4, se debe a la activación del
hiperparámetro paciencia, que detuvo su entrenamiento mucho antes de alcanzar el número
máximo de épocas permitido. Al igual que en la primera iteración, el entrenamiento y las
predicciones de cada uno de estos modelos se ejecutaron en el clúster de supercomputación
Beronia, utilizando 28 CPU.

Resolución

Modelo 70 min 140 min

1 17.20 10.73

2 14.61 8.48

3 15.12 9.85

4 9.73 8.73

5 8.92 16.40

Tabla 4-29.: Tiempo de cómputo en d́ıas de los modelos de RN entrenados con una resolu-
ción de 70 y 140 min.

En la figura 4-30 se representan los diagramas de caja y bigotes que analizan los máximo
errores en distancia entre AIDA y SGP4, ModOpt y cada uno de los modelos de RN entrenados
con una resolución de 70 min, para un horizonte de propagación de 12 d́ıas. En la tabla 4-30
se muestra el número de valores at́ıpicos, que no se incluyen en los diagramas para facilitar
la visualización de los resultados.

Modelo Número de valores at́ıpicos - Tiempo en d́ıas
2 4 6 8 10 12

Mod1 0 0 0 1 1 3
Mod2 0 6 5 0 0 1
Mod3 0 0 0 0 0 0
Mod4 0 2 1 0 0 0
Mod5 0 0 0 0 0 0

Tabla 4-30.: Número de valores at́ıpicos de los diagramas de caja y bigotes de la figura 4-30
según el d́ıa de propagación.

La diferencia entre el bigote superior e inferior para Mod5, que presentó los valores más
altos, fue de 2.34, 6.06, 11.46, 19.24, 27.82 y 48.69 km para los 2, 4, 6, 8, 10 y 12 d́ıas,
respectivamente. Los valores máximos alcanzados por este modelo fueron de 2.96, 7.16, 12.84,
21.58, 30.64 y 52.32 km, reduciendo el error de SGP4 en aproximadamente 13.38, 21.87, 26.97,
25.16, 27.61 y 14.01 km, respectivamente.
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Figura 4-30.: Diagramas de caja y bigotes de los máximos de los errores en distancia (km)
entre AIDA y SGP4, ModOpt y los cinco modelos de RN entrenados con una
resolución de 70 min, con los datos de la fase de entrenamiento.

Por otro lado, los errores más pequeños en el d́ıa 2 de propagación son registrados por
Mod3 con 2.34 km. Del d́ıa 4 al d́ıa 10, Mod2 con 5.14, 8.29, 11.82 y 13.5 km, respectivamente,
y en el d́ıa 12, Mod4 con 18.28 km. Comparado con los errores más pequeños cometidos por
los modelos aleatorios con una resolución de 10 min, se observa un incremento en el error en
los d́ıas 2, 4 y 8 de 0.48, 0.55 y 0.69 km, respectivamente, y una reducción de 0.02, 1.62 y
0.08 km en los d́ıas 6, 10 y 12.

Durante el tiempo de propagación, los Mod3 y Mod5 no presentaron valores at́ıpicos. Mod1

presentó 5 valores, de los cuales 3 se observaron el d́ıa 12. El modelo Mod2, con 12 valores,
presentó el número más alto, de estos, 6 se detectaron el d́ıa 4 y 5 el d́ıa 6. Por su parte,
Mod4 solo presentó 3 valores at́ıpicos.

Para concluir, el tiempo de ejecución promedio de la predicción del modelo se reduce
a aproximadamente 0.84 segundos, lo que representa poco menos de la mitad del tiempo
requerido por los modelos con una resolución de 10 min.

En la tabla 4-31 se muestra el número de casos en los que las predicciones de los modelos
empeoraron las de SGP4. El modelo Mod5, con 95 casos (un 43.16% de sus predicciones),
mostró el peor comportamiento después de 12 d́ıas de propagación. Sin embargo, los modelos
Mod2 y Mod4, con 35 casos, presentaron el mejor rendimiento. En comparación con los 22
casos presentados por el modelo Mod1 aleatorio con una resolución de 10 min, el rendimiento
de los modelos basados en RN se redujo en 13 casos. El ı́ndice de mejora más alto lo presentó
Mod3 (que obtuvo el error más pequeño) al d́ıa 12, con 3.7 unidades. Cabe destacar que este
ı́ndice pertenece a la serie sin tendencia εθ140, en la que el error a 12 d́ıas se incrementó de
2.89 a 10.69 km.

En la figura 4-31 se presentan los diagramas de caja y bigotes que analizan los máximos
errores en distancia entre AIDA y SGP4, ModOpt y cada uno de los modelos de RN entrenados
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Modelo Casos en los que ImSGP4 > 1 - Tiempo en d́ıas
2 4 6 8 10 12

Mod1 3 20 39 44 51 58
Mod2 1 9 22 27 32 35
Mod3 2 11 21 35 47 56
Mod4 1 8 19 29 31 35
Mod5 4 22 38 57 80 95

Tabla 4-31.: Numero de casos en los que las predicciones de los modelos Modi, entrenados
con una resolución de 70 min, empeoraron las de SGP4 durante el periodo de
entrenamiento.

con una resolución de 140 min, para un horizonte de propagación de 12 d́ıas. La tabla 4-
32 muestra el número de valores at́ıpicos. El tiempo que tarda cada uno de los modelos en
realizar una predicción completa es de 0.27 segundos, aproximadamente un tercio del tiempo
que tardan los modelos con una resolución de 70 min.

Figura 4-31.: Diagramas de caja y bigotes de los máximos de los errores en distancia (km)
entre AIDA y SGP4, ModOpt y los cinco modelos de RN entrenados con una
resolución de 140 min, con los datos de la fase de entrenamiento.

La diferencia entre los bigotes superior e inferior en el caso máximo de los modelos Modi

es de 2.06, 5.61, 8.94, 12.41, 15.45 y 17.67 km durante los 12 d́ıas de propagación. Los errores
más altos se alcanzan en Mod5, desde el d́ıa 2 al d́ıa 10, con 2.58, 6.43, 10.31, 14.03 y 17.46
km. En el d́ıa 12, el error más grande se observa en Mod4, con 23.05 km. En comparación
con los modelos entrenados con una resolución de 70 min, se puede ver una reducción del
máximo error en 0.38, 0.73, 2.53, 7.55, 13.18 y 29.27 km del d́ıa 2 al 12, respectivamente. Los
errores más pequeños se encuentran en Mod4 con 2.13 y 5.04 km durante los primeros 4 d́ıas
de propagación. Durante los d́ıas posteriores, el error más pequeño se alcanzan en Mod1 con
8.19, 10.8, 13.96 y 17.41 km. Respecto a los errores más pequeños presentes en los modelos
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Modelo Número de valores at́ıpicos - Tiempo en d́ıas
2 4 6 8 10 12

Mod1 22 19 15 15 6 2
Mod2 8 12 17 20 25 25
Mod3 12 13 14 19 17 13
Mod4 6 11 16 18 11 11
Mod5 5 12 21 31 37 11

Tabla 4-32.: Número de valores at́ıpicos de los diagramas de caja y bigotes de la figura 4-31
según el d́ıa de propagación.

entrenados con una resolución de 70 min, se observa una reducción de 0.21, 0.1, 0.1, 1.02 y
0.87 km para los d́ıas 2, 4, 6, 8 y 12, respectivamente. En el d́ıa 10, se incrementa el error en
0.46 km. En comparación con el modelo Mod1 aleatorio entrenado con una resolución de 10
min, se incrementa el error en 0.27 y 0.45 km en los primeros 4 d́ıas, pero se reduce en 0.12,
0.33, 1.16 y 0.95 km en los d́ıas restantes. En este caso, se han incrementado notablemente los
valores at́ıpicos. El modelo Mod5 con 37 datos presenta el mayor número entre los modelos
al d́ıa 10 de propagación, mientras que al d́ıa 12, es Mod2 con 25 datos.
En la tabla 4-33 se enumeran los casos donde las predicciones de los modelos entrenados

con una resolución de 140 min empeoraron los resultados de SGP4. Según los resultados
mostrados en la tabla, los modelos Mod1 y Mod4 muestran el mejor comportamiento. Por
ejemplo, al d́ıa 12, el número de casos en que empeoran los resultados de SGP4 son 29 y 32
respectivamente. Por otro lado, Mod3, presenta el mayor número de casos donde empeoraron
los resultados de SGP4, con 54 casos al d́ıa 12.
Comparado con lo resultados de los modelos entrenados con una resolución de 70 min,

donde a los 12 d́ıas Mod5 presentó 95 casos, se ha mejorado el rendimiento de los modelos
en 43 casos. Con esta resolución, el ı́ndice de mejora más alto observado en el modelo Mod1

(que obtuvo el error más pequeño) al d́ıa 12 fue de 2.02 unidades. Este valor corresponde, al
igual que en el caso anterior, a la serie sin tendencia εθ140, cuyo error se incrementó de 2.89
a 5.83 km.

Modelo Casos en los que ImSGP4 > 1 - Tiempo en d́ıas
2 4 6 8 10 12

Mod1 1 9 15 21 28 29
Mod2 2 8 29 33 42 46
Mod3 3 13 34 40 49 54
Mod4 1 8 16 21 27 32
Mod5 3 15 35 44 52 52

Tabla 4-33.: Número de casos en los que las predicciones de los modelos Modi, entrenados
con una resolución de 140 min, empeoraron las de SGP4 durante el periodo de
entrenamiento.

En la figura 4-32 se muestran los diagramas de caja y bigotes de los errores en distancia
entre AIDA y SGP4, ModOpt y cada uno de los modelos Modi entrenados con una resolución
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de 70 min a partir del décimo d́ıa de propagación. Además, el número de valores at́ıpicos de
cada modelo se muestra en la tabla 4-34.

Figura 4-32.: Diagramas de caja y bigotes de los máximos de los errores en distancia (km)
entre AIDA y SGP4, ModOpt y los cinco modelos de RN entrenados con una
resolución de 70 min. Las propagaciones comienzan en la fase de validación.

Modelo Número de valores at́ıpicos - Tiempo en d́ıas
10 12 14 16 18 20

Mod1 22 19 15 15 6 2
Mod2 8 12 17 20 25 25
Mod3 12 13 14 19 17 13
Mod4 6 11 16 18 11 11
Mod5 5 12 21 31 37 11

Tabla 4-34.: Número de valores at́ıpicos de los diagramas de caja y bigotes de la figura 4-32
según el d́ıa de propagación.

La mayor diferencia entre el bigote superior e inferior se observa en Mod1, con 2.72, 9.06,
18.4, 32.18, 50.89 y 74.55 km para los d́ıas 10 a 20, respectivamente. En comparación con
SGP4, se aprecia una reducción en la dispersión de al menos 53.54, 56.47, 54.5, 50.78, 38.6
y 19.52 km durante el periodo de propagación. Este modelo también registró los errores más
altos, con 3.32, 10.17, 20.08, 33.9, 52.66 y 76.33 km. Sin embargo, el error más pequeño se
alcanza en Mod4 con 2.84 km en el d́ıa 10, en el d́ıa 12 en Mod2 con 6.10 km, en los d́ıas 14
y 16 en Mod4 con 12.49 km y 22.04 km, respectivamente, en el d́ıa 18 en Mod2 con 33.8 km,
y finalmente en el d́ıa 20 en Mod3 con 49.07 km.
En comparación con los mı́nimos errores del modelo Mod1 aleatorio entrenado con una

resolución de 10 min, se observa un incremento en estos errores de 0.19, 0.70, 1.79, 4.48, 9.15
y 17.82 km. La mayor concentración de valores at́ıpicos la presenta Mod5 con 37 valores en
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el d́ıa 18. En el d́ıa 20 de propagación, Mod2 con 25 valores, presentó el número más alto.
Por su parte, Mod1 presentó el número más bajo, con solo 2 valores en el d́ıa 20.

En la tabla 4-35 se muestra el número de casos donde las predicciones de los modelos con
una resolución de 70 min empeoraron a SGP4. Durante los primeros d́ıas de propagación,
el modelo Mod4 presenta el peor comportamiento con 2 y 10 casos en los d́ıas 10 y 12,
respectivamente. A partir de este d́ıa, Mod5 es el que presenta el peor comportamiento,
empeorando los resultados de SGP4 en hasta 65 casos el d́ıa 20.

En comparación con el modelo Mod2 aleatorio con una resolución de 10 min en el d́ıa 20, se
observa un aumento de 25 casos en los cuales se empeoran los pronósticos de SGP4. El ı́ndice
de mejora más alto mostrado por Mod3, que obtuvo los errores más pequeños, en el d́ıa 20
fue de 3.37 unidades y pertenece a la serie de tendencia positiva εθ310. En esta serie, el error
en distancia se incrementó de 8.70 a 29.32 km, mientras que la tendencia de la serie es de
2.96×10−07 unidades (ver tabla 4-3). Es decir, aunque se clasificó como tendencia positiva,
su pendiente está muy cerca de la de las series clasificadas como series sin tendencia.

Modelo Casos en los que ImSGP4 > 1 - Tiempo en d́ıas
10 12 14 16 18 20

Mod1 1 3 10 18 22 31
Mod2 1 1 8 18 34 45
Mod3 1 2 11 19 23 30
Mod4 2 10 16 24 32 43
Mod5 1 9 20 35 45 65

Tabla 4-35.: Número de casos en los que las predicciones de los modelos Modi, entrenados
con una resolución de 70 min, empeoraron las de SGP4 durante el periodo de
validación.

La figura 4-33 presenta los diagramas de caja y bigotes que ilustran los errores en dis-
tancia entre AIDA y SGP4, ModOpt, y cada uno de los modelos Modi entrenados con una
resolución de 140 min a partir del décimo d́ıa de propagación. En la tabla 4-36 se muestra
el número de valores at́ıpicos. Antes de iniciar el análisis, es fundamental señalar que los
resultados del Mod4 no se incluyen en la figura. Esto se debe a que dicho modelo presento
un sobreajuste a los datos de entrenamiento, lo que generó errores en la distancia muy altos
en las predicciones sobre los datos de validación. Como resultado, la visualización de los
resultados de los modelos restantes se ve afectada.

Modelo Número de valores at́ıpicos - Tiempo en d́ıas
10 12 14 16 18 20

Mod1 6 11 14 17 21 23
Mod2 11 18 35 36 39 48
Mod3 5 14 20 26 35 39
Mod5 6 14 10 16 20 25

Tabla 4-36.: Número de valores at́ıpicos de los diagramas de caja y bigotes de la figura 4-33
según el d́ıa de propagación.
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Figura 4-33.: Diagramas de caja y bigotes de los máximos de los errores en distancia (km)
entre AIDA y SGP4, ModOpt y los cinco modelos de RN entrenados con una
resolución de 140 min. Las propagaciones comienzan en la fase de validación.

El modelo Mod2 presenta la mayor diferencia entre los bigotes superior e inferior, con 1.76,
5.06, 10.24, 19.5, 38.06 y 65.36 km para los d́ıas 10, 12, 14, 16, 18 y 20, respectivamente. Los
errores más altos para los d́ıas 10 y 12 se observan en Mod3, con 2.45 y 5.91 km. Para los
d́ıas restantes, los errores más elevados los presenta Mod2, con 11.28, 20.73, 39.52 y 66.98
km. Al comparar los errores máximos con los modelos entrenados con una resolución de 70
min, se observa una reducción del error de 0.87, 4.26, 8.8, 13.17, 13.14 y 9.35 km del d́ıa 10
al 20. Los errores más bajos se registran en Mod1 desde el d́ıa 10 hasta el 18, con 2.31, 5.38,
9.11, 13.89 y 21.56 km. Para el d́ıa 20, el error más bajo se encuentra en Mod5, con 28.91
km. En comparación con los errores más bajos de los modelos entrenados con una resolución
de 70 min, se logra una reducción de 0.53, 0.72, 3.38, 8.15, 12.24 y 20.16 km. Respecto al
modelo Mod1 aleatorio entrenado con una resolución de 10 min, la reducción es de 0.34, 0.02,
1.59, 3.67, 3.09 y 2.34 km. Sin embargo, Mod2 presenta el mayor número de valores at́ıpicos
durante los 12 d́ıas de propagación, alcanzando los 48 valores en el d́ıa 20.

En la tabla 4-37 se detallan los casos en que las predicciones de los modelos empeoraron
los resultados de SGP4. Comparando con los modelos entrenados con una resolución de 70
min, se observa un mejor comportamiento de estos modelos durante los primeros 4 d́ıas. Sin
embargo, en el d́ıa 12, el modelo Mod3 muestra un peor rendimiento, aunque empeora en la
mitad de los casos que el Mod4 entrenado con una resolución de 70 min. Para el d́ıa 20 de
propagación, Mod3 presenta 68 casos en los que los resultados empeoran en comparación con
SGP4, lo que representa un aumento de 3 casos en relación con Mod5, que exhibió el peor
desempeño entre los modelos entrenados con una resolución de 70 min. El ı́ndice de mejora
más alto del Mod5 (que tuvo los errores más pequeños) en el d́ıa 20 fue de 3.0 unidades y
corresponde a la serie de tendencia positiva εθ226, donde el error de predicción aumentó de
6.39 a 19.16 km. Esta serie muestra una pendiente poco pronunciada de 1.27×10−07, lo que
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la acerca a las series clasificadas como sin tendencia (ver tabla 4-3).

Modelo Casos en los que ImSGP4 > 1 - Tiempo en d́ıas
10 12 14 16 18 20

Mod1 0 1 13 25 31 50
Mod2 0 1 15 43 59 75
Mod3 1 5 21 37 53 68
Mod5 1 2 10 20 33 46

Tabla 4-37.: Número de casos en los que las predicciones de los modelos Modi, entrenados
con una resolución de 140 min, empeoraron las de SGP4 durante el periodo de
validación.

La figura 4-34 muestra los diagramas de caja y bigotes que representan los errores en
distancia entre AIDA y SGP4, ModOpt y cada uno de los modelos Modi entrenados con una
resolución de 70 min a partir del duodécimo d́ıa de propagación. En la tabla 4-38 se presenta
el número de valores at́ıpicos.

Figura 4-34.: Diagramas de caja y bigotes de los máximos de los errores en distancia (km)
entre AIDA y SGP4, ModOpt y los cinco modelos de RN entrenados con una
resolución de 70 min. Las propagaciones comienzan en la fase de prueba.

En primer lugar, se destaca que Mod1 exhibe la mayor diferencia entre el bigote superior
e inferior, con valores de 3.92, 10.94, 20.3, 41.35, 60.26 y 91.88 km para los d́ıas del 12 al 22,
respectivamente. Asimismo, este modelo registra los errores más altos, con valores de 4.53,
12.31, 21.84, 43.04, 62.84 y 94.49 km para los mismos d́ıas. Esto supone una reducción sig-
nificativa de los errores más altos en comparación con SGP4 por parte de todos los modelos,
de al menos 61.8, 64.74, 63.42, 51.34, 37.51 y 12.84 km.
El modelo Mod3 alcanza el error más pequeño de 3.00 km en el d́ıa 12. A partir del d́ıa 14

hasta el d́ıa 20, los errores más pequeños son registrados por Mod2, con 8.06, 13.05, 23.37 y
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Modelo Número de valores at́ıpicos - Tiempo en d́ıas
12 14 16 18 20 22

Mod1 22 16 25 14 10 4
Mod2 18 21 29 31 31 30
Mod3 25 24 25 26 20 16
Mod4 16 20 25 24 11 11
Mod5 16 20 30 36 35 11

Tabla 4-38.: Número de valores at́ıpicos de los diagramas de caja y bigotes de la figura 4-34
según el d́ıa de propagación.

37.55 km. Nuevamente, en el d́ıa 22, el error más pequeño se registra en Mod3, con 59.56 km.
Comparado con los errores más pequeños cometidos por el modelo aleatorio Mod1 entrenado
con una resolución de 10 min, se observa una reducción de 0.29 km para el d́ıa 12 y de 2.53
km para el d́ıa 16. Sin embargo, para los d́ıas 14, 18, 20 y 22, el error se incrementa en 0.42,
0.11, 8.48 y 19.67 km, respectivamente.
En cuanto a los valores at́ıpicos, durante los primeros 4 d́ıas de propagación, Mod3 muestra

el mayor número, con 25 y 24 valores. Entre los d́ıas 16 y 20, el mayor número de valores
at́ıpicos lo presenta Mod5, con 30, 36 y 35 valores. Finalmente, en el d́ıa 22, el mayor número
de valores at́ıpicos se observa en Mod2.
La tabla 4-39 muestra el número de casos en los que las predicciones de los modelos

empeoraron los resultados de SGP4. Los tres primeros modelos de la tabla muestran un buen
comportamiento durante los primeros 4 d́ıas de propagación. Por ejemplo, en los primeros 2
d́ıas, ninguno de los modelos superó el error en distancia de SGP4, y durante los siguientes
2 d́ıas, el máximo número de casos registrados fue de 6. Sin embargo, a partir del d́ıa 16,
el número de casos se incrementó notablemente en todos los modelos, alcanzando Mod5 un
máximo de 73 casos.
El ı́ndice de mejora más alto, mostrado por Mod3 en el d́ıa 22, fue de 3.82 unidades y

pertenece nuevamente a la serie de tendencia positiva εθ226. En esta serie, el error en distancia
se incrementó de 6.39 a 24.40 km en 22 d́ıas. Por el contrario, este modelo presentó los errores
más pequeños.

Modelo Casos en los que ImSGP4 > 1 - Tiempo en d́ıas
12 14 16 18 20 22

Mod1 0 6 15 24 30 36
Mod2 0 5 8 27 45 51
Mod3 0 6 12 24 30 40
Mod4 9 12 18 23 29 41
Mod5 8 14 26 33 43 73

Tabla 4-39.: Número de casos en los que las predicciones de los modelos Modi, entrenados
con una resolución de 70 min, empeoraron las de SGP4 durante el periodo de
validación.

La figura 4-35 muestra los diagramas de caja y bigotes que representan los errores en
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distancia entre AIDA y SGP4, ModOpt y cada uno de los modelos Modi entrenados con
una resolución de 140 min a partir del duodécimo d́ıa de propagación. El número de valores
at́ıpicos se presenta en la tabla 4-40.

Figura 4-35.: Diagramas de caja y bigotes de los máximos de los errores en distancia (km)
entre AIDA y SGP4, ModOpt y los cinco modelos de RN entrenados con una
resolución de 140 min. Las propagaciones comienzan en la fase de prueba.

Modelo Número de valores at́ıpicos - Tiempo en d́ıas
12 14 16 18 20 22

Mod1 13 15 15 19 19 23
Mod2 26 38 42 42 26 0
Mod3 19 23 29 38 39 48
Mod5 11 12 15 20 23 27

Tabla 4-40.: Número de valores at́ıpicos de los diagramas de caja y bigotes de la figura 4-35
según el d́ıa de propagación.

La mayor dispersión se observa en el modelo Mod2, con una diferencia entre el bigote
superior e inferior de 2.14, 6.58, 16.26, 39.95, 131.11 y 163.64 km para los d́ıas 12, 14, 16,
18, 20 y 22, respectivamente. En comparación con SGP4, la dispersión se reduce del d́ıa
12 al 18 en 61.28, 66.94, 65.05 y 49.73 km, pero se incrementa durante los d́ıas 20 y 22
en 37.02 y 62.57 km, respectivamente. Este modelo también muestra los errores más altos,
con valores de 2.69, 7.78, 17.61, 42.21, 134.39 y 166.92 km. Por otro lado, los errores más
pequeños se observan en Mod5, con valores de 2.47, 5.93, 10.01, 17.08, 26.24 y 37.91 km para
los d́ıas 12, 14, 16, 18, 20 y 22, respectivamente. Comparado con los mı́nimos errores de los
modelos entrenados con una resolución de 70 min, se observa una reducción de 0.53, 2.13,
3.04, 6.29, 11.31 y 21.65 km. Frente al Mod1 aleatorio entrenado con una resolución de 10
min, el mı́nimo error se reduce en 0.82, 1.71, 5.57, 6.18, 2.83 y 1.98 km desde los d́ıas 12 al
22.
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Durante los primeros 4 d́ıas de propagación, el Mod5 muestra el menor número de valores
at́ıpicos. En el d́ıa 16, comparte junto con Mod1 el menor número de valores at́ıpicos. Desde
el d́ıa 18 hasta el 22, es Mod1 el que presenta la menor cantidad de valores at́ıpicos. Por
otro lado, en el d́ıa 22, el modelo con más valores at́ıpicos es Mod3. Sin embargo, Mod2, a
pesar de haber tenido los errores de propagación más altos y la mayor dispersión, no muestra
valores at́ıpicos para el d́ıa 22.
En la tabla 4-41 se muestra el número de casos en los que las predicciones de los modelos

entrenados con una resolución de 140 min empeoraron los resultados de SGP4. Durante los
primeros 2 d́ıas de propagación (d́ıa 12), ninguno de los modelos empeoró las predicciones
de SGP4. En los d́ıas siguientes, destacaron los modelos Mod1 y Mod5 por su buen compor-
tamiento. Por ejemplo, en el d́ıa 14, estos modelos solo superaron el error de SGP4 en 2 y 4
casos, respectivamente. En el d́ıa 22, Mod5 mostró el mejor rendimiento, con solo 46 casos en
los que se observó un empeoramiento. Sin embargo, se evidencia un mal comportamiento por
parte de Mod2, ya que en este caso se observaron 97 casos (un 44% de sus predicciones) en
los que se empeoraron los resultados de SGP4. Comparando los resultados del d́ıa 22 con el
modelo Mod1 entrenado con una resolución de 70 min, se observa un aumento en el número
de casos en los que se empeoran las predicciones de SGP4 en 10 casos. En comparación con
el modelo Mod1 aleatorio y una resolución de 10 min, el número de casos se incrementa en
23. El ı́ndice de mejora más alto mostrado por Mod5, que presenta los errores más pequeños,
en el d́ıa 22 fue de 3.43 unidades y pertenece nuevamente a la serie de tendencia positiva
εθ226, donde el error de predicción se incrementó de 6.39 a 15.59 km en 22 d́ıas.

Modelo Casos en los que ImSGP4 > 1 - Tiempo en d́ıas
12 14 16 18 20 22

Mod1 0 2 19 21 35 53
Mod2 0 13 35 57 77 97
Mod3 0 15 33 51 57 74
Mod5 0 4 17 29 37 46

Tabla 4-41.: Número de casos en los que las predicciones de los modelos Modi, entrenados
con una resolución de 140 min, empeoraron las de SGP4 durante el periodo de
validación.

Comparación entre los modelos entrenados con una resolución de 70 y 140 minutos

Al reducir a la mitad el tamaño del vector de entrada en las RN con una resolución de
140 min, el tiempo necesario para el pronóstico se reduce aproximadamente a un tercio del
tiempo requerido con una resolución de 70 minutos.
En la tabla 4-42, se comparan los errores mı́nimos obtenidos para cada uno de los dos

grupos de cinco modelos. Como se puede observar, en los modelos entrenados con una reso-
lución de 140 min, los errores son menores en las tres fases evaluadas. No obstante, en favor
de los modelos entrenados con una resolución de 70 min, se registra un menor número de
casos donde las predicciones de SGP4 empeoran durante las fases de validación y prueba (30
casos para los modelos de 70 minutos y 46 para los de 140 minutos). A pesar de esto, los
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modelos entrenados con una resolución de 140 min logran ı́ndices de mejora más bajos. Por
ejemplo, en el caso más desfavorable, el modelo que ofreció los mejores resultados entrenado
con esta resolución, incrementó el error de SGP4 de 6.39 a 19.16 km en la fase de validación.
Por el contrario, en el mejor de los modelos entrenados con una resolución de 70 min, el error
se incrementó desde 8.70 hasta 29.32 km.
En resumen, con los modelos entrenados con una resolución de 140 min, se requieren menos

operaciones para realizar las predicciones, lo que se traduce en propagaciones más rápidas
(0.25 segundos en Beronia), errores mı́nimos más pequeños y menores incrementos en el error
de distancia en comparación con los modelos entrenados con una resolución de 70 min. Por
lo tanto, se selecciona esta resolución para la siguiente y última fase de optimización, que
consiste en reducir la arquitectura de la red neuronal a 64 y 32 neuronas en las dos capas
ocultas.

Resolución 70 minutos 140 minutos
2d 4d 6d 8d 10d 12d 2d 4d 6d 8d 10d 12d

Entrenamiento 2.34 5.14 8.29 11.82 13.50 18.28 2.13 5.04 8.19 10.8 13.96 17.41
Validación 2.84 6.10 12.49 22.04 33.80 49.07 2.31 5.38 9.11 13.89 21.56 28.91
Prueba 3.00 8.06 13.05 23.37 37.55 59.56 2.47 5.93 10.01 17.08 26.24 37.91

Tabla 4-42.: Mı́nimos errores en distancia (en km) obtenidos por los modelos entrenados
con una resolución de 70 min en comparación con los modelos entrenados con
una resolución de 140 min.

4.3.2. Reducir el número de neuronas de las capas ocultas

En este último apartado, se procedió a reentrenar cinco modelos de redes neuronales con
una arquitectura que consta de una capa de entrada de 12 neuronas, dos capas ocultas con
64 y 32 neuronas respectivamente, y una capa de salida con una sola neurona. Se utilizaron
3,807,645 vectores para la fase de entrenamiento y 816,930 para la fase de validación. La
tabla 4-43 muestra el tiempo de cómputo empleado en el entrenamiento de cada modelo. Es
importante destacar que en el caso de Mod4, se volvió a activar el hiperparámetro paciencia,
dado que no mostró mejoŕıa en el aprendizaje antes de alcanzar el número máximo de épocas
permitido.

Modelo Tiempo (d́ıas)

1 8.2

2 8.9

3 8.2

4 5.9

5 6.8

Tabla 4-43.: Tiempo de cómputo de los cinco modelos de RN.

En la figura 4-36 se presentan los diagramas de caja y bigotes que analizan los máxi-
mos errores en distancia entre AIDA y SGP4, ModOpt y cada uno de los modelos de redes
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neuronales entrenados para un horizonte de propagación de 12 d́ıas. La tabla 4-44 muestra
el número de valores at́ıpicos observados. Además, se destaca que el tiempo necesario para
realizar una predicción con estos modelos es de 0.19 segundos, lo que representa una mejora
de aproximadamente 0.10 segundos en comparación con los modelos entrenados con una
resolución de 140 min en el caso anterior.

Figura 4-36.: Diagramas de caja y bigotes de los máximos de los errores en distancia (km)
entre AIDA y SGP4, ModOpt y los cinco modelos de RN entrenados con los
datos de la fase de entrenamiento.

Modelo Número de valores at́ıpicos - Tiempo en d́ıas
2 4 6 8 10 12

Mod1 10 4 1 1 0 0
Mod2 11 4 3 3 3 3
Mod3 11 5 5 5 6 9
Mod4 10 4 1 1 0 0
Mod5 9 6 7 15 17 21

Tabla 4-44.: Número de valores at́ıpicos de los diagramas de caja y bigotes de la figura 4-36
según el d́ıa de propagación.

La máxima diferencia entre los bigotes superior e inferior de los modelos Modi es de 2.23,
5.72, 9.01, 13.02, 18.06 y 22.73 km durante los 12 d́ıas de propagación. Lo que supone una
reducción en la dispersión respecto a SGP4 de 12.8, 21.36, 28.52, 31.44, 37.43 y 40.71 km,
respectivamente. Los errores más altos para estos d́ıas se observaron en el modelo Mod5,
alcanzando los 2.87, 6.86, 11.58, 16.26, 21.68 y 27.06 km, respectivamente. En comparación
con los modelos entrenados con una resolución de 140 min, el máximo error se incrementó
en 0.29, 0.43, 1.27, 2.23, 4.22 y 4.01 km.
Los errores más pequeños se registraron en Mod2 en los d́ıas 2, 4 y 10, con valores de

2.2, 5.3 y 13.95 km, respectivamente. En los d́ıas 6 y 8, Mod1 mostró los errores más bajos,
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con 8.09 y 10.83 km, respectivamente. Finalmente, en el d́ıa 12, el error más pequeño se
observó en Mod3, con 18.59 km. En comparación con los errores más pequeños observados
en los modelos entrenados con una resolución de 140 min en el caso anterior, se observa un
incremento de 0.07, 0.26, 0.03 y 1.18 km en los d́ıas 2, 4, 8 y 12, respectivamente, y una
reducción de 0.1 y 0.01 km en los d́ıas 6 y 10.
Durante los 2 primeros d́ıas de propagación, los modelos presentaron entre 9 y 11 valores

at́ıpicos. A partir del cuarto d́ıa, Mod5 registró el mayor número de valores at́ıpicos, alcan-
zando 21 para el d́ıa 12. Por el contrario, los modelos Mod1 y Mod4 no mostraron valores
at́ıpicos en el último d́ıa de propagación.
La tabla 4-45 muestra el número de casos en los cuales las predicciones de los modelos

empeoraron los errores de SGP4. Durante los primeros 2 d́ıas de propagación, Mod2 no
presentó ninguna predicción que empeorara los resultados de SGP4. Por otro lado, Mod5
mostró los peores resultados, con un incremento en el error de SGP4 de hasta 71 casos en
el d́ıa 12. A partir del cuarto d́ıa de propagación, los modelos Mod1 y Mod4 presentaron
el menor número de casos, con tan solo 6. Mientras tanto, Mod2 proporcionó los mejores
resultados a partir del sexto d́ıa de propagación, con 13, 19, 25 y 29 casos, respectivamente.
En comparación con los resultados de los modelos entrenados con una resolución de 140 min,
donde el mayor número de casos se observó en Mod3 con 54 casos, se obtiene una reducción
de 17 casos. El ı́ndice de mejora más alto observado en Mod3 (que obtuvo el error más
pequeño) en el d́ıa 12 fue de 4.08 unidades, correspondientes a la serie εθ140, donde el error
se incrementó de 2.89 a 11.79 km.

Modelo Casos en los que ImSGP4 > 1 - Tiempo en d́ıas
2 4 6 8 10 12

Mod1 1 6 22 25 25 32
Mod2 0 7 13 19 25 29
Mod3 2 7 23 32 33 31
Mod4 1 6 22 25 25 32
Mod5 3 19 43 54 65 71

Tabla 4-45.: Número de casos en los que las predicciones de los modelos Modi empeoraron
las de SGP4 durante el periodo de entrenamiento.

El diagrama de caja y bigotes de los errores en la distancia entre AIDA y SGP4, ModOpt,
y cada uno de los modelos Modi a partir del décimo d́ıa de propagación se muestra en la
figura 4-37. En la tabla 4-46 se presenta el número de valores at́ıpicos de cada modelo.
La mayor diferencia entre el bigote superior e inferior se observa en Mod5, desde el d́ıa

10 hasta el d́ıa 18, con 2.11, 6.24, 13.54, 23.73, y 36.85 km, respectivamente. Para el d́ıa
20, la mayor diferencia se observa en Mod1 con 54.32 km. En comparación con las máxi-
mas diferencias de SGP4, se observa una reducción en la dispersión de aproximadamente
54.15, 59.29, 59.37, 59.12, 52.6, y 39.75 km. Mod5 también alcanza los errores más altos de
propagación del d́ıa 10 al 18, con 2.69, 7.54, 15.25, 25.61 y 39.0 km. En el d́ıa 20, el error
más alto se observa en Mod1 con 56.74 km. Sin embargo, en los modelos entrenados con una
resolución de 140 min, el error se incrementa en 0.24, 1.63, 3.97, y 4.88 km del d́ıa 10 al d́ıa
16, pero se reduce en 0.52 y 10.24 km para los d́ıas restantes.
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Figura 4-37.: Diagramas de caja y bigotes de los máximos de los errores en distancia (km)
entre AIDA y SGP4, ModOpt y los cinco modelos de RN entrenados con los
datos de la fase de validación.

Modelo Número de valores at́ıpicos - Tiempo en d́ıas
10 12 14 16 18 20

Mod1 18 11 4 8 23 34
Mod2 19 15 14 6 5 2
Mod3 18 12 15 16 14 11
Mod4 18 14 12 11 13 17
Mod5 15 18 15 16 15 16

Tabla 4-46.: Número de valores at́ıpicos de los diagramas de caja y bigotes de la figura 4-37
según el d́ıa de propagación.

Por otro lado, los errores más pequeños se observan en Mod2 durante los d́ıas 10 a 14,
con 2.21, 5.36 y 9.94 km, respectivamente. Para los d́ıas 16 y 18, en el Mod1, se registran
14.9 y 22.9 km, respectivamente. Finalmente, en el d́ıa 20 de propagación, el error más
pequeño se observa en Mod3, con un máximo de 39.35 km. En comparación con los mı́nimos
errores cometidos por los modelos entrenados con una resolución de 140 min, se observa una
reducción de 0.10 y 0.02 km en los primeros 4 d́ıas de propagación (d́ıas 10 y 12), mientras
que para los d́ıas restantes, el error se incrementa en 0.83, 1.01, 1.34 y 10.44 km.”

Durante los primeros dos d́ıas de propagación, los modelos registran entre 15 y 19 valores
at́ıpicos, siendo Mod2 el que presenta el número más alto. Sin embargo, para los d́ıas 18 y
20, Mod1 alcanzó el mayor número de valores at́ıpicos, con 23 y 34, respectivamente. Por
último, cabe destacar que Mod2 presenta el menor número de valores at́ıpicos en los d́ıas 18
y 20, con solo 5 y 2, respectivamente

En la tabla 4-47 se muestran los casos en los que las predicciones de los modelos empeo-
raron los resultados de SGP4. Durante los dos primeros d́ıas de propagación (d́ıa 10), solo
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se registró un caso en el que Mod5 empeoró las predicciones de SGP4. Sin embargo, para
los d́ıas 12 y 14, Mod5 presenta el mayor número de casos, con 3 y 12, respectivamente. A
partir del d́ıa 16, Mod1 muestra un comportamiento menos favorable, con 30, 52 y 70 casos,
respectivamente. Por otro lado, en el d́ıa 20, Mod3 destaca por su buen rendimiento, ya que
solo 17 de sus predicciones empeoraron los resultados de SGP4. El ı́ndice de mejora más alto
observado en Mod3 para el d́ıa 20 es de 2.45 unidades, correspondiente a la serie εθ226, donde
el error se incrementó de 6.39 a 15.66 km.

Modelo Casos en los que ImSGP4 > 1 - Tiempo en d́ıas
10 12 14 16 18 20

Mod1 0 1 6 30 52 70
Mod2 0 1 9 26 39 51
Mod3 0 1 6 15 17 17
Mod4 0 1 8 19 32 64
Mod5 1 3 12 18 23 36

Tabla 4-47.: Número de casos en los que las predicciones de los modelos Modi empeoraron
las de SGP4 durante el periodo de validación.

En la figura 4-38 se muestran los diagramas de caja y bigotes de los errores en la distancia
entre AIDA y SGP4, aśı como entre AIDA y ModOpt, junto con cada uno de los modelos
Modi entrenados a partir del duodécimo d́ıa de propagación. El número de valores at́ıpicos
se presenta en la tabla 4-48.

Figura 4-38.: Diagramas de caja y bigotes de los máximos de los errores en distancia (km)
entre AIDA y SGP4, ModOpt y los cinco modelos de RN entrenados con los
datos de la fase de prueba.

Se observa que en los d́ıas 12, 14, 16, 18 y 20, Mod5 exhibe una dispersión notable,
con una diferencia entre el bigote superior e inferior de 2.37, 8.17, 16.46, 27.66 y 38.61 km,
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Modelo Número de valores at́ıpicos - Tiempo en d́ıas
12 14 16 18 20 22

Mod1 17 16 9 19 22 31
Mod2 13 13 16 5 2 1
Mod3 14 15 15 14 9 8
Mod4 13 9 10 10 12 20
Mod5 19 15 14 15 16 15

Tabla 4-48.: Número de valores at́ıpicos de los diagramas de caja y bigotes de la figura 4-37
según el d́ıa de propagación.

respectivamente. Sin embargo, al llegar al d́ıa 22, es Mod2 quien muestra la mayor dispersión,
alcanzando 54.44 km. Al comparar esta variabilidad con la de SGP4 durante esta fase de
propagación, se aprecia una reducción significativa de 61.05, 65.36, 64.85, 62.02, 55.48 y
46.63 km, respectivamente.
Los errores más pequeños se registran en Mod2 durante los d́ıas 12, 14 y 18, con valores

de 2.61, 5.93 y 19.67 km, respectivamente. Para el d́ıa 16, Mod1 muestra un error mı́nimo de
10.45 km, mientras que en los d́ıas 20 y 22, Mod3 exhibe errores mı́nimos de 32.73 y 50.64
km, respectivamente. Comparando estos mı́nimos con los errores de los modelos entrenados
con una resolución de 140 min en el caso anterior, se observa un incremento de 0.14, 0.44,
2.59, 6.49 y 12.73 km los d́ıas 12, 16, 18, 20 y 22, respectivamente, manteniéndose constante
el error el d́ıa 14.
Durante los primeros 2 d́ıas de propagación, los modelos Mod2 y Mod3 presentaron el

menor número de valores at́ıpicos (13), mientras que Mod5 registró el máximo número de
valores at́ıpicos (19). Al llegar al d́ıa 22 de propagación, Mod2 mostró solo un valor at́ıpico,
mientras que Mod4 presentó el mayor número, con 20 valores at́ıpicos.
En la tabla 4-49 se muestra el número de casos en los que las predicciones de los modelos

empeoraron los resultados de SGP4. Durante los primeros dos d́ıas de propagación, se registró
un caso para los modelos Mod1 y Mod2, mientras que los modelos restantes no presentaron
ninguno. Para el d́ıa 14, Mod5 muestra el número más alto de casos, con 7, seguido de Mod3

con 4 casos. Al llegar al d́ıa 16, Mod2 presenta 17 casos, siendo este el valor más alto para ese
d́ıa. En los siguientes d́ıas, se observa un aumento en el número de casos en todos los modelos,
donde las predicciones empeoran en comparación con SGP4. Para el d́ıa 22, el mayor número
de casos se registra en Mod4, con 63 casos. Por otro lado, Mod3 muestra el menor número
de casos, con 14. El ı́ndice de mejora más alto registrado por Mod3 (que mostró el error más
pequeño) al d́ıa 22, es de 2.63 unidades y pertenece a la serie de tendencia positiva εθ226,
donde el error aumentó de 6.39 a 16.81 km.
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Modelo Casos en los que ImSGP4 > 1 - Tiempo en d́ıas
12 14 16 18 20 22

Mod1 1 4 15 33 44 57
Mod2 0 2 17 30 40 49
Mod3 0 4 5 11 13 14
Mod4 0 3 9 18 43 63
Mod5 1 7 14 17 24 45

Tabla 4-49.: Número de casos en los que las predicciones de los modelos Modi empeoraron
las de SGP4 durante el periodo de prueba.

Selección del mejor modelo

Al igual que en el caso de los modelos secuenciales, la elección del mejor modelo está
determinado por el peŕıodo de propagación seleccionado. Para predicciones que requieran una
alta precisión a corto plazo, Mod2 resulta ser una excelente opción. Este modelo exhibió los
errores más bajos durante los primeros cuatro d́ıas en las fases de entrenamiento, validación
y prueba, aśı como la menor diferencia entre los valores de los bigotes superior e inferior. A
mediano plazo, Mod1 se postula como el modelo más adecuado debido a su comportamiento.
Obtuvo los errores más pequeños, aśı como la menor dispersión, en los d́ıas 6 y 8 en la fase
de entrenamiento, los d́ıas 16 y 18 en la fase de validación, y el d́ıa 16 en la fase de prueba.
Para predicciones a largo plazo, Mod3 se destaca por su rendimiento. Durante la fase de
entrenamiento, logró el error más pequeño al d́ıa 12. En la fase de validación, destacó en el
d́ıa 20, y en la fase de prueba, mostró su mejor comportamiento en los d́ıas 20 y 22.

Figura 4-39.: Diagramas de caja y bigotes con el análisis del ı́ndice de mejora respecto al
óptimo ImModOpt

para los modelos Modi, en un horizonte de propagación de
12 d́ıas con los datos de entrenamiento, validación y prueba.

En la figura 4-39, se presentan los diagramas de caja y bigotes que analizan el ImModOpt

para los modelos de RN con un horizonte de propagación de 12 d́ıas en los conjuntos de
entrenamiento, validación y prueba (mostrados de izquierda a derecha, respectivamente). Al
observar la figura, se puede verificar que, en los datos de entrenamiento, los cuatro primeros
modelos muestran un comportamiento similar. Esto se evidencia en los bigotes superiores,
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que se sitúan entre 0.4 y 0.45 unidades, y los valores del cuartil Q3, que oscilan entre 2.2 y
2.5 unidades. Sin embargo, en los conjuntos de validación y prueba, destaca el hecho de que
Mod2 muestra el bigote inferior y el cuartil Q1 más altos entre los modelos entrenados.

Robustez del modelo entrenado

Para evaluar la robustez de Mod3, se emplearán las 93 series que no fueron utilizadas
durante el proceso de entrenamiento del modelo. Este análisis tiene como propósito exami-
nar la capacidad del modelo para identificar patrones similares a los procesados durante la
etapa de entrenamiento, aśı como para realizar predicciones basadas en estos patrones, junto
con otros desconocidos. Para ello, se generarán predicciones de las series y se analizará su
precisión desde el inicio de la propagación, aśı como en los d́ıas 8 y 10, que corresponden
al inicio de los conjuntos de validación y prueba utilizados para entrenar el modelo. Para
evaluar el comportamiento del modelo Mod3 en este análisis, se volverá a calcular el error
en la distancia entre AIDA y HEnckeSGP4. El horizonte de propagación considerado será de
12 d́ıas, y los errores se registrarán en los d́ıas 2, 4, 6, 8, 10 y 12 posteriores al inicio de las
predicciones.

Análisis a partir del d́ıa 2

En la figura 4-40, se muestran los diagramas de caja y bigotes que analizan los máximos
errores en distancia entre AIDA y los modelos SGP4, ModOpt y Mod3 para un horizonte de
propagación de 12 d́ıas.

Figura 4-40.: Diagramas de caja y bigotes de los máximos de los errores en distancia (km)
entre AIDA y SGP4, ModOpt y el Mod3 de las 93 series. Las predicciones
inician a partir del d́ıa 2.

La diferencia entre el bigote superior e inferior para SGP4 en los d́ıas 2, 4, 6, 8, 10 y 12 es
de 11.64, 20.0, 27.67, 36.41, 47.21 y 54.35 km, respectivamente. Con Mod3, esta diferencia se
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reduce a aproximadamente 1.4, 4.20, 7.48, 9.88, 12.26 y 14.48 km. El máximo error alcanzado
por SGP4 en los mismos d́ıas es de 13.2, 22.33, 30.32, 39.07, 49.96 y 58.27 km, mientras que
el máximo error alcanzado por Mod3 es de 2.06, 5.26, 8.95, 11.95, 14.82 y 17.42 km. Esto
representa una reducción de aproximadamente 11.14, 17.07, 21.37, 27.12, 35.14 y 40.85 km.
Sin embargo, frente al modelo óptimo, la diferencia en los mismos instantes se incrementa
en 0.95, 3.93, 7.23, 10.16, 13.03 y 15.44 km. En comparación con las predicciones del Mod1

entrenado con una resolución de 10 min, el máximo error se incrementa en 0.27, 0.67, 0.64
y 1.04 km durante los primeros 8 d́ıas, pero se reduce en 0.09 y 1.07 km los d́ıas 10 y 12,
respectivamente. Durante los 12 d́ıas de propagación, el máximo error de las predicciones de
Mod3 no supera la mediana de SGP4, que se ubica alrededor de los 23.64 km. En cuanto a
los valores at́ıpicos, solo se presentaron 3 valores en el d́ıa 2 y 5 en el d́ıa 1

Análisis a partir del d́ıa 10

La figura 4-41muestra los diagramas de caja y bigotes que analizan los máximos errores en
distancia entre AIDA y los modelos SGP4, ModOpt y Mod3 para un horizonte de propagación
de 12 d́ıas a partir del décimo d́ıa de propagación.

Figura 4-41.: Diagramas de caja y bigotes de los máximos de los errores en distancia (km)
entre AIDA y SGP4, ModOpt y el Mod3 en las 93 series. Las predicciones
inician a partir del d́ıa 10.

Las diferencias entre los bigotes superior e inferior de SGP4 son aproximadamente de 47.38,
56.25, 63.82, 75.42, 84.19 y 91.42 km para los d́ıas 10, 12, 14, 16, 18 y 20, respectivamente.
Sin embargo, esta dispersión se reduce significativamente en el modelo Mod3, a alrededor
de 1.45, 4.18, 8.78, 15.24, 22.92 y 36.32 km. Los máximos errores alcanzados por el modelo
entrenado son aproximadamente de 2.22, 5.40, 10.51, 16.97, 26.09 y 41.14 km. Esto implica
una reducción considerable de aproximadamente 47.74, 55.68, 58.41, 63.54, 63.19 y 57.56 km
en comparación con SGP4. Frente al modelo óptimo, el error se incrementa en 0.51, 3.42,
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8.49, 14.78, 23.84 y 38.89 km, respectivamente. Al comparar con las predicciones del Mod1

entrenado con una resolución de 10 min, el máximo error se reduce en 0.55 km en el d́ıa 10,
pero se incrementa en 0.74, 1.6, 1.8, 6.12 y 12.93 km en los d́ıas restantes. Durante esta fase,
el modelo presentó 2 valores at́ıpicos en el d́ıa 16 y 11 en el d́ıa 18. Es importante destacar
que el valor del máximo error del modelo no supera el valor de Q3 de SGP4, que se ubica
alrededor de los 49.95 km en el d́ıa 20.

Análisis a partir del d́ıa 12

La figura 4-42muestra los diagramas de caja y bigotes que analizan los máximos errores en
distancia entre AIDA y los modelos SGP4, ModOpt y Mod3 para un horizonte de propagación
de 12 d́ıas a partir del duodécimo d́ıa de propagación.

Figura 4-42.: Diagramas de caja y bigotes de los máximos de los errores en distancia (km)
entre AIDA y SGP4, ModOpt y el Mod1 en las 93 series. Las predicciones
inician a partir del d́ıa 12.

En esta caso, la diferencia entre los bigotes superior e inferior de SGP4 es de aproxima-
damente 54.74, 63.82, 72.6, 84.19, 91.03 y 98.15 km para los d́ıas 12, 14, 16, 18, 10 y 22,
respectivamente. Por otro lado, en el caso del modelo Mod3, esta dispersión se reduce a
alrededor de 1.73, 5.01, 10.32, 20.41, 28.97 y 47.77 km. Los máximos errores cometidos por
Mod3 se sitúan aproximadamente en 2.56, 6.46, 11.84, 22.61, 32.17 y 51.13 km. Frente a
los máximos errores de SGP4, se observa una considerable reducción de aproximadamente
56.10, 62.46, 65.85, 66.67, 65.13 y 53.64 km, respectivamente. Sin embargo, frente al modelo
óptimo, aún se mantiene una distancia de 0.62, 4.44, 9.65, 20.36, 29.92 y 48.88 km, respec-
tivamente. Al comparar con los errores máximos cometidos por Mod1 entrenado con una
resolución de 10 min, observamos una reducción de alrededor de 0.42 km en el d́ıa 12, pero
un incremento de 0.41, 0.29, 5.36, 9.99 y 22.63 km en los d́ıas restantes. Durante esta fase,
se presentaron 4 valores at́ıpicos en el d́ıa 12, 6 en el d́ıa 14, 3 en el d́ıa 16 y 8 en el d́ıa 22.
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Índices de mejora

En la tabla 4-50 se muestra el número de casos en los que las predicciones del Mod1

empeoraron los resultados de SGP4. Durante los dos primeros d́ıas de propagación, no se
observó ningún caso en el cual las predicciones del modelo fueran inferiores a las de SGP4.
En este peŕıodo, el ı́ndice de mejora más alto alcanzado fue de 2.74 unidades, perteneciente
a la serie sin tendencia εθ52, donde el error aumentó de 3.91 a 10.71 km. En las propagaciones
realizadas a partir del octavo d́ıa, no se registraron casos durante los primeros dos d́ıas. En
los d́ıas 12 y 14, se registró un caso por cada d́ıa. Para el d́ıa 20 se registraron 6 casos, siendo
el ı́ndice más alto de 2.17 unidades, correspondiente a la serie sin tendencia εθ99, donde el
error se incrementó de 6.27 a 13.61 km. En el último periodo de propagación, los primeros
casos en los que las predicciones empeoraron los resultados de SGP4 aparecieron el d́ıa 18,
con 2 casos. Para el d́ıa 22, se registraron 5 casos, siendo el ı́ndice de mejora más alto ese
d́ıa de 1.72 unidades, observado nuevamente en la serie εθ99, donde el error aumentó de 7.62
a 13.10 km.

Modelo Casos en los que ImSGP4 > 1 - Tiempo en d́ıas

Dı́a 2 4 6 8 10 12
0 5 8 7 9 11

Dı́a 8 10 12 14 16 18 20
Mod3 0 1 1 3 3 6

Dı́a 10 12 14 16 18 20 22
0 0 0 2 4 5

Tabla 4-50.: Número de casos en los que las predicciones del modelo Mod3 empeoraron las
de SGP4 desde el instante inicial, aśı como desde los d́ıas 8 y 10.

4.3.3. Generalización del modelo entrenado

Finalmente, se evalúa la capacidad de generalización del Mod3 utilizando las 1685 series
generadas a partir de los datos del satélite GALILEO-FM3. Como se mencionó anteriormen-
te, estas series muestran un comportamiento similar a las utilizadas en el entrenamiento del
modelo, pero también presentan patrones que no han sido completamente capturados por
las redes neuronales. El proceso de evaluación sigue un enfoque análogo al descrito para los
modelos aleatorios de la primera iteración. Se mantiene un horizonte de propagación de 12
d́ıas, y los errores son registrados en los d́ıas 2, 4, 6, 8, 10 y 12 posteriores al inicio de las
predicciones.

Análisis a partir del d́ıa 2

En la figura 4-43 se muestran los diagramas de caja y bigotes que analizan los máximos
errores en distancia entre AIDA y los modelos SGP4, ModOpt y Mod3 para cada uno de los
1685 TLE.
La diferencia entre los bigotes superior e inferior para SGP4 en los d́ıas 2, 4, 6, 8, 10 y 12

es de 18.69, 34.04, 46.84, 62.8, 75.44 y 87.9 km, respectivamente. Por otro lado, en el caso del
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Figura 4-43.: Diagramas de caja y bigotes que muestran los máximos errores en distancia
(km) entre AIDA y SGP4, ModOpt y Mod3 para las 1685 series. Las predic-
ciones comienzan a partir del d́ıa 2.

Mod3, esta diferencia se reduce a 2.26, 4.84, 7.91, 11.06, 12.60 y 17.71 km. Durante el periodo
de propagación, los máximos errores cometidos por Mod3 oscilan alrededor de 2.68, 5.58, 9.06,
12.33, 14.19 y 19.62 km, lo que indica una reducción del error máximo observado en SGP4
de al menos 16.91, 30.20, 39.72, 52.54, 63.65 y 70.93 km, respectivamente. En comparación
con los resultados del Mod1 aleatorio entrenado con una resolución de 10 minutos, los errores
máximos se incrementan en 0.25, 0.17 y 0.01 los primeros 6 d́ıas, pero se reducen en 0.74, 3.61
y 3.16 km en los d́ıas restantes. Sin embargo, en el caso del modelo óptimo, se observa una
diferencia de alrededor de 1.5, 4.16, 7.5, 10.56, 12.27 y 17.59 km, respectivamente. Durante
esta primera fase, se registraron 32 valores at́ıpicos el d́ıa 2, 22 el d́ıa 4, 7 el d́ıa 6 y 5 el d́ıa
12.

Análisis a partir del d́ıa 10

En la figura 4-44 se muestran los diagramas de caja y bigotes que analizan los máximos
errores en distancia entre AIDA y los modelos SGP4, ModOpt y Mod3 para cada uno de los
1685 TLE a partir del d́ıa 10.
La diferencia entre el bigote superior e inferior de SGP4 en los d́ıas 10, 12, 14, 16, 18 y 20

es de 78.87, 92.70, 105.53, 120.41, 134.52 y 148.16 km, respectivamente. Esta diferencia se
reduce a aproximadamente 2.07, 5.38, 9.31, 18.35, 29.94 y 45.54 km, respectivamente, con
el modelo Mod3. Los errores máximos cometidos por este modelo son de 2.61, 6.26, 10.43,
19.47, 31.37 y 47.84 km, lo que indica una reducción en los máximos errores cometidos por
SGP4 de aproximadamente 77.31, 88.68, 97.34, 103.17, 106.16 y 103.33 km, respectivamente.
Aunque esta reducción es significativa en comparación con SGP4, frente al modelo óptimo,
aún se conserva una diferencia de aproximadamente 0.62, 4.27, 8.44, 17.43, 29.31 y 45.76
km, respectivamente. Comparado con los resultados del Mod1 aleatorio entrenado con una
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Figura 4-44.: Diagramas de caja y bigotes que muestran los máximos errores en distancia
(km) entre AIDA y SGP4, ModOpt y Mod3 para las 1685 series. Las predic-
ciones comienzan a partir del d́ıa 10.

resolución de 10 min, los errores máximos se reducen en 0.38, 1.58 y 2.19 km los d́ıas 10, 12 y
14, respectivamente, pero se incrementan en 0.79, 5.3 y 11.52 km los d́ıas restantes. Durante
este proceso, se observaron 4 valores at́ıpicos el d́ıa 10, 5 el d́ıa 12, 4 el d́ıa 16 y 5 en los d́ıas
18 y 20.

Análisis a partir del d́ıa 12

En la figura 4-45 se muestran los diagramas de caja y bigotes que analizan los máximos
errores en distancia entre AIDA y los modelos SGP4, ModOpt y Mod3 para cada uno de los
1685 TLE a partir del d́ıa 12.

La diferencia entre los bigotes superior e inferior de SGP4 asciende aproximadamente a
92.2, 105.53, 118.84, 131.58, 143.27 y 155.18 km en los d́ıas 12, 14, 16, 18, 20 y 22, respectiva-
mente. Sin embargo, con el modelo Mod3, esta diferencia se reduce a alrededor de 2.41, 7.25,
14.30, 24.93, 39.91 y 60.09 km, respectivamente. Mientras que SGP4 presenta errores máxi-
mos de 90.37, 107.75, 121.06, 133.92, 149.05 y 158.58 km durante el peŕıodo de propagación,
el modelo Mod3 logra reducirlos a 2.97, 8.18, 15.48, 26.85, 41.83 y 62.39 km, respectivamente.
Por ejemplo, en el d́ıa 22, esta reducción alcanza al menos 95.81 km. Comparado con los
errores máximos del modelo óptimo, la diferencia con Mod3 es de aproximadamente 1.00,
6.21, 13.41, 24.81, 39.78 y 60.31 km. Al evaluar los resultados del Mod1 aleatorio, entrenado
con una resolución de 10 minutos, se observa una reducción de 0.57, 2.34 y 0.4 km en los
d́ıas 12, 14 y 16, respectivamente. Sin embargo, se registra un incremento de 3.24, 8.55 y
15.5 km en los d́ıas restantes. Durante esta fase, se detectaron 3 valores at́ıpicos el d́ıa 12, 5
el d́ıa 14, 8 los d́ıas 16 y 18, 5 el d́ıa 20 y 2 el d́ıa 22.
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Figura 4-45.: Diagramas de caja y bigotes que muestran los máximos errores en distancia
(km) entre AIDA y SGP4, ModOpt y Mod3 para las 1685 series. Las predic-
ciones comienzan a partir del d́ıa 12.

Índices de mejora

En la tabla 4-51 se muestra el número de veces en las que las predicciones del Mod1

empeoraron los resultados obtenidos con SGP4.

Modelo Casos en los que ImSGP4 > 1 - Tiempo en d́ıas

Dı́a 2 4 6 8 10 12
15 82 171 194 197 240

Dı́a 8 10 12 14 16 18 20
Mod3 164 140 142 157 169 154

Dı́a 10 12 14 16 18 20 22
149 148 145 157 147 153

Tabla 4-51.: Número de casos en los que las predicciones del modelo Mod3 empeoraron las
de SGP4 desde el instante inicial, aśı como desde los d́ıas 8 y 10.

Durante los primeros 2 d́ıas de propagación, se identificaron 15 casos de empeoramiento. El
pico máximo se registró el d́ıa 12, con 240 casos, representando un 14.24% de las predicciones
del modelo. Para este d́ıa, el ı́ndice de mejora más alto fue de 4.95 unidades, asociado a la
serie sin tendencia εθ1412, con un incremento del error de 2.74 a 13.56 km. En las propagaciones
realizadas a partir del octavo d́ıa, se registraron 164 casos durante los primeros dos d́ıas. El
d́ıa 18 destacó con 169 casos, representando el 10% de las predicciones del modelo. Para el d́ıa
20 se contabilizaron 154 casos, donde el ı́ndice más alto fue de 3.54 unidades, relacionado con
la serie sin tendencia εθ857, con un aumento del error de 3.30 a 11.68 km. En el último periodo
de propagación, el d́ıa 12 registró 149 casos que empeoraron los resultados de SGP4. El d́ıa
18, mostró el mayor número, con 157, equivalente al 9% de las predicciones del modelo. El



4.4 Propagador h́ıbrido 123

d́ıa 22 se registraron 153 casos. El ı́ndice de mejora más alto para ese d́ıa es de 1.79 unidades,
perteneciente nuevamente a la serie sin tendencia εθ1412, con un incremento del error de 2.95
a 5.28 km.

4.4. Propagador h́ıbrido

El módulo predictivo del propagador HEnckeSGP4, que se muestra en 4.1, es generado
automáticamente por el entorno Python. Este programa recibe como entrada un vector que
contiene el error de propagación de SGP4 del argumento de latitud θ durante las dos primeras
revoluciones del satélite. Luego, el programa reconoce los patrones presentes en el vector de
entrada y, basándose en esa información, propaga el comportamiento de la serie durante el
horizonte temporal seleccionado por el usuario. La salida del programa es un vector que
contiene las estimaciones del error cometido en las propagaciones de SGP4.

Este programa comienza importando las libreŕıas estándar del lenguaje, aśı como la bi-
blioteca de plantillas EIGEN [169], utilizada para realizar operaciones de cálculo matricial
y álgebra lineal. Además, se incluye el archivo de cabecera ”formatoEigen.h”, el cual se en-
carga de transformar los datos de entrada al programa y las matrices con los coeficientes de
predicción obtenidos al entrenar la RN, a un formato compatible con EIGEN.

A continuación, se definen las variables de tipo matriz de datos, donde se almacenarán los
datos del vector de entrada, aśı como los pesos y sesgos de las matrices de la RN. Poste-
riormente, se lee el archivo con los datos del vector de entrada y los coeficientes predictivos
para realizar los cálculos matriciales necesarios. Finalmente, se proporcionan los valores con
las predicciones.

1

2 // Paso 1: Importar las librerias estandar de C++ y

3 // la biblioteca de plantillas de EIGEN.

4

5 #include <iostream >

6 #include <iomanip >

7 #include <Eigen/Dense >

8 #include <fstream >

9 #include "LeerPesosdetxt.h"

10

11 // Paso 2: Definir variables.

12

13 // Matriz de datos de entrada:

14 Eigen:: MatrixXd X;

15 // Matriz y sesgo de la primera capa:

16 Eigen:: MatrixXd W1;

17 Eigen:: MatrixXd B1;

18 // Matriz y sesgo de la segunda capa:

19 Eigen:: MatrixXd W2;

20 Eigen:: MatrixXd B2;

21 // Matriz y sesgo de la capa de salida:

22 Eigen:: MatrixXd W3;

23 Eigen:: MatrixXd B3;

24 // Matriz de Primera multiplicaci ón + sesgo+funcion de activaci ón
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25 Eigen:: MatrixXd X_W1;

26 // Matriz de segunda multiplicaci ón + sesgo+funcion de activaci ón

27 Eigen:: MatrixXd X_W2;

28 // Matriz de salida , multiplicaci ón + sesgo+funcion de activaci ón

29 Eigen:: MatrixXd X_W3;

30 // Matriz de datos de predicciones:

31 Eigen:: MatrixXd Prediccion;

32

33 // Funci ón principal.

34 int main()

35 {

36

37 // Paso 3: Leer el vector con los datos del error de

propagaci ón y los coeficientes de predicci ón.

38

39 std:: ifstream fin("NumeroDatos.txt");

40 std:: string name;

41 int NumeroPredicciones , VectorEntrada;

42 fin >> name >> NumeroPredicciones >> VectorEntrada ;

43 X = openData("Entrada.csv");

44 // Matriz y sesgo de la primera capa:

45 W1 = openData("W1.csv");

46 B1 = openData("B1.csv");

47 // Matriz y sesgo de la segunda capa:

48 W2 = openData("W2.csv");

49 B2 = openData("B2.csv");

50 // Matriz y sesgo de la capa de salida:

51 W3 = openData("W3.csv");

52 B3 = openData("B3.csv");

53

54 // Paso 4: Realizar las respectivas multiplicaciones matriciales

incluyendo los cá lculos con las funciones de activaci ón.

55

56 for(int i=0;i<= NumeroPredicciones;i++)

57 {

58 // Primera multiplicaci ón del vector de entrada con las matriz de pesos

y sesgos+funcion de activaci ón

59 X_W1=(X(Eigen::all ,Eigen::seq(Eigen::last+1-VectorEntrada ,Eigen::last))*

W1)+B1.transpose ();

60 X_W1=X_W1.unaryExpr (&tanh);

61

62 // Segunda multiplicaci ón+sesgo+funcion de activaci ón

63 X_W2=(X_W1*W2)+B2.transpose ();

64 X_W2=X_W2.unaryExpr (&tanh);

65

66 // Matriz de salida , multiplicaci ón+sesgo+funcion de activaci ón

67 X_W3=(X_W2*W3)+B3.transpose ();

68 X_W3=X_W3.unaryExpr ([]( float x)

69 {

70 if(x>10) return 1.0*(x);

71 else return 1.0*(x);});

72 X.conservativeResize(X.rows(), X.cols()+1);

73 X.col(X.cols() -1) << X_W3.col(0);
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74 }

75

76 // Paso 5: Exportar los resultados de las estimaciones del error

cometidos por el propagador SGP4.

77

78 for(int i=0;i<=X.cols() -1;i++)

79 {

80 if(i<X.cols())

81 {

82 std::cout <<X(i)<<std::endl;

83 }

84 else

85 {

86 std::cout <<X(i)<<";";

87 }

88

89 }

90 return 0;

91 }

Listing 4.1: Propagador.cpp





5. Conclusiones y trabajo futuro

Los propagadores orbitales tipo Encke emplean una combinación de métodos anaĺıticos y
numéricos para integrar las ecuaciones que gobiernan el movimiento tanto de satélites arti-
ficiales como de restos de basura espacial. Sin embargo, el uso de SGP4 en lugar del modelo
de Kepler presenta dificultades debido a la complejidad para caracterizar las diferencias que
deben integrarse numéricamente, dada la naturaleza particular de la construcción de SGP4.

En este trabajo se ha utilizado una metodoloǵıa h́ıbrida para caracterizar las pertur-
baciones no consideradas en SGP4, aśı como los errores inherentes a las técnicas anaĺıticas
empleadas en la construcción de las ecuaciones implementadas en este propagador. Para ello,
se ha empleado un método de predicción basado en Inteligencia Artificial, espećıficamente
las redes neuronales, junto con pseudo-observaciones generadas por un propagador numérico
de alta precisión. Este nuevo propagador está especialmente diseñado para los objetos que
orbitan en la región MEO del espacio, lo que hace que el modelo predictivo sea único para
cualquier TLE de esta región.

Para obtener el modelo predictivo se han entrenado varias redes neuronales, variando
tanto la forma de suministrar los datos de aprendizaje como la arquitectura de la red.
Los datos empleados para el ajuste de las redes provienen de los satélites GSAT0203 y
GALILEO–FM3 pertenecientes al sistema de posicionamiento global europeo. Con las TLE
del satélite GSAT0203 se ha definido la mejor arquitectura de la red y se ha entrenado el
modelo implementado en la parte h́ıbrida del propagador. Por su parte, las TLE del satélite
GALILEO–FM3 se han implementado para validar el ajuste del modelo entrenado.

Como parte de este trabajo, se ha realizado una reimplementación en Python y C++ de un
entorno de trabajo que originalmente estaba desarrollado en los lenguajes de programación R
y Java. Este entorno utilizaba la libreŕıa H2O para aplicar métodos de Inteligencia Artificial,
aśı como diversas libreŕıas estad́ısticas para la predicción de series temporales.

En la implementación en Python se utilizan las libreŕıas especializadas en aprendizaje
automático Tensorflow y Keras, junto con las herramientas de la biblioteca scikit-learn. Una
caracteŕıstica destacable de esta nueva implementación es la generación automática de un
programa en C++ que implementa la parte h́ıbrida del propagador y evalúa eficientemente
el modelo predictivo.

A continuación, se presentan las conclusiones y las ĺıneas de investigación futuras que se
extraen tras la realización de este trabajo.

5.1. Conclusiones

Este trabajo ha sido posible gracias al sistema de computación de altas prestaciones Be-
ronia de la Universidad de La Rioja, el cual nos ha permitido procesar grandes volúmenes
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de datos y llevar a cabo los cálculos complejos derivados de esta investigación en un tiempo
razonable.

En el Caṕıtulo 3 se han presentado dos algoritmos que implementan la metodoloǵıa h́ıbri-
da, uno de carácter puntual válido para una condición inicial y otro válido para una región
espećıfica del espacio. También se ha descrito la metodoloǵıa a seguir para desarrollar un
propagador h́ıbrido, la cual consta de tres etapas: análisis preliminar, selección de la técni-
ca de predicción y construcción del propagador h́ıbrido. Asimismo, se han introducido dos
ı́ndices: el primero mide la mejora del propagador h́ıbrido respecto al propagador inicial,
mientras que el segundo evalúa su capacidad de mejora respecto al propagador h́ıbrido ópti-
mo. Además, se ha realizado un análisis preliminar para la construcción de un propagador
h́ıbrido de tipo Encke basado en el propagador SGP4, especialmente adaptado para la región
MEO. En este análisis se ha concluido que al reducir únicamente el error en el argumento
de la latitud (εθ), es posible mejorar la precisión de SGP4. Esta premisa es la base sobre la
cual se ha construido el propagador h́ıbrido HEnckeSGP4.

En el Caṕıtulo 4 se ha desarrollado el modelo predictivo, es decir, la parte h́ıbrida del
propagador HEnckeSGP4. Para ello, se ha utilizado la arquitectura inicial propuesta en [155,
156] que requiere ajustar los parámetros de la red neuronal para cada TLE. En la Sección
5.2 se ha adaptado esta arquitectura para modelar simultáneamente el comportamiento de
múltiples series temporales. Además, se han evaluado dos modos de organizar el conjunto
de datos utilizados para entrenar la red neuronal: el modo secuencial y el modo aleatorio.
En el modo secuencial los datos se organizan de forma ordenada, mientras que en el modo
aleatorio se mezclan de forma aleatoria antes de ser suministrados a la red neuronal.

Para cada uno de estos modos de organizar los datos, se han entrenado cinco modelos
con la arquitectura seleccionada. En este estudio comparativo se ha concluido que cuando
las muestras consecutivas pertenecen a la misma serie, es decir, en el modo secuencial, las
redes tienden a converger fácilmente. Estos modelos han reducido el error en distancia hasta
en 21.04 km después de 12 d́ıas de propagación. Además, se ha observado que el modelo
con el mejor desempeño mejoró las predicciones de SGP4 en más de un 88% de las veces.
Sin embargo, esta disposición de las observaciones introduce un sesgo en el aprendizaje.
Esto hace que el modelo reconozca fácilmente patrones vistos durante el entrenamiento;
pero tenga dificultades para reproducir patrones no vistos previamente, en especial si los
patrones pertenecen a un instante diferente al instante inicial de las series. En estos casos
las predicciones del modelo pueden deteriorarse rápidamente a los pocos d́ıas de comenzar la
propagación. De hecho, en los casos donde las propagaciones comenzaran a partir del décimo
d́ıa, el porcentaje de mejora de las predicciones del modelo frente a SGP4 es solo del 37%. Los
casos donde han aparecido errores at́ıpicos en los modelos predictivos a partir del décimo d́ıa
de propagación se han separado para su posterior análisis. Se ha observado que los modelos
perd́ıan estabilidad en sus predicciones en un conjunto particular de 20 series temporales.
El análisis permitió concluir que estas series se caracterizaban por pertenecer al grupo con
la tendencia positiva más pronunciada, espećıficamente, son series cuya tendencia se ubica
dentro del 16.5% de las series con la tendencia más alta. En el caso del modo aleatorio el
proceso de entrenamiento de las redes neuronales se vuelve más dif́ıcil. Sin embargo, en los
casos donde el proceso converge, los modelos resultantes han sido capaces de reconocer los
patrones vistos durante el entrenamiento, aśı como aquellos en los que patrones similares
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reaparećıan en diferentes instantes de tiempo. Esto ha conducido a una mejora significativa
en los resultados obtenidos por SGP4 en todos los casos evaluados, con reducciones del error
de HEnckeSGP4 de hasta 110 km. Además, el modelo con el mejor desempeño ha logrado
mejorar los resultados de SGP4 en más del 90% de los casos, independientemente de si
los patrones hab́ıan sido vistos o no durante el proceso de entrenamiento de las redes. Por
último, se observó que el tiempo de cómputo empleado por la implementación del módulo
predictivo en C++ en el sistema de cómputo Beronia, aumenta aproximadamente en 1.78
segundos el tiempo requerido por el propagador SGP4.
En la Sección 5.3, se ha acometido el proceso de optimización de la arquitectura de la red

neuronal desarrollada en la Sección 5.2 con el objetivo de reducir el tiempo de cálculo del
modelo predictivo implementado en C++. Este proceso se ha llevado a cabo en dos etapas. En
la primera etapa se ha reducido el número de puntos tomados en cada revolución de la serie,
lo que resultó en una disminución del número de neuronas en la capa de entrada de la red,
pasando de 84 a 12 y, posteriormente, a 6. Esta reducción condujo a una disminución en el
número de coeficientes del modelo, lo que a su vez redujo el tiempo necesario para realizar una
propagación, en aproximadamente, 0.84 segundos. Los resultados han indicado que, a pesar
de la pérdida de información precisa del comportamiento de las series debido a la reducción
de la frecuencia de muestreo, la precisión del propagador h́ıbrido no se ha visto afectada.
Esto se ha debido a que, al conservar las caracteŕısticas generales del comportamiento de
las series, el módulo predictivo del propagador ha mantenido la capacidad de reconocer y
propagar los patrones de las series, independientemente del momento de selección o de la
pertenencia (o no) a la etapa de entrenamiento. En la segunda etapa se ha reducido el número
de neuronas de las capas ocultas de la red de 256 y 128 a 64 y 32, respectivamente. Como
resultado, el tiempo de cómputo del modelo predictivo se ha acortado a, aproximadamente,
0.19 segundos en realizar una propagación; lo que representa una reducción de tiempo de
más del 89% en comparación con el módulo obtenido en la primera iteración. Este módulo
ha permitido al modelo mejorar las predicciones de SGP4 en más del 85% de las ocasiones
en todos los ámbitos evaluados. Además, en esta iteración se ha logrado una reducción del
error de SGP4 de hasta, aproximadamente, 100 km.

5.2. Trabajo futuro

Como ya se ha comentado, la mejora de la precisión en los sistemas de propagación orbital,
sin aumentar su tiempo de cómputo, representa uno de los desaf́ıos actuales en el ámbito
del SSA. Este desaf́ıo es atribuible al rápido incremento del número de satélites y residuos
espaciales que orbitan la Tierra. En este contexto, la aplicación de la metodoloǵıa h́ıbrida
podŕıa ofrecer una solución a este problema. No obstante, aún queda un extenso trabajo por
realizar en esta área. A continuación se enumeran algunas ideas que han surgido durante el
transcurso de esta tesis doctoral, con el objetivo de contribuir al avance futuro en el estudio
de estos propagadores.

En las pruebas realizadas el ı́ndice de mejora demostró que, aunque la precisión del
propagador HEnckeSGP4 es generalmente mayor que la del SGP4, aún se encuentra
considerablemente distanciada del resultado óptimo. La arquitectura final desarrollada
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en esta tesis reduce significativamente el tiempo de entrenamiento del modelo, lo que
facilita la inclusión de una cantidad mucho mayor de datos utilizando los mismos re-
cursos computacionales. En este punto se propone emplear el modelo de red neuronal
obtenido en este trabajo y aplicar la técnica de aprendizaje por transferencia. Esto im-
plica llevar a cabo un proceso de reentrenamiento con una cantidad considerablemente
mayor de ejemplos provenientes de diferentes satélites. El objetivo principal es permitir
que el modelo capture de manera más precisa el comportamiento f́ısico del problema.

Durante las pruebas realizadas se observó que el modelo predictivo no teńıa un buen
comportamiento sobre las series sin tendencia. Esto se debió a que, en estos casos, SGP4
proporcionaba una buena aproximación, lo que dejaba poco margen de mejora para el
nuevo propagador. Esta limitación se atribuyó en parte a la escasa representatividad de
estas series en los datos de entrenamiento. Para abordar este problema, inicialmente,
se sugiere aplicar técnicas de clasificación de series temporales para incorporar un
módulo dentro del modelo. Este módulo permitiŕıa clasificar los patrones de entrada
según su tendencia antes de realizar las propagaciones. El objetivo seŕıa que el modelo
determine automáticamente si aplicar o no las correcciones del módulo predictivo a las
predicciones de SGP4.

El correcto aprendizaje de las redes neuronales depende, en gran medida, de una se-
lección adecuada de hiperparámetros. En este trabajo la selección de hiperparámetros
se basó en resultados previos. Como un trabajo futuro se propone explorar el uso de
técnicas bioinspiradas para utilizar los hiperparámetros de las redes obtenidos en esta
tesis y, aśı, conseguir una arquitectura de red con un mejor rendimiento.

El numero de neuronas en la capa de entrada (es decir, el número de puntos por revo-
lución) fue uno de los parámetros que ayudaron a reducir el tiempo de computación del
módulo predictivo. Al disminuir la frecuencia de muestreo de las series se pierden pe-
queños detalles de su comportamiento; sin embargo, esto puede favorecer a la red para
que reconozca con mayor facilidad las caracteŕısticas generales de dicho comportamien-
to. Por este motivo, se propone incorporar una capa convolucional de dimensión 1 en
el modelo, de manera similar a como se realiza en las redes convolucionales empleadas
en el reconocimiento y clasificación de imágenes. Este método permitiŕıa, mediante el
uso de filtros, extraer de manera más eficiente las caracteŕısticas del comportamiento
de las series temporales; lo que facilitaŕıa un mejor aprendizaje de la red.

Las redes neuronales recurrentes son una clase de algoritmos de aprendizaje profundo
utilizadas para procesar datos secuenciales, como las series temporales. Sin embargo,
el tiempo necesario para entrenar este tipo de redes suele ser mayor que el de las redes
profundas empleadas en este trabajo. Gracias a la obtención de una arquitectura de
red óptima, el uso de una estructura similar a la desarrollada en este trabajo reduciŕıa
la cantidad de operaciones requeridas para el entrenamiento y la predicción de estas
redes recurrentes. Por este motivo, se propone investigar la aplicación de este tipo de
redes para implementar la parte h́ıbrida de este nuevo tipo de propagadores.
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Finalmente, se propone adaptar el propagador HEnckeSGP4 para que pueda ser utilizado
en otras regiones del espacio. Esta adaptación implicaŕıa entrenar el módulo predictivo
con el comportamiento de los errores de SGP4 en estas regiones.





A. Anexo: Programa informático

A.1. Libreŕıas empleadas

Python:

Pandas [175]. Creada para análisis interactivo de datos, convierte la información en
un tipo de objeto llamado Dataframe, donde se organiza la información por filas
y columnas. Esta herramienta es especialmente útil para la manipulación de datos
reales. En el programa desarrollado, Pandas se encargó del proceso de exploración,
manipulación y limpieza de los datos de entrada.

Numpy [176]. Está orientada hacia la computación cient́ıfica tradicional, enfocada en
la manejo de conjuntos de datos multidimensionales. Se empleó en la manipulación de
los vectores de las matrices, los cuales contienen los ejemplos suministrados a las redes
neuronales durante su entrenamiento.

Tensorflow [177]. Es un sistema de computación numérica de código libre diseñado
para facilitar la implementación de las redes neuronales en la solución de problemas
académicos y del mundo real. En el desarrollo de esta investigación, se empleó para
construir y entrenar las redes neuronales empleadas en los experimentos.

Matplotlib [178]. Creada para generar visualizaciones estáticas, animadas e interactivas
en Python. En el entorno, se empleó para generar los informes gráficos del rendimiento
del modelos entrenados, tanto en su fase de aprendizaje, como de aplicación.

Scipy [179]. Es una libreŕıa que ofrece una amplia gama de algoritmos para optimiza-
ción, integración, interpolación, problemas de valores propios, ecuaciones algebraicas,
ecuaciones diferenciales, estad́ıstica y otras clases de problemas. Su uso estuvo presente
en los cambios entre coordenadas satelitales (de Delaunay a cartesianas, a elementos
orbitales etc).

Multiprocessing [180]. Permite la ejecución de código de forma paralela utilizando
los múltiples procesadores de un ordenador. Se empleó dentro del programa, para
agilizar procesos de preprocesado de datos, cambios de coordenadas y el entrenamiento
simultaneo de múltiples modelos de redes neuronales.

Subprocess [181]. Permite generar y mantener comunicación activa con nuevos procesos
de ejecución de código, a medida que se ejecuta el programa principal. En el programa
desarrollado en esta tesis, se empleó para compilar, ejecutar y leer desde el lenguaje
Python, el código en C++ y sus resultados.
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Del código creado en C++, se destaca la biblioteca:

Eigen [169]. Esta biblioteca está pensada para solucionar problemas de álgebra lineal:
matrices, vectores, métodos de resolución numéricos y algoritmos relacionados. En
el programa desarrollado, se empleó para predecir el comportamiento de las series
temporales con las redes neuronales entrenadas.

A.2. Estructura del programa

El programa se compone de un archivo principal llamado deeplearning, un archivo se-
cundario llamado func deeplearning, y 6 módulos adicionales (coordinates.py, angles.py,
ml misc.py, period.py y ariadna plots.py). El archivo deeplearning se encarga de crear las
bases de datos para el entrenamiento y la validación de las redes neuronales, aśı como de ge-
nerar los gráficos con los resultados obtenidos. Por otro lado, el archivo func deeplearning
se encarga de definir la arquitectura, entrenar la red neuronal y realizar pronósticos con las
redes entrenadas.
Durante la ejecución del programa, los módulos son requeridos para realizar tareas es-

pećıficas. Por ejemplo, el módulo coordinates.py se encarga de los cambios de coordenadas,
angles.py normaliza magnitudes angulares, ml misc.py crea los vectores para el entrena-
miento y validación del aprendizaje de la red neuronal, period.py calcula el periodo orbital
y ariadna plots.py configura los parámetros para presentar los gráficos con los resultados
obtenidos.

1 -------------------

2 | Deeplearning.py |

3 -------------------

4 """

5 Entrada:

6

7 - Las carpetas Appr y Obs, con las efem é rides simuladas por el

8 propagador orbital SGP4 y AIDA respectivamente.

9 - Dos archivos de control en formato "txt", nombrados como:

general parameters.txt y hyper parameters.txt.

10

11 En general parameters.txt se especifican los siguientes par á metros:

12

13 * Las efem é rides contenidas en Appr y Obs, que ser án empleadas en

el entrenamiento de la red , y las que ser án empleadas para

evaluar su aprendizaje.

14

15 * El intervalo de tiempo con que se van a seleccionar los datos

de la posici ón del sat élite , para el entrenamiento de la red

(resoluci ón de muestreo).

16

17 * El numero de revoluciones del sat élite que se va a emplear para

entrenar , validar y probar la red neuronal.

18

19 * El número de redes que se van a entrenar.

20
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21 * El método de validaci ón de la red (validaci ón normal o

validaci ón cruzada).

22

23 * La variable a modelar: r, θ, ν, R,Θ o N .

24

25 * El número de dı́as durante el cual se va a propagar la ó rbita

satelital con las redes entrenadas.

26

27 * La configuraci ón de los gr á ficos con los resultados.

28

29 En hyper parameters.txt se especifica:

30

31 * El método para inicializar los pesos de la red.

32

33 * La forma de suministrarle los ejemplos a la red neuronal para

su entrenamiento (estrategia aleatoria o secuencial).

34

35 * Los hiperpar á metros de la red neuronal (topolog ı́a, funciones de

activaci ón, optimizador etc.)

36

37 Salida:

38

39 - Una carpeta por cada una de las redes neuronales entrenadas. Cada

carpeta contiene:

40

41 * Un archivo con extensi ón ‘‘.h5’’ y un programa ejecutable para

linux que contiene una matriz de pesos y sesgos de la red

neuronal entrenada.

42

43 * Una subcarpeta por cada uno de los pron ó sticos realizados por la

red neuronal , donde se incluyen:

44

45 -> El error de propagaci ón de SGP4 frente a AIDA de la

variable modelada.

46

47 -> El comportamiento del error de SGP4 frente a AIDA ,

pronosticado por la red neuronal.

48

49 -> La distancia medida en kil ómetros , desde la posici ón

del sat élite pronosticada por el SGP4 , hasta la

posici ón real pronosticada por AIDA.

50

51 -> La distancia medida en kil ómetros , desde la posici ón

del sat élite pronosticada por SGP4 con las correcciones

dadas por la red neuronal , hasta la posici ón real

pronosticada por AIDA.

52

53 -> Una gr áfica donde se superpone la serie de tiempo εθt
generada por el error en la propagaci ón de SGP4 y el

pronostico dado por la red neuronal.

54

55

56
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57 -> Las gr á ficas que resumen el comportamiento durante el

entrenamiento de las mé tricas seleccionadas , para

evaluar el aprendizaje de las redes.

58

59 --------------------------------------------------------------------------

60 """

61 # Importando las librerias y los mó dulos para los cá lculos espec ı́ ficos

62

63 import sys ,os

64 import json

65 import pandas as pd

66 import numpy as np

67 import tensorflow as tf

68 import period as pe

69 import angles as an

70 import ml_misc as ml_misc

71 import ariadna_plots as ap

72 import coordinates as coor

73 import func_deeplearning as fdl

74 from distutils.util import strtobool

75 from sys import exit

76 from shutil import rmtree

77 from itertools import combinations

78

79 # Importando los archivos de control

80

81 def open_data(general_parameters.txt ,hyper_parameters.txt):

82 """

83 Funci ón dise~nada para leer archivos de datos en formato ".txt".

84

85 Par á metros:

general parameters.txt,hyper parameters.txt: archivos de control.

86 general parameters.txt:especifica los par á metros para

87 configurar el entorno de trabajo.

88 hyper parameters.txt:especifica los hiperpar á metros de la red neuronal.

89

90 Retorna:

general param, hyper param: Los diccionarios con las configuraciones

del programa y los hiperpar á metros de la red.

91 """

92 # Definiendo funciones

93

94 def data_collection(Appr,Obs):

95 """

96 Lee las efem é rides simuladas por SGP4 y AIDA. Verifica que los

97 tiempos en las columnas coinciden en ambos archivos.

98

99 Par á metros:

Appr y Obs: archivos con las efem é rides.

100

101 Retorna:

True o False, appr, obs: un valor booleano y dos tuplas.

102 True/False:indica si los tiempos entre las efem é rides coinciden.
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103 False detiene el proceso de entrenamiento.

104 appr, obs: tuplas donde se almacena la informaci ón de las efemerides.

105 """

106 def switch_demo(coordinates , file.txt):

107 """

108 Convierte un archivo de texto con efem é rides en coordenadas de

delaunay , orbitales , equinoccionales , cartesianas , o variables de

Hill a elementos orbitales. Esta funci ón emplea el módulo

coordinates.py .

109

110 Par á metros:

coordinates: una cadena de texto que indica las coordenadas de la

111 matriz de entrada.

112 file.txt: matriz que contiene las efem é rides en un tipo de variable.

113

114 Retorna:

115 coor: un archivo de texto con las efemerides convertidas a coordenadas

orbitales.

116 """

117 def input_revol(kep_period ,Resol):

118 """

119 Determina la resoluci ón de muestreo de los datos de la serie

temporal.

120

121 Par á metros:

kep period , Resol: el periodo kepleriano de la ó rbita satelital y la

122 resoluci ón.

123

124 Retorna:

resol: un entero que indica la frecuencia en minutos con la que se

deben tomar dos muestras sucesivas de la serie temporal.

125 """

126 def effective_spans(kep period ):

127 """

128 Calcula el numero de datos necesarios para entrenar y validar el

entrenamiento de las redes neuronales.

129

130 Par á metros:

kep period : el periodo kepleriano de la ó rbita sat é lital.

131

132 Retorna:

indice 1,indice 2,indice 3 : indices para dividir el archivo de efem é rides

en los conjuntos de entrenamiento ,

133 validaci ón y prueba.

134 """

135 def verifications(data train, data valid ):

136 """

137 Comprueba que la cantidad de datos solicitados por el usuario para

entrenar la red y para validar su entrenamiento no supera la

cantidad de datos disponibles.

138

139 Par á metros:

data train,data valid : valores enteros que indican el número de datos
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requeridos para entrenar y validar la red neuronal.

140

141 Retorna:

True o False: un valor boleano que indica si se cuenta con los datos

suficientes para continuar con el proceso de entrenamiento de la

red.

142 """

143 def error(Appr,Obs, var ):

144 """

145 Calcula el error entre los valores propagados por SGP4 respecto a

146 AIDA para la variable var indicada.

147

148 Par á metros:Obs,Obs,var : dos archivos con las efem é rides obtenidas de

SGP4 y AIDA , junto a la variable a modelar.

149 Appr: efemerides de SGP4.

150 Obs : efemerides de AIDA.

151 var : variable a modelar.

152

153 Retorna:

error : una tupla que contiene la serie de tiempo del error de

propagaci ón εvart cometido por el propagador orbital SGP4 , frente a

los resultados del propagador AIDA , en la varible var seleccionada.

154 """

155

156

157

158 def bases_train_creator(Appr,Obs,var ):

159 """

160 Crea las bases para el entrenamiento y la validaci ón del

entrenamiento de las redes neuronales.

161 Su ejecuci ón se realiza en la siguiente secuencia:

162

163 - Realice un preprocesado de los datos de entrada a trav és de

las funciones data collection y switch demo

164 - Llame la funci ón error y guarde las salidas en el vector

error vect .

165 - Pase como par á metros: error vect y las salidas de: input revol,

effective spans y verifications, adem ás de los par á metros

indicados en general parameters a ml misc.py , para obtener los

datos de entrenamiento y de validaci ón de las redes neuronales.

166

167 - Nota: estos datos son retornados en forma de matrices de m
columnas , donde las m− 1 columnas son los predictores , la

ú ltima columna es la variable respuesta.

168

169 # Ejecuci ón del programa

170

171 - Ajuste los par á metros del experimento y lea la variable a modelar de

general parameters.

172

173 - Obtenga de bases train creator los datos de entrenamiento y validaci ón de

la red neuronal.

174



A.2 Estructura del programa 139

175 - Env ı́e como par á metros los datos de entrenamiento y validaci ón a las

funciones en FuncDeepLearning, FuncDeepLearning para obtener:

176

177 * Los resultados de las predicciones hechas por cada una de las

redes entrenadas , sobre el comportamiento de la variable

seleccionada.

178

179 * El error en km en la propagaci ón de la ó rbita de SGP4 frente a

AIDA.

180

181 * El error en km en la propagaci ón de la ó rbita de SGP4 frente a

AIDA , una vez en SGP4 se halla corregido con las predicciones de

la red neuronal , los valores de la variable seleccionada.

182

183 * El error en km en la propagaci ón de la ó rbita de SGP4 frente a

AIDA , una vez en SGP4 se halla reemplazado los valores de la

variable seleccionada con los valores reales dados por AIDA.

184

185 * Genere los gr á ficos donde se detalle el comportamiento real del

error cometido por SGP4 frente a AIDA en la variable

seleccionada.

186

187 * Guarde los resultados obtenidos.

188 """

Listing A.1: Deeplearning.py

1 -----------------------

2 | FuncDeeplearning.py |

3 -----------------------

4 # Importando librerias

5

6 from sklearn.model_selection import KFold

7 from tensorflow.keras.callbacks import EarlyStopping

8 import os

9 import pandas as pd

10 import numpy as np

11 import Coordinates as coor

12 import tensorflow as tf

13 from distutils.util import strtobool

14 from matplotlib import pyplot

15 import shutil

16 import subprocess

17

18 def open_data(hyper_parameters.txt):

19 """

20 Funci ón dise~nada para leer archivos de datos en formato ".txt".

21

22 Par á metros:

23 hyper parameters.txt:especifica los hiperpar á metros de la red neuronal.

24

25 Retorna:

26 hyper param: diccionario con las configuraciones del programa y los
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27 hiperpar á metros de la red.

28 """

29

30 # Definiendo funciones

31

32 def optimizer_and_metrics(opt ,lr ,ls):

33 """

34 Configura la arquitectura de la red neuronal

35

36 Par á metros:

37 opt , lr , ls : optimizador , tasa de aprendizaje y la funci ón de error ,

de acuerdo a las instrucciones dadas en hyper parameters.

38

39 Retorna:

40 opt metric : una lista con tipos de datos que guardan la informaci ón del

optimizador , la tasa de aprendizaje y la funci ón de error

seleccionada.

41 """

42

43 def data(train vect ,valid vect ):

44 """

45 Realiza una partici ón supervisada de los datos de entrenamiento y

validaci ón empleando el método de la ventana deslizante.

46

47 Par á metros:

48 train vect , valid vect : listas con los datos seleccionados para entrenar

y validar el entrenamiento de la red neuronal.

49

50 Retorna:

51 train x , valid x , train y , valid y : dos matrices con los vectores de

entrada , y dos vectores con las salidas esperadas de la red neuronal.

52 """

53 def data_cross_validation(train vect,valid vect):

54 """

55 Divide los datos en bloques para la validaci ón cruzada

56

57 Par á metros:

58 train vect , valid vect : listas con los datos seleccionados para entrenar

y validar el entrenamiento de la red neuronal.

59

60 Retorna:

61 base training : un arreglo que contiene los datos preparados para el

entrenamiento de la red , pero particionados en bloques.

62 """

63 def neuronal_net(layer neur num,win,activ funct,layers ):

64 """

65 Crea la red neuronal aplicando las funciones de la libreria

tensorflow y keras.

66

67 Par á metros:

68 layers,win,layer neur num,activ funct : número de capas , numero de neuronas

de la primera capa , número de neuronas de las capas ocultas y

funciones de acitivaci ón.
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69

70 Los pasos se muestran a continuaci ón:

71

72 - Defina el tipo de conexi ón de la red.

73 model=tf.keras.models.Sequential()
74 - Indique el algoritmo para inicializar los pesos de la red.

75 initializer=tf.keras.initializers.GlorotNormal()
76 - Construya la arquitectura de la red , con el número de neuronas

solicitado , establezca las funciones de activaci ón y el

algoritmo de inicializaci ón de pesos indicado por el usuario.

model.add(LayerNeurNum,win,ActivFunct,initializer )

77

78 Retorna:

79 model: una arquitectura de red neuronal lista para ser entrenada.

80 """

81 def save(model,path )

82 """

83 Guarda la red neuronal entrenada en un archivo con extensi ón ".h5" y

la informaci ón relevante del proceso de entrenamiento , como el número

de épocas , el mı́nimo error de ajuste alcanzado , el valor del lr entre

otros.

84

85 Par á metros:

86 model,path = el modelo de red entrenado y la ruta donde se guarda.

87

88 Retorna:

89 True o False: un valor booleano que indica si el proceso se realiz ó con

éxito.

90 """

91 def check(models num,general parameters )

92 """

93 funci ón que comprueba que los modelos entrenados models num son todos

los modelo solicitados en general parameters .

94 """

95 # Ejecuci ón del programa

96 """

97 Lea los hiperpar á metros para la arquitectura de la red , definidos en

hyper param.

98

99 El programa se ejecuta a trav és de los siguientes pasos:

100

101 Llame la funci ón optimizer and metrics para configurar la arquitectura de

la red.

102

103 Construya la red neuronal , utilizando la funci ón neuronal net().

104

105 Compile la red usando el comando model.compile().

106

107 Entrene la red neuronal con el comando model.fit().

108 Guarde el modelo entrenado usando la funci ón save().

109

110 Verifique que se han entrenado el número de modelos solicitados usando

la funci ón check(). Si se cumple continue con la construcci ón del
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111 modelo hı́brido , si nó, entrene las redes faltantes.

112 """

Listing A.2: FuncDeeplearning.py

1 -----------------------

2 | coordinates.py |

3 -----------------------

4 # Importando librerias y mó dulos

5

6 from scipy.optimize import fsolve

7 import warnings

8 import pandas as pd

9 import numpy as np

10 import CodigosPython.H_Angles as A

11 import multiprocessing as mp

12 from sys import exit

13

14 # Definiendo funciones

15

16 def cart_anal2hyb(anal,fore):

17 """

18 Convierte coordenadas cartesianas (anal ı́ ticas + predicci ón del error)

en hı́ bridas.

19 Par á metros:

20 anal, fore: matrices que contienen las coordenadas cartesianas.

21 anal: modelo anal ı́tico.

22 fore: predicci ón del error.

23

24 Retorna:

25

26 hyb: matriz con las coordenadas cartesianas del modelo hı́ brido.

27 """

28 def cart2dist(cart true,cart test):

29 """

30 Convierte 2 conjuntos de coordenadas cartesianas a errores en

distancia.

31

32 Par á metros:

33 cart true,cart test: matrices que contienen las coordenadas cartesianas.

34 cart true: coordenadas precisas.

35 cart test: coordenadas del modelo evaluado.

36

37 Retorna:

38 er dist: matriz con los errores en distancia.

39 """

40 def cart2dln(cart):

41 """

42 Convierte coordenadas cartesianas a variables de delaunay.

43

44 Par á metros:

45 cart: matriz que contiene las coordenadas cartesianas.

46
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47 Rertorna:

48 dln: matriz que contiene las variables de Delaunay

49 """

50 def cart2equi(cart):

51 """

52 Convierte coordenadas cartesianas a elementos equinocciales.

53

54 Par á metros:

55 cart: matriz que contiene las coordenadas cartesianas.

56

57 Retorna:

58 equi: matriz con los elementos equinocciales.

59 """

60 def cart2hill(cart):

61 """

62 Convierte coordenadas cartesianas a variables de hill

63 (polares -nodales).

64 Par á metros:

65 cart: matriz que contiene las coordenadas cartesianas.

66 Retorna:

67 hill: matriz que contiene las variables de Hill.

68 """

69 def cart2orb(cart):

70 """

71 Convierte coordenadas cartesianas a elementos orbitales.

72

73 Par á metros:

74 cart: matriz que contiene las coordenadas cartesianas.

75

76 Retorna:

77 orb : matriz con los elementos orbitales.

78 """

79 def dln_anal2hyb(anal ,fore):

80 """

81 Convierte las variables de Delaunay (analitico + predic. error) en

82 hı́ bridas.

83

84 Par á metros:

85 anal, fore: matrices que contienen las variables de Delaunay.

86 anal: modelo anal ı́tico.

87 fore: predicci ón del error.

88

89 Retorna:

90 hyb: matriz con las variables de Delaunay del modelo hı́ brido.

91 """

92 def dln2cart(dln):

93 """

94 Convierte variables de delaunay a coordenadas cartesianas.

95

96 Par á metros:

97 dln: matriz que contiene las variables de Delaunay.

98

99 Retorna:
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100 cart: matriz con las coordenadas cartesianas.

101 """

102 def dln2dist(dln_true ,dln_test):

103 """

104 Convierte 2 conjuntos de variables de delaunay a errores en distancia.

105

106 Par á metros:

107 dln true, dln test: matrices que contienen las variables de Delaunay.

108 dln true: variables precisas.

109 dln test: variables del modelo evaluado.

110

111 Retorna:

112 er dist: matriz con los errores en distancia.

113 """

114 def dln2equi(dln):

115 """

116 Convierte variables de Delaunay a elementos equinocciales.

117

118 Par á metros:

119 dln: matriz que contiene las variables de Delaunay.

120

121 Retorna:

122 equi: matriz con los elementos equinocciales.

123 """

124 def dln2hill(dln):

125 """

126 Convierte variables de Delaunay a variables de Hill (polares -nodales).

127

128 Par á metros:

129 dln: matriz que contiene las variables de Delaunay.

130

131 Retorna:

132 hill: matriz con las variables de Hill.

133 """

134 def dln2orb(dln):

135 """

136 Convierte variables de delaunay a elementos orbitales.

137

138 Par á metros:

139 dln: matriz que contiene las variables de Delaunay.

140

141 Retorna:

142 orb: matriz con los elementos orbitales.

143 """

144 def equi_anal2hyb(anal ,fore):

145 """

146 Convierte elementos equinocciales (anal ı́tico + predic. error) a

147 hı́ bridos.

148

149 Par á metros:

150 anal, fore: matrices que contienen los elementos equinocciales.

151 anal: modelo anal ı́tico.

152 fore: predicci ón del error.
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153

154 Retorna:

155 hyb: matriz con los elementos equinocciales del modelo hı́ brido.

156 """

157 def equi2cart(equi):

158 """

159 Convierte elementos equinocciales a coordenadas cartesianas.

160

161 Par á metros:

162 equi: matriz que contiene los elementos equinocciales.

163

164 Retorna:

165 cart: matriz con las coordenadas cartesianas.

166 """

167 def equi2dist(equi_true , equi_test):

168 """

169 Convierte 2 sets elementos equinocciales a errores en distancia.

170

171 Par á metros:

172 equi true, equi test: matrices que contienen los elementos equinocciales.

173 equi true: variables precisas

174 equi test: variables del modelo evaluado.

175

176 Retorna:

177 er dist: matriz con los errores en distancia

178 """

179 def equi2dln(equi):

180 """

181 Convierte elementos equinocciales a variables de delaunay.

182

183 Par á metros:

184 equi: matriz que contiene los elementos equinocciales.

185

186 Retorna:

187 dln: matriz con las variables de Delaunay.

188 """

189 def equi2hill(equi):

190 """

191 Convierte elementos equinocciales a variables de hill

192 (polares -nodales).

193

194 Par á metros:

195 equi: matriz que contiene los elementos equinocciales.

196

197 Retorna:

198 hill: matriz con las variables de Hill.

199 """

200 def equi2orb(equi):

201 """

202 Convierte elementos equinocciales a elementos orbitales.

203

204 Par á metros:

205 equi: matriz que contiene los elementos equinocciales.



146 A Anexo: Programa informático

206

207 Retorna:

208 orb: matriz con los elementos orbitales.

209 """

210 def hill_anal2hyb(anal ,fore):

211 """

212 Convierte variables de Hill (anal ı́tico + predic. error) a hı́ bridas.

213

214 Par á metros:

215 anal, fore: matrices que contienen las variables de Hill.

216 anal: modelo anal ı́tico.

217 fore: predicci ón del error.

218

219 Retorna:

220 hyb: matriz con las variables de Hill del modelo hı́ brido

221 """

222 def hill2cart(hill):

223 """

224 Convierte variables de Hill (polares -nodales) a coordenadas

225 cartesianas.

226

227 Par á metros:

228 hill: matriz que contiene las variables de Hill.

229

230 Retorna:

231 cart: matriz con las coordenadas cartesianas.

232 """

233 def hill2dist(hill_true , hill_test):

234 """

235 Convierte 2 conjuntos de variables de Hill (polares -nodales) a errores

en distancia.

236

237 Par á metros:

238 hill true, hill test: matrices que contienen las variables de Hill.

239 hill true: variables precisas.

240 hill test: variables del modelo evaluado.

241

242 Retorna:

243 er dist: matriz con los errores en distancia.

244 """

245 def hill2dln(hill):

246 """

247 Convierte variables de Hill (polares -nodales) a variables de Delaunay.

248

249 Par á metros:

250 hill: matriz que contiene las variables de Hill.

251

252 Retorna:

253 dln: matriz con las variables de Delaunay.

254 """

255 def hill2equi(hill):

256 """

257 Convierte variables de Hill (polares -nodales) a elementos
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258 equinocciales.

259

260 Par á metros:

261 hill: matriz que contiene las variables de Hill.

262

263 Retorna:

264 equi: matriz con los elementos equinocciales.

265 """

266 def hill2orb(hill):

267 """

268 Convierte variables de Hill (polares -nodales) a elementos orbitales.

269

270 Par á metros:

271 hill: matriz que contiene las variables de Hill.

272

273 Retorna:

274 orb: matriz con los elementos orbitales.

275 """

276 def orb_anal2hyb(anal , fore):

277 """

278 Convierte elementos orbitales (anal ı́tico + predic. error) a hı́ bridos.

279

280 Par á metros:

281 anal, fore: matrices que contienen los elementos orbitales.

282 anal: modelo anal ı́tico.

283 fore: predicci ón del error.

284

285 Retorna:

286 hyb: matriz con los elementos orbitales del modelo hı́ brido.

287 """

288 def orb2cart(orb):

289 """

290 Convierte elementos orbitales a coordenadas cartesianas.

291

292 Par á metros:

293 orb: matriz que contiene los elementos orbitales.

294

295 Retorna:

296 cart: matriz con las coordenadas cartesianas.

297 """

298 def orb2dist(orb_true , orb_test):

299 """

300 Convierte 2 conjuntos de elementos orbitales a errores distancia.

301

302 Par á metros:

303 orb true, orb test: matrices que contienen los elementos orbitales.

304 orb true: elementos precisos.

305 orb test: elementos del modelo evaluado.

306

307 Retorna:

308 er dist: matriz con los errores en distancia.

309 """

310 def orb2dln(orb):
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311 """

312 Convierte elementos orbitales a variables de Delaunay.

313

314 Par á metros:

315 orb: matriz que contiene los elementos orbitales.

316

317 Retorna:

318 dln: matriz con las variables de Delaunay.

319 """

320 def orb2equi(orb):

321 """

322 Convierte elementos orbitales a elementos equinocciales.

323

324 Par á metros:

325 orb: matriz que contiene los elementos orbitales.

326

327 Retorna:

328 equi: matriz que recoger á los elementos equinocciales.

329 """

330 def orb2hill(orb):

331 """

332 Convierte elementos orbitales a variables de Hill (polares -nodales).

333

334 Par á metros:

335 orb: matriz que contiene los elementos orbitales.

336

337 Retorna:

338 hill: matriz con las variables de Hill.

339 """

Listing A.3: coordinates.py

1 -----------------------

2 | Angles.py |

3 -----------------------

4 # Importando la libreria necesaria

5 import numpy as np

6

7 # Definiendo funciones

8 def rem(x,y):

9 """

10 Devuelve el resto despu és de dividir a por b, donde a es el dividendo y

b es el divisor. Esta funci ón suele recibir el nombre de operaci ón

de resto. La funci ón rem sigue la convenci ón de que rem(a, 0) es Inf.

11

12 Par á metros:

13 x: dividendo.

14 y: divisor.

15

16 Retorna:

17 out: resto con signo de la divisi ón x/y.

18 """

19 def rem2pi_sym(x):
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20 """

21 Normaliza magnitudes angulares al intervalo (-pi,pi].

22

23 Par á metros:

24 x:datos de partida.

25

26 Retorna:

27 out:datos normalizados.

28 """

29 def rem2pi(x):

30 """

31 Normaliza magnitudes angulares al intervalo [0,2pi).

32 La funci ón puede ser aplicada a cualquier matriz o vector.

33 No aplicar a matrices que incluyan magnitudes no angulares , pues

modifica cualquier valor no comprendido en [0,2pi).

34

35 Par á metros:

36 x:datos de partida.

37

38 Retorna:

39 out:datos normalizados.

40 """

41 def remove2pi(x,holgura)

42 """

43 Transforma valores pr ó ximos a +/ -(2*pi) a valores pr ó ximos a $0$.
44

45 Par á metros:

46 x:datos de partida.

47 holgura: todos los valores comprendidos entre +/ -(2*pi)-holgura y

+/-(2*pi)+holgura ser án transformados rest á ndoles/sum á ndoles 2*pi.

48

49 Retorna:

50 out:datos transformados.

51 """

52 def rem360_sym(x):

53 """

54 Normaliza magnitudes angulares al intervalo ( -180 ,180].

55 La funci ón puede ser aplicada a cualquier matriz o vector. No

56 aplicar a matrices que incluyan magnitudes no angulares , pues modifica

cualquier valor no comprendido en ( -180 ,180].

57

58 Par á metros:

59 x:datos de partida.

60

61 Retorna:

62 out:datos normalizados.

63 """

64

65 def rem360(x):

66 """

67 Normaliza magnitudes angulares al intervalo [0 ,360).

68

69 Par á metros:
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70 x:datos de partida.

71 Retorna:

72 out:datos normalizados.

73 """

74

75 def remove360(x, holgura):

76 """

77 Transforma valores pr ó ximos a +/ -(360) a valores pr ó ximos a 0.

78 La funci ón puede ser aplicada a cualquier matriz o vector.

79

80 Par á metros:

81 x:datos de partida.

82 holgura: todos los valores comprendidos entre +/ -(360)-holgura y

+/ -(360)+holgura ser án transformados rest á ndoles/sum á ndoles 360.

83

84 Retorna:

85 out:datos transformados.

86 """

Listing A.4: Angles.py

1 # Importando la libreria necesaria

2 import numpy as np

3 def windowed_dataset(ephem ,column ,num_inputs ,num_outputs ,row_initial ,

row_final ,sampling_period ,vect_step)

4 """

5 Genera vectores de entrenamiento y validaci ón a partir de las matrices

de efem é rides usando la ventana deslizante.

6

7 Par á metros:

8 ephem: matriz de efem é rides (filas: efem é rides; columnas: variables).

9 column:columna de la variable a extraer (número o nombre de la

columna).

10 num inputs :número de entradas que tendr á el algoritmo predictivo.

11 num outputs:número de salidas que tendr á el algoritmo predictivo

(Valor por defecto: 1).

12 row initial:fila de la efem éride desde la que se desea comenzar a

generar los vectores (valor por defecto: 1).

13 row final :fila de la efem éride hasta la que se desea generar los

vectores (valor por defecto: ú ltima fila , nrow(ephem)).

14 sampling period:periodo de muestreo. Permite reducir la resoluci ón de

matrices de efem é rides muy densas.

15 vect step:paso entre cada dos vectores a generar (número de posiciones

que debe avanzar la ventana deslizante entre cada dos

16 vectores).

17

18 Retorna:

19 vect:matriz de vectores (filas: vectores; columnas: entradas ,salidas).

20 """

Listing A.5: ml misc.py
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1 -----------------------

2 | period.py |

3 -----------------------

4 # Importando la libreria necesaria

5 import numpy as np

6

7 # Definiendo funciones

8

9 def a2P(a):

10 """

11 Convierte Semieje mayor a Periodo kepleriano

12

13 Par á metros:

14 a: semieje mayor [km].

15

16 Retorna:

17 P: periodo kepleriano [s].

18 """

19 def P2a(P):

20 """

21 Convierte Periodo kepleriano a Semieje mayor.

22

23 Par á metros:

24 P: periodo kepleriano [s].

25

26 Retorna:

27 a: semieje mayor [km].

28 """

Listing A.6: period.py

1 -----------------------

2 | Ariadna\_plots.py |

3 -----------------------

4 # Importando la libreria necesaria

5 import pandas as pd

6 from matplotlib import pyplot

7

8 # Definiendo funciones

9 def plot_fore(fore_seq ,fore_real ,path_plot ,train_seq ,valid_seq ,

10 variable):

11 """

12 Par á metros:

13 fore seq: vector con los datos del pronostico de la red.

14 fore real: vector con los datos reales del eror de propagaci ón.

15 path plot: ruta donde se almacena el modelo.

16 variable: variable modelada (se emplea para generar los tı́ tulos de la

gr áfica , y las etiquetas de los ejes.)

17
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18 Retorna:

19 Un gr áfico donde se muestra dos series de tiempo , la primera muestra

el comportamiento real del error del propagador base , la segunda , el

comportamiento del error modelado por el propagador Encke -hı́ brido.

20 """

Listing A.7: Ariadna plots.py
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Frecuentemente, en redes neuronales, se emplea como función de coste el error cuadrático
medio (MSE) aplicado sobre los N ejemplos del conjunto de datos de entrenamiento:

MSE =
1

N

N∑
i=1

(f(x)− y(x))2,

donde f(x) e y(x) indican las salidas de la red y las salidas deseadas para cada uno de los
ejemplos x ∈ N . En ocasiones, se calcula la ráız cuadrada del MSE con el fin de que la
medida esté en las mismas unidades que los datos de entrada:

RMSE =

√√√√ 1

N

N∑
i=1

(f(x)− y(x))2.

El problema de usar errores al cuadrado es la sensibilidad de las medidas a la presencia
de datos anómalos, también conocidos como outliers en inglés, lo que puede provocar que
algunos valores de las medidas del error sean desproporcionados. Por este motivo, suele
emplearse el error absoluto medio (MAE), definido como:

MAE =
1

N

N∑
i=1

|(f(x)− y(x))|.

Esta medida representa la diferencia en valor absoluto entre las predicciones f(x) y las
observaciones y(x). El hecho de que la contribución directa de cada error individual sea
proporcional al valor absoluto del error hace que esta medida sea más robusta frente a los
valores at́ıpicos.
La medida normalizada del MAE es el error porcentual absoluto medio, conocido como

MAPE por sus siglas en inglés, definido como:

MAPE =
100

N

N∑
i=1

|(f(x)− y(x))|
|y(x)| .

Esta medida proporciona el error medio cometido en la estimación de f(x) expresado como
un porcentaje del valor y(x). Es útil para evaluar el rendimiento de un modelo en términos
de precisión relativa.
De acuerdo con Rob Hyndman, un investigador reconocido por sus trabajos en series tem-

porales, es recomendable utilizar la función de error MAPE para evaluar el desempeño de
los modelos creados para la predicción de series temporales [182]. Alternativamente, propo-
ne emplear el error medio absoluto escalado (MASE) por sus siglas en inglés. MASE es una
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medida que permite, entre otros aspectos, comparar predicciones sobre diferentes conjuntos
de datos, penalizar de igual manera errores positivos y negativos y tener una fácil interpreta-
ción. Estas medidas de error están integradas en la mayoŕıa de software estad́ıstico y libreŕıas
dedicadas al Machine Learning, como R [158], Scipy [179], Tensorflow [177] y Pytorch [183].
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special perturbation method in orbital dynamics. Celestial Mechanics and Dynamical
Astronomy, 97(2):131–150, Febrero 2007.

[19] Jerome Vetter. Fifty years of orbit determination: Development of modern astrodyna-
mics methods. J. Hopkins Appl. Tech. D, 27, 01 2007.

[20] Paul Cefola, Donald Phillion, and K.S. Kim. Improving access to the semi-analytical
satellite theory. Presented at the AAS/AIAA Astrodynamics Specialist Conference,
Pittsburgh, PA, pages 09–341, 01 2009.

[21] J. J. F. Liu and R. L. Alford. Semianalytic Theory for a Close-Earth Artificial Satellite.
Journal of Guidance Control Dynamics, 3(4):304–311, July 1980.

[22] J.G. Neelon, Paul Cefola, and R.J. Proulx. Current development of the draper se-
mianalytical satellite theory standalone orbit propagator package. J. Astronaut. Sci.,
97:97–731, 01 1997.

[23] Ivan Perez, Juan San Juan, Montserrat San-Mart́ın, and Luis Lopez. Application
of computational intelligence in order to develop hybrid orbit propagation methods.
Mathematical Problems in Engineering, 2013, 01 2013.

[24] Juan Félix San-Juan, Montserrat San-Mart́ın, and Iván Pérez. An economic hybrid
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hyper-parameter optimization. In J. Shawe-Taylor, R. Zemel, P. Bartlett, F. Pereira,
and K.Q. Weinberger, editors, Advances in Neural Information Processing Systems,
volume 24. Curran Associates, Inc., 2011.

[132] Jasper Snoek, Hugo Larochelle, and Ryan P Adams. Practical bayesian optimization
of machine learning algorithms. In F. Pereira, C.J. Burges, L. Bottou, and K.Q.
Weinberger, editors, Advances in Neural Information Processing Systems, volume 25.
Curran Associates, Inc., 2012.

[133] Jasper Snoek, Oren Rippel, Kevin Swersky, Ryan Kiros, Nadathur Satish, Naraya-
nan Sundaram, Mostofa Patwary, Mr Prabhat, and Ryan Adams. Scalable bayesian
optimization using deep neural networks. In Francis Bach and David Blei, editors,
Proceedings of the 32nd International Conference on Machine Learning, volume 37 of
Proceedings of Machine Learning Research, pages 2171–2180, Lille, France, 07–09 Jul
2015. PMLR.

[134] Geoffrey I. Webb. Overfitting, pages 744–744. Springer US, Boston, MA, 2010.

[135] Xue Ying. An overview of overfitting and its solutions. Journal of Physics: Conference
Series, 1168(2):022022, feb 2019.

[136] Reza Moradi, Reza Berangi, and Behrouz Minaei. A survey of regularization strategies
for deep models. Artificial Intelligence Review, 53:3947–3986, 2020.

[137] Lutz Prechelt. Early stopping-but when? In Neural Networks: Tricks of the trade,
pages 55–69. Springer, 2002.

[138] Nitish Srivastava, Geoffrey Hinton, Alex Krizhevsky, Ilya Sutskever, and Ruslan Sa-
lakhutdinov. Dropout: a simple way to prevent neural networks from overfitting. The
journal of machine learning research, 15(1):1929–1958, 2014.

[139] Guozhong An. The effects of adding noise during backpropagation training on a gene-
ralization performance. Neural computation, 8(3):643–674, 1996.

[140] P.J. Brockwell and R.A. Davis. Introduction to Time Series and Forecasting. Springer
Texts in Statistics. Springer New York, 2013.



Bibliograf́ıa 165
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Archibald, Antônio H. Ribeiro, Fabian Pedregosa, Paul van Mulbregt, and SciPy 1.0
Contributors. SciPy 1.0: Fundamental Algorithms for Scientific Computing in Python.
Nature Methods, 17:261–272, 2020.

[180] python-multiprocessing - pypi.

[181] python-subprocess - pypi.

[182] R.J. Hyndman and G. Athanasopoulos. Forecasting: principles and practice. OTexts,
2018.

[183] Adam Paszke, Sam Gross, Francisco Massa, Adam Lerer, James Bradbury, Gregory
Chanan, Trevor Killeen, Zeming Lin, Natalia Gimelshein, Luca Antiga, Alban Desmai-
son, Andreas Kopf, Edward Yang, Zachary DeVito, Martin Raison, Alykhan Tejani,
Sasank Chilamkurthy, Benoit Steiner, Lu Fang, Junjie Bai, and Soumith Chintala.
Pytorch: An imperative style, high-performance deep learning library. In Advances in
Neural Information Processing Systems 32, pages 8024–8035. Curran Associates, Inc.,
2019.


