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RELACIONES ENTRE LA ESTRUCTURA DE UN
ALGEBRA DE LIE Y EL RETICULO DE SUS IDEALES

Resumen. El reticulo de ideales de un dlgebra de Lie estd estrechamente
relacionado con la estructura del 4lgebra. En el primer Capitulo, se eligen clases de
dlgebras de Lie y se estudia hasta qué pu‘nto estdn determinadas por su reticulo de
ideales. En el segundo Capitulo, se estudian dos tipos concretos de reticulos: los
complementados y los lineales. Se consigue clasificar las 4lgebras de Lie con
reticulo de de ideales complementado. Como consecuencia de esto se obtiene la
determinacién reticular de las dlgebras de Lie reductivas. También han sido

clasificadas las dlgebras de Lie superresolubles con reticulo lineal.

RELATIONS BETWEEN THE STRUCTURE OF A LIE
ALGEBRA AND ITS LATTICE OF IDEALS

Abstract. The lattice of ideals of a Lie algebra is closely related with the
structure of the algebra. In the first Chapter, some classes of Lie algebras are
selected. It is studied if their lattices of ideals can determinate their élgebraic
structures. In the second Chapter, two classes of lattices are studied: the
complemented lattices and the lattices such that their elements are in line. We
characterize the Lie algebras of complemented lattice of ideals. As a consequence, it
is obtained the reticular determination of the reductive Lie algebras. Finally, we

characterize the supersolvable Lie algebras whose ideals are in line.

AMS classification: 17B05, 06B99
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INTRODUCCION

En el estudio de muchas estructuras algebraicas ha jugado un importante papel
el reticulo de subestructuras ya que las consideraciones en teorfa reticular han simplificado
a menudo los problemas. Fue Dedekind qﬁicn consider$ por primera vez el sistema de
ideales en un anillo de enteros algebraicos desde el punto de vista de la teorfa reticular y
descubrid y usé la ley modular en sus cédlculos de ideales. Es importante notar que la
teorfa reticular ha permitido por una parte caracterizar anillos ya conocidos y por otra
sefialar nuevas clases de anillos. Un ejemplo de lo primero es la caracterizacién de los
anillos de Priifer como los dominios integros con reticulo de ideales distributivo (ver [8]).
El estudio de los anillos regulares fue iniciado por von Neumann alrededor de 1936 a fin
de estudiar ciertos reticulos de proyecciones. Cada reticulo modular complementado de
base homogénea de orden mayor o igual que cuatro es isomorfo al reticulo de ideales
principales a derecha de un anillo regular von Neumann, el cual es tnico salvo
isomorfismos. Los llamados anillos aritméticos es otro ejemplo de anillos definidos
mediante el reticulo, se definen como anillos conmutativos con reticulo de ideales
distributivo y estdn caracterizados por la siguiente propiedad: un anillo A es aritmético si
y sélo si para cada ideal maximal m, el reticulo de ideales del anillo local A, es lineal (ver
[21]). En teoria de grupos ya en 1956 Suzuki [33] recogié en una monografia los muchos
resultados existentes relativos a la relacién entre la estructura de un grupo y la estructura
de sus subgrupos ademds de dar numerosas ideas que han servido en estudios
posteriores.

En un camino inverso citemos que muchos reticulos de estas estructuras
algebraicas han suministrado ideas en la propia Teorfa general de reticulos, como un

ejemplo de este proceso mostramos [28].



Animados por los éxitos obtenidos en estos campos, Bames y Kolman
comenzaron a utilizar la teorfa reticular en dlgebras de Lie a mediados de los afios 60. A
partir de aquf han sido publicados numerosos trabajos que muestran la relacion existente
entre la estructura de un 4lgebra de Lie y la estructura del reticulo de sus subdlgebras.
Barnes y Kolman abrieron dos vias distintas de investigacién en el campo de la teoria
reticular de 4lgebras de Lie: .Barnes [21,[5] se preocupa de estudiar las propiedades de las
4lgebras de Lie que se conservan por isomorfismos de reticulos de subdlgebras, mientras
que Kolman [22],{23] se ocupa de la clasificacién de dlgebras de Lie tales que el reticulo
de subdlgebras cumpla determinadas propiedades provenientes de la teorfa reticular. A
pesar de la existencia de una rica estructura lineal en dlgebras de Lie, los primeros
resultados fueron obtenidos sélo para cuerpos algebraicamente cerrados y de caracteristica
cero. Asi Barnes [2] probd en 1964 que, en este tipo de cuerpos, la resolubilidad y la
semisimplicidad se conservan por isomorfismos de reticulos de subdlgebras, atin mds,
que dos dlgebras de Lie semisimples con el mismo reticulo de subdlgebras son isomorfas.
Por su parte Kolman [22],[23] determiné las dlgebras de Lie sobre cuerpos
algebraicamente cerrados de caracteristica cero tales que su reticulo de subdlgebras es
semimodular inferior, superior 6 relativamente complementado.

Sobre cuerpos no algebraicamente cerrados pueden existir 4lgebras de Lie
simples 3-dimensionales no escindibles (sobre el cuerpo de los niimeros reales sélo hay
una y sobre los racionales existen infinitas). Estas dlgebras solamente tienen subélgebras
1-dimensionales, luego, si el cuerpo es infinito, tienen el mismo reticulo de subdlgebras
que cualquier 2-dimensional sobre el mismo cuerpo. Este ejemplo muestra que ni la
dimensi6n, ni la simplicidad, ni la resolubilidad ni los ideales estdn determinados por el
reticulo de subdlgebras. No obstante, en caracteristica cero &stas son las inicas 4lgebras
de Lie no resolubles con el mismo reticulo de subilgebras que una resoluble. Los
siguientes resultados del tema se obtuvieron sobre cuerpos de caracteristica cero (Goto

[16] en el caso del cuerpo real y Gein [11], Towers [36] y Volklein [44] ,entre otros,



sobre cuerpos arbitrarios). Se ha llegado a probar que la resolubilidad no sélo se conserva
por isomorfismos de reticulos, salvo en el caso mencionado antes, sino que ademds estd
determinada por el reticulo de subdlgebras (Gein [15]) y se han logrado detectar
reticularmente ideales especiales como el radical resoluble (Varea-Varea [43]). Un punto
especialmente importante es la informacién que suministran los elementos modulares del
reticulo para la reconstruccién del 4lgebra (Amayo-Schwarz [1], Gein [15], Towers [38],
Varea [39]). También han sido tratadas cuestiones relativas al estudio de las subélgebras
que quedan invariantes por el grupo de automorfismo del reticulo y otros diversos
problemas que demuestran la estrecha relacién que existe entre el reticulo de subdlgebras

de un dlgebra de Lie de caracteristica cero y la estructura del dlgebra.

La mayor dificultad en este tema estd actualmente en el caso de cuerpos de
caracteristica positiva, aunque sean algebraicamente cerrados. Por una parte debido a que
los métodos de la Teorfa cldsica de las dlgebras de Lie de caracteristica cero no son vélidos
sobre cuerpos de caracteristica prima (ain no se ha conseguido la clasificacién de las
dlgebras de Lie simples) y por otra parte a que sobre estos cuerpos aparecen reticulos de
subdlgebras que no pueden ser reticulos de subdlgebras de ningiin 4lgebra de Lie de
caracteristica cero y reciprocamente. Sélo muy recientemente se han obtenido €xitos en
este campo, por ejemplo se han clasificado las dlgebras de Lie con reticulo de subdlgebras
modular (Lashi [24], Varea [41]), las que tienen longitud 2 y 3 (Premet [27], Gein y
Varea). El efecto de los elementos modulares no estd todavia determinado, no obstante
hay algunos resultados sobre ellos (Gein y Varea [42]) que son suficientes para
reconstruir el dlgebra sl(2,F) y las dlgebras simples de tipo Cartan y determinar la

superresolubilidad con el reticulo de subdlgebras (Varea [41]).

El objetivo de la presente Memoria es el estudio del reticulo de ideales de un
dlgebra de Lie de caracteristica cero y la relacién que éste tiene con la estructura del

dlgebra. Para mostrar esta relacién hemos elegido unas cuestiones que estdn en la linea



iv

establecida por Barmnes y otras que lo estén en la establecida por Kolman. Nada hemos
encontrado en la literatura sobre este tema. Solamente en el libro de Belifante y Kolman
[6] de 1972 se cita la posibilidad de que la estructura de un dlgebra de Lie pueda ser
estudiada mediante la investigacién de propiedades de su reticulo de ideales. Esto
contrasta con la abundante literatura que hay sobre el reticulo de subélgebras y con el
hecho de que tanto en teoria de anillos como en teoria de grupos se hayan tratado
intensamente los reticulos de ideales y los de subgrupos normales respectivamente.
Naturalmente los métodos seguidos en una y otra estructura son radicalmente distintos.
Notemos que el reticulo de ideales de un dlgebra de Lie es un subreticulo del
reticulo de subdlgebras, luego en principio con "menos” datos intentamos obtener
informacién sobre el dlgebra. No obstante, dado que los ideales no pueden ser
determinados en el reticulo de subélgebras, con nuestro planteamiento se afiade la
condicién de que el subreticulo que tomamos es el de los ideales. La principal dificultad
con que nos hcmds encontrado, en comparacién con las técnicas usadas en el reticulo de
subdlgebras, es que la no transitividad de los ideales impide que el intervalo [0:K] del
reticulo de ideales de un dlgebra de Lie sea isomorfo al reticulo de ideales del dlgebra K.
Este hecho hace que las técnicas utilizadas en el tratamiento de estos reticulos sean
totalmente diferentes a las existentes para el reticulo de subdlgebras. Ademds hay que
tener en cuenta la "escasez” de dlgebras de Lie en las que la propiedad de ser un ideal sea

transitiva (Gein y Muhin [14], Stewart [29] y Varea [40]).

La Memoria estd dividida en dos Capitulos que siguen las vias establecidas
por Barnes y Kolman de las que hablabamos al principio. En el Capitulo I se eligen clases
de 4lgebras de Lie y se estudia hasta qué punto estdn determinadas por el reticulo de
ideales. Asi, en el parrafo primero se prueba que la clase de las abelianas est4 determinada
por el reticulo de ideales salvo en el caso 1-dimensional. Los pédrrafos 2 y 3 estidn
dedicados a una clase especial de dlgebras de Lie: las que se construyen como extensién

escindible de un espacio vectorial por un conjunto Z de transformaciones semisimples. El



interés de esta construcci6n estd en que, por el teorema de Towers [34] y Stitzinger [31],
toda dlgebra de Lie resoluble tiene una imagen homomorfa que se puede construir de esta
manera. Se llega a probar que esta clase de dlgebras estd determinada por su reticulo de
ideales en los siguientes casos: 19) T formado por transformaciones singulares, 2°) X
contiene alguna transformacién no singular y dim £ =2n + 1> 1, 39 Z contiene alguna
transformacién no singular y f?le(f) =0. En el prrafo 4 se prueba que las dlgebras de
Lie resolubles con mds de un ideal maximal estn determinadas por su reticulo de ideales.
Ademds, se obtienen condiciones necesarias para que un 4lgebra de Lie tenga el mismo
reticulo de ideales que una de los tipos anteriores. También se estudian isomorfismos
entre reticulos de ideales y algunos métodos de construccién de tales isomorfismos (ver
[§2, Seccién 2?]). Sobre el cuepo de los nimeros reales aparecen a lo més dos reticulos,
salvo isomorfismos, entre todos los reticulos de ideales de las dlgebras de Lie que son
extensién escindible de algiin espacio vectorial y alguna aplicacién lineal sobre €l con

polinomio minimo irreducible y un nimero fijado de divisores elementales.

En el Capitulo II se eligen dos tipos concretos de reticulos: los
complementados y los lineales. En el parrafo primero de este capitulo se obtiene la
clasificacién de las dlgebras de Lie con reticulo de ideales complementado. Como
consecuencia de esto se obtiene la determinacién reticular de las dlgebras de Lie
reductivas. En el pdrrafo segundo se clasifican las dlgebras de Lie superresolubles con
reticulo lineal. También se realiza un estudio del caso no superresoluble, en particular se
clasifican las dlgebras de Lic con reticulo de longitud 3 en los siguientes casos: 12
dlgebras de Lie reales resolubles , 29) dlgebras no resolubles de centro no trivial. Es de
notar el gran nimero y complejidad de reticulos de ideales distributivos que existen
mientras que sélamente el dlgebra de Lie 1-dimensional tiene reticulo de subdlgebras

distributivo.



LISTA DE SIMBOLOS

+ Suma directa de subdlgebras

@ Suma directa de ideales

® Producto tensorial

s Subil gébra

F(S) Subespacio vectorial engendrado por S

[A, B] Subespacio vectorial engendrado por los elementos de la forma [a,b]

conaenAybenB

Socle(L) Suma de los ideales minimales de L

Zsocle(L) Suma de los ideales minimales abelianos de L

Z(L) Centrode L

Rad(L) Radical resoluble de L

NilL) Radical nilpotente de L

J(L) Radical de Jacobson de L (interseccidn de los ideales

maximales de L)

dL) Subdlgebra de Frattini de L (interseccién de las subélgebras
maximales de L)

gl(V) Algebra de Lie de aplicaciones lineales sobre el espacio vectorial V

Der(L) Conjunto de derivaciones de L

L™ ~ L
i=1

CL(x) Centralizador de x (C (x)={ye L:[y,x]=0})

3L) Reticulo de ideales de L

I, Matriz identidad n-dimensional

L¢ L®C

L(n) Algebra de Lie casi-abeliana (n+1)-dimensional

H@n+1) Algebra de Heisenberg generalizada (2n+1)-dimensional
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Radical de Jacobson de 3 (interseccién de todos los co-dtomos de )

Zbcalo de 3 (unidn de todos los dtomos de 3)



CAPITULO 0

PRELIMINARES

§1. Definiciones y p'rimeras propiedades

Un dlgebra de Lie es un dlgebra cuyo producto verifica las identidades
[x,x]=0
([x,ylz]+[ly,z]x]+[[z,x]y]=0
para cualesquiera X, y, z en el dlgebra. La segunda identidad es llamada Identidad de
Jacobi. Ademds, en cuerpos de caracteristica distinta de 2, la primera identidad es
equivalente a [x,y]=-[y,x] (ver [19], p.3).
| Si L es un dlgebra de Lie sobre un cuerpo F y x un elemento de L, la
aplicacién lineal de L en si misma que a cada elemento y de L le asigna el elemento [y,x]
se denotard por adpx. Se dice que una aplicacién lineal D:L—L es derivacién si
D([x,yD) =[D(x),y]+[x,D(y)]
para cualesquiera x, y, z en L. Es inmediato probar que adp x es derivacién. Al conjunto
de todas las derivaciones sobre un dlgebra de Lie L lo denotaremos por Der(L).

Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F. Denotaremos por Endg(V) el
conjunto de todas las aplicaciones lineales de V en si mismo. Es conocido que Endg(V)
tiene estructura de 4dlgebra asociativa. Dados A, Be Endg(V) si en Endg(V) cambiamos el
producto habitual AB por

[A,B]=AB-BA
entonces obtenemos un dlgebra de Lie que denotaremos por gl(V) y que es 1lamada

dlgebra de Lie de transformaciones lineales.



A lo largo de toda la Memoria supondremos que las dlgebras de Lie son de
dimensién finita y que el cuerpo base tiene caracteristica cero salvo mencién explicita de lo

contrario.
Resolubilidad

Dada un dlgebra de Lie L, se define su serie derivada de modo recurrente
como LP=L, L® V= [L™ 1™ ge dice que L es resoluble si existe un nimero natural
n tal que L™=0. Las subdlgebras de la serie derivada son ideales.

Existe un ideal resoluble maximal, llamado radical resoluble, que se denotard
por Rad(L). Ademds se verifica que L es resoluble si y sélo si 12 nilpotente (ver [19], p.

51). Si el cuerpo es algebraicamente cerrado se tiene el siguiente resultado:

Teorema 1.1.(Lie, [19], p.52) Sea L un dlgebra de Lie resoluble sobre un
cuerpo algebraicamente cerrado. Entonces existe una cadena de ideales
O<L,<Lj,<...<L, ;<L =L

tal que dimL; =i. ¢

Se dice que un 4lgebra de Lie L es superresoluble si existe una cadena de
idealesde L,0=Ly<L,<L,<...<L =L, tal quedimL;/L; ;=1 para 1<i<n. Barnes
y Newell [4] probaron que esto es equivalente a que L? sea nilpotente y adp x sea

escindible para todo xe L.
Nilpotencia

Sea L un 4lgebra de Lie y sea Z(L) el centro del dlgebra. Se definen sus series
centrales descendente (s.c.d.)y ascendente (s.c.a.) de modo recurrente como

scd:L'=L, L™ '=[L"L].
s.ca.: Zy(L)=Z (L), Zy (L) es tal que Z(L/Z, (L)) =Z ., (LY/Z, (L)



Los elementos de ambas series son ideales. Ademds las series se estacionan.
A los elementos en los que la s.c.d. y la s.c.a. se estacionan lo denotaremos por L™y
Z.(L) respectivamente.

Existe un ideal nilpotente maximal, llamado nilradical, que se denotard por
Nil(L).

Se dice que L es nilpotente si existe un niimero natural n tal que L"=0. Esto
es equivalente a que Zoo(L)=L. Ademis, L™ es el menor ideal tal que L/L™ es

nilpotente. Si L es nilpotente, lamaremos orden de nilpotencia de L al menor nimero

natural n talque L™ =0.
Semisimplicidad

Se dice que un dlgebra de Lie L es semisimple si Rad(L)=0. Si L es un
dlgebra de Lie semisimple que no tiene ideales propios, entonces se dice que L es simple.

Se tiene el siguiente teorema de estructura:

Teorema 1.2.([19], p.71) Un dlgebra de Lie L es semisimple si y s6lo si
L=L,®L,®...@L, donde los L, son ideales simples. ¢

Ademds, si L es un dlgebra de Lie semisimple, L2=L y cada ideal de L es

semisimple (ver [19], p.72).
Teorema de Levi

Las sub4lgebras semisimples y el radical resoluble son elementos bésicos en

el conocimiento de un dlgebra de Lie ya que:

Teorema de Levi 1.3.([19], p.91) SiL es un dlgebra de Lie, existe una
sub4lgebra semisimple S tal que L=Rad(L)+S. ¢



A una subdlgebra S verificando la descomposicién de (1.3) se le denomina

factor de Levi de L.
Radical de Jacobson y subdlgebra de Frattini

Llamaremos radical de Jacobson de un élgebra de Lie a la interseccién de
todos los ideales maximales de L y lo denotaremos por J(L). Si el dlgebra de Lie L es
resoluble, entonces J(L) =L? (ver [25]). En dlgebras de Lie no resolubles
J(L)=[Rad(L),S] donde S es cualquier factor de Levi del dlgebra L (ver [25]).

Llamaremos subdlgebra de Frartini de L a la interseccién de todas las
subdlgebras maximales de L y la denotaremos por ®(L). La subdlgebra de Frattini es un
ideal nilpotente (ver [34]). Ademds, L es nilpotente si y sélo si <I>(L)=L2 (ver [34])
Diremos que un dlgebra de Lie L es @-libre si ®(L)=0 (ver [34] y [31]).

Representaciones

Sea L un dlgebra de Lie sobre un cuerpo F y V un F-espacio vectorial. Una
aplicacién p:L— gl(V) se dice representacidn si el espacio vectorial V+L dotado del
producto

[vi+ly,vatlal=p (1))(v)-p (1) (V) +[1;,15]
es un dlgebra de Lie. Se verifica entonces que V es un ideal abeliano de V+L y L una
subdlgebra de V+L. En esta situacién V se dice mddulo sobre L 6 L-mddulo.

La aplicacién ady.:L— gl(L) que a cada x le asigna la aplicacién ady x es una
representacion llamada representacion adjunta.

Siun L-médulo V tiene estructura de 4lgebra de Lie y p €s una representacién

tal que p(L)<Der(V), entonces el espacio vectorial V + L dotado del producto

["’1'*‘11»V2+12]=[V1»V2]+P(11)(‘/1)-9 (I3)(va) +[1;,1,]



es un dlgebra de Lie. Es inmediato que L es subdlgebra y que V es un ideal. Se dice que €l
dlgebra de Lie V+L es extensidn escindible de L por V.

Se dice que un conjunto de transformaciones Z sobre un espacio vectorial V
es completamente reducible si el reticulo de subespacios X -invariantes de V es

complementado. Se tienen los siguientes resultados:

Teorema 1.4.([19], p.79) Si L es un 4lgebra de Lie semisimple, entonces

cada L-mé&dulo es completamente reducible. ¢

Teorema 1.5.([19], p.81) Sea L un dlgebra de Lie de transformaciones
lineales sobre un espacio vectorial V. Entonces L es completamente reducible si y sélo si
L=L,®Z(1) donde L es un ideal semisimple de L, y los elementos de Z(L) son

semisimples. ¢
Subdlgebras de Cartan

Las subdlgebras de Cartan tienen una importancia decisiva en el estudio de las
dlgebras de Lie. Una subdlgebra H de un dlgebra de Lie L se dice subdlgebra de Cartan
de L si cuample las siguientes condiciones:

(1) H es nilpotente

(2) H es autonormalizadora, es decir, Ny (H)={ xe L:[x,H]<H}=H.

Dada fe Endg(V), el lema de Fitting asegura que V=V,(f)+V(f) donde
Vo(f) y V1(f) son respectivamente

Vl(f)=_§fi(V) y Vo(f)=.§Kcr(fi)

Entonces, se tienen los siguientes resultados:



Proposicicién 1.6.([19], p.39) Sea V un espacio vectorial y L un dlgebra
de Lie nilpotente de gl(V) y sea VO(L)=meV0(D y Vl(L)=fZLV1(f). Entonces V;(f) son
€ €
L-invariantes y V=V (L)+ V;(L). ¢

Proposicion 1.7.([19], p.57) Sea H un élgebra de Lie nilpotente de L.

Entonces H es subdlgebra de Cartan de L si y sélo si H=Lq(ad H). ¢

Proposicion 1.8.([19], p.58) Sea H subdlgebra nilpotente de L. Entonces
Ly(ad H) es subdlgebra de L y [Lo(ad H),L,(ad  H)] <L ;(ad_ H). ¢

§2. Algebras de Heisenberg generalizadas

Un dlgebra de Heisenberg es un dlgebra de Lie 3-dimensional tal que posee

una base {a;,f;,z} con la siguiente tabla de productos no nulos

| [a;,f)]=2
A esta dlgebra de Lie la denotaremos por H(3). Se cumple que H(3) es nilpotente y
ademds ZH(3))=H (3)*=F (z).

A las dlgebras de Lie tales que su centro sea 1-dimensional y coincida con L2
las llamaremos digebras de Heisenberg generalizadas y las denotaremos por H(2n+1).
Para cada ne N existe, salvo isomorfismos, una tnica 4lgebra de Heisenberg generalizada
la cual posee una base {a;,f,...,a,,f;,2z} conla siguiente tabla de productos no nulos

[a;,f;1=8;;z
A la base anterior la llamaremos base estdndar de H(2n+1).
Notemos que estas dlgebras de Lie son nilpotentes y que ademis

dimH (2n+1)/H(2n+1)* es par.



CAPITULO 1

DETERMINACION DE PROPIEDADES DE UN ALGEBRA DE LIE
EN TERMINOS DEL RETICULO DE SUS IDEALES

Dada un 4lgebra de Lie L, es claro que el conjunto de todos los ideales de L
tiene estructura de reticulo. A este reticulo lo denotaremos por S(L).

En este capitulo analizaremos los reticulos de ideales de las dlgebras de Lie
abelianas, casi-abelianas, resolubles y del ipo L=V+ Z donde V es un espacio vectorial y
2 una subdlgebra abeliana de gl(V) formada por transformaciones semisimples. Esta
tiltima clase de 4lgebras tiene un interés especial debido a que cualquier 4lgebra de Lie
resoluble puede ser proyectada homomérficamente sobre una de ellas (Towers [34] y
Stitzinger [31]). El reticulo de ideales de un dlgebra de Lie nilpotente ha sido estudiado en
[7].

El principal objetivo es la determinacidn reticular de estas clases de dlgebras.
El problema ha sido totalmente resuelto en los siguientes casos:

1) Abelianas de dimensién mayor que 1.

2) Rcsolubles con dimL/L?>1.

3) L=V+Z con X formado por transformaciones singulares 6 =
conteniendo algiin isomorfismo y el ideal szLl(f) nulo y, en cuerpos algebraicamente
cerrados, con dimZ>1.

En particular las clases de dlgebras de Lie (1), (2) y (3) son cerradas por
isomorfismos de reticulos (aplicaciones biyectivas a:3@L)—»3(M) tal que

a(PvQ)=a(P)va(Q) y a(PAQ)=0(P)Ac(Q) paratodo P y Qe 3(L)).



El segundo objetivo es la determinacién de condiciones necesarias para que un
dlgebra de Lie tenga el mismo reticulo de ideales que una abeliana, casi-abeliana, resoluble
etc. En algunos casos se consigue determinar completamente la estructura de estas
dlgebras. Por ejemplo, se clasifican las dlgebras de Lie con reticulo isomorfo al de las
casi-abelianas de dimensiones 2 y 3 y, en cuerpos algebraicamente cerrados, las 4lgebras
con reticulo isomorfo al de L=V+ X con I =F(f) y f singular.

El tercer objetivo es el estudio de isomorfismos entre reticulos de ideales. Se
han determinado isomorfismos en algunos casos particulares. Para las casi-abelianas se da
un método de construccién de isomorfismos por medio de aplicaciones lineales y, en
general, se obtienen condiciones para que los isomorfismos de reticulos de ideales puedan
ser definidos.

A lo largo de todo el capitulo F representard un cuerpo de caracteristica cero Y,
salvo que se diga lo contrario, las dlgebras de Lie que aparecen serdn dlgebras de Lie

sobre el cuerpo base F.

§1. Reticulos de ideales de algebras de Lie abelianas

Encontraremos en términos de teorfa reticular: 1°) una definicién de las dlgebras de
Lie abelianas de dimensién mayor que 1, 2°) un criterio para detectar la subdlgebra

derivada y 3°) un criterio para saber si un ideal es abeliano.

Definicion 1.1. Diremos que un reticulo 3 es abeliano si
1) 3 es complementado.
2) Para cada par de 4tomos A, B de 3 existe otro dtomo C
distinto de A y B tal que AvB=AvC=BvC. En este caso se dice que el subreticulo

{0,A,B,C,AvB] de 3 es un diamante:



AvB

Es claro que las 4lgebras de Lie con reticulo de ideales abeliano de longitud 1
son la abeliana 1-dimensional y las simples. Para longitud mayor que 1 se tiene el

siguiente resultado:

Teorema 1.2. Sea S un reticulo de longitud n>1 y L un 4lgebra de Lie
sobre un cuerpo arbitrario tal que 3=3 (L). Entonces, L es abeliana si y sélo si 3 es un

reticulo abeliano. Ademds en este caso, dimL=n.

Demostracién. Supongamos primero que 3 es un reticulo abeliano. Entonces,
por ser de longitud mayor que 1, L posee ideales propios. Sea N un ideal minimal simple
de L. Por ser 3 complementado, podcxﬁos tomar otro ideal minimal K de L. El ideal
NNK debe ser cero por la minimalidad de N. Ahora por la condicién 22 de la definicién
de reticulo abeliano, tenemos en L un otro ideal minimal C tal que N® C=K® C=N®K.
Se tiene que N, K y C son dlgebras de Lie isomorfas. Luego K y C son simples. Pero por
otra parte resulta que [C,N]<CNN=0y [C,K]=0, luego [C,C]<[C,N®K]=0 y por
tanto C es abeliano lo cual es una contradicién. Concluimos entonces que todos los
ideales minimales de L son abelianos.

Consideremos ahora la suma S de todos los ideales minimales de L. Por el
pérrafo anterior, tenemos que S es abeliana. De 3 complementado se sigue S=L. Luego
L es abeliana.

Suponer ahora que L es abeliana. Entonces, claramente 3 es abeliano. Pero

ademds notemos que la longitud de 3 coincide con la dimensiénde L. ¢
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El teorema (1.2) muestra que el 4lgebra de Lie abeliana de dimensién n>1
estd determinada por su reticulo de ideales. Adem4s, nos permite detectar la subdlgebra

derivada L% de cualquier dlgebra de Lie L en el reticulo 3(L), siempre que dimL/A>>1.

Teorema 1.3. Sea L un 4lgebra de Lie arbitraria. Si en S(L) hay un
elemento K tal que el intervalo [K:L] es un reticulo abeliano de longitud mayor que 1,
entonces dimL/L?>1 y L? es el tnico elemento de 3 (L) minimal respecto a ser el

intervalo [L2 :L] un reticulo abeliano. ¢

Corolario 1.4. Sean L y M dos 4lgebras de Lie. Supongamos que
dimL/L%>1. Sea &::3(L)— 3 (M) un isomorfismo de reticulos. Entonces, a(LY)=M>. ¢

En particular, el caracter abeliano se conserva por isomorfismos de reticulos

de ideales excepto en el caso 1-dimensional,

Corolario 1.5, Sea L abeliana de dimensién mayor que 1. Entonces,

IM)=3(L)siysélosiM=sL. ¢

También la definicién de reticulo abeliano nos permite dar un criterio para que

un ideal de L sea abeliano:

Corolario 1.6. Sea N un ideal de L. Si el intervalo [0:N] de S(L) es
abeliano de longitud mayor que 1, entonces N es abeliano y contenido en el zécalo

abeliano de L.

Demostracién. Como N no es un ideal minimal de L, podemos tomar un ideal

minimal K de L debajo de N. Por ser [0:N] complementado, existe otro ideal minimal de
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L debajo de N. Igual que en la demostracién del teorema (1.2) se sigue que todo ideal
minimal de L debajo de N es abeliano. Ahora otra vez por la complementacién se sigue

que N es abeliano y contenido en el zécalo abeliano de L. ¢

Notemos que si L es un dlgebra de Lie con centro de dimensién mayor que 1,
el intervalo [0:Z(L)] de S(L) estd en las condiciones de (1.6). Entonces se tiene el

siguiente resultado:

Corolario 1.7. Sea L un &lgebra de Lie con centro de dimensién mayor
que 1. Sea o :3(L)-»3(M) un isomorfismo de reticulos. Entonces,

o(Z(L))<Zsocle(M). ¢

§2. Reticulos de ideales de dlgebras de Lie casi-abelianas

El método mds simple de construcién de dlgebras de Lie consiste en tomar la
suma semi-directa de un espacio vectorial V por una transformacién lineal f:V— V. Esta
construccién se realiza de la siguiente manera: Tomar una base {a;,...,a,} de V,
entonces el espacio vectorial de dimensién n+1 engendrado por ay, ..., a,,f es un dlgebra
de Lie con el producto dado por [a;, a;1=0, [a;,f]=1f(q)), i,j=1,..,n. Asfi las dlgebras
de Lie abelianas se obtendrian como suma semi-directa de un espacio vectorial por una
transformacién nula. Para obtener 4lgebras de Lie con producto no trivial basta con tomar
una transformacién lineal no nula.

Para cada ne N denotamos por L(n) el dlgebra de Lie construida como suma
semi-directa de un espacio vectorial n-dimensional V por la transformacién identidad f=1.
Entonces, dada {e,,...,e,} base de V se tiene que {eq,...,€,;f} es una base de L(n)
con la siguiente tabla de productos no nulos

[e;,fl=¢; 1<i<n (2.0)
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Es fécil ver que todas las transformaciones escalares no nulas producen la
misma 4lgebra de Lie L(n). Al dlgebra de Lie L(n) la llamaremos casi-abeliana de
dimensién n+1.

Los objetivos del presente pdrrafo son los siguientes. En primer lugar
estudiaremos cudl ha de ser la estructura de un dlgebra de Lie que tenga reticulo de ideales
isomorfo al de un élgcbravdc Lie casi-abeliana (Seccién 1%). Después daremos una
construccién de isomorfismos entre los reticulos de algunas de estas dlgebras por medio
de aplicaciones lineales (Seccién 2%). En los casos n=1,2, obtendremos todas las
dlgebras de Lie con el mismo reticulo que las casi-abelianas L(1) y L(2). Ademds para
cadane N construiremos un isomorfismo de reticulos entre L(n) y un 4lgebra de Lie no
resoluble. Por Wltimo analizaremos estos reticulos en el caso de dlgebras de Lie reales
probando que para 4lgebras resolubles aparecen a lo sumo dos tipos de reticulos

diferentes (Seccién 3%).
SECCIONI1®: Algebras de Lie con reticulo de ideales isomorfo a 3(L(n))

Para analizar la estructura de las dlgebras de Lie con reticulo de ideales

isomorfo a 3(L(n)) precisamos del siguiente conocido lema:

Lema 2.1. Sea V un espacio vectorial sobre F y fe Endg(V). Si el reticulo
A de subespacios f-invariantes de V es abeliano, entonces f ha de ser una transformacién

de polinomio minimo irreducible.

Demostracion. Por ser el retfculo de los subespacios f-invariantes
complementado se sigue que f es semisimple (ver [17], p.426). Sea Ty....My la
factorizacién en irreducibles del polinomio minimo de f. Supongamos k> 1, entonces

consideramos los subespacios ciclicos {v;} y {v,} correspondientes a los divisores
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elementales w; y m,. Sean P y Q subespacios f-irreducibles tales que P<{v;} y
Q<{v,}. Esclaro que los inicos subespacios f-irreducibles contenidos en P+ Q son P y

Q, lo que contradice el hecho de ser 8; abeliano. ¢

Ahora estamos en condiciones de ver qué tipo de dlgebras tienen reticulo de

ideales isomorfo a 3(L(n)). Observar que si 3(L(n))=3J (L(m)) entonces n=m.

Definicion 2.2. Diremos que un reticulo S es casi-abeliano si
1) 3 posee un sélo co-dtomo J.

2) El intervalo [0:]] es abeliano.
Notemos que para cada ne N el reticulo de ideales de L(n) es casi-abeliano.

Teorema 2.3. Sea L un dlgebra de Lie. Entonces 3 (L) es casi-abeliano
de iongitud n+1 si y sélo si L es de uno de los siguientes tipos:

(i) L es una extension escindible de un espacio vectorial V por una
transformacién f no singular de polinomio minimo irreducible y n divisores elementales.

(i1) L es una extension escindible de un espacio vectorial W por un édlgebra de

Lie simple S siendo W la suma directa de n copias de un S-médulo irreducible y fiel.

Demostracion. Tenemos que L posee un tnico ideal maximal J=J(L). Por
tanto L/J(L) es 1-dimensional 6 simple. Notemos ademds que J(L) es nilpotente (ver [25],
seccién 3). Si elintervalo [0:J(L)] de 3 (L) tiene longitud 1, entonces J(L) es un ideal
minimal de L, luego J(L) es abeliano por ser nilpotente. Si la longitud de [0:J(L)] es
mayor que 1 entonces por ¢l corolario (1.6), J(L) es también abeliano. Supongamos en
primer lugar que L=J(L)+ (x). Por ser J(L) abeliano, el intervalo [0:J(L)] de S(L) es

precisamente el retfculo de subespacios del espacio vectorial J(L) invariantes por ad; x.
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Por el lema (2.1) se tiene que la acci6n de adj x sobre J(L) ha de ser de polinomio minimo
irreducible. Ademds, por [25] se tiene que L2=] (L)=[J(L),x] y por tanto ad; x actia no
singularmente sobre J(L). Como la longitud de S(L) es n+1 es claro que la accién de
ad; x sobre J(L) tiene n divisores elementales. Luego L es del tipo (i).

Sea ahora L=J(L)+S donde S es un dlgebra de Lie simple. Por el teorema de
Weyl (ver [18], p.28), podemos escribir J(L)=W,+...+ W_ donde W; es un S-médulo
irreducible. Ademds, como J(L)=[J(L),S] (ver [25], seccién 3), W; es un S-médulo
fiel. Por ser J(L) abeliano el intervalo [0:J(L)] de 3(M) es el reticulo de S-médulos de
J(L). Como m+1 es la longitud de S(L), resulta que m=n. Ademds por la condicién 2* de
la definicién de reticulos abelianos, dados W;,W; con i#j tenemos que existe un S-médulo
irreducible W tal que W, @ W;=W@W;=W®W,. Luego W;=W; y por tanto M es del
tipo (ii).

Supongamos ahora que L es del tipo (i) 6 (ii). En el primer caso por ser f no
singular se tiene que V=£f(V)=[V, f}=L2. Luego L resoluble y por tanto V es el Gnico
ideal maximal de L. Como f es semisimple, el intervalo [0:V] de 3(L) es complementado
(ver [17], p.426). Sean ahora A, B ideales minimales de L. Entonces A, B son
subespacios ciclicos de V para f con el mismo polinomio mifnimo. Sean
{a;,...,a),{b;,....by, ) bases de A y B respectivamente de forma que la matriz
asociada de f en las bases anteriores es la forma candnica racional. Entonces
C=F(a;+by,...,a,+b,) es un ideal de L tal que A@B=C® A=C®B. Por tanto J(L)
es casi-abeliano. Notemos ademds que dada V=(v;}®...® (v, } una descomposicién
de V en subespacios ciclicos, la cadena

O<{vyl<{vy}@®({vyl<...<(v]®...8 (v, ]}<L
es una cadena maximal de ideales. Luego la longitud de (L) es n+1.

Sea ahora L del tipo (ii). Por ser W un S-médulo irreducible y fiel se tiene que
(W™, 81=W™, Luego por [25], se tiene que W™ es el radical de Jacobson de L y por

tanto el tinico ideal maximal de L. Por ser S simple, el intervalo [O:W(")] de S(L) es
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complementado (ver [19], p.81). Por dltimo, si W,, W, son ideales minimales de L se
tiene que W;, W, son S-médulos irreducibles isomorfos a W. Sean {a;,...,an,]},
{by,...,by} bases de W;, W, de forma que la accién de S sobre ellas sea la misma.
Tomando el médulo P=F(a, +b,,...,a +b,,) se tiene que W, @ W,=POW,=POW,.
Por tanto 3(L) es casi-abeliano. Ademds, se tiene la siguiente cadena maximal de ideales:

0<W<WO®W<...<W™<L. Luego la longitud de 3(L) es n+1. ¢

Corolario 2.4. Si un dlgebra de Lie L tiene el mismo reticulo de ideales
que el dlgebra casi-abeliana de dimensién n+1, entonces L debe ser como en (i) 6 en (ii)

del teorema anterior. ¢

En algunos casos particulares de dlgebras de Lie resolubles el reticulo de

ideales determina si son 6 no casi-abelianas.

Corolario 2.5. Sea M un 4lgebra de Lie superresoluble. Entonces 3(M) es

casi-abeliano de longitud n+1 si y sélo si M=L(n). ¢

Corolario 2.6. Sea F algebraicamente cerrado y L un dlgebra de Lie
resoluble. Entonces, L es casi-abeliana de dimensién n+1 si y sélo si S(L) es

casi-abeliano de longitud n+1. ¢

Entonces en cuerpos algebraicamente cerrados L(n) estd determinada por su
reticulo de ideales y el hecho de ser resoluble. Notemos ademds que el nimero natural n
que define L(n) es un invariante en el reticulo que indica que la longitud de cualquier

cadena maximal de ideales de L(n) es n+1.
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De acuerdo con el teorema (2.3), las dlgebras de Lie con reticulo de ideales

isomorfo a 3(L(n)) han de construirse de la siguiente forma:

(2.7.1) Caso resoluble.

Tomar 7:(7&,)=7Lk-tk_12.k'1-...-tll-to polinomio irreducible sobre F y un
subespacio vectorial V sobrt;F de dimensi6én nk. Sea A la matriz compafiera de T(A) y A*
la suma diagonal de A n veces. El 4lgebra de Lie suma semi-directa de V por la
transformacién lineal cuya matriz asociada en alguna base de V es A* serd denotada por
L’J’t,n' Entonces LTC,n posee una base {ai,...,a;;...;a’;,...,aﬁ;x} con tabla de
productos no nulos

[a},x]=a],; para 1<j<k-1

[a,,x]=tga;+tjay+...+t,_ya,  para 1<i<n

Notemos que L(n)=Lj) ; n=L}.c,,n donde cg es un escalar no nulo.

(2.7.2) Caso no resoluble.

Tomar un dlgebra de Lie simple S y un S-mddulo irreducible y fiel W. Sea
W™ el S-médulo copia de n veces W. Denotaremos L(W("),S) el dlgebra de Lie
extension escindible de W™ por S (ver [19], p.18). Entonces si ¢ es la representacién de
W, {a;,...,a,} unabasede Wy {s;,...,s,} una base de S, se tiene que el dlgebra de
Lie L(W'™,S) posee una base {ai,...,ai;...;a’l’,...,aﬂ;sl,.“,s,} donde a;Eaj y la
tabla de productos de LCW™,S) es

(2] 5 m]=0(5m)(a))
[a},ag]=0

siendo los productos [s;, s;] los correspondientes al dlgebra de Lie S.
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SECCION 22: Isomorfismos de reticulos

Notemos que si dos 4dlgebras de Lie son isomorfas, en particular tienen
reticulos de ideales isomorfos. Entonces el primer problema a resolver en esta seccién
serd determinar cudles de las dlgebras construidas en (2.7.1) y (2.7.2) son isomorfas.
Ahora bien, los reticulos de ideales de lgebras no isomorfas pueden ser isomorfos. En el
caso de reticulos casi-abelianos de longitud 2 6 3 probaremos en esta seccion que los
isomorfismos se reducen a una simple biyeccién entre los conjuntos de ideales minimales.
Sin embargo en el caso de longitud mayor que 3 no es tan simple como mostrard la
construccién que en (2.10) haremos de un isomorfismo entre los reticulos de ideales de
Lin)y L(V(m)(n),sl(Z,F)). Para dlgebras de Lie resolubles construiremos isomorfismos
de reticulos de ideales mediante adecuadas aplicaciones lineales. Pero, como veremos en
(2.13), no todo isomorfismo entre reticulos de ideales se puede construir por medio de

una transformacién lineal.

Comenzamos entonces por estudiar los isomorfismos entre las dlgebras de Lie
construidas en (2.7.1) y (2.7.2). Observar que las dlgebras de Lie L(W(n),S) y
L(W(lm),S 1) son isomorfas si y sélo si n=m, S=S; y W,W; son S-médulos

isomorfos. Veamos ahora cudndo Ly , y Ly, , son isomorfas como dlgebras de Lie.

Proposicion 2.8. Sean los polinomios irreducibles sobre el cuerpo F
siguientes: T(A)=A*-t, ;AX . -t;A-tg ¥ @A)=AT-c, ;A" .. -c;A-cy. Entonces,
Ly, o esisomorfacon Ly , siy solor=k, n=m y Ck_i=(1/0'.i ty.; 1=<i<k para
algin o escalar no nulo.

{ 1 1

Demostracidn. Sean {aj,...,a;...;8],...,8.3X]) y

{bl,...,b};...;bT,...,bM"x, ) las bases de Ly, y Ly, respectivamente definidas
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en (2.7.1). Supongamos en primer lugar que Ly , es isomorfa con Ly ,,. Entonces
existe 0#xe L, ., tal que la accién de adL ©.m* sobre Nil(L ¢, ) es ciclica de
polinomio minimo m(A). Es claro que x=0x,+2a siendo & un escalar no nulo y
ae NilL, ). Una simple comprobacién lleva a que el polinomio minimo de ady, wmX2
esAk- (t 4/ )Xk - (tl/ak'l)k -( Lo/ak). Por tanto el resultado es cierto.
Probemos ahéra el recfproco. Tomamos en Ly, la base
(/e Nb, /ey, ..., (/e)by y,bas. . 51T, . bl ax,) . La
aplicacién lineal @: L =L, , definida por @ (x,)=0ax,, d)(a;):(l/ak'j)bj- es un

isomorfismo. ¢
Métodos de construccién de isomorfismos

El objetivo que perseguimos en la presente seccién es poder responder a la
cuestién de qué dlgebras de Lie del tipo Lp,6 L(W("),S) tienen el mismo reticulo de

ideales. En €l caso n=1, es una comprobacién inmediata que
SLy,1)=3 (LWP8)= 4= 3 @)

independientemente del cuerpo de caracterfstica cero sobre el que construyamos las

dlgebras. En el caso n=2, la respuesta la da el siguiente teorema:

Teorema 2.9. Sea M un 4lgebra de Lie sobre un cuerpo K tal que
Card(K)=Card(F). Entonces, 3(M)=3(L(2)) si y s6lo si

() M=Ly , paraalgin ne Irr(K).

(i) M= L(W(z),S) para algin dlgebra de Lie simple S y algin S-médulo
irreducible y fiel W.
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Demostracion. Si M y L(2) tienen el mismo reticulo de ideales, aplicando el
teorema (2.3) el resultado es inmediato.

Ahora probaremos el reciproco. Denotamos L ,2=V-'+ (x). Para demostrar el
resultado es suficiente con ver que los intervalos [0:V] de S(Ln’ 2) Yy [O:W(z)] de
SLW m,S)) tienen el mismo niimero de ideales minimales. Ahora bien, los conjuntos
Qy={ideales minimales de'Ln’z} y Uw={ideales minimales de L(W®.5)) cumplen
Card(Qy)=Card(QUw)=Card(K)=Card(F). De aqui el resultado se sigue de forma

inmediata. ¢

Notemos que en (2.9) la condicién Card(K)=Card(F) no puede ser

eliminada.

El problema de determinar cundo las 4lgebras de Lie Ly , y LW™,8)
tienen el mismo reticulo de ideales se reduce a determinar para qué it, W y S se tiene que
los intervalos [0:(Ln,n)2] y [O:L(W(n), S)z] son isomorfos. En el caso n=2 ha
podido darse una respuesta satisfactoria al problema gracias a que el isomorfismo entre
estos reticulos se reduce a una biyeccién entre los conjuntos de ideales minimales. En el
caso general no es tan simple, como muestra la siguiente construccién del isomorfismo

entre S(Ln)) y SLVm® sI2.F))).

Sea {e,f,h} unabase de sl(2,F) con la siguiente tabla de productos
[e,f]l=h [h,el]=2e¢  [h,f]=-2f
Es bien conocido (ver [18], p.31) que para cada me N existe un unico sl(2,F)-médulo
irreducible, que denotaremos por V(m), con una base {Xg,...,Xy,} de forma que, si
llamamos © a la representacién de V(m), se tiene la siguiente tabla:
o(h)(x;)=(m-2i)x; para 0<i<m

o(f)(x;)=0+1)x;4; para 0<i<m-1 o(f) (%,)=0
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o(e)(x;)=(m-i+1)x; para 1€iSm o(e)(xy)=0
A la base {xg,...,x,]} la llamaremos base estdndar del médulo V(m). Se tiene el

siguiente resultado:

Proposicién 2.10. Para cada par (n,m)e Nz, los reticulos S(L(n)) y
S(L(Y(m)™,sl(2,F))) son isomorfos.

Demostracién. De acuerdo con (2.7.2), tenemos que L(V(m)™,s1(2,F)) posee

una base {xé,...,x:n;. .. ;xg,...,x;‘n;c,f,h) con tabla de productos no nulos

[x;,h]z(m-Zj)x; para 1<i<n, 0<j<m
[xj,f]:(j-ﬂ)x}+l paral<i<n, 0<j<m-1 [xin,f]=0
[x},e}:(m-jﬂ)x;_l para 1<i<n, 1<j<m [x;,c]=0
[e,f]=h [h,e]=2e¢  [h,f]=-2f

Veamos en primer lugar qué forma tienen los ideales minimales del dlgebra anterior. Sea
N ideal minimal de L(V(m)(“),sl(lF)). Es claro que N=V(m) por Jordan-Holder.

Entonces sea {bg,..., b} una base estdndar de N. Como N< V(m)(") tenemos que
n

b0=z ).i,xé+...+?\.;x:n
i=1
Ahora bien, como [bg,e]=0 se tiene que bg=léxé+...+lgx8 y aplicando
reiteradamente f llegamos a que b= gx; +... +Apx".

Sea ahora {ey,...,e,;f} la base de L(n) dada en (2.0). Los ideales
minimales de L(n) son de la forma F(Ae,+...+A¢e,) donde A;e F. Denotamos por
Q(L(n))={ideales minimales de L(n)} y por Cl(L(V(m)(“),sl(Z,F)))={idcalcs minimales
de L(V(m)(“),sl(z,F))}. Es una mera comprobacién ver que la aplicacién
O: A LMn)->A (L(V(m)(“),sl(Z,F))) definida por

¢(F(Alc1+...+lncn))=F(k,x3+...+7L,,x?:0$i$m)
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estd bien definida y es biyectiva. Definimos ahora ®*:3 L(n))» 3 L(V(m)™ s1(2,F)))

de la siguiente forma. Sea Q un ideal propio de L(n), entonces Q=F(u;)+...+F(uy)

siendo
1 2 s
MMy
(ug,...,u5)=(ey,...,e,) ;1 L © =(eq,...,e0)Pa
. Z... a8
A A ln

Notemos que <D(F(ui))=F(bB,. . ,b:n) donde

1

n LN
e Xm) .. con A;=

i i 1 n
(bo,...,bm)=(x0,...,x0;...;x

Es claro que

E»J 0
0 ]'P';T

y como {u;,...ug} es un sistema libre, tenemos que {b(l,,...,brln;...;bf),...,b:n] es

1 s ! s 1 n, 1 n
(bo,...,bo;...,bm,.‘.,bm)=(x0,...,xo,...,xm,...,xm)

un sistema libre. Entonces definimos

O*(Q)=0(F(u)))+...+ B(F(uy))
Ahora tenemos que comprobar que @ * estd bien definida. Sea Q=F(z,)+...+F(z,)
otra descomposicién de Q en irreducibles. Entonces (z,,...,z5)=(uy,...,u)C siendo

C una matriz regular. Por otro lado

2 s
Hy Ky g
(Z1-.022)=(€1,..n€0)| &+ o |=(e1, . e0)Py
1 2 s
Hn Hp-' My

O(F(z)))+... + D(F(z,))=F(cy,...,chi.5ch,...,ct) donde

m’
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1

1 5 s 1 1 n
(CgsenvsCgieeniCppennsCr)=(XgoersXpienosX )

m®**

Abora bien, como Py, =P ) C tenemos que
<l o

o [T

y por tanto ®* estd bien definida. La aplicacién ®* es ademds inyectiva, para probarlo se

1

1 s, . S \_ /il s, w1 5
(Co,...,Co,...,Cm,.‘.,cm)'*(bo,...,bo,...,bm,...,bm)

hace un razonamiento andlogo al anterior, y es claramente sobre. Luego ®* es una
biyeccién. Ademds como d* vy (CD*)'] conservan contenidos, entonces ®* es un

isomorfismo. ¢

Los isomorfismos construidos hasta el momento han sido dados mediante
procedimientos que solamente pueden ser aplicados en esos casos concretos. Veamos
ahora un método méds general de construccién de isomorfismos entre reticulos
casi-abelianos de resolubles. Este procedimiento nos permitird probar en la siguiente
seccién que en el caso de dlgebras de Lie reales y resolubles para cada n>2 existen, a lo

mds, dos reticulos casi-abelianos distintos.
Recordemos el siguiente resultado del dlgebra lineal:

Teorema 2.11. Sean fy g dos automorfismos de un espacio vectorial V,
cuyos polinomios mfnimos son irreducibles del mismo grado. Supongamos que o es una
aplicacién lineal de V tal que lleva subespacios f-invariantes en subespacios
g-invariantes. Entonces, o es biyectiva. Luego f y g tienen reticulo de subespacios
invariantes isomorfos.

Por tanto o induce de forma natural un isomorfismo o* entre los reticulos

3(VH(D) y 3(V+H(g).
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Demostracién. Seak el grado de los polinomios minimos de f'y g. Pongamos
dimV =m = kn. Probemos que o es biyectiva. Si & no es biyectiva podemos tomar
0#xe V tal que ct(x)=0. Sea S=F(x,f(x),f2(x),...,f* 1 (x)). Por ser f semisimple,
se tiene que dim S =k. Es claro que a(S)=F(a.(f(x)), a(f*(x)),...,a(f* 1 (x))) y por
tanto dim o (S) k-1 lo cual es una contradicién con la semisimplicidad de g. Luego o ha
de ser biyectiva.

Consideremos las 4lgebras de Lie Ly ,=V+(f) y Ly, ,=V+(g) donde ,
® son los polinomios minimos de f y g respectivamente. Notemos que los ideales propios
de estas 4dlgebras son exactamente los subespacios no nulos de V invariantes bajo el
correspondiente endomorfismo. Por tanto la transformacién o induce de forma natural

una aplicacién o* entre los reticulos S(Ly )y SLgy 5)- ¢

Ahora bien, este tipo de aplicaciones lineales no siempre existen como
probaremos en (2.13). El siguiente resultado da una condicién necesaria y suficiente para

su existencia.

Proposicion 2.12. Sean fy g dos automorfismos de un espacio vectorial
V, no ciclicos y cuyos polinomios minimos son irreducibles del mismo grado. Entonces,
existe una transformacién lineal o de V que lleva subespacios f-invariantes en
subespacios g-invariantes si y s6lo si existe un polinomio P(X) sobre F tal que f y P(g)

son semejantes.

Demostracién. Sea c.e Endg(V) tal que lleva subespacios f-invariantes en
subespacios g-invariantes y sea a€ V un elemento no nulo arbitrario. Observar que, por el
teorema (2.11), o es no singular. Sea k el grado de los polinomios minimos de fy g.
Definimos S,=F(a,f(a),f 2 (a),...,f k-1 (a)). Claramente S, es f-irreducible, luego

a(S,)=F(a(a), a(f(a)),a(f’ @),...,a(f*" @)
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ha de ser g-invariante y dimS ,=dim & (S,) por ser o no singular. Entonces (S ,) es
g-irreducible y por tanto a(S,)=F(a(a),g(a(a)),...,gk'l(a(a))). Luego para cada
a€ V no nulo tenemos

a(f(2)) = hg(a)a(a)+h, (2)g(a (@) +... +hy ()" (@(2)
donde A;(a2)e F. Entonces para cada 0<i<k-1 tenemos definidas unas aplicaciones
A;*V\{0} >F. Veamos qué A; son constantes para todo i. Sean a,be V no nulos tales
que S,#S,. Entonces S,nS,=0 y a(S§,)na(S,)=0. Por tanto
{o(a), g(o(@)),..., g5 (@) ; a(b), g(a(d)),...,g* '(a(b))) es una familia de
vectores linealmente independientes. Tomamos el vector a+b. Se tiene que
a(f(a+b))=Ag(a+b)a(a+b)+A (a+b)g(ot(a+b))+... +A, ;(a+b) g (a(a+b)) =
Agla+b)a(a)+...+ Ay, (a+b)g¥ (o (a))+Ag(a+b)a(b)+. .. +Ay (a+b)g* (et (b))

Por otro lado también és cierta la siguiente igualdad
a(f(a+b))=hg(a)a(a)+. .. +A 5 (@) g (@) +Ag(b)a(b)+... +A X (b)g" (e (b))

Comparando ambas igualdades llegamos a

A;(a+b)=A;(a)=A;(b) para 0<i<k-1

Sea ahora ce V, c#a tal que S =S,.Llamemos n al nimero de divisores
elementales de f . Notemos que 2<n. Entonces existe be V no nulo tal que S,#Sy.
Aplicando ahora el parrafo anterior llegamos a que A;(c)=A;(a)=A;(b) y por tanto las
aplicaciones A; son constantes.

De todo lo anterior se deduce que

af=l0a+k1ga+...+Xk_1gk'1a
para algunos A€ F. Por tanto el automorfismo f es semejante al automorfismo
x0+x1g+...+xk_1g“"

Probemos ahora el recfproco. Sea o un automorfismo lineal tal que

f=a"'P(g)o donde P(g) = Ao+hig+...+h g“!. Porserf semisimple se tiene que

V es completamente reducible (ver [17], p.426). Entonces basta con probar que o
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conserva subespacios f-irreducibles. Sea entonces S=F(x,f(x),f2(x),...,fk’l(x)).

Claramente
a(S)=F(a(x), x(f(x)),a(f*(x)),...,a(f* 1 (x)))

y por tanto o (S)=F(a(x),g(a(x)),g*(@(x)),...,g"  (a(x)). Luego a(S) es

g-irreducible. ¢

Notemos que, con los notaciones de (2.12), si & es un automorfismo tal que
f=a'1P( g)o, entonces o es una transformacién que lleva subespacios invariantes de f

en subespacios invariantes de g. Por tanto o no es tnica.
Veamos ahora que este tipo de aplicaciones no siempre existen.

Ejemplo 2.13. Sea el espacio vectorial Q2" y sean AZ+A+1, A 2-2
polinomios irreducibles sobre Q. Consideramos las transformaciones lineales f, g que en

la base candnica de an tienen por matrices coordenadas la suma diagonal n veces de las

el e

respectivamente. Entonces no existe ninguna transformacién lineal sobre QZ“ que lleve

matrices

subespacios invariantes de f en subespacios invariantes de g.
En efecto: Veamos que ninguna polinomial en g, P(g), es semejante con f.
Notemos que al ser g2=2, las polinomiales en g son de la forma
P(g)=Ao+A, 8 para algunos Ay, A€ Q
Supongamos que f es semejante a P(g). Entonces f y P(g) tienen el mismo

polinomio minimo y por tanto
P(g)+P(g)+1=0

o lo que es igual
()P g2+ (A +2R A1) g+((Ag) +Ag+1)=0

Entonces se tiene que Ag y A, cumplen las siguientes relaciones
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200 )% (hg) 2+ Ao +1=0
Ai+2XgA =0
Como la ecuacién (7»0)2+7»0+ 1=0 no tiene solucién en @, entonces A;#0.
Por tanto A4=-1/2. Entonces 2(11)2+1/4+1/2=O y esta ecuacién tampoco tiene solucion
en @ lo cual es una contradicidn.
Luego f no es semejante a ninguna polinomial en g y ahora aplicando el

proposicién (2.12) se sigue el resultado. ¢

Notemos que en el caso n=2 el teorema (2.9) prueba que
S(L;k?*_}bﬂ,2)33@12,2‘2)53(L(2)). En el caso de que éstas dlgebras sean 4lgebras
sobre el cuerpo de los racionales, el isomorfismo a no puede ser definido a través de una

transformacién lineal que conserve subespacios invariantes.
SECCION 32: Aplicaciones en el caso de dlgebras de Lie reales

En esta seccién probaremos que si L es un dlgebra de Lie real y resoluble tal
que 3 (L) es casi-abeliano de longitud n+1, entonces 6 bien 3(L)=3(L(n)) 6 bien
S(@L)=3 (L2, ) El problema que queda sin resolver es ver si S(L(n))=3 L) 2,4 1)
para algiin n>2. Luego en el caso resoluble y real existen, a lo mds, dos reticulos de

ideales casi-abelianos no isomorfos de la misma longitud.

Ejemplo 2.14. Sea R 2" espacio vectorial sobre R y sean los

P . 2 .
polinomios A“+1 y A 2~c11-c0 tales que (c,)2+4c0<0. Consideramos las
transformaciones lineales f, g que en la base canénica de R 2™ tienen por matrices

coordenadas la suma diagonal de n veces las matrices

0 1 01
SHH
Co € -10

respectivamente. Entonces, f y h = ¢;/2 * (\/-1/4(c;2+4cy))g son semejantes.
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En efecto : Se comprueba facilmente que h2-c1 h-cg = 0.Luego f y

h tienen el mismo polinomio minimo y por tanto son semejantes. ¢

Entonces, haciendo uso del ejemplo (2.14) y de la proposicién (2.12) se

obtiene el siguiente corolario:

Corolario 2.15. Sea kz-cll-co tal que (01)2+4°0<0~ Entonces las

dgebras de Liereales L) 2_,, {A-cg.n ¥ La241,q tienen el mismo reticulo de ideales. ¢

Notemos que ademds sabemos cémo construir isomorfismos entre
STAZci h-can) Y SAA2,; 4). Por otro lado, el corolario (2.15) y el teorema (2.9)
A Cl}" Ccg.n A +l,n

nos aseguran que:

Corolario 2.16. Para cada m(A) polinomio irreducible sobre R las
dlgebras de Lie reales Ly , cumplen:

@ S@Lpg )=3@L@)sin=1 6 n=2

(ii) Paran>2

3L -con)=IMM) sicg#0 ¥ SWLAZcihocom)=SWLA%41,0) 5i (1) +4c0<0.

§3. Reticulos de ideales de dlgebras de Lie L=V+ Z siendo V
espacio vectorial y Z una subdlgebra abeliana de gI(V) actuando

semisimplemente sobre V

La clase de las dlgebras del enunciado tienen un interés especial debido a que,
por el teorema de Towers (ver [34], teorema (7.5)), toda dlgebra de Lie resoluble M posee
alguna imagen homomorfa que pertenece a esta clase. Esto es claro sin mds que
considerar M/®(M) donde ®(M) es la subdlgebra de Frattini de M. Entonces las dlgebras
de Lie del titulo son precisamente las dlgebras de Lie L resolubles y ®-libres

(OL)=0).
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Notemos que si las transformaciénes de £ son singulares, entonces Z(L)#0
y si Z posee alguna transformacién no-singular, entonces Z(L)=0.

En este parrafo analizaremos en primer lugar algunas caracteristicas generales
acerca de la estructura de esta clase de 4lgebras que nos ayudar4n a conocer la distribucién
de sus ideales minimales y la accién de determinados elementos del dlgebra sobre ellos.
Después estudiaremos la estructura de las 4lgebras de Lie que tienen reticulo isomorfo con
ellas. Se han obtenido condiciones necesarias para que un dlgebra de Lie tenga el mismo
reticulo de ideales que un 4lgebra de Lie ®-libre y resoluble. Como corolario de esto,
llegaremos a probar que la clase de las dlgebras de Lie ®-libres y resolubles se conserva
por isomorfismos de reticulos de ideales en cualquiera de los siguientes casos:

1) Las transformaciones de Z son singulares.

2) dimX>1, la subdlgebra T tiene alguna transformacién no-singular y 6

bien dim £ es impar 6 bien fg‘le(f )=0.
En el caso de cuerpos algebraicamente cerrados y dim X > 1, se cumple siempre que
fg‘le(f)zO y probaremos que si dos dlgebras de este tipo tienen reticulos de ideales
isomorfos, han de tener la misma dimensién. En el caso de que £ contenga alguna
transformacién no-singular, szLl(f )20 y dimZ par se consigue demostrar que las
dlgebras que tienen reticulo isomorfo con una de este tipo han de cumplir que L/Z(L)
pertenezca a esta clase de dlgebras.

Por ultimo sefialar que todos los casos mencionados anteriormente se pueden

detectar en el reticulo.

Sea entonces L=V+ 2 un dlgebra de Lie cumpliendo
1) V espacio vectorial
2) % subdlgebra abeliana de gl(V) tal que dim X 21 (3.0)

3) Las transformaciones de £ son semisimples
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Notemos que L es resoluble. Ademds L es no abeliana por ser dim 2 2 1. Luego el radical
de Jacobson de L, que denotaremos por J(L), es 12 (ver [25], seccién 3). Es claro que
L2=[V, 2 1<V y por tanto L7 es un ideal abeliano. Ademds por el teorema 10, p.81 de
[19], V es completamente reducible como X -médulo. Luego se tiene que L2<Zsocle().
Consideramos ahora L=Ly(Z)+L;(Z) la descomposicién de Fitting de L relativa a
ad T (ver [19], p.39). Si llamamos Vy=VALy(Z) y V1=VAL,(X), es inmediato que
Voy V; son ideales de L y ademds L, (2 )=V,. Sea ahora L°°=ii\°1 L' Observar que
V;=L% y entonces V=V,@L . Adem4s, como la accién de T sobre V es semisimple,
[V, 21=0. Luego L°°=L2, con lo cual L™ est4 determinado reticularmente.

De lo anterior se deduce que L%=] (L)=L2 y estd contenido en Zsocle(L).

Parece entonces conveniente comenzar por estudiar la localizacién y caracteristicas de

ideales minimales en 4lgebras de Lie M tales que M™ sea abeliano.
SECCION 1%: Algebras de Lie L tales que L™ es abeliano

Proposicién 3.1.(Winter [45], p.115) Sea L un dlgebra de Lie tal que L™
es abeliano. Entonces, L™ es un suplemento de cada subdlgebra de Cartan H de L.
Ademds, una subdlgebra H de L es subdlgebra de Cartan de L si y s6lo si es complemento

de L.

Demostracién. Sea H una subdlgebra de Cartan de L y sea
L=Ly(H)+L;(H) la descomposicién de Fitting de L relativa a ad_ H. De las
proposiciones 1 y 2, p.58 de [19] se deduce que H=Lg(H) y ademis
[Lo(H),L,(H)I<L, (H)<L”. Luego L,(H) es abeliana y por tanto es un ideal de L.
Por otro lado L/L;(H)=H, luego L/L; (H) es nilpotente. De aqui se deduce que
L°°.<_L1(H) yportanto L"=L,(H). ¢

Los siguientes resultados estdn en [7], y se afiaden aqui por autocontenido.
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Proposicién 3.2.([7]) Sea L un 4lgebra de Lie tal que L™ es abeliano.
Entonces, L2=L"+H? donde H es una subdlgebra de Cartan de L. En particular,

L2 AH=H?.

Demostracién. Por la proposicién (3.1), L=L"+H. Por tanto

L2=L"+H%.¢

Lema 3.3.((7]) Sea S una sub4lgebra nilpotente de un dlgebrade Lie Ly N
un ideal de L. Si NNLy(S)=0, entonces N<L, (S).

Demostracion. Sea N=N;(S)+N,(S) la descomposicién de Fitting de N
relativa a ad, S. Es claro que Ny(S)SLy(S) y N;(8)SL,(S). Por hipétesis
NALy(S)=0y portanto N=N;(S)SL,(S). ¢

Proposicion 3.4.((7]) Sea L un 4lgebra de Lie tal que L™ es abeliano y N
un ideal minimal de L. Entonces, NSL™ 6 N<Z(L). En particular,
Zsoclc(L)sLm®Z(L), es decir, Zsocle(L)=Z(L)®N,;@... ®N, donde N; son ideales

minimales de L contenidos en L°°.

Demostracién. Supongamos que N no estd contenido en L™. Entonces
NAL™=0. Sea ahora H una subal gebra de Cartan de L. De la proposicién 1 de [19],
p.57 y la proposicién (3.1) se deduce que L°°=L1 (H). Luego N no estéd contenido en
L,(H). Aplicando ahora el lema (3.3), NnH=#0. Entonces NNH es un ideal no nulo de
Hy por tanto NMHNZ(H)#0 (ver [31], proposicién 7). Sea 0#xe NNnHNZ(H). Es
claro que [x,L)=[x,H]+[x,L™]=0 ya que xe Z(H) y [x,L™]<NAL>=0. Por tanto
NNZ(L)#0 y de aqui N<Z(L) por ser N ideal minimal. ¢
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Proposicion 3.5.([7]) Sea L un 4lgebra de Lie tal que L* es abeliano yN
un ideal minimal de L no contenido en Z(L). Entonces, cada subdlgebra de Cartan Hde L

posee un elemento h que actia no singularmente sobre N.

Demostracién. Por las proposiciones (3.1) y (3.4) se tiene que
NSL°°=L1(H). Ahora bich, como H=Ly(H)=Lg(adLh) y L;(H)=L,(adrh) para
algin he H (ver [3]) donde Ly y L; son las componentes de Fitting de L relativas a

ad_h, el resultado es cierto. ¢

Proposicion 3.6.([7]) Sea L un dlgebra de Lie tal que L? es abeliano y N
un ideal minimal de L tal que N<L2, Entonces para cada he H se tiene que N<C (h) ¢
NNCy (h)=0 donde H es cualquier subdlgebra de Cartan de L. Es decir, la actuacién de
cada elemento de cualquier subdlgebra de Cartan de L sobre los ideales minimales de L es

¢ trivial o no-singular.

Demostracion. Sea H una subdlgebra de Cartan de L. Por la proposicién
(3.1), L=L*+H. Luego L=L2+H. Sea ahora 0sthe H. Veamos que [N, h] es un ideal
de L. Como [N, h] <N<1? y L es abeliano, tenemos que [[N, h]L2]=0. Luego

[[N,h]LIS[[N,h]H]+[[N,h]L*]=[[N,h]H]

Por otro lado, haciendo uso de la Identidad de Jacobi y teniendo en cuenta que

L2 es abeliana, la siguiente cadena es cierta
[[N,h]JH]<[{H,N]h]+[[h,H]N]=[[H,N]h]<[N,h]

Luego [[N,h]L]<[N,h] y portanto [N, h] es ideal de L. Como N es minimal, llegamos
a[N,h]=0 6 [N, h]=N de donde el resultado es cierto. ¢
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Corolario 3.7.([7]) Sea L un 4lgebra de Lie tal que L2SZsocle(L). Sea H
una subdlgebra de Cartan cualquiera de L. Entonces las siguientes afirmaciones son
ciertas:

@) L=L"+H

i) L2=L"+H? yL?AH=H?=L*nZ(L)

ii) Zsocle(L)=L"@Z(L)

Demostracién. De la proposicién (3.1) se sigue (i). Para probar (ii) basta
aplicar (3.2) quedando por ver que H2=L2r\Z(L). Como Z(L)<H, es claro que
LGZ(L)SLZnH=H2. Por otro lado, como L2SZsocle(L) tenemos que
H2=N1€B...€BN, donde N; son ideales minimales de L. Ahora, aplicando (3.6),
tenemos que para cada 1<i<r y he H [N;,h]=0 é [N;,h]=N;. Como H es nilpotente

llegamos a [N;,h]=0 y por tanto H2=Lsz(L). El apartado (iii) se sigue de (3.4). ¢

Teniendo en cuenta (3.7) y las notas al comienzo de pdrrafo se tiene el siguiente

resultado:

Corolario 3.8. Sea L=V+Z cumpliendo (1), (2) y (3) de (3.0) Entonces
las siguientes afirmaciones son ciertas:

@) 0=L2gV.

(ii) 1.2 &5 abeliano.

(i) Z(L)sV vy Zsocle(L)=V=L"® Z(L)=L2@Z(L). En particular
VAL (2)=Z(L).

(iv) L es ®-libre, resoluble y dimL/Zsocle(L)21. Ademds, toda dlgebra de

Lie cumpliendo las anteriores condiciones se puede construir de esta manera. ¢
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SECCION 2% Caso dimZ =1

En esta seccién nos vamos a ocupar del estudio del reticulo de ideales de la
clase de las dlgebras construidas como extensién escindible de un espacio vectorial por
una aplicacién lineal semisimple no nula. Por el teorema de Towers, esta clase de dlgebras
coincide con con la clasc. de las dlgebras de Lie resolubles y ®-libres tales que
dimL/Zsocle(L)=1. Se ha conseguido determinar reticularmente Iés dlgebras de este
tipo construidas mediante aplicaciones singulares. Ademds se llega a probar que si
L=V+(f) es un dlgebra de Lie de este tipo, 3(L) determina el nimero de componentes
primarias de V respecto de f, la multiplicidad de los factores irreducibles del polinomio
caracteristico de f y la componente primaria nula asf como su dimensién.

Llamaremos Radical de Jacobson, J(3), de un reticulo 3 al elemento
interseccién de todos los co-dtomos y llamaremos zécalo de 3, Socle(3), al elemento

unién de todos los 4tomos.

Definicion 3.9. Un reticulo 8 diremos que es un E.S-reticulo si
satisface las siguientes condiciones:

(E.S.1) Elintervalo [J(3):1] es abeliano.

(E.S.2) J(3) estd contenido en Soéle(S).

(E.S.3) [Socle(3):1] tiene longitud 1.

Teorema 3.10. Sea L un dlgebra de Lie. Entonces 3(L) es un
E.S-reticulo si y s6lo si L es de uno de los siguientes tipos:

(1) L es extensién escindible de un espacio vectorial V por una
transformacién lineal f semisimple no nula. Ademés, 3(L) determina los siguientes
elementos:

1) El niimero de componentes primarias de V respecto de f.
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2) Las multplicidades de los factores irreducibles del polinomio
caracteristico de f.
3) La componente primaria nula de f y su dimensién.

(ii) L es extensidn escindible de un espacio vectorial W por un 4lgebra de Lie
simple S tal que W es un S-médulo fiel. Ademds, 3 (L) determina los siguientes
elementos:

1) El nimero de factores irreducibles no isomorfos de W.

2) La multiplicidad de los factores irreducibles isomorfos de W.

Demostracidn. Supongamos que 3 (L) es E.S-reticulo. Notemos que
J(8(L))=J(L) es nilpotente (ver [25]). Luego por (E.S.2), (E.S.1) y (1.6) tenemos
Soc(3(L))/J(L) es abeliano. Como J(L) es nilpotente, se tiene que Socle(S (L)) es resoluble.
Por tanto Socle(3(L))=Zsocle(L). Por (E.S.3) L/Zsocle(L) es 1-dimensional o simple.

Supongamos en primer lugar que L/Zsocle(L) es 1-dimensional. Entonces
L=Zsocle(L)+ (x) y x actiia semisimplemente sobre Zsocle(L) (ver [17]). Por tanto L es
como en (i).

Si L/Zsocle(L) es simple, por el teorema de Levi L=Zsocle(L)+S donde S
es un dlgebra de Lie simple. Notemos que Cy (Zsocle(L)) es un ideal de L que contiene a
Zsocle(L) por ser Zsocle(L) abeliano. Luego Cp(Zsocle(L))=L ¢
Cp(Zsocle(L))=Zsocle(L). Si C; (Zsocle(L))=L, entonces S es un ideal de L. Luego como
S es simple, se tiene que S<S ocle(S(L))=Zsocle(L) lo cual es una contradicién. Entonces
CpL(Zsocle(L))=Zsocle(L). De aqui se deduce que Zsocle(L) es S-mddulo fiel. Por tanto L
es como en (ii).

Probemos ahora las iltimas afirmaciones de (i) y (ii). Para ello veamos que
Socle(S(L)) debe tener una dnica descomposicién Socle(3(L)=C, v...vC, verificando:

(i) Cia(Cyv...Ci1vC;,yV...vC)=0paratodoi=1,...,r.

(ii) Losintervalos [0:C;] son abelianos.
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(iii) Dados Py Q 4tomos de (L) tales que P<C; y Q<C; con
i#j, el intervalo [0:PvQ] de (L) es
PvQ

P Q

0

Para el caso (i), hemos probado que L=Zsocle(L)+(x). Entonces las componentes
primarias, C,,...,C,, de la accién de x sdbre Zsocle(L) son ideales de L y claramente
verifican la descomposicién anterior. Veamos que esta es la inica descomposicién posible
cumpliendo (i), (i) y (iii). Sea Socle(3(L))=V,v...vV, una otra descomposicion.
Entonces como hemos visto que Socle(3 (L))=Zsocle(L) tenemos
Zsocle(L)=V,@... @V donde los ideales V; verifican:

a) Elreticulo de subespacios invariantes por x de V; es abeliano.

b) Dados P, Q subespacios irreducibles tales que P<V; y Q<V; se tiene que

el reticulo de subespacios de P@Q es {0,P,Q,P@Q]).

De (a) y el lema (2.1), se deduce que el polinomio minimo de x sobre cada V;, que
denotaremos por w;, es irreducible. De (b) se deduce que m;#m; si i#j. Luego
Vi,..., ¥V, son las componentes primarias de Zsocle(L) respecto de x (ver [19], p.42).
Por tanto s=r y V;=C;. Luego el nimero de componentes primarias estd determinado por
el reticulo. Ademds, notemos que las multiplicidades de los factores irreducibles del
polinomio caracteristico coinciden con las longitudes de los intervalos [0:C;] lo que
prueba (i)(2). Notemos que la componente nula de Zsocle(L) es el complemento C=Z(L)
de J(L) en Zsocle(L) y que su dimensién coincide con la longitud del intervalo [0:C].

Para el caso (ii), hemos probado que Zsocle(L) es un S-médulo fiel y S
simple. Luego por el teorema de Weyl tenemos que Zsocle(L) es suma directa de
S-médulos irreducibles. Escribamos Zsocle(L)=W, g .. @W,(ef) siendo Wi(ei) la

suma directa de e; copias de un S-médulo irreducible y fiel W; para cada 1<i<r y W; no
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isomorfo con W; sii=j. Es inmediato que esta descomposicién cumple (i), (ii) y (iii).
Ademis si Socle(3(L))=V;v...vV, es una otra descomposicién, tenemos que
Zsocle(L)=V,@...® V, donde los ideales V; verifican:

a) Elreticulo de los S-mddulos de V; es abeliano.

b) Dados P,Q S-médulos irreducibles tales que P<V; y Q<V;se tiene

que el reticulo de S-m6dulos de P@Q es {0,P,Q, PO Q}.

Entonces si R es un S-médulo irreducible tal que R<V;, por Jordan-Hdlder se tiene que
R=W,; para algin 1<j<r. Si R no estd contenido en Wj(ei), se tiene que Rr\Wj(ei)=O.
Sea Zsocle(L)=R®Wj(°j)®R1...@Rs una descomposicién en irreducibles. Como
Zsocle(L)=W, g . @W,(CI), aplicando de nuevo Jordan-Holder llegamos a
W;=R=W; para algin i=j, lo cual es una contradicién. De aqui se deduce que
Vi<W, 3. Por tanto, s=r y V;=W; i), Luego €l nimero de S-médulos irreducibles no
isomorfos de Zsocle(L) estd determinado por el reticulo. Notemos que 1a multiplicidad de
los irreducibles isomorfos coincide con las longitudes de los intervalos [O:Wi(ei )] lo que
prueba (i1)(2).

Probemos ahora el reciproco. Sea L como (i). De (3.8) y teniendo en cuenta
que J(L)=L2, se deduce que J(L) es E.S-reticulo. Sea ahora L=W+ 3§ del tipo (ii).
Notemos que W es un ideal abeliano y que W=Rad(L)=Zsocle(L). Por ser W un
S-mdédulo fiel, [W,S]=W. De aquf se deduce que W es el radical de Jacobson de L (ver
[25]) y W=Socle(L). Luego 3(L) es un E.S-reticulo. ¢

NOTA 3.11: De la demostracién de (3.10) se deduce que si 3 es un
E.S-reticulo para el cual existe un dlgebra de Lie L tal que 3=3 (L), entonces el Socle(3)
debe de tener una tnica descomposicién Socle(3)=C, v...vC, verificando:

@) C;aA(Cyv...Ci1vCiiqV...vC)=0 paratodoi=1,...,r.

(ii) Losintervalos [0:C;] son abelianos.

(iii) Dados Py Q dtomos de S tales que P<C; y Q<C; coni#j, el
intervalo [0:PvQ] de 3 es
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PvQ

Corolario 3.12. Sea L=V+(g) donde g es una aplicacién lineal
semisimple de V con polinomio caracterfstico A*@; (A)°1... @, (A)°r y a:SL)>S M)
un isomorfismo de reticulos. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

(i) Si g es no singular, entonces M es como en (3.10)(ii) con
w=W, Vg eW “r siendo W, la suma directa de ¢; copias de un S-médulo
irreducible W; de dimensién mayor que uno para cada 1<i<r y W; no isomorfo con W;
si i#j) 6 M es como en (3.10)(i) y f es no singular de polinomio caracteristico
8, ()18, (N)°r.

(i) Si g es singular, entonces M es como en (3.10)(i) y f es singular de
polinomio caracteristico A°8 (A)1... 8 (A)°r
Ademis se tiene que

1) a(Z(L))=Z(M). En particular dimZ(L)=dimZM).
2) a(L2)=M2. ¢

En cuerpos algebraicamente cerrados se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 3.13. Sean L y M dlgebras de Lie sobre un cuerpo
algebraicamente cerrado tales que L=V+ (f) donde f es una aplicacién lineal semisimple
de V de polinomio caracteristico A°(A-c;)°!...®,(A-c,)°T y M resoluble. Entonces
S@L) y S(M) son isomorfos si y sélo si M es extensidn escindible de un espacio vectorial
W por una transformacién lineal g semisimple de polinomio caracteristico

A(A-t) .. o (A-t,)°r.



38

Demostracién. Si 3(L)=3(M) el resultado se sigue de (3.10). Para el
reciproco, es fdcil construir el isomorfismo teniendo en cuenta que: 1°)
Zsocle(L)=V=V @ V;®...8V, (Vo=Z(L)) y ZsocleM)=W=W,8W,D...OW,
(Wo=Z(M)), 2°) para cada ideal P<Zsocle(L), P=PNV &PV, ... ®8PNV,, 3°) los
ideales de L no contenidos en Zsocle(L) contienen a V... @V, y 4 los intervalos

[0:V;1y [0:W,] son isomorfos. ¢

Notemos que si un dlgebra de Lie no resoluble tiene el mismo reticulo de
ideales que una del tipo L=V+ (f), entonces la aplicacién f ha de ser no singular. En la
seccion 4* de este parrafo se dardn ejemplos de dlgebras del tipo (3.10)(ii) con el mismo

reticulo de ideales que una del tipo (3.10)(i) (ver (3.21)).
SECCION 32: Caso general

En esta seccién se dan condiciones necesarias para que un dlgebra de Lie
tenga el mismo reticulo de ideales que una @-libre y resoluble. Como consecuencia de
esto, en cuerpos algebraicamente cerrados se ha determinado reticularmente la clase de las
dlgebras de Lie ®-libres y resolubles con dimL/Zsocle(L)>1. Ademds, en este tipo de
cuerpos, el reticulo de ideales determina la dimensién del dlgebra. En cuerpos arbitrarios
se ha conseguido determinar reticularmente la clase de dlgebras de este tipo construidas

con un conjunto 2 de aplicaciones singulares.

Definiciéon 3.14. Diremos que un reticulo 3 es ®-libre y resoluble si
satisface las siguientes condiciones:
(®.1) Elintervalo [J(3):1] es abeliano.
(®.2) J(3) esté contenido en Socle(3).
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(®.3) Dados P,Q dtomos de 3 tales que P<J(3) y Q no contenido en J(3), el
intervalo [0:PvQ] de 3 es

Teorema 3.15. Sea L un dlgebra de Lie. Entonces 3(L) es @ -libre y
resoluble si y sélo si L es de uno de los siguientes tipos:

(1) L es ®-libre y resoluble.

(i) L/Z(L) es ®-libre, no abeliana, L™ abeliano, dirnL/Lz>1 y
02Z(L)<L>.

(iii) L nilpotentey Z(L)=L2

(iv) El intervalo [J(3(L)):1] tiene longitud 1 y L es simple 6 del tipo
(3.10)(i).

Demostracion. Supongamos que 3(L) es un reticulo ®-libre y resoluble. Si
Socle(3(L)) =L, entonces L es suma directa de ideales luego J(S(L)) =J1)=0. De (®.1)
y (1.2) se deduce que L es abeliana 6 simple y por tanto L es como en (i) 6 en (iv). Si la
longitud de [Socle(3(L)):1] es 1, por el teorema (3.10) L es como en (i) 6 en (iv).

Supongamos entonces que la longitud de [Socle(3(L)):1] es mayor que 1.
Luego por (®.1) y (1.2), L/J(L) es abeliana. Entonces L es resoluble por ser J(L)
nilpotente (ver [25]). Llegamos asi a que Socle(3(L))=Zsocle(L). Como J (L)=L2 (ver
[25]), tenemos que L2 <Zsocle(L) por (®.2). Sea H una subdlgebra de Cartan de L. Por
(3.7) se tiene que L=L™°+H, que Zsocle(L)nH=Z(L) y L2=L°@H?. De aquf se sigue
que Zsocle(I/Z(L)) tiene un complemento en L/Z(L). Por tanto L/Z(L) es ®-libre por
[34]. Si H?=0 entonces tomando un complemento de Z(L) en H, se encuentra que este es

un complemento de Zsocle(L) en L. Por tanto L es ®-libre por [34]. Luego L es como en
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(3). Supongamos entonces que que H2#0. Probemos que H2=Z(L). Si H%= Z(L),
entonces podemos tomar un elemento a€ Z(L)\Hz. Como H?#0 existe un elemento
0#be H2. Encontramos que F(a), F(b) y F(a+b) son ideales de L tales que
F(a)®F(b)=F(a)®F(a+b)=F(b)®F(a+b), lo que contradice (¢¥.3). Por tanto
H?=Z(L). Si H=L, entonces L es nilpotente y Z(L)=L% Luego L es como en (iii). Si
HsL, entonces Z(L)SL2 y Z(L)#Lz. Luego L es como en (ii).

Probemos ahora el reciproco. Sea L como en (i). Si L es abeliana, claramente
S(L) es un reticulo ®-libre y resoluble. Supongamos L no abeliana. Entonccé por el
teorema de Towers L admite una construccién del tipo L=V+ Z cumpliendo (1), (2) y (3)
de (3.0). Luego de (3.8) y (3.4) se deduce que S(L) es un reticulo @-libre y resoluble.

Sea ahora L del tipo (ii) y H una subélgebra de Cartan de L. Por ser L™
abeliano aplicando (3.1) tenemos que L=L"+H. Como L/Z(L) es ®-libre y resoluble, se
tiene que L/Z(L)=A/Z(L)+H/Z(L) donde A=L2+Z(L) y A/Z(L) es H/Z(L)-médulo
complementado (ver [30]). Notemos que L2+Z(L)==L°°+Z(L) y por tanto L2 es
abeliano. Entonces L2 es un H/Z(L)-médulo completamente reducible. Ahora bien,
H/Z(L)=ad H. De aqui se deduce que L2SZsoclc(L). Como Z(L)S.Lz, aplicando (3.7)
llegamos a Zsocle(L)=L2 =L"®Z(L). Por tanto (L) es ®-libre y resoluble.

Sea ahora L del tipo (iii). Tenemos que O¢Z(L)=J(L)=L2==Zsocle(L). Por
tanto S(L) es ®-libre y resoluble. Si L es del tipo (iv) y no simple, por (3.10) tenemos

que 3(L) es ®-libre y resoluble y si L es simple es inmediato. ¢

(3.16) Elementos detectables en el reticulo:

De la demostracién de (3.15) se deduce que si 3 es un reticulo ®-libre y
resoluble para el cual existe un 4lgebra de Lie L tal que 3= (L), entonces J(3) tiene un
complemento C en Socle(3). Denotamos por d Ja longitud del intervalo [J(3):1] y por ¢
la longitud del intervalo [0:C]. Observar que d-c¢ es la longitud del intervalo

[Socle(3):1]. El reticulo 3 nos permite afirmar que:
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1) SiJ(S8)=0 yd>1, entonces L es abeliana de dimensién d.
2) SiJ(3)=0 yd=1, entonces L es simple 6 L es abeliana 1-dimensional.
3) SiJ(3)20 y6[d=1 ] 6 [ d>1 yd-c=1 ], entonces S es un
E.S-reticulo. La estructura de estas dlgebras se da en (3.10).
4) Si J(8)=0, d>1 y d -c>1, entonces J(S@L)=L’. Ademis,
dimL/L*=d, dimL/Zsocle(L)=d-c y:
A) Si ¢#0, entonces C=Z (L), dimZ(L)=c y, por el teorema de
Towers, L se puede construir como extensién escindible de un espacio vectorial V por
una familia de aplicaciones singulares £ cumpliendo (1), 2) y (3) de (3.0) y dimZ>1.
B) Si ¢=0, entonces Z(L)=®(L) y no se puede detectar en el

reticulo, en general, como muestran los ejemplos (3.22), (3.23) y (3.24).

(3.17) Algebras de Lie con el mismo reticulo de ideales que una
®-libre y resoluble:

Sea L un dlgebra de Lie ®-libre y resoluble y M un dlgebra de Lie no [®D-libre
y resoluble] con el mismo reticulo de ideales que L. Entonces por (3.15) M ha de ser
como en (ii), (iii) 6 en (iv) de (3.15).

En el ejemplo (3.21), se muestra una tal dlgebra M verificando (iv).

Supongamos entonces que M es como en (ii) 6 (iii). Notemos que en ambos
€asos Zsocle(M)zMz. Luego L es tal que L2=Zsocle(L). De aquf se deduce que Z(L)=0
(ver (3.8)). Ademds, en este caso M ha de cumplir una condicién adicional. En efecto, en
el lema (3.18) se prueba que el dlgebra L posee un ideal verificando: 1°) estd contenido en
J(L), 29) estd contenido en todo ideal no contenido en Zsocle(L). Ademds es el tinico ideal
contenido en J(L) maximal respecto a la 22 condicidn.

Luego M ha de poseer un ideal cumpliendo las condiciones anteriores y
ademds debe de estar por encima de Z(M). Si M es del tipo (iii) este ideal es precisamente

Z(M) y esto nos conduce a que M/K, siendo Z(M)/K un factor principal de M, es un
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dlgebra de Heisenberg generalizada. Luego en particular dimM/M? ha de ser par (ver
[Cap.0, §2]).

Si M es del tipo (ii), el ideal anterior ha de contener al Z(M) también. Ademds,
las subdlgebras de Cartan de M han de ser como en el caso anterior. Luego dim M/M? ha

de ser par.

Consecuencia: Si M es como en (ii) 6 (iii) de (3.15) y tiene el mismo
reticulo de ideales que un dlgebra de Lie ®-libre y resoluble, entonces dimM/M? ha de ser
par y las subdlgebras de Cartan H de M han de ser tales que H/K sean dlgebras de
Heisenberg generalizadas para cualquier ideal K con Z(H)/K factor principal de H.

Encontraremos un ejemplo de una tal M en (3.22), (3.23) y (3.24).

Lema 3.18. Sea L un dlgebra de Lie ®-libre y resoluble. Entonces

ne Q\Z(L)Ll(h) donde H es una subdlgebra de Cartan de L verifica las siguientes
propiedades:
@) he H(‘?Z(L)Ll(h) es un ideal de L.

. . . 3 m
(if) Dado un ideal P no contenido en Zsocle(L), se tiene que he I (L)Ll(h)SP.

(iii) he HQZ(L)Ll(h) es el tnico ideal contenido en L? maximal respecto de la

propiedad (ii).

Demostracién. Notemos que, por (3.8), se tiene que L=L"+H y
Zsocle(L)=L7®Z(L)=L*®Z(L). Sea he H\Z(L) y L=Ly(h)+L,(h) Ila
descomposicién de Fitting de L relativa a ad_h. Como Ll(h)SL2 y L2 es abeliano,
tenemos que L;(h) es un ideal de L (ver [19]) lo que prueba (i).

Probemos ahora (ii). Sea P un ideal no contenido en Zsocle(L) y
P=P,(H)+P,(H) la descomposicién de Fitting de P relativa a adi H. Es claro que
Po(H)SLy(H)=H y P;(H)SL;(H)=L™. Por el lema (3.3) tenemos que
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Po(H)=PNH=#=0. Ahora bien, como P no estd contenido en Zsocle(L), PNH no puede
estar contenido en Z(L). Luego existe un elemento xe PA(H\Z(L)). Como [x,L]<P,
entonces Ly (x)<[x,L]<P. Por tanto HQZ(L)Ll(h)sP.

Sea ahora S<L? un elemento cumpliendo (ii). Tomamos he H\Z(L).
Tenemos que L;(h)+F(h) es un ideal de L. Efectivamente, por (3.6) dado P ideal
minimal contenido en L™ sé tiene que [P,h]=0 6 P<L,(h). Como L™<ZsocleL) y
H2=0, entonces [h,L]=[h,L°°]$L1(h) y por tanto L(h)+F(h) es ideal de L. Ahora
bien, L, (h)+F(h) no est4 contenido en Zsocle(L), luego S<[h,L]+F(h) y como s<L?

Hegamos a S<L,(h). Por tanto S< 1(h) lo que prueba (iii). ¢

)
heH\Z(L)L
Una consecuencia inmediata de (3.15), (3.16) y (3.17) es el siguiente

corolario:

Corolario 3.19. Sea L=V+ X un dlgebra de Lie cumpliendo (1), (2) y (3)
de (3.0) y dimZ>1 Sea o :3 (L)— 3 (M) un isomorfismo de reticulos de ideales.
Entonces se tiene que M=W+ X, cumpliendo (1), (2) y (3) de (3.0) en los siguientes
casos:

(i) Siparacadafe Z laaplicacién f es singular.

(ii) Siexiste fe T tal que f es no-singular y 6 bien dimZ es impar 6 bien
0= fQ}:Ll(i").

Ademds si se cumple (i) 6 (ii), entonces:

1) a(Z(L))=Z(M). En particular, dimZ(L)=dimZ(M).

2) aL})=M?ydimZ=dimX,.

3) a(QLa)=,3 Li(6). ¢



Veamos ahora que sucede si el cuerpo base F es algebraicamente cerrado. Sea
L=V+ZX un 4lgebra de Lie cumpliendo (1), (2) y (3) de (3.0) y dimZ>1. Como F es
algebraicamente cerrado, para cada fe £ tenemos que el polinomio minimo de f es
A-a(f)...(A-o (f)). Sea ahora V=V,;+...4V_ la descomposicién de V en
componentes primarias relativa a Z. Notemos que los V; son ideales de L. Es claro que £
actiia escalarmente sobre cada V; y por tanto es combinacién lineal de los endomorfismos
f1.....fy definidos por f;(V)=3;;.

De todo lo anterior se deduce que dimZ<m y que los ideales minimales de L
son 1-dimensionales. Por otro lado, si tomamos P = F(a) ideal minimal y fe X, tenemos
que f(a)=aa. Si a=0, entonces P<L(f). Si o.#0, sea ge Z. Es claro que g(a)=Ba.
La aplicacién [(B/a)f-gle Z y cumple que F(a)<Ly([(B/ax)f-g]). De aqui se deduce que
fQ}:Ll(f)zo. Ademds, se observa que cada V; cumple:

(A) Elreticulo de subespacios Z-invariantes de V; es abeliano de longitud

n;.

(B) Para cada i#j dados N;, N; subespacios X -irreducibles de L tales que

N;<V; y N;<V;, entonces el reticulo de.subespacios Z -invariantes de
N;®Njes {0,N;,N;,N;®N;].

Luego Socle(S(L)) tiene una descomposicién, Socle(S(L))=Vv...vV,,
cumpliendo (i), (ii) y (iii) de (3.11). De forma anédloga a como se ve en la demostracién
(3.10) se prueba que una tal descomposicién es tnica. De aqui se deduce que J(L)
determina: 1?) el nimero de componentes primarias de V respecto de 2 y 2%) la dimensién

de estas componentes.

Como consecuencia inmediata de (3.15), (3.19) y lo anterior, se tiene el

siguiente corolario:
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Corolario 3.20. Sean L y M dos dlgebras de Lie sobre un cuerpo
algebraicamente cerrado. Supongamos que L=V, + X, verificando (1), (2) y (3) de (3.0)
yque dim3;>1. Sea a:3(L)— 3 (M) un isomorfismo de reticulos de ideales. Entonces
M=V,+ Z, cumple (1), 2) y (3) de (3.0), dimZ,=dimZX, y ademis:

@ al?=M%

(i) a(ZL))=Z(M). En particular dimZ(L)=dimZ(M).

@(iii) El nimero y las dimensiones de las componentes primarias de V,
respecto de 2, y de V, respecto de Z, coinciden.

(iv) dimL/L?=dimM/M?y dimL2=dimM?. En particular se tiene que
dimL=dimM. ¢

El corolario (3.20) apunta hacia la posibilidad de que L y M puedan ser
isomorfas. Esto no es cierto como prueba el ejemplo (3.25). Ademds, en cuerpos no
algebraicamente cerrados si dos 4lgebras de Lie ®-libres y resolubles con
dimL/Zsocle(L)2 1 tienen el mismo reticulo de ideales, las dlgebras no tienen, en general,

la misma dimensién como prueba el ejemplo (3.26).
SECCION 42 Ejemplos

Ejemplo 3.21. L ®-libre y resoluble y M como en (3.15)(iv) tal que
S(L)=3(M).

Sea L=V+(f) donde f es una transformacién ciclica, semisimple y no
singular con n divisores elementales.

SeaM=W+S donde S un dlgebra de Lie simple y W es un S-mddulo tal que
la descomposicién de W en S-médulos irreducibles, W=W;+...+W_, cumple que para
cada i=1,...,n los W, tienen dimensién mayor que 1 y son no isomorfos dos a dos.

Es inmediato probar que 3(L) y 3(M) son isomorfos. ¢
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Ejemplo 3.22. L @-libre y resoluble y M como en (3.15)(iii) tal que
S(L)=3(M).

Sea F=R. Consideramos el 4lgebra de Lie 4-dimensional L con base
{e;,e,,f,g} ytabla de productos no nulos
[e,.f]=¢, ler.fl=e,  [ey,gl=ey [eg,8]=-€1-€;
Notemos que L=V+ X siendo v=R? yZ= R (f,g). Elreticulo de ideales de L es

L
’

L’=L"=R(e,,e;)

0

donde el intervalo [L2:L] de 3(L) es isomorfo al reticulo de subespacios vectoriales de
R
Sea M el dlgebra de Heisenberg 3-dimensional real. Entonces M tiene una
base {a;,f;,z} con la siguiente tabla de productos no nulos
[a;,f]=z
Notemos que M es como en (3.15)(iii). El reticulo de ideales de M es

M

iM2=IR(z)
0

donde el intervalo [M2 :M] de (M) es isomorfo al reticulo de subespacios vectoriales de
R

Es inmediato que 3(L) y 3(M) son isomorfos. Notemos ademds que M es
nilpotente y L es no nilpotente. Luego la nilpotencia no se conserva por isomorfismos de
reticulos de ideales. Probaremos mds adelante que esto solamente ocurre en el caso de

dlgebras de Lie nilpotentes M tales que dimM/M? sea par. ¢
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Ejemplo 3.23. L @-libre y resoluble y M como en (3.15)(ii) tal que
3(L)=3(M).

Sea F=R. Consideramos el 4lgebra de Lie 6-dimensional L con base
{e1,e5,€3,€4,f, 8] ytabla de productos no nulos
le).fl=e; [en.fl=-e, [e5,fl=es-eq  [eqfl=estes
[e1.g]=¢;-¢e, [e1,8]=e;+€, les.gl=es [e4,8]=-€3
Notemos que L=V+ X siendo v=R* y 2=R (f, g). El reticulo de ideales de L es

L
’

R(e;,e,) <> R(es,e4)

0

donde el intervalo [L2 :L] de S(L) es isomorfo al reticulo de subespacios vectoriales de
R>.

Sea ahora M el dlgebra de Lie 5-dimensional con base {e;,¢e5,f,g,h} ytabla
de productos no nulos

le1.fl=e;  [ez,f]=-¢; le1,8]=¢1-¢5 lez.gl=e1+e;  [f.gl=h
Notemos que M=M"4+H siendo M°°=IR(cl ,t=,2)E]R2 y H=R (f,g,h) el dlgebra de
Heisenberg 3-dimensional. Ademds
H2=R (h)=Z(M)=0(M) y ZsocleM)=M?=R e, &5, h)=M" ©H>

Luego M es como en (3.15)(ii). El reticulo de ideales de M es

M

.
-
.
H

R(e;,eq,h)=M>
M7=R (e;,¢,) <> R (h)

0
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donde el intervalo [M2 :M] de 3(M) es isomorfo al reticulo de subespacios vectoriales de
R2

Es inmediato que 3(L) y 3(M) son isomorfos. Notemos ademds que
®(L)=0 y que ® (M)=Z(M)=0. Luego el ideal de Frattini no se conserva por

isomorfismos de reticulos de ideales. ¢

Ejemplo 3.24. L ®-libre y resoluble y M como en (3.15)(iii) tal que
3(L)=3(M).

Sea F=Q. Consideramos el dlgebra de Lie 12-dimensional L con base

{e;,e;,€3,€4,65,64,€7,¢5,f1,f,,f3,f4) vy tabla de productos no nulos

(e, f1]=ey [ea.fr]l=e;  [es.f)]=¢e3 [eq.T1]=¢4
[es.f1]=es5 [es.f1]1=e6 [e7,f1]=¢; leg.f)]=es
[e1.f2]=¢; [e2.f2]=e3 [e3.fr]=¢4 [eq.f2]=-€;
[es,fa)=¢eg les.fa)=eq les.fy]=eg leg,fa]=-e5
[e;,f3]=e;3 [ez,f3]=¢4 [es.f3]=-¢; [es,f3]=-¢,
[es.f3]=¢ (e, f3]=¢g [e7,f3]=-e5s  [eg,fz]=-€
[e1,.f4]=¢e4 [es,f4]=-¢€, [e3,fq]=-¢€, [eq,f4]=-¢;5
[es,fs]=¢q [es fal=-es  [eq,f4]=-e6  [eg,f4]=-¢€7

Notemos que L=V+3 siendo V=Q®y =Q(f;,f,,f3,f4). Ademds, f3=(f,)% y
fi=( f2)3. Luego los elementos de Z son polinomiales en f; y por tanto se tiene que P es
2 -irreducible si y s6lo si P es fy-irreducible. Ademds, las transformaciones de = son
isomorfismos. Luego para todo P ideal de L se tiene que 6 bien L2<P 6 bien P<L2,

Entonces el reticulo de ideales de L es

L
’

» L2=L™=Q(e;: 1 Si<8)

b
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donde el intervalo [0 :L2] de 3(L) es isomorfo al reticulo de subespacios vectoriales de
Q2 y el intervalo [L2 :L] de 3(L) es isomorfo al reticulo de subespacios vectoriales de
Q*.

Sea ahora M el dlgebra de Lie 6-dimensional con base {a;,f;,a,,f5,21,2,}
y tabla de productos no nulos

[a;,f1]1=2; [a;,f]l=z,  [f;,a,]1=2, [a,,f5]1=2,

Notemos que M es como en (3. 15)(iii). Es una simple comprobacién que para
cada ideal P de M se tiene que 6 bien M2 <P 6 bien P<M?. Entonces el reticulo de ideales
deMes

M
’

;‘ M2=Q (Zl ’ 22)
0
donde el intervalo [O:Mz] de 3(M) es isomorfo al reticulo de subespacios vectoriales de
Q2 y el intervalo [M2 :M] de 3(M) es isomorfo al reticulo de subespacios vectoriales de
Q4
Es inmediato que 3(L) y 3(M) son isomorfos. ¢

Ejemplo 3.25. Ly M dlgebras de Lie sobre un cuerpo algebraicamente

cerrado, ®-libres, resolubles, dimLiZsocle(L)> 1, no isomorfas y tales que 3(L)=3(M).

Sea F=C. Consideramos el dlgebra de Lie 5-dimensional L con base
{e1,e,,e3,f;,f5} y tablade productos no nulos
[er,.f1]l=¢4 [es,f1]=¢5 [es,f;]=e3
[e;.fr]l=¢, [e;.fr]=2e, [es,fy]=3e,
Notemos que L=V+ X siendo v=C’ y 2=C(f;,f,). Losideales de L son:
1) 1-dimensionales: C(e;), T(ez), C(es)
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2) 2-dimensionales: C(e;,¢e,), C(e;,e3), T(ey,€3)
3) 3-dimensionales: € (e, e,,-3f;+f5), T(e;,e3,-2f;+f,)
C(e,.e3,f-f5), T(eq,€0,€3)
4) El resto de los ideales son maximales y por tanto contienen a
C(eq,eq,83 )=L2. Elintervalo [L2:L] es adems abeliano de longitud 2.
Sea ahora el élgébra de Lie 5-dimensional M con base {a;,23;,33,81,82} ¥
tabla de productos no nulos
(a;,g,]=0 (a2.8,])=12, (a3,811=22,
[a1,82]=22a;  [aj5,8,]=22; [a3,g;]=2;
Notemos que M=W+ Z | siendo w=3 y 2,=C(gy,g,). Losideales de M son:
1) 1-dimensionales: C(a;), C(a;), T (a3)
2) 2-dimensionales: € (a;,a,;), C(a;,a3), C(a,,a3)
3) 3-dimensionales: € (ay,a;,8,-28,), C(a;,a3,-2g;+87)
C(az,a3,g;), C(a;,a,5,a3)
4) El resto de los ideales son maximales y por tanto contienen a
C(a;,ay, a3)=L2. Elintervalo [LZ:L] es ademds abeliano de longitud 2.
Claramente 3(L) y 3(M) son isomorfos y L no es isomorfa con M ya que

2122, ¢

Ejemplo 3.26. L y M dligebras de Lie ®-libres, resolubles, tales que
S(L)=3 M)y dimL=dimM.

Sea F=Q. Consideramos el dlgebra de Lie 6-dimensional L con base
{e1,e5,e3,e4,f1,f, ) ytabla de productos no nulos

[e;.fi]=¢4 [e;.f1]=¢e, [es,.f1]=¢; [e4.f1]=¢4

[e;,fr]=¢e, [eq,fr]=¢3 [es,fa]=ey [eq,fr]=-€;

Notemos que L=V+ X siendo v=@* y £=Q(f,,f,). Elreticulo de ideales de L es
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L

’
’IL2=L°°=Q(e1,ez,e3,e4)
0

donde el intervalo [L2 :L] de S(L) es isomorfo al reticulo de subespacios vectoriales de
Q.
Sea ahora M el dlgebra de Lie 4-dimensional con base {aj,a,,f1,f2}) y
tabla de productos no nulos
[a;,f1]=a; [ay,fi]=2, [a;,fy]=a, [ag,f5]=-2;
Notemos que M=W 4 Z | siendo W=Q? y T=Q(f 1-f2). Elreticulo de ideales de M es
M

®
‘I M?*=M"=Q(a, ,a,)
0

donde el intervalo [M2 :M] de S(M) es isomorfo al reticulo de subespacios vectoriales de
Qz

Claramente 3(L) y 3(M) son isomorfos y dimL=63dim M=4. Notemos
que las dimensiones de las componentes primarias tampoco Sse conservan

(dimV=4dimW=2). ¢
§4. Reticulos de ideales de dlgebras de Lie resolubles y nilpotentes

El objetivo de este parrafo es probar que la resolubilidad estd determinada por
el reticulo de ideales excepto en el caso de que el reticulo tenga un solo co-dtomo (ver
(3.21)). Ademds se da un resumen de los principales resultados obtenidos para reticulos

de ideales de 4lgebras de Lie nilpotentes que aparecerdn en [7].
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A) Resolubilidad

Sea entonces L un dlgebra de Lie resoluble. Denotamos por J(L) el radical de
Jacobson de L. Por la seccién 3 de [25], es claro que J (L)=L2. De aqui se deduce que
S(@L/I(L)) es un reticulo abeliano de longitud n=dimL/L’. Veamos que esta propiedad

determina las dlgebras de Lie resolubles tales que dimL/J(L)>1.

Teorema 4.1. SeaL un 4lgebra de Lie. Supongamos que 3(L) tiene mds de
un co-dtomo. Entonces el intervalo [J(3(L)):1] de I(L) es abeliano si y sélo si L es

resoluble. Ademds se tiene que dimIJL2 es precisamente la longitud de [J(S(L)):1].

Demostracion. Como 3(L) tiene mds de un co-dtomo, [J(3(L)):1] es abeliano
de longitud n>1. Entonces, aplicando (1.2), tenemos que L/J(L) es abeliana
n-dimensional y por tanto resoluble ya que J(L) es nilpotente (ver [25], seccién 3).

El reciproco es inmediato por la observacién al comienzo de pérrafo. 4

Luego la resolubilidad estd determinada por el reticulo de ideales excepto en el
caso de que el reticulo tenga un solo co-dtomo. Ademds, los resultados de los parrafos 1 y

3 nos permiten afirmar:

Teorema 4.2. SeaL un dlgebra de Lie. Supongamos que 3(L) tiene mds de
un co-4tomo y que el intervalo [J(3(L)):1] de S(L) es abeliano de longitud impar. Sea
o.: 3 (L)— 3 (M) un isomorfismo de reticulos de ideales. Entonces:

G) a(LH)=M?y dimL/L>=dimM/M>

(i) a(P@L)=PM)
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Demostracién. Por el teorema (4.1), L y M son resolubles. La afirmacién (i)
se deduce de (1.2) y (1.4). Veamos ahora (ii). Sea ® (L) el ideal de Frattini de L. Por el
corolario (7.7) de [34], se tiene que CD(L)SLz. Entonces, el 4dlgebra de Lie L/® (L) es
®-libre y resoluble. Ademds, dim[(L/® (L))/(L/ (L))2]=dim(L/Lz) es impar. Aplicando
ahora (3.15) y (3.19) tenemos que M/ (P (L)) es d-libre y resoluble. Luego por el
corolario (4.4) de [34], tencﬁlos que M) (P (L)). Cambiando ahora los papeles de L
y M llegamos a que <I)(L)SOL_l (@ (M)) lo que prueba el resultado. ¢

Si el cuerpo base F es algebraicamente cerrado conseguimos:

Teorema 4.3. Sean L y M dlgebras de Lie sobre un cuerpo algebraicamente
cerrado. Supongamos que 3 (L) tiene més de un co-dtomo y que el intervalo [J(3(L)):1]
de 3 (L) es abeliano. Sea a:3(@L)— I (M) un isomorfismo de reticulos de ideales.
Entonces:

) o(LH=M?y dimL/L*=dimM/M?>

@) o (PL)=dM)

Demostracion. Andloga a (4.2) haciendo uso de (3.15) y (3.20). ¢
B) Nilpotencia

Corolario 4.4. Sea S el reticulo de ideales de un dlgebra de Lie nilpotente.
Entonces toda 4lgebra de Lie cuyo reticulo sea 3 ha de ser nilpotente en los siguientes
casos:

() Sielintervalo [J(3):1] de 3 esde longitud impar mayor que 1.

(i) Si el reticulo S tiene al menos un 4tomo y el cuerpo es algebraicamente

cerrado. ¢
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Por tanto, la clase de las dlgebras de Lie nilpotentes es cerrada por
isomorfismos de reticulos de ideales en los siguientes casos:
@ Si dimL/L2>1 y el cuerpo es algebraicamente cerrado.

(i) Si dimL/L? es impar y mayor que 1.

Ademds, también han sido estudiadas las siguientes cuestiones:

1) Estructura de un dlgebra de Lie M no nilpotente con el mismo
reticulo de ideales que algiin dlgebra de Lie L nilpotente. En el caso de orden
de nilpotencia 2, se han obtenido condiciones necesarias y suficientes para que L y M
tenga reticulos isomorfos. Ademds, en el cuerpo real y orden de nilpotencia 2, el
problema ha sido resuelto: M ha de ser el dlgebra de Lie 4-dimensional con base
{a,b,e,f) ytabla de productos

[a,b]=0; [a,e]=a; [a,f]=b; [b,e]=b; [b,f]=-a
y L es el dlgebra de Heisenberg 3-dimensional.
En el caso general, se han obtenido condiciones necesarias sobre la estructura

de M.

2) Elementos que se conservan por isomorfismos de reticulos de
ideales entre dlgebras de Lie nilpotentes. Se ha probado que el reticulo de ideales
de un 4lgebra de Lie nilpotente L determina la clase de nilpotencia de L, las dimensiones
de los factores de las series centrales ascendente y descendente y en particular, la
dimensi6n de L. Pero el reticulo de un 4lgebra nilpotente no determina el 4l gebra ya que se
han encontrado ejemplos de dlgebras de Lie nilpotentes no isomorfas con el mismo

reticulo de ideales.



CAPITULO II

ALGEBRAS DE LIE CON RETICULO DE IDEALES
COMPLEMENTADO O LINEAL

En este capitulo elegimos dos tipos especiales de reticulos: los
complementados y los lineales. Nuestro objetivo es determinar las dlgebras de Lie cuyo

reticulo de ideales sea complementado 6 lineal.

En el parrafo 1, probamos que las dlgebras de Lie con reticulo de ideales
complementado son precisamente las sumas directas de una semisimple y una abeliana.
Determinamos también las dlgebras de Lie con reticulo complementado y
distributivo que son las semisimples y las sumas directas de una semisimple y una
abeliana 1-dimensional.

En el pérrafo 2 encontramos condiciones necesarias y suficientes para que un
dlgebra de Lie L tenga reticulo de ideales lineal. La determinacién completa de la
estructura de L se obtiene en los siguientes casos:

1) Reticulos de longitud 1: L ha de ser 6 abeliana 1-dimensional 6 simple.

2) Reticulos de longitud 2: L ha de ser 6 extension escindible de un dlgebra
de Lie simple por un médulo irreducible y fiel 6 extensién escindible de un espacio
vectorial por una transformacién ciclica y no singular de polinomio minimo un
irreducible.

3) L resoluble y Nil(L) abeliano.

4) L superresoluble. Notemos que, en particular, se clasifican las dlgebras

de Lie resolubles con reticulo lineal en cuerpos algebraicamente cerrados.

55
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5) L resoluble y real, con Nil(L)z#bO y con reticulo de longitud 3.

6) L noresoluble con reticulo de longitud 3 y centro no trivial.

§1. Reticulos de ideales complementados

Un 4lgebra de Lie L se dice reductiva si su representacién adjunta es
semisimple. En cuerpos de caracteristica cero esto es equivalente a que L sea suma directa
de un 4lgebra de Lie semisimple S y una abeliana A. El centro de L es precisamente el
ideal A y se cumple la siguiente propiedad relativa al reticulo de sus ideales: para cada
ideal P de L existe un otro ideal Q tal que L=P® Q. Es decir que todo ideal de L tiene un

complemento. Veamos que esta propiedad determina a las dlgebras de Lie reductivas.

Teorema 1.1. Sea L un dlgebra de Lie. Entonces, 3 (L) es

complementado si y sélo si L es reductiva.

Demostracién. Sea L tal que 3(L) es complementado. Entonces
L=Zsocle(L)®S para algiin ideal S de L. Para ver que L es reductiva basta con probar
que Zsocle(L)=Rad(L). Se tiene que

Rad(L)=Zsocle(L)® (Rad(L)NS)
Sea N un ideal minimal de Rad(L)NS. Entonces NSRad(L)NS NZsocle(L)=0. Luego
Rad(L)NS =0 y por tanto Zsocle(L)=Rad(L).

El reciproco es inmediato por la observacién del comienzo del parrafo. ¢

El teorema (1.1) prueba que las 4lgebras de Lie reductivas estdn determinadas
por su reticulo de ideales. Este tipo de 4lgebras se construyen mediante dos importantes

clases de dlgebras de Lie: las abelianas y las semisimples. Los reticulos de ideales de las
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primeras ya fueron estudiados en el Capitulo 1. Veamos ahora que se puede decir sobre el

reticulo de las semisimples.

Definicién 1.2. Se dice que un reticulo 3 es distributivo si cada terna A,
By Cde elementos de 3 cumple la siguiente identidad:

(AVB)A(BVC)A(CVA)=(AAB)V(BAC)V(CAA)  (1.3)

Ayudindonos del siguiente lema probaremos que el reticulo de ideales de un

dlgebra de Lie semisimple es distributivo.

Lema 1.4.(Ore [26]) Sea L un dlgebra de Lie y A, B y C ideales de L.
Entonces
(A+B)N(B+C)N(C+A)=AN(B+C)+BN(C+A)+BNC+CNA
(ANB)+(BNC)+(CNA)=(A+(BNC))N(B+C)N(B+(CNA))N(C+A). ¢

Proposicién 1.5. Sea L un édlgebra de Lie semisimple. Entonces 3(L) es

distributivo.

Demostracién. Hay que probar que dados A, B y C ideales de L se cumple
(1.3). Para ello basta con ver que
((A+B)N(B+C)N(C+A))/((ANB)+(BNC)+(CNA))
es abeliano ya que entonces
((A+B)N(B+C)N(C+A)*S(ANB)+(BNC)+(CNA)
y como L es semisimple en un cuerpo de caracteristica cero, tenemos que
((A+B)N(B+C)N(C+A))’=(A+B)N(B+C)N(C+A)
De aquf la igualdad (1.3) se deduce de forma inmediata.
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Probemos entonces la afirmacién inicial. Denotamos por
T(A)=(AN(B+C))+BNC; T(B)=(BN(A+C))+ANC; T(C)=(CN(B+A))+BNA.
Es claro que

T(A)=(A+(BNC))N(B+C)
T(B)=(B+(ANC))N(A+C)
“T(C)=(C+(BNA))N(B+A)

Aplicando ahora el lema de Ore se tiene que
T(A)+T(B)=T(B)+T(C)=T(C)+T(A)=U
T(A)NT(B)=T(B)NT(C)=T(C)NT(A)=V

Por tanto

(TANVHTB)V)=(TBYV)+(TC)V)=(TIC)/V)+(TA)V)=U/N

(TAYVINTBYV)=(TB)VINT(CYV)=(T(CY/V)N(T(A)V)=0
Luego T(A)/V,T(B)/V<SZ(U/V) y de aqui se deduce que U/V es abeliano. Por tanto
((A+B)N(B+C)N(C+AN/(ANB)+(BNC)+(CNA)) es abeliano. ¢

Notemos que entonces el reticulo de ideales de un dlgebra de Lie semisimple
es complementado y distributivo. Ahora bien, no son las unicas dlgebras de Lie cuyo
reticulo de ideales cumple las dos anteriores propiedades como prueba el siguiente

resultado:

Proposicion 1.6. Sea L un dlgebra de Lie reductiva tal que dimZ(L)=1.

Entonces S(L) es distributivo.

Demostracién. Notemos que L=F(z)®S donde S es un dlgebra semisimple.
Es claro que dado P ideal de L 6 bien F(z)<P 6 bien P<S. Sean entonces A, By C
ideales de L. Veamos que cumplen (1.3). Supongamos que

F(z)S(A+B)N(B+C)N(C+A). Entonces (A+B)N(B+C)N(C+A)=F(z)®P.
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Luego P es un ideal semisimple de L. En la demostracién de (1.5) se prueba que
((A+B)N(B+C)N(C+AN/((ANB)+(BNC)+(CNA)) es abeliano. Luego
P=((A+B)m(B+C)m(C+A))2.<_(AmB)+(Bij+(CmA)
Por otro lado como F(z)S(A+B), F(z)S(B+C) y F(z)S(C+A),
entonces F(z)<A 6 F(z)<B, F(z)<B 6 F(z)SC y F(z)<C 6 F(z)<A. De aqui se
deduce que F(z)<(ANB) 6 F(z)<(BNC) 6 F(z)S(CNA) y por tanto (1.3) es cierta.

En otro caso el resultado se sigue de (1.5). ¢
Entonces haciendo uso de (1.5) y (1.6) se tiene el siguiente resultado:

Teorema 1.7. Sea L un 4dlgebra de Lie. Entonces 3 (L) es

complementado y distributivo si y slo si L es reductiva y dimZ(L)<1.

Demostracidn. Supongamos en primer lugar que 3(L) es complementado y
distributivo. Entonces L es reductiva por (1.1). Si 2<dimZ(L), sean a,be Z(L) tales que
{a,b]} esuna familia linealmente independiente. Se tiene que F(a+b) es un ideal de L que
verifica: F(a+b)®F(a)=F(a+b)®F(b)=F(a)®@F(b). Es claro que los ideales
F(a+b), F(a) y F(b) no cumplen (1.3) lo cual es una contradicion. Luego dimZ(L)<1.

El reciproco es inmediato por (1.5) y (1.6). ¢
§2. Reticulos de ideales lineales

El objetivo del presente parrafo es la determinacién de las dlgebras de Lie
cuyo reticulo de ideales sea el reticulo distributivo mds simple: el retfculo lineal (un
reticulo 8 se dice lineal si para cada par de elementos P,Qe S se tiene que 6 bien P<Q
6 bien Q<P). Numerosos ejemplos de dlgebras de Lie con reticulo lineal pueden

encontrarse entre las dlgebras de Lie no nilpotentes tales que toda subdlgebra propia es



nilpotente. Este tipo de dlgebras han sido estudiadas en varios articulos por autores
distintos: Towers [35] (1980), Stitzinger [32] (1971) y Gein y Kuznecov [10] (1972)
entre otros. En [35], Towers demuestra que este tipo de dlgebras han de construirse como
extensién escindible de un dlgebra de Lie nilpotente N por una derivacién D tal que la
accién de D sobre N/N es ciclica con polinomio minimo un irreducible y D ha de actuar
nilpotentemente sobre N2, Aaemés se tiene N3=0 (Stitzinger [32] y Elduque-Varea [9]).
Towers prueba que NZ=0 si dimN/N? es impar y en algunos casos de dimN/N2 par (ver
[35]) y clasifica este tipo de dlgebras sobre el cuerpo real dejando abierto el problema de la
determinacién en el caso general. Hemos observado que en el caso de cuerpo real y en €l
caso de que N2=O, este tipo de dlgebras tienen reticulo de ideales lineal.

El presente pédrrafo estd dividido en cuatro secciones. En la primera se
determinan las dlgebras de Lie resolubles con reticulo lineal tales que L? es abeliano y, €n
el caso general, se obtienen condiciones necesarias y suficientes para que un 4dlgebra de
Lie resoluble tenga reticulo de ideales lineal. En la segunda seccién se obtiene la
clasificacién de las dlgebras de Lie superresolubles y con reticulo lineal. La tercera estudia
las dlgebras de Lie reales y no superresolubles tales que Nil(L)3=O y S(L) lineal. Como
caso particular, se obtiene la clasificacién de las dlgebras reales con reticulo de longitud 3.
La vltima seccién estd dedicada al caso no resoluble. Se obtienen condiciones necesarias y
suficientes para que un dlgebra de Lie no resoluble tenga reticulo lineal y se estudian

algunos casos particulares.

Sea L un dlgebra de Lie arbitraria con reticulo de ideales lineal. Si L es
resoluble, como estamos trabajando en cuerpos de caracteristica cero, L2 es nilpotente
(ver [19] corolario 1, p.51). Por otro lado, como S(L/Lz) es lineal, resulta inmediato que
dimL/L2=1. Luego L=N £(x) & bien L es I-dimensional.

Si L es no resoluble, por la descomposicién de Levi sabemos que

L=Rad(L)+S donde S es una subdlgebra semisimple y como S(L/Rad(L)) es lineal, S ha
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de ser simple. Luego Rad(L) es el tinico ideal maximal de L y por tanto es el Radical de
Jacobson de L. Aplicando ahora el corolario 1 de la seccién 3 de [25] llegamos a
Rad(L)=Nil(L). Por tanto L se construye como suma semidirecta de un dlgebra de Lie

nilpotente N y un 4lgebra simple S, es decir, L=N «S.

SECCION 1% Resultados generales sobre dlgebras de Lie

resolubles con reticulo de ideales lineal

. 2 . .
Comenzamos analizando el caso L° abeliano, para lo cual precisamos el

siguiente lema conocido del dlgebra lineal:

Lema 2.1. Sea V un espacio vectorial y fe End(V). El reticulo de
subespacios f-invariantes de V es lineal si y sélo si f es una transformacién ciclica con

polinomio minimo una potencia de primo.

Demostracion. SeaV={v,}+{v,}+...+{v,} una descomposicién de V en
subespacios ciclicos relativos a los divisores elementales de f. Supongamos que el reticulo
de subespacios f-invariantes de V es lineal, entonces V={v;} es ciclico y el polinomio
minimo de f es una potencia de primo.

El reciproco es inmediato. ¢

Consideremos ahora el dlgebra de Lie construida de forma natural como suma

semidirecta de un espacio vectorial V y de una transformacién lineal f sobre V. Entonces:

Teorema 2.2. El dlgebra de Lie L=V+(f) tiene reticulo de ideales lineal si
y sélo si f es una transformacién ciclica no singular con polinomio minimo una potencia

de primo.
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Demostracién. Notemos que los subespacios f-invariantes de V son ideales de
Ly que LZ=f(V)<V.

Supongamos en primer lugar que el reticulo de ideales de L es lineal.
Teniendo en cuenta la observacidn inicial y el lema (2.1), f ha de ser una transformacién
ciclica con polinomio minimo una potencia de primo. Adem4s, como dimL/L2=1, se tiene
que 12=v y por tanto f ha de ser no singular.

Ahora probaremos el rccfpro’co. Por ser f no singular se tiene que
L2=f (V)=V. Luego todo ideal propio de L ésté contenido en V. Aplicando ahora el lema

(2.1) el resultado se sigue de forma inmediata. ¢

Corolario 2.3. Sea L un dlgebra de Lie de dimensién mayor que uno tal
que L? es abeliano. Entonces (L) es lineal si y sblo si L es una suma semidirecta de
un espacio vectorial V y de una transformacién lineal f sobre V ciclica y no singular con

polinomio minimo una potencia de primo. ¢

El corolario anterior clasifica las dlgebras de Lie con reticulo lineal tales que
1.2 es abeliano. En el caso general, hemos obtenido la siguiente condicién necesaria y

suficiente:

Teorema 2.4. Sea L un dlgebra de Lie resoluble. Entonces 3(L) es lineal
si y sélo si L es una extensién escindible de un dlgebra de Lie nilpotente N por una
derivacién D sobre N tal que para todo ideal K de N que sea D-invariante, la
transformacién Dy, inducida por D sobre Z(N/K), es ciclica con polinomio minimo una

potencia de primo y ademds Dy es no singular.

Demostracion. Supongamos que 3(L) es lineal. Por las observaciones al

comienzo del pdrrafo, tenemos que L=Nil(L)+ (x) Llamaremos N=Nil(L) y D=adx.
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Notemos que para probar el resultado es suficiente con ver que D actia ciclicamente con
polinomio minimo una potencia de primo sobre Z(N). Como todo subespacio
D-invariante de Z(N) es un ideal de L, el resultado se sigue de forma inmediata del lema
(2.1). Por otro lado S(L/N2) es lineal, luego la accién de D sobre N/N2 ha de ser no
singular por el corolario (2.3).

Ahora probaremos el reciproco. Notemos que al ser Dy2 no singular,
Nil(L)=N=L2. Luego N es el Radical de Jacobson de L y por tanto el tnico ideal
maximal de L (ver [25]). Para comprobar que 3(L) es lineal, bastard con demostrar que
para todo ideal K de L, el 4lgebra de Lie L/K solamente posee un ideal minimal. Por la
observacién inicial K<N. Podemos suponer sin pérdida de generalidad K=0. Como todo
ideal de L tiene interseccidn no trivial con el centro de Nil(L) (ver [31]), entonces los
ideales minimales de L son los subespacios D-irreducibles de Z(N). Por hipétesis D es
ciclica con polinomio minimo una potencia de primo sobre Z(N), luego Z(N) solamente

tiene un subespacio D-irreducible. ¢

Corolario 2.5. Sea L=Nil(L)+(x). Si 3(L) es lineal entonces las

1 son ciclicas

transformaciones inducidas por ad_x sobre los cocientes Nil(L)'/Nil(L)
con polinomio minimo una potencia de primo siendo ademds la accién de adpx sobre

Nil(L)/Nil(L)? no singular.

Demostracién. Como Nil(L)'/Nil(L)*1<Z(Nil(L)/Nil(L)™*") el resultado se

sigue de forma inmediata del teorema (2.4). ¢

Supongamos ahora que L=Nil(L)+ (x) tiene reticulo de ideales lineal. Sea
% el polinomio minimo de la transformaci6n inducida por adg.x sobre Nil(L)/Nil(L)™".
Si imponemos la condicién de que 7;#7; para todo i=j, entonces Nil(L) ha de ser tal que

su serie central ascendente (s.c.a.) coincida con su serie central descendente (s.c.d.).
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Ademis, las componentes primarias de Nil(L) relativas a ad_x determinan los cocientes
Nil(L)i/NiI(L)M. Luego esta condicién adicional sobre la accién de adpx proporciona
algo m4s de informacién sobre la estructura del nilradical de L.

Por otro lado, probaremos que si m; se escinde, entonces n;#7; para todo
i=j. Por tanto sobre cuerpos algebraicamente cerrados esta condicion se verifica siempre.

Probaremos también que sobre el cuerpo de los nimeros reales T #7 ;.

Teorema 2.6. Sea L=Nil(L)+(x) tal que ad_x actia ciclicamente sobre
Nil(L)i/NiI(L)M con polinomio minimo Tcini y m;€ Ir(F) siendo ademds la accién de
adp x sobre I\Iil(L)/Nil(L)2 no singular. Supongamos que m;# 7 ; para todo i#j. Entonces
S(L) es lineal si y s6lo si Nil(L),[MS[Nil(L), Ker m;(ad; x)] parai>1 donde Nil(L)7ti+1

son las componentes primarias de Nil(L) relativas a ad x.

Demostracién. Supongamos primeramente que 3(L) es lineal. Denotamos por
N=Nil(L). Es claro que N=N,II~S-N,;24}...4NM donde Ny, son las componentes
primarias de N relativas a ad; x. Como para cada i1 N' es ad x-invariante y adp x actiia
sobre N con polinomio caracterfstico n?i~ ....-'rcik , se tiene que Ni=Nni-i- oot Ny, ¥
por tanto [Kc:rni.l(ad;,x),N]S[Ni'l ,N]=Ni. Veamos que para todo i22
Nnis[Kerni_l(ade),N]. Sea P=N'"*'+[Kern; (ad x),N]+Kern; ,(ad_x). Es una
comprobacién inmediata que [Kerm; y(adLx), N} y Kerm; (adLx) son adp x-invariantes,
entonces [P,x]<P. Por otro lado

[P,N]S[Nm,N]+[[Kcrni_l(ade),N]N]+[Kcr1ti_1(ade),N]SP
Entonces P es un ideal de L. Pero PEN ya que Kerm; ;(adpx) £N'. Como 3(@L) es
lineal, N'<P. Entonces NniSP- Adem4s, al ser [Kerm;(ad_x),N] subespacio
adp x-invariante de N' se tiene Ia siguiente descomposicion

[Kerm; (ad x),N]=[Kerm; ;(adLx) ,N]mNni-i ...+ [Kerm; (adLx), NJON g,
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Luego P=Kern; (adLx)+[Kern; (adx),N]JNNy + Ng,,,+.+Ng, es la
descomposicién en componentes primarias de P. Como Np. <P se tiene que
Np <[Kerm; (ad_x), N].

Ahora probaremos el reciproco. Como adp x actia ciclicamente con polinomio
minimo una potencia de primo sobre cada cociente Nil(L)i/Nil(L)i+1 tenemos que, por el
lema (2.1), basta probar 'due para cada P ideal propio de L existe i21 tal que
Nil(L)"*'<P<NiL(L). Claramente NiL(L)=L?, luego Nil(L) es el Radical de Jacobson
de L (ver [25]). Por tanto Nil(L) es el tinico ideal maximal de L. Sea P un ideal propio de
L. Como P es un subespacio adpx-invariante de Nil(L) se tiene que
P=P(‘\Ni1(L)nl+ ot PmNil(L)nk. Por ser P#0, entonces PmNil(L),tj:EO para algiin
1<j<k. Llamaremos i al menor indice entre 1 y k tal que PnNil(L)nj#:O. Luego
P=PmNil(L)ni-i-Pr\Nil(L)nm%...-iPnNi I(L)g . Como PANil(L) g, es
adp x-invariante y los dnicos subespacios adp x -invariantes de Nil(L)x, son

0<Kern;(adix)<Ker(n;)* (ad x)<...<Ker(n;)"i (adLx)=NillL)y,

Entonces

tenemos que Pr\Ni](L)ni=Kcr(7ti)j(ade) para algin 1<j<n;.

Kermn;(adpx)<P y por tanto
Nil(L)ni+1S[Kerni(ade), N]1<[P,N]1<P
Luego P=Nil(L),tk-i— cee -i—Nil(L)nm-i— Kernij (ad_x) con 1<j<n;. Por otro lado
.k
Nil(Ly=F Nil(L)g,
i=j

y por tanto tenemos que Nil(L)MSPSNil(L)i como queriamos probar. ¢
Corolario 2.7. SiL estd en las condiciones del teorema (2.6) y S(L) es

lineal, entonces

Nil(L)n-j+l <[Kerm;(adLx), Nil(L)nl] para todo 1<i<k-1.

Demostracidn. Sea Nil(’L),ti+1 tal que 1<i<k-1. Por el teorema (2.6) tenemos

que
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k
NilL)r,,, SINlL), Kermy(adux)]=, [Kern(ad,x), NiltLy ]
j=1

Como Nil(L)i-—"Nil(L)nj-'k. .+ Nil(L),tk entonces para cada j22 es claro que
[Kern (adyx), Nil(L)y 1S [Kern(adLx) [NiL(L), Nil (L)}

[Nil(L)[Kern;(ad x), Nil(L)]J+[Nil(L)[Nil(L), Kerr;(ad; x)]1<

[Nil(L)[Nil(L)}, Nil(L)]+[Nil(L)[Nil(L), Nil(L)}]]sNil(L)**?
Por tanto

Nil(L)y,, <[Kerm;(adyx), Nil(L)g, 1+ Nil(L)*>
Ademids P=[Ker1ri(ade),Nil(L)nl] es un subespacio adp x-invariante de Nil(L)M,
entonces P=P(‘\I\}’iI(L)ni+1 ... -i-PnNil(L)nk. Por tanto
Nil(L)g,,, SPANil(L)g, +Nil@L)™

Por otro lado PANilL)y,  +Nil(L) " *=PANilL)y,  +Nil(L)y, +... +Nil(L)y, y de
aqui se deduce que Nil(L)nMSPnNil(L)nMSP:[Kemi(ade),Nil(L)nl] como

queriamos probar. ¢
SECCION 22 Algebras de Lie superresolubles con reticulo lineal

Se dice que un 4lgebra de Lie L es superresoluble si existe una cadena de
ideales de L, 0=Lo<L;<L,<...<L;=L, tal que dimLy/L; ;=1 para 1<i<n. Barnes y
Newell [4] probaron que esto es equivalente a que L% sea nilpotente y ad . x sea escindible
para todo xe L.

Si L=N+(x) donde N es un ideal nilpotente de L, entonces L es
superresoluble si y sélo si la transformacién lineal inducida por ad_x sobre N es
escindible (ver [4]). Para cuerpos de caracteristica cero hemos obtenido una debilitacién

del anterior resultado,

Lema 2.8. Sea L=N+(x) donde N es un ideal nilpotente de L. Entonces,
L es superresoluble si y s6lo si la transformacién lineal inducida por ad_x en N/N? es

escindible.
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Demostracién. La implicacién directa es inmediata. Probaremos el reciproco.
Siadpx se escinde sobre N2, entonces ad . x se escinde sobre N y por tanto L es
superresoluble. Supongamos pues que adp x no se escinde sobre N2, Sea S el mayor
subespacio de N en el que adp x se escinde. Notemos que S es subdlgebra (ver [19],
p.64). La aplicacién inducida por adp x sobre N/(N2+S) no tiene valores propios, luego
N24+S=N. Sea ahora M una subdlgebra maximal tal que S+ (x)<M. Por el teorema (6.5)
de [34], N2<M. Entonces M=L lo cual es una contradicién. Por tanto S=N y L es

superresoluble. ¢

El siguiente teorema da condiciones necesarias y suficientes para que un

dlgebra de Lie superresoluble tenga reticulo de ideales lineal.

Teorema 2.9. Sea L un dlgebra de Lie superesoluble. Son equivalentes:

(i) S(L)eslineal con p+2 puntos.

(i1) L es una extensién escindible de un dlgebra de Lie nilpotente N por una
derivacién D siendo D una transformacién ciclica con polinomio minimo
(x-1)"1(x-2)"2...(x-k) ¥ donde k+1 es el orden de nilpotencia de Ny p=n;+... +n,.
Ademds, la accién de D sobre N/N? tiene de polinomio mfnimo (x-1 )nl y

[Ny.1.Ker(D-1)]=Njy (41 para todo 1<i<k-1.
(i) L=Nil(L)+(x) siendo Nil(L)=F(a},...,8p ;...i2},....2n,) ¥

) -1, . i-1 -
ademas:[ajl,an_ 1]=a} para cada 1<j<n;; [a}l,ani ,J=0 sij>n;
1- -

i T : : i i .
[a},x]:mf-&-a}+1 para cada 1<j<n;-1, 1<isk; [ap,, x])=ia,, para cada 1<i<k.

Demostracién. Veamos (i)=>(ii). Por el teorema (2.4) es claro que
=N+ (x) donde N es un ideal nilpotente de L y la transformacién inducida por adp x

2.1 . . . s » n
sobre N/N2 es ciclica no singular de polinomio minimo Ttll y © 1€ Ir(F). Como L es
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superresoluble, m;=A-t donde 0#te F. Tomemos D=(1/t)ad; x. Obviamente L es una
extensién escindible de N por D y la transformacién inducida por D sobre N/NZ es ciclica
con polinomio mfnimo (A-1)"". |

Consideremos ahora los cocientes N/N**?. Por el corolario (2.5) las
aplicaciones inducidas por D sobre cada uno de ellos son ciclicas de polinomio minimo
:n:;li y ©t;€ Ir(F). Como L cé‘supcncsolublc, 7;=A-a; donde a; € F. Afirmamos que para
cada i21 a;=i. Efectivamente, si i=1 el resultado es cierto por las observéciones del
pérrafo anterior. Procedemos ahora por induccién. Podemos tomar s.p.d.g. Ni*l=0.
Entonces el polinomio caracteristico de D es (A-1 )n b (h-(-1 ))ni'1 (X—ai)ni. Es claro
que

N=(Nj_ +...+Na_ . )+N' y N7'=Ny g )+N
donde Nj_j 1<j<i-1 son componentes primarias de N relativas a D. Por otro lado
NisZ(N) ya que N'*1=0. Entonces por el corolario de la p.64 de [19], se tiene la
siguiente cadena
0N'=(N,NIE 5 Nig10p

y como NlSNX-ai’ se tiene que a;e {i,...,2i-2}. Luego a;#k para 1<k<i-1.
Aplicando ahora el corolario (2.7) tenemos que N _a;<[Ker(D-(i-1)),N) ;1N ;
(ver [19], p.64) y por tanto a;=i como queriamos probar. Notemos ademids que
[Ker(D-(i-1)),Ny_;1=Ny ;.

Probaremos ahora (ii)=(iii). Claramente L=Nil(L)+(x). Sea
Nil(L)=Nil(L)} _,+...+Nil(L)) ., la descomposicién primaria de L relativa a ady x.
Como la accién de adpx es ciclica podemos tomar Nil(L);L_1=F(a},. . .,a:ll) con
[ajl,x]=aj1+a;+1 paracada 1<j<n,-1y [a,l,] ,x]=a,111. Consideremos ahora Nil(L)) -
Como Ker(ade-1)=F(a,1,1), por hipétesis Nil(L);L_2=[Ni1(L)1_1,ail]. Luego
{[ai,a,lll],. ..,[a,},l_l,a,l,1 } es un sistema generador de Nil(L)) , y por tanto
ny=dimNil(L)} .,<dimNil(L)) .,=n,. Llamamos a?:[a},a}ll] para 1<j<n,.

Probemos que a§2+1=...=ai1=0 y que {a%,...,aizl es una base de Nil(L)j .
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Observar que (ade-Zid)([ajl,a:”])=[a1 ar ] para 1<j<n,-1. Como el polinomio

j+12%ny
minimo de adrx en Nil(L)) ., es (& -2)“2, tenemos  que
0=(ade-2id)n2([aJ-1,a,l,l])=[aj1+n2,a:,1] y por tanto a§2+1=...=a§1=0. Por otro
lado, como dimNil(L)) ,=n, es claro que {a%, ey ai 2} es una base de Nil(L)) ; como

querfamos probar. Es inmediato que [ajz,)t]=23j2+a;fz+1

para cada 1<j<n,-1 y
{aiz, x]=2a§2. Repitiendo ahora este proceso con los sucesivos Nil(L)j..i para 2<i<k
se obtiene el resultado deseado.

Falta Gnicamente probar que (iii)=> (i) que resulta inmediato al observar que
Nil(L)x-i=F(a§ seees a;i) son las componentes primarias de Nil(L) relativas a ad.x y

aplicar el teorema (2.6). ¢

La descripcion de L dada en el teorema (2.9)(iii) es incompleta ya que, aunque
sabemos como ha de actuar ad_x sobre Nil(L), no sabemos qué dlgebras de Lie pueden

ser el radical nilpotente de L. Ahora nos ocuparemos de este problema.

Proposicion 2.10. Sea L superresoluble y 3(L) lineal tal que Nil(L) es no
abeliano. Entonces Nil(L)/Nil(L)3 es un dlgebra de Heisenberg generalizada.

Demostracién. Veamos que Nil(L)/I\Iil(L)3 es un 4lgebra de Heisenberg.
Podemos suponer s.p.d.g. que Nil(L)3=O. Sea K un ideal de L tal que Nil(L)le es
factor principal de L/K. Como L es superresoluble, dimNil(L)z/K= 1. Por otro lado, al
ser 3(L/K) lineal y L/K superresoluble, se tiene que Z(Nil(L)/K)=Nil(L)2/K. Luego
Z(Nil(L)/K) es 1-dimensional y por tanto dimNil(L)/N iI(L)2 es par (ver [Cap.0, §2]). Si
dimNil(L)/Nil(L)zzz, es inmediato que dimNi](L)2=1 y por tanto Nil(L)/Nil(L)3 €s un
dlgebra de Heisenberg 3-dimensional. Sea entonces dimNil@)/Nil(L)2=2n con n>1.
Supongamos que dimNil(L)?22. Podemos tomar s.p.d.g. dimNil(L)’=2. Por (2.9),
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L=Nil(L)+ (x) siendo Nil(L)=F(a;,...,a;,)+Nil(L)) ., con dimNil(L)).,=2 y
ademds
Nil(L)p-2=F([a;,32,].[22,85,]) ¥y [3),8,]=0 parai23
Llamamos [a,,a,,]=b; y[a,,a,,]=b, que cumplen
[bl,x];2b1+b2 (2.10.1)
[bz,x].=2b2 (2.10.2)
Denotamos [a;,a;]=0(i,j)b; +B(i,j)by. Veamos que si 1<i<n se tiene que
a(i,2n-i+1)=(-1)2"*1 (2.10.3)
Procedemos por induccidn sobre i. Por la identidad de Jacobi se tiene que
[[ai, 220 ;]x]=2(2), 22, 1]+ [841, 22031+ [3}, 820 141]
y como [a;,a,,;]=0(i,2n-i)b; +B (i, 2n-i)b, aplicando (2.10.1) y (2.10.2) llegamos
a
[[a;,a9,.;]x]=20a(i,2n-i)b; +2B (i, 2n-i)by,+a (i, 2n-i)b,
Comparando ahora las tres igualdades, tenemos que
[2i41522n.1]=-[2;, 850 441 ]+0(i, 2n-1)b,
Luego aplicando la hipdtesis de induccidn en la férmula anterior se tiene que
o.(i+1,2n-i)=-a(i, 2n-i+1)=-(-1)2" 1+ =(-1)2"
como queriamos probar.
Por otro lado también es cierta la siguiente identidad

n+i+l

[an.; an4i42)=(-1) (i+1)b, para 0<i<n-2 (2.10.4)
Efectivamente, si i=0 por la identidad de Jacobi se tiene que
[(an,an,11x]1=2[ay, 254 )+ [y, 2545]
y como [ap,a,,,]=a(n,n+1)b;+B(n,n+1)b, entonces
[[a,,2,,1]x]=20(n,n+1)b;+2B(n,n+1)by+a(n,n+1)b,

Comparando ahora las tres igualdades tenemos que

[a,,2,42]=0(n,n+1)by
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Ahora aplicando (2.10.3) tenemos que o (n,n+1)=(—1)n+1 y por tanto
[a,,a,42]=(- 1)“+1b2. Procedemos ahora por induccién sobre i. Por la identidad de
Jacobi se tiene
[lan.Gi+1y> 8n+iv2]X1=2[a, (41 neis2) a0 is 8p a2 ]+ (20 41y Bn4ias]
ycomo [a;_(;41y 8q4542] =0 (n-(i+1),n+i+2)b; +B(n-(i+1),n+i+2)b, entonces
[Ma5-G+1)2nti42) X1 =2a(n-(i+l ),n+i+2)b;+2B(n-(i+1),n+i+2)b,+ a(n-(i+1),n+i+2)b,
Comparando ahora las tres igualdades llegamos a
[an_(i+1) @n+iv3)=-[an.i,2n 45421+ 0(n-(i+1),n+i+2)b,
Por (2.10.3) a(n-(i+1),n+i+2)=(-1)"**2 y Ia hipétesis de induccién tenemos que
[an-(i+l ) an+i+3]=‘(' 1 )n+i+1 (i+1)b2+(- 1 )n+i+2b2=(_ 1 )n+i+2(i+2)b2
como querfamos probar.
Consideremos ahora [a,,a,,]. Aplicando (2.10.4) tenemos la siguiente

igualdad

b2=[aZ’a2n]=[an-(n-2)’an+(n‘2)+2]=(’l)zn-l(n'l)b2='(n'1)b2
y por tanto 1=1-n lo cual es una contradicién. Luego dimNil(L)zzl y de aqui se deduce

que Nil(L)/Nil(L)3 es un dlgebra de Heisenberg generalizada. ¢

Lema 2.11. Sea N un dlgebra de Lie nilpotente tal que N/N° es un dlgebra
de Heisenberg generalizada y N320. Entonces N/N> es un dlgebra de Heisenberg

3-dimensional.

Demostracion. Como N es nilpotente y no abeliana dimN/N2_>.2. Podemos
considerar s.p.d.g. dimN>=1. Si dimN/N2>2, al ser N/N> un dlgebra de Heisenberg
generalizada, podemos tomar {a;,...,a,,f;,...,f;,by} linealmente independientes tal
que N=F(a1,...,an,fl,...,fn,bl)-i—N3 cumpliendo

[a;,£;1=8;;b, (médN?)

[b1,a;)=[by.fj)=(a;,8]=[f;, f;1=0 (médN)
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Por otro lado, Z(N):N?’. Efectivamente, si N3<Z(N) entonces existe
O=x=0 a;+...+a a,+Bf+...+B f +1,b; tal que [x,N]=0. Como
[x,a;]1=-B;b; y [x,f;]=a;b, m&dN>), de aquf se deduce que B;=0;=0 para todoiy
por tanto b, € Z(N). Pero entonces NZ=N3+ (by)<Z(N) lo cual es una contradicion ya
que N3¢0. Como Z(N)=N3, entonces existe ze {a,;,...,a,,f;,...,fy] tal que
[b;,z]#0. Supongamos z;fi. Al ser dimN/N2_>_4 podemos tomar fj;tfi y por la
identidad de Jacobi tenemos que

[(a;, £506,1+ ([, 3,161+ ([}, £;]a;)=0
Como [fj,fi], [fi,aj]e ZN) y [aj,fj]=b1+m para algiin me Z(N), entonces
0=[[a;,f;)f;]1=[b;,z]=0

lo cual es una contradicién. Si z=a;, siguiendo un razonamiento andlogo se llega también

a contradicién. Luego 2<dimN/N?<2 y por tanto dim N/N*=2. o

Como consecuencia de la proposicién (2.10) y lema (2.11) se obtiene el

siguiente corolario:

Corolario 2.12. Sea L superresoluble tal que 3(L) es lineal. Entonces
sucede una de las siguientes cosas:

(1) Nil(L) es abeliano.

(ii) Nil(L) es un dlgebra de Heisenberg generalizada.

(iii) Nil(L)/Nil(L)3 es un 4lgebra de Heisenberg 3-dimensional. ¢

El caso (i) del anterior corolario estd totalmente resuelto por el corolario (2.3).
En el caso (ii) tenemos perfectamente determinada la estructura del nilradical de L. Por
tanto solamente queda por estudiar la existencia o no de derivaciones de dlgebras de
Heisenberg generalizadas que cumplan las condiciones del teorema (2.9). Con esto, el
caso (ii) estarfa resuelto salvo isomorfismos. En el caso (iii) queda atin por determinar la

estructura del nilradical de L.
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A partir de ahora nos ocuparemos de resolver el problema de existencia y
unicidad planteado en el caso (ii) y posteriormente de determinar las dlgebras de Lie del

caso (iii).
A) El caso Nil(L)=H(2n+1)

En primer lugar necesitamos saber qué condiciones ha de cumplir una
transformacién lineal de un dlgebra de Heisenberg para ser derivacién.

Sea entonces H(2n+1) un 4lgebra de Heisenberg generalizada y
{ay,...,a,,f;,...,f,,2} una base estdndar de H(2n+1) (ver [Cap.0, §2]).
Consideramos el espacio vectorial V=F(a,,...,a,,f;,...,f,). Definimos la siguiente
forma bilineal sobre V: @:VxV—F tal que ®(a,b):=A(, p; siendo [a,bl=A(, p)z.

Llamamos B a la matriz coordenada de ® en la base {a,,...a,,fy,...,f,}. Entonces

{O In}
B= 1,0 (2.13)

Se tiene el siguiente resultado relativo a las derivaciones de H(2n+1):

Lema 2.14. Sea H(2n+1) un dlgebra de Heisenberg generalizada y
{aj,...,an,f1,...,f,,2z} una base estdndar de H(2n+1). Sea D una transformacién
lineal tal que H(2n+l)2 es D-invariante. Entonces De Der(H(2n+1)) si y sélo si la matriz

coordenada dada por filas de D en la base estdndar es

donde (Az)‘=A2, (A3)I=A3 y A1+(A4)l=ocln con e F.
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Demostracidn. Notemos que al ser H(2n+1)2 D-invariante, se tiene que
D(z)=0az. Entonces llamando C a la matriz asociada a D en la base estdndar es claro que
- -
S
A* :
O2n

L RN 0| a

Afirmamos que De Der(H(2n+1)) si y s6lo si A*B+B(A*)t=aB siendo B
la matriz de (2.13). En efecto, ver que De Der(H(2n+1)) es equivalente a probar que
D([x,y])=[D(x),y]+[x,D(y)] para cualesquiera x,ye H(2n+1). Sea ae H(2n+1),
entonces  a=0ja;+...+0qa,+p fi+.  +Bf+pz. Denotamos por
a*=a a;+...+opa 4P, f+...+B,f,. Observar que dados a,be H(2n+1) se tiene
que [a,b]=tz siendo t=a*Bb*eF. Entonces D([x,y])=(x*By*)az,
[D(x),y]l=(x*A*By*)z y [x,D(y)]=(x*B(A*)ty*)z. Luego De Der(H(2n+1)) si y

s6lo si aB=A*B+B(A*)".
A Ay

Ahora denotando A * =[
A; Ay

] y aplicando el p4rrafo anterior llegamos a
que la condicién necesaria y suficiente para que De Der(H(2n+1)) es
[Al Az}{ 0 In] [ 0 In}{ (A)' (Ag) } [ 0 aln]
H + -
Az Ag LI O -1, 0 (Az)[ (“5\4)l -al, 0
esdecir, (A;)'=A,, (A3)'=A5y A;+(A ) '=al,. ¢

Ahora estamos en condiciones de poder probar la existencia de 4lgebras de Lie
superresolubles con reticulo de ideales lineal cuyo nilradical es un 4lgebra de Heisenberg

generalizada.

Sea {a;,...,a,,fy,...,f,,2} una base estdndar de H(2n+1). Los productos

no nulos de los elementos de la base anterior son [a;, f;]=8;;z. Por ser m4s conveniente
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para nuestros cdlculos, vamos a tomar en H(2n+1) una base no estdndar definida de la

siguiente forma

[ O_
I 0 :
0
(€1,€25--->€00,X)=(ay,...,2a,,f;,...,f,2) 0. 0.0 140 (2.15)
0 0..... .0 -10}]0
™. 000|0
L Y— of1]

Una simple verificacién lleva a que la tabla de productos correspondiente a la
nueva base es
(ej,e;]=-x sii par, j impary j+i-1=2n
[e;,e;]=x siiimpar, j pary j+i-1=2n
siendo el resto de los productos nulos.

Denotaremos por P a la matriz del cambio (2.15). Notemos que

_ ;
I, 0 :
0

t -1

P = 00 «*to| =P
0 |01 .. 0 |o
10 .. 0

0 0 1]

Se tiene el siguiente resultado:
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Proposiciéon 2.16.(Existencia) Sea H(2n+1) un 4lgebra de Heisenberg y
{e1.€9,...,€5,,%]} la base descrita en (2.15). Sea D la transformacién lineal de

H(2n+1) cuya matriz coordenada dada por filas en dicha base es

(1100 ........ 00 ]o
0110 ..... 001}o0
00 11 .o 00 |o

A=l e, : (2.16.1)
0000 11
0000 01
O 0|2

Entonces De Der(H(2n+1)) y cumple las condiciones del teorema (2.9). Por tanto el
dlgebra de Lie L*=H(2n+1)+(D) extensién escindible de H(2n+1) por D es
superresoluble y 3(L*) es lineal.
Demostracién. Como (ej,e,,...,eq,,%x)=(ay,...,a,,f;,...,f,,2)P
tenemos que (el,ez,...,ezn,x)P‘=(a1,...,an,fl,...,fn,z). Entonces la matriz
coordenada de D dada por filas en la base estdndar {a;,...,a,,f;,...,f,,2} es PAPt.

Haciendo el correspondiente producto de matrices llegamos a

(110 .. 000 i, 0lo]
011 000 corvrrerrrrnns olo
000 oo 110 e olo
. 000 o010 )™ o
PAP'=
0 v o[t 0..000(0
0 rerreeereerrenn ol-11..000]0
0 oo oloo..110{0
0 oo oloo..o11]0
[0 e 0f2]
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Aplicando ahora el lema (2.14) tenemos que De Der(H(2n+1)). Por tanto
L*=H(2n+1)+ (D) es un dlgebra de Lie. Claramente L* es superresoluble y D cumple

las condiciones del teorema (2.9). Luego S(L*) es lineal. ¢

Proposicion 2.17.(Unicidad) La tnica 4lgebra de Lie superresoluble y
con reticulo de ideales lineal tal que su nilradical es un dlgebra de Heisenberg

(2n+1)-dimensional es, salvo isomorfismos, L*.

Demostracién. Sea L un dlgebra de Lie superresoluble tal que S(L) es lineal y
su nilradical es un 4lgebra de Heisenberg (2n+1)-dimensional arbitraria. Aplicando el
teorema (2.9), tenemos que L posee una base (a;,...,a5,.Z7,X;} tal que
Nil(L)=F(a;,...,a5,,2;). La matriz coordenada de ad_x sobre Nil(L) en la base
{a;,...,85,,2;) es la matriz A descrita en (2.16.1) y ademds [a;,a;,]=2; ¥
[a;,2,,]=0 para 2<i<2n. Veamos que la tabla de productos de Nil(L) en la base
anterior es la siguiente

[al,azi]=u%izl para 1<i<n-1 siendo ufie F

[a;,a,;.1]=0 para 1<i<n

(a1,22,]=2,

[ai,aj]=c(i,j)zl donde si 1<i<j<2n-1, c(i,j) son las siguientes constantes
de estructura

1) c¢(i,j)=0 si paridad de i=paridad de j 6 j+i-1>2n
2) (i, j)=-pi" " siipar, j impary j+i-1<2n
3) c(i,j)=p™" siiimpar, j pary j+i-1<2n
Por la identidad de Jacobi tenemos que
[[a;,a;]x]=[[a;,x]a;]+[a;[a;,x]]
que traducido a constantes de estructura nos da

2c(i,j)=2c(,j)+c(i+1,j)+c(i,j+1)
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Por tanto c(i+1,j)=-c(i,j+1). Aplicando reiteradamente esta recurrencia a c(i,j) con i<j
llegamosac(i,j)z(-l)i'lc(l,j+i-1), entendiendo que si j+i-1>2n, c(1,j+i-1)=0.
Notemos que las constantes de estructura son entonces
te(1,2),tc(1,3),....... ,tc(1,2n-1),t¢(1,2n). Ademds como c¢(i,i)=0, tenemos
que si 1<i<n 0=c(i,i)=(-1)i'lc(1,2i-1). Luego ¢(1,2i-1)=0 para 1<i<n. Para cada
1<i<n denotamos c(1, 2i)=].1.%i siendo pjie F. Ahora consideremos i<j y j+i-1<2n.
Si paridad de i es igual que paridad de j, entonces j+i-1 es impar. En este caso
O=c(1,j+i-1)=c(i,]). Ahora bien, si la paridad de i y de j es distinta, entonces j+i-1 es
par. En este caso tenemos
c(i,)=-p1"" siipary j impar
C(i,j)=uj1+i'1 si i impar y j par
Acabamos de probar que L posee una base {a,,...,a,,,21,%;} tal que la
matriz coordenada de adpx sobre Nil(L) en la base {a;,...,a;,,2; ) y la matriz de la

forma bilineal asociada de forma natural a V,=F(a,,...,a,,) en esta base son

Tespectivamente
(1100 00lo (0 p2 o0 pt.. p220 1]
0110 00fo0 1 oopto .. 0 a0
0011 ... 000 o popb.. 100
A= SURIVR B= |

0000 ... 11]0 o w0 1. 000
0000 ... 010 ™ 0 1 0 .. 0 00

0 1.0 0.. 0 00
0000 ... 00f2 1 0 0 ... 0 00]
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Por otro lado, L*=F(ey, e,,...,€,,,%)+ (D) donde la matriz coordenada de
D sobre Nil(L)=F(e;,€,,...,€5,,X) en esta base es A y si llamamos B* a la matriz de

la forma bilineal asociada de forma natural a V=F(e;,e,,...,€,,) €en esta base, es claro

quc
(00 ... 001]
00 ... 0-10
peo [00 . 100
01 ... 000
10 ... 000]

Notemos que para construir el isomorfismo basta con encontrar una matriz P
regular que cumpla PB *pl=B y PA*P~ 1 =A%*._En tal caso la transformacién @:L—L1L*
definida por F(z;)=x, F(x;)=D, F(a;)=¢; para 1<i<2n donde (€;)=P(e;) es un
isomorfismo de dlgebras de Lie.

Veamos que una tal P siempre existe. Necesitamos determinar una matriz P
inversible que conmute con A*. Como A* es la matriz asociada a una transformacién
ciclica, las 1inicas matrices que conmutan con A* son polinomios en A* (ver [20], tomo
II, p.107), es decir, matrices de la forma a0+a1A*+a2(A*)2+...+a2n_1(A*)2n'1

con o;€ F. Una simple comprobacién lleva a que las matrices que conmutan con A*

tienen la siguiente forma

0106203 ... Oz Ozn1 Opy
0 6,0, ... O3 Ogno Opp
0 0 0‘1 -+ Ozn4 O2p3 Oppz
........................... con 0;€ F
0 Oy O3 O4
0 o0 O, O3
0 (&)1 )
| 0 0 o
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Por otro lado, PB*P'=B, luego tenemos la siguiente igualdad de matrices

“O3n Ozn1 “Oan2 --- 03-05 Oif | Oy 0 0 0 0
-Ogn1 Oong “Ogpa ... O-0y Ol o0 oy 0 0 0
-Ogn2 O3 “Oppy -..0; 0 O[] 03 0, O 0 0 0
O I N =B
-0; O3 -0, 0 0 0||O0y3 Oypa Oops ... 0 0 O
-03 O, -0y 0 0 0||0Cy2 O3 Oppg ... 6 0 O
-6, O0; 0 0 0 0|01 Oz O3 ... O3 O O
| -6 0 0 0 0 0]| G Ozn1 Ozpg .- O3 Oy TYf

Observar que el sistema anterior sélo tiene n ecuaciones que son las que
proporciona el producto de la primera fila de la matriz PB * con las columnas pares de la
matriz P!, El resto de las ecuaciones son 6 identidades triviales 6 las mismas que las

correspondientes a la primera fila. Entonces el sistema que resulta es

1=(01 )2
2n-2
Hi"?=20,03-(0,)"
2n-4
}Lln 22010'5-20’20'4‘*‘(03)2

...................................................

2n-2i i 2
Bl T =20102;,1-2020;+2030;.;-...+(-1) (;,;)

Tomando 0;=1 y ©,;=0 el sistema claramente tiene solucién puesto que

2n-2i
Hi"7'=205;4,+f(03,...,0,;,,) depende de un pardmetro mds que

2n-2(i-1)
My =262i_1+f(03,...,02i_3). 4
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Notemos que en la construccién de L* no hemos utilizado la base estindar del
dlgebra de Heisenberg. Para determinar en la prdctica este tipo de dlgebras de Lie es
conveniente saber qué matrices pueden actuar como matrices asociadas en la base estdndar
de las derivaciones de un 4lgebra de Heisenberg que cumplan las condiciones del teorema

(2.9).

Consideremos entonces la transformacién lineal f sobre H(2n+1) tal que la

matriz coordenada de f en una base estdndar (a,,...,a,,f;,...,f,,z} de H2n+1) es

110 .00 0 e, olo]
011 000 o, 0lo
000 o1 1|0 o 00
000 ...01[0 ¢!
A=
0 oo olto..000/0
O oo, ol11..000]0
R 0 110
0 oo, 0 L 0-11
IR — 0z

Notemos que fe Der(H(2n+1)) por el lema (2.14). Ademds el dlgebra de Lie L construida
como extension escindible de H(2n+1) por f es superresoluble y 3(L) es lineal por el

teorema (2.9). Luego aplicando la proposicién (2.17), tenemos que L=L*.

La cuestién que nos planteamos es cémo detectar cudndo un 4lgebra de Lie
con nilradical un 4dlgebra de Heisenberg generalizada tiene reticulo lineal. Sea M una tal
dlgebra. Entonces M=L. Sea ahora xe M tal que M=H(2n+1)+(x). Llamamos
g=adyx. Luego g=m+Af con O0#AeF y meH(2n+1). Ademds, si
m=0,a;+...+aa +Pfi+...+B, f,+0z, la matriz coordenada de g en la base

{ay,...,a,,f1,...,f,,z) es
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Entonces se tiene el siguiente resultado:

Proposicion 2.18. Las transformaciones lineales de un 4lgebra de

Heisenberg generalizada que proporcionan dlgebras de Lie con reticulo lineal son aquellas

Cuya matriz asociada en una base estdndar de H(2n+1) es

siendo A=0. ¢

AAO ... 00[0 voeerrens 0 Bl_
0 AR 00[0 ooereeene 0| B,
000 ...ZX|0 oo, O I
000 ...0A|0 ... ¢)™AlB,
0 cvereereraenens 0[A 0...000}-04
(O 0O}AA ...000|-0p
0 torerrreraenens 00 0...-AXL DO

(1 00 0...0-AA]-0
[0 e 0] 2\ |

(A A0 . 00]0 oo 0o
0AA ... 000 wovevereannn. 0] :
000 ...A2A]0 voovrveennn. 0
000 ..0A|0 ... (D"
0 eeoeeeeereeernn, olr 0...o00}:
0 toeeeeeeneereenne 0]AX ...000]:
0t 0lo 0...-Ax O}
ST 010 0...0-AA |0y,
[0 e 0]22
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B) EI caso Nil(L)/Nil(L)*=H(3)

Proposicion 2.19. Sea L superresoluble tal que 3(L) es lineal. Si Nil(L)
tiene orden de nilpotencia 2k+ 125, entonces L es extensién escindible de un dlgebra de
Lie nilpotente N=F(a;,2,;b,;...;by) con la siguiente tabla de productos no nulos

[2,,3,]=b, [ay,b;]=b;,, para 2€i<2k-1

por una D e Der(N) que en la base anterior tiene por matriz coordenada

1100 0 0 |
0100 0 0
0020 0 0
000 3 0 0
0000 ..2%10
0000 .. 0 %

2k+1

Demostracidn. Por hipétesis Nil(L)zk;tO y Nil(L)*""" =0. Notemos que al ser

2k+125 dimNil@L)/Nil(L)?=2 y diimNil(L)%/Nil(L)*=1 por el corolario (2.12).

Para probar el resultado basta con ver que dimNil(L)i/Nil(L)i+1=1 para

3<i<2k ya que aplicando entonces el teorema (2.9), L tiene una base

1 2 .
{al,a%;af;...;alk;x} cumpliendo
1 1, 2 i s i i s
[a),a;]=2] [aé,a’l]=0 si 2<i<2k [a},a'l]=a'1+1 si 2<i<2k-1
1 1,.1 1 1 i c i s
[a),x]=2a,+a, [a;,x]=2, [a,,x]=ia; si 2<ig2k

F4cilmente puede comprobarse que la base anterior es 1a buscada. Efectivamente, como
a?ke Nil(L)ZkSZ(Nil(L)), tenemos que [a} , afk]=[a;,a%k]=0. Por otro lado una
simple induccién prueba que si i,j>1 [ail, aj1]=0. Efectivamente, haciendo uso de la
identidad de Jacobi tenemos que

[a2,2]=[[a},a})a} 1=-[[2} 2] ]2})- [[a3, 2} Ja}]
luego [a? , aj1 }=0 para todo j>1. Procedemos ahora por induccién sobre i. Por la

identidad de Jacobi
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[a"',a})=[la},a}]a}]1=-1[a},a]]a} ]-[[2},a} ]a])
aplicando ahora la hipétesis de induccidn tenemos [al,a 1=0. Luego [a ‘*l, 1'1]-—-0 y por
tanto el resultado es cierto.

Veamos entonces que la dimN il(L)i/Nil(I,)i+1=1 para 3<i<2k. Hacemos la
demostracién por contraejemplo minimal. Sea L el dlgebra de Lie superresoluble y con
reticulo lineal de dimensién mds pequefia tal que Nil(L) tiene orden de nilpotencia
2k+125 y dimNil(L)i/Nil(L)m>l para algin 2<i<2k. Notemos que
dimNiI(L)i/Nil(L)M=l para 2<i<2k-2. Por otro lado, como dirnNil(L)/Nil(L)2=2, por
el teorema (2.9) dimNil(L)™ /Nil(L)*<2. Si dimNilLy**'/Nil(L)* =1 entonces
dimNil(L)2k=2 y por (2.9) de nuevo, L ©posee una base

1 .12 2k-1, 2k _2k.
{aj,a,5a);...;a7" "5a] a5 ;x ) tal que

1 2k-1 2k
[a§,32]=af [az, ] 0 si 2€i<2k-2 [a;,a]" "]=a;
1 i i+l . . 1 1 1 1
[a;,a,]=a;" si2<i<2k-1 [a;,x]=a;+a, [a2,7c]=a2
[a),x]=ia) si2<i<2k-1 [a2¥,x]=2ka?*+a2 (a2*,x]=2ka>*

En este caso veamos que se cumplen las siguientes identidades
[a},a]*"1=(-1)" a2¥ i 2<i<2k-2
i s o (2.19.1)
{al,a1]=0 si j#2k-iy j>1
Efectivamente, si i=2 por la identidad de Jacobi tenemos que
, : \ .
[a}.2))=[[a;.2;]a) ]=-[[2},a]]a}]-[[a},a] ]a}]
Entonces si j=2k-2

[a],a])=[a}*"!,2)]=-a2%=(- 1) 22X

y si 1<j#2k-2 [af, aj1 ]=0. Procedemos ahora por induccién. Aplicando la identidad de
Jacobi tenemos la siguiente cadena de igualdades

(ay.a7 )=[la}, 8, Tat 1= [[a]* ", 2} 12l M- (2] 0251 ]a))
usando ahora la hipétesis inductiva tenemos que

1 2k- 2k- i i
[a) !, a2¥1=0 y [a2*-0" i =1 ta2k
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Entonces [ail,afk'i]=[afk'(i'l),ail'l]=(-1)i'1a§k. Si j#2k-i se cumple que
j+1#2k-(i-1) y por la identidad de Jacobi

[a),a}]=[[a],a} ' 1a]1=-[[a} 2] 12} ' 1-[[a} ", &l Ja]]
Aplicando nuevamente la hipétesis de induccién, tenemos que [ail'1 , ajl]e Z(NildL)) y
[ajlﬂ, ai1'1]=0 y POr tanto [ail,ajl]=0.

Consideremos. entonces [a‘f’a’-l’k-k].

Por las identidades de
(2.19.1) [af, a2 ¥1=(-1)*"1a2¥. Pero por otro lado [a¥,a2* *1=[a¥,a¥]=0 lo cual es
una contradicién. |

Por tanto ha de cumplirse que dimNil(L)Zk'llNil(L)2k=2. Haciendo uso del
teorema (2.9) deducimos de nuevo que dimNil(L)2kS2 y tenemos garantizada la
existencia de una familia de elementos de Nil(L),
{ai,aé;af;...;afk'l,a%k'lgafk,agk;x}, que cumple

[a,a,]=a] [a),a}]=0 si 2<i<2k-3  [al,al]=al*! si2<i<2k-2

1 _2k-24__2k-1 1 _2k-1,_ 2k 1 _2k-1,_ .2k 1 1, .1
[ay,a] "]=a; (2,25 " J=a] [a;,a;" ]=a; [a,,x]=a,+a,
[a5,x]=2, [a},x]=ia] si2<ig2k-2  [a2¥!,x]=(2k-1)a* 1 4+a2%!

2k-1 2k-1 2k 2k, 2k 2k 2k

[a;  ,x]=(2k-1)a; [a]",x]=2ka] +a; (a; ,x]=2ka2

Ademds se tiene que Nil(L)2k=F(afk,agk)=Nil(L)2k siendo Nil(L),y la componente

primaria de Nil(L) de valor propio 2k relativa a adpx. Como lsdimNil(L)szZ, se
cumple que (adp x-2kid)’*(Nil(L)*)=0. Por otro lado la siguiente cadena de igualdades es
cierta

[[a%,afk'l]x]= 2k[ai ,afk'1]+ [a;,afk'l]-i- [ai,agk'l]
Luego como [ai , afk'l Je Nil(L)2k se cumple
0 = (adyx-2kid)*((a),a2* ') = (adix-2kid)([a},a2* 11+ [a], 23" 1) =
2k[a),a?* 11+ [a), 225 14 2k[a), a2% 1)+ [a), 225 1)- 2k[a], 225 1] 2K[a) a2 =
223 =28
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Por tanto dirnNil(L)zk=l y la familia {ai,a;;af;.. ,afk l,agk ! afk,x} es base de L.

2k-1

Ademds [a%k,x] = 2ka y [az, a3 ]=0. Haciendo uso de la identidad de Jacobi

tenemos

(T2, 2, ' Ix]=2k[aj.a7* "1+ [ag,a7 ' 1+ [a}, 23" ']

Por otro lado come [a],a2* ! Je NilL)

[[ai,afk ]IXJ=2k[a§,afk'1]

Comparando ambas igualdades se deduce que

1 ,2k-1
]=

2k-1
[a2=

-[a],25 ' =-a2% (2.19.2)
Ahora veamos que se cumplen las siguientes igualdades

[al,a2%1=(-1)'a?¥ si 2<i<2k-2

[a}, a2 0+ )= 1)+ a2k ! i 2<i<0k-3 (2.19.3)

[al,a11]=0 sije (2k-i,2k-(i+1),1) y i>1
Efectivamente se cumplen para i=2
[af.a}}=[[a}.a3]al]1=-[[a),a)]a}] - [ (23,2 ]a) 1 =-[a}[a], 2l ] + [a][a},21])
Entonces se tiene que

sij=2k-2, [a2,a?¥ 2] =-[a],a2* ]+ [a],a2" T]=2a2%

2k-2

si j=2k-3, [a2,a2*?]1=-[a},a] 2k

]“‘32
si j#2k-2,2k-3,1, [al,a1]=0

Procedemos ahora por induccién. Por la identidad de Jacobi tenemos que

[aﬁl,a‘j1]=[[al,all ]a ]=- [ai,a ]ail'll—[[ai{l,a{]a}]
Sij=2k-i, aplicando la hipétesis de induccién llegamos a
[a3.27 1=-lay ey O P+ (D'lag, ey ] = (D

Sij=2k-(i+1), aplicando de nuevo la hipétesis de induccién tenemos que

i-1 -1 k ]
2 k-
luego [al’ 2}( (1+1)] = [all 1’alk 1] = (- l)x-ﬂ 2k-1
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Si j#2k-1,2k-(i+1),1 entonces j+1%2k-(i-1),2k-i,1 y por tanto [a},al"']=0.

Con lo cual tenemos {ail , aj] ]=- [[ail'1 , ajl }a} ]. Pero como j#2k-i, entonces 6
[a)!,2)1=0 6[a;", 2l Je NP*<Z(Nil@L)). Luego [a},al]=0.

Ahora como k22 tenemos que [a}f,af k'k] =[ a‘f,a‘f] =0 . Pero aplicando
(2.19.3) [alf, afk'k] =(-1 )kkafk.Por tanto afk= 0 lo cual es una contradicién. Luego
no puede haber ningin 4lgebra de Lie de este tipo y de aquf se deduce que el resultado es

cierto. ¢

Proposicion 2.20. Sea L superresoluble tal que 3(L) es lineal. Si Nil(L)
es de orden de nilpotencia 2k2>4, entonces ocurre una de las siguientes cosas:
(i) L es extensién escindible de un d4lgebra de Lie nilpotente
N=F(ay,a;;bs;...:byy 1) con la siguiente tabla de productos no nulos
[a;,a3]=by  [aj,b;]=b;,; para 2<i<2k-2

por una D e Der(N) que en la base anterior tiene por matriz coordenada

1100 0 0
0100 0 0
0020 00
000 3 0 0
0000 .. 220
0000 0 2k-1

(i) L es extensién escindible de un dlgebra de Lie nilpotente
N=F(a;,a,;b,;. ";bZk-Z;b;k-l’bgk-l) con la siguiente tabla de productos no nulos
(a;,2,]=b,  [a;,b;]=b;,, para 2€i<2k-3  [a;, by p]=byy
[az,bzk.2]=b§k-1 [b;,b2k_1_i]=(-l)i'lb§k_1 para 2<i<k

por una D e Der(N) que en la base anterior tiene por matriz coordenada
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(1100 0 00 0
0100 0 0 0 0
0020 0 0 0 0
000 3 0 00 0
0000 .. k30 0 0
0000 0220 0
0000 0 0 %l 1
[0 000 0 0 0 2kl

Demostracién. Aplicando el Corolario (2.12) y la proposicién (2.19) es claro
que dimNil@LYNilL)*=2 y dimNil(L)/Nil(L)""'=1 para 2<i<2k-2 siendo 2k el orden
de nilpotencia de Nil(L). Haciendo uso ahora del teorema (2.9) tenemos que § bien L

1 2 2k-1 .
posee una base {al,a;;al;. ..;a]";x} cumpliendo

[2},23)=a] [a],a}]=a)" si2<i<2k-2 [a;,a}]=0 si 2<i<2k-1
[a!,x]=a}+a] [a),x]=a) [al,x)=ial si2<i<2k-1
1»X1=2;+3, 2: X152 12 X)=13; S12315
. 1 1.2, .. 2k-1 _2k-1, .
6 bien L posee una base {al,az,al,...,a] .25 ;X } cumpliendo
1 1 2 1 i i+1 . . 1 i . .
[a),a,]=a] [a),a;]=a; " si2<i<2k-2 [a,,a,]=0 si 2<i<2k-3
1 2k-2 2k-1 1 1 1 1 1 i c i .
[a,,a] "]=a; [a;,x]=a,+a, [a;,x]=a, [a;,x]=ia; si2<ig2k-2
[a2*!,x]=(2k-1)a2* " +ad* ! [a2*), x)=(2k-1)a]""!

En el caso primero solamente queda por comprobar que [ai1 , aj1 ]=0sii,j>1.

Sii=2 aplicando la identidad de Jacobi tenemos
2 j 119, j 1 _j
[a},2))=([a,,8,)a) }=-[[2] 2} ]a,]-[[a;, 2 ]a;]
Como [a},a;]=0 para s> 1 y [a},a)1=-2]"", entonces [a3, 2! 1=0. Procedemos ahora
por induccién sobre i. De nuevo por la identidad de Jacobi se tiene
[a}"!,a})=[[a},2}]a)]=-[[a),a}]a})-[[2],] ]a]]

aplicando ahora la hipétesis inductiva se llega a [ail'*1 , aj1 1=0.

Veamos qué sucede con los productos [a),a}] sii,j>1 en el otro caso. Si el

orden de nilpotencia de Nil(L) es 4 obviamente [af, a?]=[a?, ag]=0. Ahora bien, si el

orden de nilpotencia es mayor que 4 veamos que
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2k-1-i (il g2k

2.2 a¥! y [al,al]=0 si j#2k-1-i

En efecto, si i=2 aplicando la identidad de Jacobi tenemos
s R . ,

[a7,2}1=[[a),a,)a] )=-[[a},a]1a;]-[[a;, 2} ]a}]
Entonces si j=2k-3, [a}, a2 " *]=[a>* %, a}]=-a3*"". §i j2k-3 claramente [aZ,a} ]=0.
Procedemos ahora por induccién. Se tiene la siguiente cadena de igualdades haciendo uso
de la identidad de Jacobi

L L , - Ceoio g

[a},a)]=[[a}.a) ' Ja) }=-[[a), 2} ]2} ' ]-[[a] !, 2] ]a}]
Entonces si j=2k-1-i aplicando la hipdtesis inductiva llegamos a
[ailaa?k-l-i]=_[ail’},a?k-i]=_(_ 1 )i-’za%kJ:(_l)i-]agk-l

Si j#2k-1-1 entonces j+1=2k-i luego aplicando nuevamente la hipdtesis inductiva

j+1 i-1

tenemos que [ai1 , a{ ]=[a; ",a; "]=0 conlo cual la proposicién queda demostrada. 4
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CONCLUSION

Teorema 2.21 Sea L un dlgebra de Lie superresoluble. Entonces, es lineal
siy s6lo siL es una de las siguientes dlgebras:

(@) L=F(a;,a5;b55...3b.1)+(x) con tabla de productos no nulos
[a;,a,]=b,; [a;,b;]=b;,, para 2<i<k-2; [a;,x]=a,+a,; [az,x]=2,; [b;,x]=ib;
para 2<i<k-1.

(ii) L=F(a1,az;b2;...;bZkQ;bék_l,bgk_l)—i(x) con tabla de productos

no nulos
[a;,3,)=by; [a;,b;]=b; ., para 2<i<2k-3; [a;,byy 2]=bj, ;
[a3,bak.21=b3, 13 [by.bo.y;1=(- 1)1 b2, | para2<isk
[al,X]’—'a]”f‘az; [32,X1=32; [bi,X}zibi para 2<ig2k-2
[byy.y»X1=(2k-10bgyy +bay 5 [b3, 1. x]=(2k-1)bYy
(i) L=F(a;,a,,...,3,,f;,f5,...,f32)%(X) con tabla de productos no
nulos

[a;,f;]1=z2; [a;,x]=a;+a;,, para 1<i<n-1; [z,x]=22
[a,,X]=a,+(-1)" 15 [f;,x)=f,; [f;,x]=f,-f,_, para 2<i<n
(iv) L=F(a;,a,,...,a,)+(x) con tabla de productos no nulos

[a;,x]=a;+a; 4 para 1<ign-1; [ay.x]=a,. ¢
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SECCION 32: Algebras de Lie L resolubles reales con reticulo

lineal tales que Nil(L)*=0

Sea L un 4lgebra de Lie real, resoluble y no superresoluble. Supongamos que
3(L) es lineal. Sabemos que L=Nil(L)+ (x). Imponemos la condicién de que el orden
de nilpotencia de Nil(L) sea 3 Por el teorema (2.4) sabemos que ady x actda ciclicamente
sobre Nil(L)/Nil(L)? y Nil(L)? con polinomios minimos ;' y 7,2 donde 7;€ Irr(R).
Como estamos en R y L es no superresoluble, por el lema (2.8) tenemos que
n1=12-c1}.-co donde 4c0+(c1)2<0. Veamos que Ty=A-c; 6 1t2=?»2-2c17\.-4co.
Efectivamente, consideremos el dlgebra de Lie Lg=L ® C. Es claro que Nil(L)g es un
dlgebra de Lie nilpotente con orden de nilpotencia 3 y que (Nil(L)¢ )2=(Ni1(L)2)¢.
Ademds, si denotamos por D=ad] x, tenemos que el polinomio caracteristico de D en
Nil(L)¢ es n?lngz. Supongamos que T;=m,=(A-0t;)(A-ay). Como m;€ Ir(R), se
tiene que a, =0, ¢ R. Entonces

Nil(L)g =Ker(D-0.;)" 1+ Ker(D-at,)"2

y de aqui se deduce que (Nil(L)¢ )2=0 ya que 0;+0,, 20t; ¥y 20, no son raices del
polinomio caracteristico (ver [19], p.64). Esto es una contradicién pues (Nil(L)¢ )2;':0.
Luego m,#m, y por tanto 6 bien 1t2=7&.2-m1?»-m0 con 4my+m; 240 6 bien Ty=A-m,.

Supongamos primeramente 7c2=12-m1k-m0. En € se tiene la siguiente
factorizacién: T, =(A-t;)(A-ty) con t; =t no reales. Como t;#0; tenemos la siguiente
descomposicién en componentes primarias para Nil(L)¢

Nil(L)g =K er(@-0ot; )" + Ker(D-a5)" + Ker(D-1;)"2+ Ker(D-1,)™2

Ahora bien, 0% (Nil(L)g )2<Z(Nil(L)¢ ) y el polinomio caracterfstico de D en (Nil(L)q )
es nzz. De aquf y del corolario p.64 de [19], se deduce que t;€ {o;+0p,20;,20,}.
Como o ,+0,e R, ty#o;+0,. Luego t;=2a; y ty=20;. Entonces
m; =ty +t;=2(0;+0y)=2C; Y -mg=tyty=40 0y =-4Cy. Por tanto

n2=7L2-2c1 ?\*400.
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Si % y=A-m,;, haciendo un razonamiento andlogo obtenemos que
m;=0l;+0,=C; Yy Portanto ty=A-Cy.
Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores se tiene el siguiente

resultado:

Teorema 2.22. Sea N un dlgebra de Lie tal que posee una base
{a,.f;,...,a,,f,,2q,...,2,,) cumpliendo
Z(N)=N2=F([alaan]s[apfn]$[f]aan]a[flgfn]:lsisn)=F(Zl,...,Zm)

Sea D una derivacion de N que tenga matriz asociada por filas en la base anterior

A 1

B
donde A y B responden a uno de los tipos siguientes

) r 0 1

Tipo 1 A=L o 1 ] y B=[1] con a<-1/4
: r 0 1

Tipo 2 A=_ 1 0 ] y B=[0]
. r 0 1 0 1

Tipo 3 A= = 2

ipo 1« ] y B—[ 4 2(1] con o.“<4

Entonces
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() El dlgebra de Lie L=N+ (D) es resoluble, no superresoluble con
nilradical de orden de nilpotencia 3 y S(L) es lineal. Ademds, toda dlgebra de Lie real
cumpliendo estas condiciones es isomorfa a una de ellas.

(1) Las dlgebras de Lie de los Tipos anteriores son no isomorfas dos a dos y

si Ly y Ly son dlgebras de Lie del Tipo 1 definidas mediante escalares o, p<—1/4 tales

que L,=Lg, entonces a=B;

Demostracién. Es una comprobacién inmediata ver que L es resoluble, no
superresoluble y con nilradical de orden de nilpotencia 3. Ademds por el teorema (2.6)
S(L) es lineal.

Sea ahora M un dlgebra de Lie real resoluble, no superresoluble con nilradical
de orden de nilpotencia 3 y 3(M) lineal arbitraria. Por las observaciones al comienzo de
esta seccién tenemos que M=Nil(M)+(x) siendo la accién de adpx sobre
Nil(M)/Nil(M)? y Nil(M)? ciclica con polinomios mfnimos 7, © y 7,2 respectivamente.
Ademds m,,mye Irr(R), T 271, y w;=A%-c;A-co mientras que my=A-c; 6
n,=A%-2¢;A-4cq.

Supongamos en primer lugar my=A-c;. Si ¢;=0, entonces tomando
x;=(1/NCp) x, tenemos que M=Nil(M)+(x;) y la accién de adLx; sobre
Nil(M)/Nil(M)? es ciclica con polinomio minimo (A2+1)™ y sobre Nil(M)” es ciclica con
polinomio minimo A"2. Sea ahora una base de M {by,d;,...,bn,»dn P15+ ,pn2} tal
que la matriz coordenada de ad_x; sea la forma canénica racional. Si denotamos por C la
matriz anterior, tenemos que C es del Tipo 2. Ademds como 3 (M) es lineal y
Ker(m;(adpx; ))=F(b, ¥ dnl ), aplicando el teorema (2.6) se tiene que
ZM)=NilM)?=F (py.....Pn,)=F ([b;, by 1,[b5, dn 1, [d;, by, 1. [d;,dp 110, )

Por otro lado, si c¢;#0, tomando x;=(1/c;)x, tenemos que
M=Nil(M)+ (x,) y la accién de ad_x; sobre Nil(M)/Nil(M)2 y Nil(M)2 es ciclica con

polinomios minimos respectivos (7&2-7k-(c0/(c1)2))nl y (A —1)"2 Observar que
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co/(cl)2<- 1/4 y por un razonamiento an4logo al realizado antes llegamos a que M es del
Tipo 1.

Veamos ahora lo que sucede en €l caso 7r2=l2-2c:1 A-4cy. Tomando
x;=(c,/N-Cg)x, se tiene que M=Nil(M)+(x;) y la accién de adLx, sobre
Nil(M)/Nil(M)? y Nil(M)Z es ciclica con los siguientes polinomios minimos
A - /NTTHA+1)" 1 y (.?» 2.(2¢,/\"Cg)A+4)"2 respectivamente. Observar que
(c 1)2/ (-cg)<4 y por un razonamiento anédlogo al realizado antes llegamos a que M ha de
ser del Tipo 3.

Solamente queda probar que las dlgebras anteriores son no isomorfas dos a
dos. Las dlgebras del Tipo 2 son de centro no trivial mientras que las de los Tipos 1y 3
no tienen centro. Luego las dlgebras del Tipo 2 son no isomorfas con las de los Tipos 1y
3. Sean ahora o, B<-1/4. Denotamos por L, =N +(Dy) y LB=NB-3— (Dp) las dlgebras
de Lie del Tipo 1 definidas mediante estos escalares. Si LaELB, entonces existe
z=a+t;Dg con O=#t;€e R y aeNg tal que el polinomio caracteristico de la
transformacién inducida por ad gz sobre Ng es (kz-k—a)n(l—-l)m. Por otro lado
teniendo en cuenta la actuacidn de Dy sobre Ng es una simple comprobacién el ver que la
transformacién adppz sobre Np tiene de polinomio caracteristico
A2 -ty A-(t;)*B)"(A-t;)™. Por tanto a=P . Mediante un razonamiento an4logo se prueba

que dos dlgebras de Lie de los Tipos 1 y 3 no pueden ser isomorfas. ¢

Toda dlgebra de Lie resoluble, no superresoluble y con reticulo de ideales
lineal tiene una imagen homomorfa M con reticulo de cuatro puntos. Notemos que ademds
Nil(M) tiene orden de nilpotencia menor o igual que 3. Si NiI(M)2=0 el problema de la
determinacién de M estd resuelto por el corolario (2.3). Veamos qué sucede ahora en el

caso Nil(M)2¢0.
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Teorema 2.23. Sea H(3) el dlgebra de Heisenberg 3-dimensional. Sean

Dy y D con ae<—1/4 las transformaciones lineales con matrices asociadas en una base

estindar de H(3)

| uamem— ]
oLo
OO =
OO
| IS ]
-0 O
_

QO =

| E—
OR ©

respectivamente. Entonces las dlgebras de Lie Ly=H(3)+Dy y Lo=H(3)+D, son no
isomorfas dos a dos, resolubles, no superresolubles, de nilradical no abeliano y con
reticulo de cuatro puntos. Ademds toda dlgebra de Lie cumpliendo estas condiciones es

isomorfa a una de ellas.

Demostracién. Es inmediato que para cada ae (-e,-(1/4))U{0} L, es un
dlgebra de Lie ya que, aplicando el lema (2.14), Dy y D, son derivaciones de H(3). Ahora
por el teorema (2.22) tenemos que L, es resoluble, no superresoluble, de nilradical no
abeliano y L, es no isomorfa con Lg si o 3. Resulta una comprobacién inmediata el ver
que su reticulo de ideales es

0<H(3)2<H(3)<L,

Sea ahora L un dlgebra de Lie resoluble, no superresoluble de nilradical no
abeliano y 3(L) lineal con reticulo de cuatro puntos arbitraria. Entonces el reticulo de
ideales de L es

0<Nil(L)2 < NilL)<L
Por el teorema (2.22) tenemos que L=N+(x) con Z(N):N2 y la accién de
adpx sobre N/N? y N ciclica con polinomios minimos respectivos m;, T, tales que
(my,mp)e {(A2-h-a, A-1);(A 7+ 1,0);(A2-pA+1,A2-2BA+4):0<-1/4, B <4)
Luego dimN/N2=2 y por tanto dimN2=1. Entonces N=H@3)y
(1, m)=(A2+1,1) 6 (nq,m)=(A2-A-at,A-1) para algin a<-1/4
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Consideramos ahora para cada caso las bases Bg={a;,a;,a3} vy

B;={b;.b;,bs} tales que la matriz coordenada de ad; x en la base B; sea

0 10 0 10
[—1 0 0] parai=0 o 1 0 | parai=l
0 00 00 1

Notemos que [a;,3,]=tja3 y [by,by]=t;b3 con t;,t,€ R no nulos. Entonces
By={ay,a,,t;a3) y B;={b;,b,,t,b3) son bases estdndar del 4lgebra de Heisenberg

3-dimensinal Ny por tanto L=Ly 6 L=L,. ¢

SECCION 42: Algebras de Lie no resolubles y con reticulo de

ideales lineal.

Teorema 2.24. SeaL un dlgebra de Lie no resoluble. Entonces 3 (L) es
lineal con k+1 puntos si y s6lo si L es una extension escindible de un dlgebra de Lie N de
orden de nilpotencia k cuyas series centrales ascendente y descendente coinciden y un
dlgebra de Lie simple S tal que la accién de S sobre los S-mdédulos N/N™! es irreducible

y dimN/N?>1 .

Demostracién. Supongamos en primer lugar que 3(L) es lineal. Por las
observaciones al comienzo del pdrrafo tenemos que L es una suma semidirecta de un
dlgebra de Lie nilpotente N y un dlgebra de Lie simple S.

Veamos ahora que las series centrales ascendente y descendente de N coinciden y que los
cocientes Ni/Ni+l son S-mdédulos irreducibles. Para ello bastard con probar que Z(N) es
S-médulo irreducible ya que entonces, si m es el orden de nilpotencia de N, se tiene
Nm'1=Z(N). Como Z(N) es S-mdédulo y S es un dlgebra de Lie simple, entonces Z(N) es

completamente reducible (ver [18], p.28). Luego Z(N)=V,+...+V, con V; S-mddulos
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ireducibles para 1<i<n. Es claro que V; esideal de L y de aqui Z(N)=V; ya que S(L) es
lineal. Notemos que Z(N) es el iinico ideal minimal. De las consideraciones anteriores se
deduce que dimN/N2>1 y que el orden de nilpotencia de N ha de ser k.

Veamos ahora el reciproco. Serd suficiente con ver que Z(N) es el dnico ideal
minimal de L. Sea entonces P ideal minimal no nulo de L. Como dimN/N?>1, es claro
que [L,N]=N. Luego por t25], N es el radical de Jacobson de L y por tanto el {inico
ideal maximal. Entonces P<N vy, aplicando la proposicién 8 de [31], P tiene interseccién

no trivial con Z(N). Como Z(N) es S-m6dulo ireducible Z(N)<P. Luego Z(N)=P. ¢

La caracterizacion dada en (2.24) es incompleta, pero nos da dos posibles
caminos para la determinacidn de las dlgebras de Lie no resolubles y con reticulo lineal. El
primero consiste en encontrar, para cada dlgebra de Lie nilpotente N tal que
s.c.a.(N)=s.c.d.(N), todas las dlgebras de Lie simples tales que Ni/Ni+1 sean
S-médulos irreducibles. El segundo en determinar, para cada 4lgebra de Lie simple S, las

dlgebras de Lie nilpotentes cumpliendo las condiciones de (2.24). En lo que sigue

veremos una aplicacién préctica del primer camino.

Sea entonces N=H (2n+1) un 4lgebra de Heisenberg generalizada. Veamos
qué 4dlgebras de Lie no resolubles y con reticulo lineal admiten N como nilradical.
Notemos ademds que este tipo de dlgebras son las Unicas dlgebras no resolubles con

reticulo de cuatro puntos y centro no trivial.
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Teorema 2.25. Sea H(2n+1) un dlgebra de Heisenberg generalizada y sea
{al,...,an,fl,...,fn,z} una base estdndar de H(2n+1). Sea el espacio vectorial
V=F(ay,...,a,,f;,...,f,) dotado de la forma bilineal antisimétrica no degenerada
(x,y)=A[y,) donde [x,y)=A[4 ,jz. Consideremos el dlgebra de Lie simplética sp(2n,F)
sobre V con forma bilineal (x,y). Para cada A€ sp(2n,F) sea A" l1a transformacién lineal

de H(2n+1) con matriz asociada en la base estindar

Entonces 1:sp(2n,F)—Der(H(2n+1)) es una representacidn.

El dlgebra de Lie L=H(2n+1)+sp(2n,F) tiene reticulo de ideales lineal.
Ademds, toda dlgebra de Lie no resoluble con reticulo lineal y radical un 4lgebra de
Heisenberg generalizada es isomorfa a una del tipo H(2n+1)+S donde S es una

subdlgebra simple de sp(2n+1) tal que el S-médulo H(2n+l)/1-1(2n-|-l)2 es irreducible.

Demostracion. Notemos que si Ae sp(2n,F), entonces AB+B(A)t=0 (ver

0 I,
B= 2.25.1
(-1,, Ojc 5.1)

[18], p.2) siendo

Luego por el lema (2.14), Las transformaciones AT son derivaciones del dlgebra
H(2n+1). Ademds, es inmediato probar que T es una representacién. Por tanto
L=H(2n+1)+sp(2n,F) es un dlgebra de Lie. Por otro lado V es sp(2n+1)-irreducible.
Esto es cierto sin22 (ver [19], p.137) y si n=1 es una comprobaci6n inmediata. Luego
es claro que H(2n+l)/H(2n+l)2 es sp(2n,F)-irreducible. Aplicando ahora el teorema
(2.24), S(L) es lineal con reticulo de cuatro puntos. Ademds, L es no resoluble y

Z(L)=H (2n+1)%#0.
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Sea ahora M un dlgebra de Lie no resoluble, 3 (M) lineal con Nil(M) un
dlgebra de Heisenberg generalizada arbitraria. Por el teorema (2.24) tenemos que
M=H(2n+1)+S donde S es simple y H(2n+l)/H(2n+1)2, H(2n+1)2 son S-mddulos
irreducibles. Como H(2n+l)2 es l-dimensional es claro que [H(2n+1)2,S]=0.
Denotamos por H(2n+1)2=F(zl). Entonces existe V; S-médulo irreducible tal que
H(2n+1)=V,+F(z,). Adémds, V, posee una base {by,...,b,,Cs...,c,} con
productos [b;,c;1=8;;z;. Sea ahora la representacién adjunta adp:S— gl(H(2n+1)).

Para cada se S la transformacion s*Le Der(H(2n+1)), luego por el lema (2.14) s*IL tiene

por matriz asociada en la base {b;,...,b,,¢;,...,c,,2; } una matriz del tipo
0
c |
0
0 ....... 0fo |

donde CB+B (C)t=0 siendo B la matriz de (2.25.1). Sea ahora ¢ la representacién adp
restringida a V. Por ser S simple, S=S§ S Claramente S° es isomorfa a una subdlgebra
simple S; de sp(2n,F). Consideramos el dlgebra L;=H(2n+1)+ S; que es subdlgebra de
L=H(2n+1)+ sp(2n,F). Identificando ahora los elementos de S y de S; se tiene que
@®:M—L,; definida por @(b;)=a;, P(c;)=f;, P(z;)=z y O(s)=s para cualquier se S

es un isomorfismo de 4lgebras de Lie. ¢

Corolario 2.26. Sea L un dlgebra de Lie no resoluble, de centro no trivial
y tal que 3(L) es lineal con cuatro puntos. Entonces Rad(L) es un 4lgebra de Heisenberg
generalizada y L/Rad(L) es un dlgebra de Lie simple de uno de los siguientes tipos:

(i) SiRad(L)=H(2n+1) siendo 3<n, entonces S es una subdlgebra simple
de un dlgebra de Lie del tipo C,,.

(i) SiRad(@)=H(S), entonces S es una subdlgebra simple de un dlgebra de
Lie del tipo B,.

@iii) Si Rad(L)=H(3), entonces L/Rad(L)=s1(2,F). ¢
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Corolario 2.27. Para cada ne N el dlgebra de Lie no resoluble de mayor
dimensién con centro no trivial y reticulo lineal con de cuatro puntos es
L=H{(2n+1)+sp(2n,F) construida en (2.25). Ademds, cualquier otra con nilradical

H(2n+1) estd sumergidaenL. ¢

El siguiente resultado prueba que existen también 4lgebras de Lie no

resolubles, con reticulo lineal y radical de orden de nilpotencia 4.

Proposicién 2.28. Sea L no resoluble, 3 (L) lineal y tal que
Rad(L)/Rad(L)’ es un dlgebra de Heisenberg 3-dimensional y Rad(L)*=0. Entonces L
posee una base {agp,a;,bg,cq,cy,¢e,f,h} con la siguiente tabla de productos no nulos

[f,ap]=0 [f,a;]=a5 [f,byl=0 [f,col=0 [f,ci]=cp
[e,apg]=a; [e,a;]1=0 [e,bgl=0  [e,col=c; [e,cy]=0

[h,ag)}=-a5 [h,a;]=a, [h,by]=0 th,cgl=-¢cy [h,c1]=¢
[ag.a;]=by [ag.bgl=cy [a;,bgl=c; [ag,cel=0 [ag,c;]=0
[a1,¢0]=0 [a;,c;]=0 [bg,cl=0 [bg,c;1=0 [cg.cy]=0
[f,h]=2f  [f,e]=-h [e,h]=-2¢

Demostracién. Notemos que por el corolario (2.26)
L/Rad(L)’=H(3)4+s1(2,F). Luego L=Nil(L)+sl(2,F) siendo Nil(L)/Nil(L)? y
Nil(L)leil(L)3 s1(2,F)-mddulos irreducibles de dimensién 2 y 1 respectivamente.
Tomamos en sl(2,F) la base {e,f,h} con tabla de productos

(f,h]=2f (f,e]=-h [e,h]=-2e
Para cada natural 0<m sabemos que existe un vnico sl(2,F)-médulo irreducible V(m) de
dimensién m+1 (ver [18], p.32). Llamaremos base estdndar de V(m) a una base
{ag,ay,...,a,} de tal forma que la accién de sl(2,F) sobre ella es como sigue

f-a;=i(m+1-i)b;_ ; para 1<i<m
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h-b;=(2i-m)b; para 0<i<m
e-b;=b;,, para 0<ism-1 (2.29.1)
f-bg=e-b,=0

Ahora, teniendo en cuenta las observaciones iniciales tenemos que
Nil(L)*=Nil(L)>$V(0) y que Nil(L)=Nil@L)>+V(0)+V(1). Sea {ag,a,} base
estdindar de V(1). Se tiénc que Nil(L)zz[V(l),V(l)]+[V(1),V(O)] ya que
Nil(L)3=Z(Nil(L)). Notemos que [V(1), V(1)] es sl(2,F)-médulo. Luego como Nil(L)3
es sl(2,F)-irreducible se tiene que Nil(L)3r\[V(l),V(1)]=0 6
Nil(L)>A[V(1), V(1)I=Nil(L)>. Si Nil(L)>A[V(1),V(1)]=Nil(L)?, entonces
Nil(L)2=F([a0,a1]) lo cual es una contradicién ya que 2SdimNil(L)2. Luego
Nil(L)*=Nil(L)>+ [V(1),V(1)]. Denotamos por by=[ag,a;]. Notemos que
[V(1),V(1)]=F(bgy) es sl(2,F)-médulo irreducible. Por otro lado tenemos que
Nil(L)3=[Ni1(L)2,Nil(L)]zF([aO,bO], [a;,bgl). Si [ay,bg]=0, entonces, haciendo
uso de la identidad de Jacobi, se tiene la siguiente igualdad O=[e[ay, bgll=[a;,bg].
Luego Nil(L)2=0 lo cual es una contradicidén. Por tanto [ag,bgl#0 y ademds
[h[ag,bgl]l=-[ag,bg]. Por tanto Nil(L)3 es 2-dimensional. Por iltimo, denotando por
co=[ag,bg] ¥ cy=[a;,by] se comprueba de forma inmediata que {cg,c;} es base

estandar de Nil(L)>. o

Mediante un procedimiento andlogo al empleado en la demostracién de (2.28)
hemos obtenido también un dlgebra de Lie L no resoluble y 3 (L) lineal tal que
Rad(L)/Rad(L)’ es un 4lgebra de Heisenberg 3-dimensional y Rad(L)’=0. El dlgebra L
posee una base {ag,a,,bg,cq,¢y,20,21,2,,¢€,f,h} con la siguiente tabla de productos
no nulos

[f,ag]=0 [f,a;]=a; [f,by]=0 [f,cp]=0 [f,ci]=cg
[f,z5]=0 [f,z,1=2zy [f,z,]=22; [e,3p]=2a; [e,a;]=0

[e,bg]=0 [e,col=c; [e,ci]=0 [e,zg)l=21 [e.z1]=2,
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[e,z,]=0 [h,agl=-a9 [h,a;]=a; [h,by]=0 [h,cql=-cq
[h,cyl=cy [h,zy]=-2z4 [h,z,]=0 (h,z;]1=22,
[ag,a;]1=bgy [ag.bgl=cy [a;.bgl=c; [ag.cpl=2zy [ag,c1]=2;
[a;,col=2;, [a;,ci)l=z5 [ag,zpl=0 [ag,z;]1=0 [ag,z,]=0
[ag,z0]=0 [ag,z;1=0 [ap,z7]1=0 [bg,col=0 [bg,c;]=0
[bg.zgl=0 [bg.z;1=0 [bg,25]1=0 [cg.,ci]1=0  [cg,2g]=0
[corz11=0  [cgrzp)=0 [c1,20]=0 [c1,2,1=0 [c;,2,]=0
[zg,211=0 [zg,2,]1=0 [z1,2,]=0

[f,h]=2f (f,e]=-h [e,h]=-2¢

De la misma forma se pueden obtener reticulos de k+1 puntos con 6<k.

Notemos por tltimo que las dlgebras de Lie que pueden ser obtenidas
haciendo uso de la técnica empleada en (2.28) son las dlgebras de Lie no resolubles y con
reticulo lineal que admiten como radical un dlgebra de Lie nilpotente N tal que N/N° es un

édlgebra de Heisenberg.
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15.-J. A ANQUELA, T.CORTES. EL ENIGMA DE LA PERFECCION. 1987.

16. - M. BENITO. PROXIMIDADES Y TOPOLOGIAS. 1987,

17.-J.C.CANDEAL, J. J.MARTINEZ, L. RANDEZ. APLICACION DE METODOS NUMERICOS PARA LA
RESCOLLICION DE ECLIACIONES NQO LINEALES AL ESTUDID DEL FENOMENO ECONOMICO "CICLOS DE LA
TELARANA". 1987,

18, - JOSE MARIA MORENG JIMENEZ. EL PROCESO DE TOMA DE DECISIONES EN EL CONTEXTUO
ECONOMICO-EMPRESARIAL. MODELO AEIOU. 1989,

19, - ACADEMIA GENERAL MILITAR (52 curso), DTO. METODOS ESTADISTICOS. MODELOS MATEMATICOS
DE DECISION Y SIMULACION. 1989.

20. - ESTEBAN INDURAIN. SOBRE RELACIONES DE PREFERENCIA. 1989,

SECCION &

1. - IZABEL GOICOECHEA , JUANA MARIA MARTINEZ, MARIA DEL CARMEN PRADQS. TRARAJANDD CON
LOGO LAS FRACCIONES EN EL CICLO SUPERIOR DE E.G.B. 1987.

2. - GUY BROUSSEAU. FUNDAMENTOS DE DIDACTICA DE LA MATEMATICA. 1989,

SECCION 7

1. - AURQRA LACRUZ. K-ALGEBRAS COCARTESIANAS. 1989,
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