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Nueva contribucion 4 la ensefianza matemdtica

EXAMEN RETROSPECTIVO

I.—Consideraciones generales.

La Matemé4tica ocupa un lugar entre la Metafisica .y las
ciencias Fisico-quimicas y sus aplicaciones.

Y es distinla segtin se trate de un desenvolvimiento pro-
pio como desarrollo de su objeto 6 como transmitida de una
inteligencia a otra.

En el primer caso, tenemos dos movimientos: el légico,
que fija las verdades en un encadenamiento deduclivo; el
intuitivo, que crea nuevas verdades por adjunciones de nuevos
elementos y dilata la ciencia, como irradiando desde puntos
varios de su eslahbonamiento, al extender la red 6 tejido de sus
verdades en las mas varias direcciones.

En el segundo caso, tenemos que considerar la estructura
intelectual; lo que nos interna en los dominios de la psicolo-
gia y la adaptaciéon de la ciencia constituida, al modo de fun-
cionamiento intelectual. Sembrar, en una palabra, ideas para
conseguir la mas eficaz germinacion de las semillas. Esto cons-
tituye el objeto de la Pedagogia en general, de la Metodolo-
gia en particular, lo primero cuando se aspira 4 perfeccionar
el instrumento (la inteligencia, la actividad y la mocién esté-
tica); lo segundo cuando sbélo se trata de sustituir unas com-
binaciones ideales (de conocimientos) por otras.

Del primer caso nos ofrece la historia de la ciencia dos ejem-
plos: Descartes haciendo tabla rasa de la ciencia, para edifi-



4 —

carla sobre nuevos cimientos y Pascal deduciendo las veinti-
nueve primeras proposiciones de Euclides. .

Y podemos, por abstraccion, considerar la Matematica de-
ducida desde sus primeros principios hasta sus tltimas con-
secuencias, de igual modo que el mundo externo desde su ori-
gen hasta el estado aclual de combinacion de sus elementos
y hasta los estados futuros. _

En el primer momento, consideramos las consecuenclas
en sus principios; en el segundo, los efectos en sus causas.

Tenemos el mundo ideal y ¢l mundo externo; y para nos-
otros, laMatematica racional 6 subjetiva y la Matematica feno-
menal 1 objetiva, que tienden 4 aproximarse en su marcha
descendente y ascendente. La primera por la deducci(’)n_ de
los principios racionales, la segunda por la sucesion de hipo-
tesis 0 de sistemas.

En la Matematica pura, no siéndonos posible la perfecta
y completa coordinacion de las verdades, procedemos por
sistematizaciones arbitrarias.

Una de ellas estd constituida por las clasicas disciplinas
Hamadas Aritmética, Algebra y Geometria, después: el Ana-
lisis y 1a Geometria que han constituido las dos primeras dis-
tribuciones de los conocimientos matematicos.

Estas primeras divisiones se fundaban en las ideas sus-
tantivas de niumero, figura y ecuacion; lo discreto, lo continuo
y la relacion.

Pero de la ilimitada comprension de las ideas han surgido
relaciones 6 modos nuevos y varios, segiin los cuales se concibe
lo sustantivo; y resulta cierta adjetivacién que sirve de norma
4 las nuevas divisiones de la Matemética. Esto ha originado
ramas diversas tales como: las teorias de los grupos disconti-
nuos y continuos, la de los conjuntos, la de las funciones de
variables reales y complejas, la geometria de los ntumeros, las
trasformaciones isogonales y otras muchas de que trataremos.

Entre estos varios modos, ya hemos citado en otras ocasio-
nes los siguientes: combinatoria, simbolismo, cant;idad, sjs—
temas, correspondencias, correlaciones, representaclones, sin-
gularidades, normalizacion y transformaciones.

Estos y otros modos son eminentemente subjetlvo§, que
tienden, no sélo 4 la produccion ideal, sino 4 la ordenacion de
los conceptos en el sistema cientifico.

— 5 —

El orden expositivo de la Matematica no puede ser el mis-
mo que el orden de coexistencia de sus verdades.

No podemos avanzar un paso sin saber contar y sin cono-
cer las propiedades elementales de las figuras.

Avanzamos por una serie de andamiajes que nos dan
construcciones sucesivas. Pero la inteligencia protesta de
esta necesidad practica, debida a la ley de su desenvolvi-
miento, desde lo particular 4 lo general, de lo elemental a4 lo
complejo. :

No basta considerar el desenvolvimiento de la ciencia en
cadaindividuo; debemos también verlo en la Historia, en la que
causas extraiias desvian la corriente natural y hasta producen
discontinuidades en la evolucion del pensamiento.

En la historia de la Matematica no se manifiestan los apasio-
namientos, las luchas y violencias que en las de las religiones,
filosofias y puntos de vista sociales, porque afecta predomi-
nantemente alas tranquilas regiones de la idea pura; y hoy
tan solo contiende esta ciencia con las tendencias utilita-
rias 4 que la llevan sus multiples aplicaciones.

Sin embargo, la lucha se ha dejado sentir, auncue tibia-
mente, entre encontradas aplicaciones.

Euclides cuidé de escribir sus célebres Elementos de Geo-
metria, libres de toda asechanza sofistica. En tiempos de Tar-
taglia, Cardan y Vieta comienzan 4 sentirse las rivalidades
que se acenttianen tiempos de Descartes y Roberval, de Newton
y Leibniz que continfia entre los hermanos Bernoulli, comen-
zandose a deslindarse las dos tendencias del Calculo infini-
tesimal y las rivalidades de razas entre los matematicos in-
gleses y los del continente.

La caracteristica de este periodo brillante de la matema-
tica, que se extiende hasta Lagrange, es la de la pura idea ma-
temalica, edificandose sobre los problemas de la Naturaleza
que se ofrecian en cada momento, ejercitando las facultades in-
ventivas de los grandes matematicos.

Vemos que la Matematica se aplico al estudio de la Natu-
ralezay de las necesidadzs de la vida, como lo prueba el ori-
gen de la Geometria.

Todo lo mensurable, desde lo existente en el mundo ma-
ferial hasta lo que afecta & la vida social y utilitaria ha ido
aumentando el contingente de los conocimientos matemati-
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cos, que constituyen los tres 6rdenes de la Matematica, pura o
ideal, natural y social.

La primera desciende hacia las tltimas; pero también ma-
nifiesta una especial tendencia 4 elevarse hacia las regiones
del origen comun 4 todas las ciencias, la Filosofia, como una
de sus ramificaciones, especialmente para cumplir otras alli-
mas finalidades cuales son su organizacioén teérica, que depen-
de exclusivamente de la Loégica y sus ulteriores progresos
que han de realizarse con auxilio de la Pedagogia y Critica, las
cuales se refieren al orden psicologico é histérico propia-
mente tal, 6 bibliografico, que es la historia contemporanea.

II.—Mi labor desde 1874

Como ejemplo de estos desarrollos parciales de la ciencia
que se efecttan individualmente, voy 4 citar la génesis de las
ideas matematicas que se ofrece en la serie de mis publicacio-
nes.

.Los dos primeros folletos: Observaciones tliles en las ma-
temdticas (1874) y el Método aplicado a la ciencia matemalica
(1875) tienen un cardcter predominantemente psicoldgico.

Me ocupo, aunque de un modo elementalisimo 6 rudimen-
tario, de los principios de la ciencia, de las cuestiones de la
ciencia malemdlica, de algunas ideas que se refieren d las cues-
{iones matemdticas acerca de los feoremas y demostraciones, sin
pasar de las regiones de la segunda enseanza ¢ de las mate-
maticas elementales.

Me propongo eshozar algunas ideas acerca de la Matema-
tica, en sus relaciones con la inteligencic: 4 fin de desperlar el
espiritu matemdlico en los alumnos, reduciéndose el indice de
las materias a:

Ideas generales, método aplicado al desenvolvimiento de
una cuestion (objeto, sujeto, analisis, sintesis), ejecucion 6 fase
activa, el método aplicado 4 sistemas de cuestiones, fases de
la ciencia matematica, parte objetiva y subjetiva, métodos
matematicos, ideas generales acerca de la definicion, division
y clasificacion.

Las consideraciones sobre la conveniencia de un nuevo plan
para la ensefianza de las matemdticas elemenlales (1877) re-
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velan una tendencia hacia la I.ogica, bastando para ello reco-
rrer su indice de materias: Periodos del desarrollo intelectual
y de la ensefianza.—La ciencia matematica en los tratados.—
Diferencia entre la Matematica y las demaés ciencias.—ILa
ciencia Matematica en la enseflanza actual.—Progresos de la
ciencia matemaética, sus aplicaciones finales.—De los métodos
demostrativos (métodos' directos generales, métodos directos
particulares, método ad absurdum, método sintético).—Meto-
dologia elemental.--Métodos demostrativos geométricos.—
Métodos generales.

En este folleto, para establecer la correspondencia entre las
fases del desarrollo intelectual y la ensefianza, admito la nece-
sidad de ser establecida en cinco tratados:

El primer tratado, Exposicién preliminar 6 intuiliva, digo:
contendré las definiciones, divisiones y operaciones correspon-
dientes 4 la Aritmética, ciencia del nimero, es decir, la des-
cripeion del objeto y sus variedades y la parte practica, cuya
justificacion es un analisis intuitivo de escasa dificultad; des-
pués seguiran las definiciones y divisiones pertenecientes &
la Geometria, ciencia de las figuras, cuyo objeto, méas concreto
é inteligible que el del Algebra, cuyos métodos, mas numerosos
que los de ninguna otra parte de la Matematica, la hace muy
propia para mostrar, desde luego, los medios que ha de em-
plear la inteligencia en la demostraciéon de los teoremas y en
la resolucién de los problemas. La memoria y la intuicion
empirica son las dos funciones intelectuales casi exclusiva-
mente ejercidas en esta parte.

El segundo tratado ser4 el de la Mefodologia, que principia-
r4 por consideraciones generales respecto al teorema y al pro-
blema, distincion de uno y otro, partes de que constan y nu-
merosos ejemplos practicos para distinguir la hipotesis de la
tesis, los datos de las incognitas y en obtener el teorema re-
ciproco de otro dado, etc.»

«L.aMetodologia, afiado, dara como resultado poner en cono-
cimiento del alumno los diferentes procedimientos mateméti-
cos que se combinan para demostrar y resolver las cuestiones».

«El tercer tratado debe ser la exposicionrazonada de la
ciencia elemental en sus cuatro partes: Arilmélica, Geome-
lria, Algebra y la Teortia de las funciones circulares con la re-
solucién numérica de los triangulos rectilineos, etc.y
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«La crifica dara por resultados hacer pasar el conocimien-
to expontaneo de la ciencia adquirida por el alumno, 4 cono-
cimiento fundado».

«El quinto y Gltimo tratado serd una sinlesis general, he-
cha «a priori, prescindiendo de las trabas que impone (en el
estado actual de la ciencia) el fundar unas proposiciones
en otras, es decir, defectos debidos al escaso progreso de
los métodos y al estado intelectual de los alumnos que exige
con frecuencia alteraciones en .la rigurosa exposicién sin-
téticar.

Ciertamente que estos cinco tratados corresponden 4 pro-
cedimientos educativos, seguidos durante los cinco 6 seis afios
que suele durar la segunda ensefianza.

Asi el alumno, en los dos primeros afios adquiriria las pri-
meras nociones y algunos procedimientos 6 métodos, en el
tercero y cuarto conocimientos fundados enla demostracion;
y, como ocasién para la practica de la metodologia, y, en el
quinto afio un resumen ordenado de lo aprendido en los afios
anteriores. Todo lo cual constituye un procedimiento esen-
cialmente educativo 6 pedagégico seguido en la ensefianza.

Otra tendencia se revela en las publicaciones siguientes:
la tendencia sintética, no opuesta al anlisis, sino complemen-
taria.

La sintesis sefiala el camino mds corlo que liga las verdades
entre si para sostenerse mutuamente en un reducido nicleo.

El Complemenio de la Geometria elemental 6 critica geomé-
{rica (1881), del que solo publiqué la parte primera, crifica
diddctica, obedece 4 este plan sintético como complemento
al método analitico 6 de invencién, objeto de la secciéon pimera,
dejando para la seccion segunda el tratar del objeto, en su ge-
neracién; deferminacion en sus coexislencias y sustiluciones,
hasta llegar 4 la determinacion de los lugares geoméliricos, y
finalmente 4 las sustituciones sucesivas de los problemas 6
cuestiones equivalenles.

En la Geomeiria elemental pretendo afianzar estos puntos
de vista, especificando que se trata de da existenciay deter-

minacion de las rectas no concurrentes 6 paralelas, de la deter- -

minacién de los triangulos, de la transformacion 6 correspon-
dencia de la igualdad 6 desigualdad angular con el paralelis-
mo 6 no paralelismo, de la correspondencia de las relaciones
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angulares y de posicion eon relaciones de magnitud lineal entre
las rectas concurrentes».

En suma, pongo de relieve la idea de {ransformaciony de
correspondencia entre elementos heterogéneos, ya sean angulos
y magnitudes, angulos y arcos de circulo ¢ lados de un trian-
gulo, hasta el punto de presentar la Trigonometria como un
capifulo de la Geometria; y partiendo, en todo de la exvisfen-
cia y la determinacion.

La seccion complementaria de la obra que titulo: Critica
geomélrica, resume los conceptos expuestos en Consideracio-
nes sobre la conveniencia etc. en los dos libros: Melodologia
geomélrica y Crilica de las verdades geomélricas.

Ha de observarse que faltan a este Tratado, los problemas
por creer (ue éstos debian constituir una obra aparte, cuya
publicacién quedé en proyecto.

Contintia en los tratados de Aritmética, Algebra elemental
y Problemas de Aritmética y Algebra mi tendencia sintetiza-
dora y abstracta, poniendo de relieve los caracteres conmuta-
tivo, asociativo y distributivo de las operaciones; consideran-
do las fracciones como especies de nliumeros concretos, para
uniformar todos los nimeros racionales bajo la idea de los
sistemas de numeracion y el calculo aritmético; y en el orden

. abstracto, coordinando la teoria del niumero-factor con la

del niimero-resto, en las nociones sobre las congruencias, que
permite ver los dispersos teoremas elementales sobre la di-
visibilidad, subordinados 4 la tezoria de los restos-polencia-
les, en cualquier sistema de numeracion.

En el Algebra, doy relieve & los conceptos combinatorios
caracteristicos en esta rama de cardcter formal. La unificacion
del caleulo se establece definitivamente al final del tratado
de las funciones explicitas, mediante los algoritmos de Grass-
mam y de Hamilton, siguiendo laidea de sucesiva generaliza-
cion del calculo, desde las cantidades reales enteras hasta las
cantidades complejas y las puramente abstractas U objelos
simplemente sometidos 4 las leyes combinatorias del calculo
formal.

Y, por otra parte, se exponen las nociones precisas de la
combinatoria, en el campo de las sustituciones 6 grupos que
han de caracterizar mas tarde al Algebra en la teoria de las
ecuaciones algebraicas, que es la aplicacion mas inmediata de
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la teoria de los grupos, lo que, dicho sea de paso, afianzo en el
Tratado superior, cuya tltima parte relativa 4 la reselucion de
las ecnaciones, segiin los conceptos de Abel yde Galois, qued6
sin publicar.

Pero si los conceptos combinatorios, en los dominios del
caleulo formal y de la teoria de los grupos, tienen su pimera base
de sustentacién en el Algebra, no la tiene menos el concepto
de orden y de periodicidad que principia & maunifestarse en
los restos potenciales, que contintian enlas ecuaciones hino-
mias, como caso el mas sencillo de las ecuaciones abelianas,
y que se extiende con indefinida generalidad, como expresé
elegantemente Poinsot en sus Réflexions sur la théorie des nom-
bres en las ecuaciones indeterminadas 6 de congruencia. Y
este segundo punto de vista hice resaltar en mi tratado ele-
mental, llegando 4 servirme de la representacion por medio
de los poligonos estrellados, hasta enlas nociones sobre las
raices primitivas de las congruencias.

Finalmente, enlos Problemas de Aritmélica y Algebra, pre-
tendo hacer resaltar la superioridad del lenguaje algebréico
sobre el lenguaje ordinario y aritmético, la rapidez y genera-
lidad en la expresion del pensamiento.

Por otra parte,distingo, en el libro cuarto, los dos 6rdenes
que constituyen la realidad del mundo fisico y los conceptos
intelectuales, presentando las dificultades que ofrece la tra-
duccion algebraica de los fenémenos de la naturaleza y de los
hechos de 1a vida social, lo que produce analogias y divergen-
cias entre el lenguaje algebraico y la realidad fisica, entre la
asociaciéon y disociacion de las cuestiones, y que conduce 4
la discusiéon de los problemas, por-la cual, tan sélo, pueden ar-
monizarse estos dos ordenes tan distintos.

El Algebra, como la Geometria, elementales, tratan prefe-
rentemente problemas que, podemos decir, pertenecen al or-
den de ladiscontinuidad, y se refieren & hechos aislados; muy
al contrario de lo que ocurre en las ramas superiores, donde
se estudian los sistemas, ya en el dominio puramente matema-
tico, ya en el de la Naturaleza, siendo este ultimo extrema-
damente complejo.

Asi pues, en el dominio elemental, s6lo pude componer su-
mariamente, algo de las correspondencias entre los conceptos
de nimero y extension, que me sirvieron de ocasion para esta-

blecer algunas correspondencias geométricas, entre las que
cref ttil una aplicacion al Algebra de las correlaciones geo-
métricas de Carnot, que pretendio explicar los cambios designo
de las cantidades, suponiéndolas contenidas en sistemas va-
riables de un modo continuo, lo que generalizd6 Poncelet por
su principio de continuidad, primeros ejemplos que preparan 4
las inteligencias para el transito de lo elemental 4 los sistemas.

Expuesto lo elemental, con tendencias unificadoras y sis-
tematicas, faltaba entrar en una nueva region de enlazamien-
tos y armonizacion.

Los porismas de Euclides, como manantial abundante de
proposiciones, que Chasles concentré en su Geomelria superior,
la Geomelria reciente 6 del Tridngulo, los sistemas geométricos
de Grassmann y Héamilton conducen 4 un complemento y 4
un sistema.

La Geometria del Tridngulo es una expansion de la Geo-
metria elemental, como se expresa perfectamente en la obra
A sequel to Euclid de Casey. L.a Geometria de Chasles funda
sus construcciones en los sistemas de puntos y haces de reetas,
bajo el concepto predominante de la relacion anarménica.

Los sistemas de Grassmann y Héamilton son nuevos sis-
temas de Geometria analitica; y por ultimo, aparte de todas
estas geometrias, las nuevas creaciones de Lobatschewsky
y Bolyai, al menos, en el dominio de la literatura matematica,
permite elevar los puntos de vista hacia la critica cientifica,
segun lo hice en mi tratado de Geomelria general; y este espi-
ritu informé también otras varias obras acerca de diversas
ramas, como son: la Crilica y sinlesis del Algebra, Estudios
criticos sobre la generacion de los conocimientos matemdaticos,
Las modernas generalizaciones expresadas por el Algebra sim-
bélica, las geometrias no-euclideas y el concepto de hiper-espa-
cio, el cardcter y trascendencia de las Malemdaticas en la época
presenie (discurso inaugural), Ciencia, educacién y ensefianza,
Estudios de critica y pedagogia malemdticas y algunos articu-
los publicados en varias revistas, especialmente en el Progre-
so matematico, asi como el curso de diez lecciones explicadas
en el Ateneo de Madrid sobre la Moderna organizacion de la
Matemdtica, comprendiendo: 1. Cardcter de la Malemdiica
en el siglo X1X (variedad de sus teorias, tendencia unificadora,
conceptos principales que han conducido 4 la unificacién, ge-
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neralidad de las diversas teorias, necesidad de una nueva cla-
sificacion de éstas); 2.0 Teoria de los niimeros (Influencia de
Gauss, teorias de Kummer y Dedekind, concepto de los con-
juntos de Cantor, investigaciones de Du Bois-Reymond, mo-
derna exposicion de la Aritmética general y de las teorias de
las magnitudes y funciones de variables reales), 3.0 Geomelria
moderna (Cardcter propio de la Geometria en la escuela de
Monge, direcciones dadas por Carnot, Poncelet, Chasles,
Plucker, Staudt y Clebsch, lo imaginario y lo infinito, las
geometrias infinitesimales y vectoriales); 4.° Geomelrias no-
euclideas (Geometrias de Lobatschewsky y de Riemann,
estudio comparativo de los tres géneros de geometrias, prin-
cipales desarrollos de las no-euclideas; 5.© Geomelria de n di-
mensiones, (Concepto del hiperespacio, exposicion general de
la geometria de n dimensiones, particularizacion de la de cua-
tro, poliedros de Schlegel, nociones acerca del Analysis sifus);
6.0 Algebra (Carécter esencial de esta rama, principios de La-
grange, Abel, Galois, Algebra asociativa de Peirce, teorias de
Dedekind y Weierstrass); 7.0 Algebra de la Légica (Métodos
de Boole y de Jevons, doctrina de Schroeder, principios com-
binatorios de Grassmann); 8.© Algebra de las formas (Corres-
pondencia entre el Algebra de las formas yla Geometria proyec-
tiva, aplicaciones de las sustituciones lineales, transformaciones
de Cremona, problemas de la equivalencia y afinidad de las for-
mas); 9.0 Teorias de las funciones (Dominio del calculo infinitesi-
mal, funciones de variables complejas; sus especies, periodi-
cidad de las funciones); 10.0 Unificacién de los conceptos de la
Matematica en el siglo XIX (Nociones acerca de los traba-
jos de Sophus Lie sobre los grupos de transformaciones, resu-
men del trabajo sintético del siglo XIX).

Por dltimo en mis notas: Algunas observaciones pedagd-
gicas acerca de la Matemdtica, Plan de ensefianza malemdlica,
Ensayo de Clasificacion de las ideas malematicas y La Male-
matica en su estado actual, presentadas al congreso cientifico
de Zaragoza y publicadas por la Asociacién espaiiola para el
progreso de las ciencias y en mi Bolelin de critica, ensefianza
y bibliografia matemdaticas he continuado mi labor de propa-
ganda, encaminada principalmente 4 la organizacién de los
estudios matematicos y 4 la educacion intelectual para fa-
cilitar tales estudios é investigaciones.
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Pero esta extensa labor exige el ser continuada, conforme
4 los nuevos impulsos y direcciones de la Ciencia moderna.

Esta se halla en un estado de constante progreso. El cam-
po se halla abierto en multiples direcciones: y hoy particular-
mente, se notan las dos corrientes, una hacia los principios
abstractos y generales, otra hacia los hechos de la experimen-
tacion.

Por un lado se discuten las definiciones, los postulados y el
valor de los principios cientificos; por el otro se busca la com-
penetracion de los estudios racionales conlos experimentales. Y
finalmente, se aspira 4 una adaptacién, cada vez mas firme, de
la infeligencia con su objeto, el conocimiento cientifico, in-
tentando hacer cada vez mas eficaces los principios pedago-
gicos y los metodos de ensefianza.

Un hecho incidental, de importancia secundaria, cual es
la creacion de una catedra de Complemento de Cdlculo infini-
lesimal en nuestras mermadas facultades de ciencias, facilita
dirigir el Calculo infinitesimal hacia los estudios fisico-qui-
micos, en el primer curso de Elementos de cdlculo infinitesimal,
permitiendo tal extension el retardar, para el segundo, las teo-
rias superiores referentes a las varias funcionesy ecuaciones
diferenciales.

Mis programas, en los dos cursos terminados, han podido,
por tanto, extenderse hacia el calculo de probabilidades, la
ciencia del actuario, y algunas aplicaciones 4 la fisica y 4 la
termoquimica, que por su objetividad son, en este grado cien-
tifico, lo que los graficos ¢n los estudios elementales, pues las
apariencias sensibles dan siempre fijeza 4 los conceptos abstrac-
tos.

Y este hecho manifiesta cumplidamente, cuan diversos han
de ser los procedimientos para ensefiar la Matemdtica en cada
una de las naciones; pues en el modo, contribuye la esplendidez
de los gaslos en esta atencion de los Estados; y donde no hay
consignado lo suficiente, forzoso es suplir con artificios y
juxtaposiciones, por lo general, poco satisfactorias.

Una ensefianza puede adolecer de excesivamente teérica,
por no haber holgura suficiente para las practicas necesarias.
Sin gran acopio de teorias, las practicas degeneran en puro
empirismo. Quien ve mucho y 4 distancia, puede recogerse para
dar realidad & las ideas; quien sé6lo conoce las practicas, no
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puede avanzar mas que unos pasos en el estrecho recinto
de sus manipulaciones.

Ensefiar por recetas es matar las ideas. El aislaumiento de
los hechos se contrapone 4 la asociabilidad de aquéllas.

Los idealismos de la ciencia moderna han multiplicado la
produccion de los hechos y de los resultados practicos. La teo-
ria es el barometro de la practica.

Bien es cierto también, que la inteligencia necesita cierta
fijeza y energia equivalente 4 la energia fisica en lasalud del
cuerpo. Y la energia intelectual del esfuerzo reposado es con-
dicién que no ha de faltar al matemético, alejado de los liris-
mos de la imaginacién que perjudican al metédico ejercicio
de la razon.

El éxito de la educacion matematica depende de la acerta-
da combinacion del ejercicio logico é inventivo 6 siquiera per-
sonal.

El poder inventivo es un don natural; pero la educacién pue-
de dirigir el trabajo de iniciativa aunque sea poca, es decir la
actividad intelectual. Todo esto requiere tiempo y medios,
de lo que no se dispone por igual en todas partes. Pero queda
un recurso: buscar el maximo aprovechamiento con medios
determinados.

Esto me ha obligado, en mi incesante labor, 4 realizar lo
que en circunstancias distintas no hubiera realizado.

II1.—Algo sobre la marcha de la ensefianza.

Las naciones rezagadas tienen que ser excesivamente teo-
ricas para ganar tiempo que se perdio, asi como los inventores
deben hallarse en campo fértil, al nivel de los descubrimien-
tos contemporaneos, para obtener resultados eficaces y va-
lidos.

Hay que cultivar la parte ideal y la parte mecanica en
proporcién 4 los medios y recursos.

Los centros docentes debieran ser en los primeros aiios
especies de talleres ilustrados. Actuar mas que pensar, bajo la
accion directora é inteligente del maestro y llevar la acti-
vidad hacia las finalidades que éste conoce como buenas,
aunque no las conozca el alumno, hasta el momento de su
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emancipacion de la tutela infelectual, y pueda caminar por si.

La organizacion de nuestros estudios matematicos es
deficiente. Se instruye mas ue se educa y se instruye en lo
infecundo. '

Las teorias son tanto mas fértiles, cuanto mas ideales y
generales son. El analisis es mds fértil que el Algebra; absor-
biéndola en una generalidad superior, cuenta méas regiones por
donde caminar, mas instrumentos y recursos de que disponer.

Lo importante para avanzar con rapidez, es elevarse cuan-
to antes 4 la region de las ideas complejas con las delineacio-
nes precisas de las elementales, pues luego se descendera con
gran facilidad de lo complejo 4 lo elemental y se vera con luz
clarisima.

En momentos dados, nos basta con las definiciones claras
de las cosas, abandonando provisionalmente el lastre de sus
numerosas propiedades. Las sinopsis aceleran la marcha as-
cendente; y desde las alturas es facil descender.

El célculo infinitesimal es el alma de la Matematica; su
instrumento, la derivada, que corresponde 4 la langente, con-
duce, en Geometria, 4 las singularidades de las curvas, en
Analisis, 4 las de las funciones, y, concretandose, 4 las represen-
taciones de los fenémenos fisicos y quimicos.

Lo elemental es lo discontinuo, la regién de los conocimien-
tos aislados, independientes; el Andlisis superior es la region
de los sistemas, de los encadenamientos, correlaciones y trans-
formaciones, es comparable 4 lo que ha sido el vapor y la
electricidad en la locomocion. Lo elemental es caminar 4 pie;
una necesidad en los primeros pasos de cada inteligencia.

M4s bien, en la ciencia no hay elemental y superior, sino
lo individual y sistematico. Quien procede por sistemas, ca-
mina con superior intensidad; recorre caminos miultiples con
la mayor rapidez que comunica la generalidad de los conceptos.

Perdemos pues lastimosamente el tiempo en nuestras fa-
cultades de ciencias, retardando hasta el tercer curso los estu-
dios del Analisis infinitesimal y las teorias de las funciones.

Los procedimientosgeométricos, més agradables por sus for-
mas representativas, mas claros ¢ intuitivos, son mas lentos
que los analiticos.

Y después de todo, noson mas que éstos vistos por uno de
sus aspectos; pues la inteligencia los domina mediante un ins-



trumento comn que es la idea con sus dos aspectos 0 repre-
sentaciones, numérica y geométrica, numerable y mensura-
ble, sucesivo 6 coexistente, esquematico ¢ sensible.

Por otra parte, el Analisis también gusta de representacio-
nes sensibles, al menos como esquemas. Y asi hemos llegado
a un Analysis silus y 4 una Geomelria de los niimeros.

Que el elemento sea el punto geométrico, la recta, el plano
6 el punto, curvas y superficies analiticas, es indiferente para
lainteligencia. Solo le importan las relaciones que los ligan y
las transformaciones por las que pasa de unos objetos & otros
mas inteligibles.

Hasta en las ciencias experimentales, la inteligencia sélo
procede por representaciones, bajo laformade fuerzas, energias
corrientes, y movimientos varios.

Tenemos en Espafia cursos de Geometria de la posicion
y de Geometria analitica proyectiva, en el sentido que la lleva-
ron Chasles, Fiedler, Ovidio y en que la fijo, para la ensenan-
za, el Sr. Lazzeri; pero nos falta la Geometria en el sentido en
que la dirigieron Cayley, Salmon y Clebsch, en sus correspon-
dencias con las formas homogéneas, que permite acercarse
4 la tendencia aritmetizadora moderna, cuyos mas brillantes
aspectos se encuentran en el Algebra del profesor Herr Weber.

También es cierto que, dentro de las premuras de tiempo
que permiten nuestros mezquinos planes de enseilanza, el ca-
tedratico de la Universidad de Barcelona Dr. Terradas pro-
cura implantar en Espafia las teorias superiores del Analisis,
llegando hasta los métodos de integracion del Sr. Volterra,
4 la ecuacion de Fedholm y hasta 4 las ecuaciones integrales,
v hasta 4 las aplicaciones de las funciones elipticas a las teo-
rias de la fisica; pero esto por cuenta propia, con la predo-
minante aspiracion de elevar nuestro nivel cientifico.

Pero debemos insistir en lo perjudicial que es para nuestro
progreso cientifico el haber acumulado en nuestros dos pri-
meros cursos de Facultad varias asignaturas elementales 0
preparatorias que, reducidas 4 lo esencial, tienen su lugar pro-
pio en la segunda ensefianza, y que retrasan el comienzo de
los estudios llamados superiores. Tal practica equivale & pre-
tender ensefiar las lenguas vivas por medio de un exceso de
reglas gramaticales, cuando se aprenden mas rdpida y comple-
tamente de viva voz, por el uso diario que ensefia en bloque

la estructura de la frase; y, de igual modo que se estudia con
mayor rapidez el Universo, en su actual funcionamiento, que
dislocado en multitud de tratados preparatorios correspondien-
tes 4 cada uno de sus elementos ¢ agentes constitutivos.

Es necesario que los exordios no superen al resto de los
discursos, ni que los cimientos sean sobrados para un ruin edi-
ficio, y que nos convenzamos de que las ideas se sostienen en-
tre si, formando sélidos macizos conceptuales, 4 través de los
que se comunican entre si, y llevan las unas 4 las otras nuevos
y multiplicados puntos de apoyo y, 4 la inteligencia, campos
fértiles de investigaciones ¢ inesperados descubrimientos. El
individualismo clésico, como dijo el Sr. Echegaray con su ge-
nialidad esquematica, en su discurso del Congreso de Valencia,
ha sido suplantado porel socialismo cientifico contemporaneo.

En mi Tratado de Andlisis malemdtico he acumulado
métodos de los inventores matematicos, con los perfecciona-
mientos ulteriores, para ofrecer ancho campo al estudio de los
alumnos y para que puedan ver la génesis de las ideas, desde
su origen hasta su desarrollo perfecto, desde la marcha sinuo-
sa del andlisis inventivo hasta la sencilla manifestacion sinté-
tica. Asi, desde un aparente desorden, pueden surgir ideas
que el alumno coordina en una sintesis propia.

Hoy se simultanéa el clculo diferencial con su complemen-
to el integral, hoy 4 los conceptos del Analisis acompaifian in-
cesantemente los esquemas geométricos, y la Geometria se nu-
tre conla saviafecunda del Analisis. Asi como no se puede dis-
gregar un individuo sin producir su muerte, no se pueden sub-
dividir las materias que integran el edificio matematico, en
un prolongado aislamiento, 6 estado preparatorio, sin entor-
pecer la accion intelectual 6 imposibilitar su claro conoci-
miento.

IV.—Progresos de la Matematica en Espafia

El paréntesis de tres siglos que encerraba nuestra igno-
rancia cientifica, al desorientarnos de la direcciéon que seila-
laron 4 la humanidad los Descartes y los Newton, puede
asegurarse que se cerr6 cuando un ilustre alumno de la Es-
cuela de Ingenieros de Caminos, Canales y Puertos de
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Madrid, hoy D. José¢ Echegaray, que llamo6 la atencion de
sus profesores desde sus primeros pasos en los estudios,
apenas salio de las aulas, di6 muestras de su espiritu emi-
nentemente progresivo, publicando obras como Iniroduccién
& la Geometria superior, Teoria de las determinantes, Princi-
pios de Termodindamica; y comenz6 4 dar vida con sus genia-
les producciones sobre muy diversas materias 4 la Revista de
los progresos de las Ciencias, fundada por la Real Academia
de Ciencias, con objeto de encauzar las inteligencias, des-
viadas de estas modernas orientaciones, anuladas ante los
restos de nuestra antigna opulencia literaria.

No era posible que de la nada cientifica que nos legaron
los siglos XVII y XVIII surgiera la ciencia hecha, con los
desbordamientos propios de un Gauss, ni aun siquiera con
las profundidades de un Legendra.

Porque, sin escatimar la admiracion que debemos 4 los
genios y 4 los grandes talentos, lo cierto es que los progresos
humanos no se escapan 4 cierta ley de continuidad que los
guia, pasando por ciertas discontinuidades que sehalan los
genios. Pero siempre 4 cada adelanto ha precedido algo,
siquiera como ocasion para los nuevos avances. Y aun la
Historia nos sefiala las épocas de los aislamientos, cuyas
graficas en la Matemditica se representan por paralelas al
eje de las x.

La Matematica espaiiola se detuvo, después de la época
brillante en todos los ramos de los conocimientos humanos
y especialmente los matematicos, nauticos y astronémicos,
con tanta erudicién detallados por el sabio y benemérito
catedratico que fué del Instituto de segunda enseflanza
D. Acisclo F. Vallin, en su discurso 6 mejor, obra, escrita
para su recepcién en la Real Academia de Ciencias de
Madrid.

S6lo durante el glorioso reinado de Carlos IIT hubo un
momento en que parecié resurgir. Y por entonces se importo
la Geometria de Monge, y en 1801 el profesor D. Josef Chaix
escribi6, con vigoroso estilo sus Instituciones de Calculo dife-
rencial, donde con feliz criterio nos hace saborear algunas
phginas de estilo newtoriano que conduce al interesante
problema de la reversebilidad de las series.

Mas tarde, solamente los escritores matematicos se limi-

ta_ban 4 sostener en sus ensefianzas los descubrimientos doc—
trmales que irradiaron, en los primeros momentos de su
existencia, de la brillante escuela politécnica de Paris

,Pero, rotas las tradiciones cientificas en el calafnitoso
periodo de f:los siglos, la Matemética, sin haber germinado
por su propia virtualidad en Espafia, se redujo 4 ser planta
exdtica, sin arraigo ni potencialidad creadora.

El aflo 1868 fué el comienzo del nuevo periodo cientifico
de Espaila que trabajosamente tiende 4 su estado de pro-
greso, luchando desventajosamente contra la multitud de
concausas que siempre impiden la refundicion de las anti-
guas existencias en una nueva vida.

.Ademés, siempre ha sido necesario un periodo prepara-
torio para cada periodo de nuevas manifestaciones de la vida
que forman sus diversas edades.

Al avance hacia nuevas regiones debe preceder una con-
centracion de las fuerzas que han de constituir los resortes
del movimiento expansivo.

La imaginacién es un vigia avanzado de Ia razén. Aquélla
presiente y formula lo que la segunda establece. Las filoso-
fias 1mportadas de la India y aun los sistemas primitivos de
la Grecia fueron precursoras del realismo juicioso de las épo-
cas modernas.

’ I_En la matematica, la intuicién precede 4 la razén y 4 la
Logica. _Esta comprueba las primeras impresiones de aquélla
las a}lallza, las ordena, las acepta ¢ las desecha. ,

Clertq es que la Matematica es tan solo el ejercicio de la
pura razén, que consiste en la Loégica, aplicada 4 la cantidad
0 al 01'dep. Pero ademas del desenvolvimiento actual de
una ljejlacn’)n en otras relaciones 6 de la reduccién de una
cuestion 4 otras cuestiones bajo los encadenamientos racio-
na%es, hay otro momento en la Matematica, como en cual-
quiera otra ciencia, que corresponde al porvenir, y que evoca

nuevos puntos de vista 6 nuevos resultados. Estos puntos
de vista los han tenido los grandes inventores como estimul(;
para sus ulteriores descubrimientos y también los tienen los
51.n1pl'es divulgadores, cuando pretenden atraer adeptos 4 la
ciencia, haciéndola simpética y sugestiva.

Las naciones que han vivido bajo la influencia de las
escuelas, cuya tradicion se ha continuado sin interrupcién,



no necesitan de alicientes extrafios ni artificios. Los atracti-
vos de la verdad se encuentran en ella misma, las armonias
se sienten scin necesidad de exteriorizarlas por expresiones
que resultarian débiles ante la fuerza de la realidad.

Y cuando el régimen no se halla establecido, como deci-
mos, lo mismo en las ciencias sociales que en las fisico-qui-
micas, es necesario establecerlo, lo que se consigue por el
método, 6 mejor por la Pedagogia y por la Critica. Y esto
motivé el que, desde 1874, me propusiera el divulgar la Ma-
tematica por medio de publicaciones critico-pedagogicas,
cuya enumeracion es la siguiente:

Obras esencialmente didacticas.

Geometria elemental (con nociones de critica)........ 1881
Tratado de Algebra con arreglo 4 las teorias modernas.. 18833
Tratado de Aritmética . . ... ... oo, 1884
Problemas de Aritmética y Algebra con nociones de

critica algoritmica............. ... ... ool 1885
Tratado de Algebra (Parte 2.2, tratado superior)...... 1886
Tratado de Geometria conforme 4 las teorias modernas 1889
Geometria general. ......... .. .. oo 1894
Caleulo diferencial ............ ... oot 1902
Principios generales de la teoria de las funciones. .. ... 1905
Aplicacion del calculo infinitesimal al estudio de las fi-

guras planas. ... i i 1905
Céalculo integral...........ccoiviiivenniiiienan. 1905
Aplicacién del caleulo infinitesimal al estudio de las fi-

guras en el espacio........... oo 1905
Teoria de las ecuaciones diferenciales .............. 1906-7

Obras esencialmente criticas.

Observaciones ttiles en el estudio de las matematicas.. 1874
El Método aplicado 4 la ciencia matematica.......... 1875
Complemento de Geometria elemental 6 critica geo-
MELTICA. v vt i e 1881
Critica y sintesis del Algebra...................... 1888

Estudios criticos sobre la generaciéon de los conoci-
mientos matematicos (1.2 y 2.2 partes) . .......... 1890
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Caracter y trascendencia de la Matematica en la época
presente (discurso inaugural) .................. 1895
Las modernas generalizaciones expresadas por el Al-
gebra simbdlica, las geometrias no-euclideas y el

concepto de hiperespacio...................... 1896
L’ Unification des concepts dans les mathématiques

(Congreso de Zurich).......................... 1898
La moderna organizacién de la MatemAtica (diez lec-

ciones explicadas en el Ateneo de Madrid)........ 1898
Note sur la critique mathématique (Congreso de

Paris). ..o e 1900
Id. (publicada integra en el Boletin de Criticaete. (t. IT) 1910
Estudios de Critica y pedagogia matematica........ 1900
Exposicion sumaria de las teorias matematicas. .. ... 1907
Ensayo de clasificacion de las ideas matematicas (Con-

greso de Zaragoza). .. .....uiiiiiiinni . 1908
La Matematica en su estado actual (Congreso de Zara-

BOZA). e 1908
Bole.tin de Critica, ensefianza y bibliografia matema-

Beas. . oo 1908-10

Obras esencialmente pedagégicas.

Consideraciones sobre la conveniencia de un nuevo
plan para la ensefianza de las mateméaticas elemen-

tales . ... 1877
La ensefianza de la ciencia matematica en la universi-

dad (Progreso matematico).................... 1894
Ciencia, educacion y ensefianza.................... 1899
Quelques principes generaux sur I’ enseignement mathé-

matique (L’ Enseignenement mathématique) .... 1899

Quelques reflexions sur I’ enseignement mathématique
(Congreso de Paris de I’ Association scientifique).. 1900

La enseflanza cientifica. .......................... 1902
L’ Enseignement scientifique en Espagne (traduccién,
L’ Enseignement mathématique)................ 1902
Algunas consideraciones sobre filosofia y ensefianza
matematicas ........... ... ... ... 1907

Plan de enseflanza matematica (Congreso de Zara-
BO0ZA) .« e
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Obras de divulgacion.

Articulos bibliograficos (Progreso matematico y Bo-
letin de Critica, ensefianza y bibliografia mateméa-

ticas) ... ceeo.. 1891-5; 1899-900-1907-10
Reivindicacion de la ciencia ...................... 1899
Las matematicas en Espafia (Congreso de Besangon) 1893
Les mathématiques en Espagne (L’ Enseignement

mathématique) .................... ceeneve... 1901

PUNTOS DE VISTA ACTUALES

I.—Evolucion en Espaifia.

Esta labhor, continuada desde 1874 hasta los actuales mo-
mentos, se ha encaminado siempl‘e a la coordinaciéon de las
teorias y 4 la adaptacién de la ciencia 4 las inteligencias en
los varios grados de la enseiianza, segin ha permitido la pre-
mura del tiempo y las dificultades que, con tales propdsitos
se acumulan para un trabajo individual.

Por la misma época, nuevos impulsos se notaron con la
aparicion de algunas revistas cientificas tales como La Re-
vista de la Universidad, La Revista de los profesores de cien-
cias, La Crénica cientifica de Barcelona, aparte de las que sos-
tuvieron por varios afios las varias Escuelas de Ingenieros,
tales, por ejemplo, los Anales de la Construccién, dirigida por
el ilustre ingeniero, sabio en las mas varias ramas de los cono-
cimientos humanos, D. Eduardo Saavedra.

La Matematica, sin fuerzas propias, se cobijaba al ampa-
ro de las demas ciencias congéneres para dominar la esquivez
de un publico, poco familiarizado con las ciencias abstractas.

Mas tarde, desde 1891 hasta 1895 y decde 1899 hasta
1900, EI progreso matemdtico con la colaboracion de muy dis-
tinguidos matematicos extranjeros y algunos profesores na-

cionales, intentd presentar la Matematica por si, libre de ex-
trafios auxilios, no admitiendo 4 lo sumo més que las aplica-
ciones de mayor abstraccién posible en el campo de la canti-
dad. Y 4 esta Revista sucedieron El Archivo de Matemdlicas,
El Aspirante, la Gaceta de matemdlicas elementales y La Re-
vista trimestral.

Ya era algo, por mas que el éxito no coronara esfuerzo:
tan multiplicados al presentar la Matematica libre de trabas
y tutelas para su autéonomo ejercicio.

Y si tales tentativas fracasaron, siquiera fueron dejando es-
tela de Iuz que se difundié, aunque lentamente como habia
de suceder, cuando algo se abandona 4 la débil iniciativa in-
dividual.

Esta s6lo pudo producir la importacién 4 Espaiia de los
métodoe de la Geometria pura & que dié fuerte arraigo el
profesor de la Universidad Central D. Eduardo Torroja y la
moderna Geometria analitica, eminentemente proyectiva, di-
vulgada por el profesor D. Miguel Vegas.

Por otra parte, entre otros profesores, en Barcelona, el
profesor D. Lauro Clariana modernizaba el Calculo infinite-
simal con algunas teorias agregadas 4 los conocimientos corrien-
tes en su Complemenio d los Elementos de Cdlculos (1892), vy,
en la actualidad el profesor D. Esteban Terradas explica las
més varias y abstrusas feorias recientes; y, en Zaragoza, tam-
bién los cursos adquieren novedad y extensién, siempre cre-
ciente:, siendo numerosas las obras publicadas con este objeto.

No sorprendera pues, que ante este tardio movimiento, de
cuya lentitud sélo puede librarnos una proteccion franca del
Estado hacia las ciencias positivas, bajo la direcciéon matema-
tica, se note una elevacion en las tésis doctorales, sobre las
que se desarrollaron en tiempos anteriores, abarcando las
mas varias y recientes disciplinas, aparte de las que se refie-
ren 4 la pura geometria, tales como los cuatlernios, bicuater-
nios y tricuaternios, funciones elipticas, funciones meromor-
fas, etc. que coinciden con la aparicion de trabajos de Anali-
sis de algunos profesores, y que se elevardn todavia cuando se
amplien nuestros cursos universitarios con asignaturas alta-
mente tedricas; porque la luz tedrica guiara siempre los pro-
cedimientos de las aplicaciones y serviran para sugerir otros
nuevos, dentro de un ambiente intelectual. Asi tenemos:
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Algunas Tesis doctorales de Matematicas de los
dltimos 20 afios.

Teoria Analitica de los niumeros complejos, por D. Angel
Berenguer, 1888.

Propiedades fundamentales de las funciones clipticas,
por D. José Rius, 1838.

I.a Atraccion Universal, por el P. Angel Rodriguez, 1890.

Teoria Analitico-Geométrica de las funciones hiperbo-
licas, por D. Gabriel Galan, 1892.

Las coordenadas curvilineas, por D. Juan B. Amat, 1899.

Estudio Analitico esperimental de la induccion y de la
auto-induccién magneto-eléctricas, por D. Heliodoro
Gallego, 1901.

Teoria elemental de las funciones elipticas, por D. Gui-
llermo Saez Mufioz, 1902,

Estudio sobre las funciones meromorfas doblemente
periodicas, por D. José Lluch y Meléndez, 1903.

Apuntes para una teoria de las figuras circulares, por
D. Luis Eleizalde, 1903.

Estudio de las propiedades principales de las lineas
alabeadas y de las lineas de planos no radiados de
tercer orden, por D. Pedro Acchilla, 1903.

Solucién y discusiéon del problema de Malfati y sus
anélogos, por D. Enrique de Rafael, 1905.

Los Cuaternios, por José A. Sanchez Perez, 1905.

Estudio de los complejos de rectas de 1.2 y de 2.° grado,
por D. Rogelio Masip, 1905.

Estudio sobre la representacion geométrica de las ecua-
ciones, al variar el orden de las lineas de referencia,
por D. Aurelio Arévalo.

El Microsterografo y su aplicacién 4 la medida de die-
dros de los cristales microscopicos, por D. Francisco
Pardillo, 1906.

Aplicacion de la correspondencia cuadratica al estudio
de algunas series y haces de cénicas, por D. Miguel
Giménez Giménez, 1906.
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17 Estudio de los Poliedroides tetradimensionales regulares;
Pentaedroide, Octaedroide y Hexadecaedroide, p01"
D. Octavio Zapater, 1908.

18 Teoria Geomeétrica de las lineas ciclicas de cuarto orden
y primera especie, por D. Sixto Camara, 1908.

19 Correspondencias Superiores de formas elementales con
aplicacién al estudio de las figuras que engendran,
por D. Julio Rey Pastor, 1909.

20 Conicas de las superficies alabeadas de 2.0 orden, estu-
diadas sobre la superficie por coordenadas hiperboloi-
dales, por . José Mingot, 1910.

Solo falta afiadir, para terminar este cuadro, que con la
creacion del Complemenio de Cdlculo infinitesimal se facili-
ta el llevar, en el curso elemental, 4 los alumnos hacia el campo
de las ciencias fisico-quimicas, con mejora de lo abstracto y lo
concreto; y asi he tratado de proceder en este ultimo curso
universitario, por convenir también 4 la Matematica su com-
penetracion con las ciencias de la Naturaleza; pero sin perder
su alta jerarquia, ni bastardearse con un empirismo disfraza-
do bajo la capa de la practica, con tendencia 4 la rutina,
porque la ciencia s6lo vive cuando evoluciona y cambia por
una serie indefinida de perfeccionamientos.

II.—Evolucién general en el siglo XIX.

Llegar 4 resultados integros en una recopilacién critico-
cientifica acompafiada de las noticias bibliograficas corres-
pondientes, sélo ha podido realizarse por la reuniéon de es-
fuerzos de los més ilustres matematicos que han colaborado
y siguen colaborando en la Encyclopaedie der Mahematische
Wissenschafien.

Pero al mismo tiempo que se erige este monumento 4 la
Matemaética del siglo XIX, se ha comenzado la obra comple-
mentaria que se refiere 4 la intelectualidad, en relacién con la
ciencia, a que se reduce el problema de la ensefianza 6 de la
educacién intelectual.

Si dirigimos una mirada retrospectiva, veremos que hasta
el ultimo tercio del siglo XIX sélo algunos mateméticos tales
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como Poncelet, Poinsot, Cournot, Duhamel y Freycinet ha-
bian comenzado 4 escribir obras de critica y metodologia
matematicas.

Por otro lado, vemos realizarse una fransformacién orgé-
nica de la Matematica, desde luego, en virtud de haberse vul-
garizado los descubrimientos de Cauchy, Abel, Galois y Rig—
mann, latentes durante algunos afios; y, mas tarde se mani-
fiestan las nuevas tendencias, principalmente importadas
por Fuchs, Weierstrass y Kronecker, 4 la que se agregan
las disciplinas fundadas sobre los conjuntos y grupos conti-
nuos de Cantor y Lie.

La MatemAtica moderna, en estos momentos, entra en un
nuevo periodo que sucede al periodo Newtoniano y Lebni-
ziano, cuya terminaciéon puede considerarse en Lagrange.

Cauchy, Abel, Galois y Riemann representan, en este pe-
riodo, 4 Newton y 4 Leibniz en el periodo antzrior, aunquz el
origen de la ciencia moderna se remonta 4 Descartes; pero hay
que notar céomo el Analisis infinitesimal domina entre todas
las disciplinas matematicas y constituye su ntcleo generador.

Y esta es labor reservada a los grandes maestros, quienes
van realizdndola en sus numerosas obras que constituyen la
biblioteca matematica contemporanea, incesantemente re-
novada.

Limitandonos a la ensefianza, especialmente de las vniver-
sidades espafiolas, veremos cuanto urge una modernizacion
de los estudios.

Del desarrollo doctrinal, tenemos varias tendencias en
distintas ramas.

La tendencia légica procede por combinaciones de igual-
dades y desigualdades. Sus conceptos predominantes son los
de Ilimite, derivabilidad, integrabilidad, singularidades; su
campo adecuado es el ofrecido hoy por los conjuntos y sis-
temas varios de puntos, lineas y superficies analiticos.

La tendencia abstracta procede segun leyes formales com-
binatorias, en Analisis y en Geometria; su campo es el sim-
bolo 6 el esquema.

La tendencia representativa comienza por el concepto
de afija de Cauchy. Los campos adecuados son el plano de
Cauchy, la superficie de Riemann, y, en su mayor amplitud,
las representaciones del Analysis situs.
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Tenemos la tendencia intuitiva que guié preferentemente
4 los matematicos, cuyo perfeccionamiento mas acabado lo
hallamos en la intuicién del namero, que se ofrece como ma-
terial inmediato 4 la Logica, y que provoca precediéndolos,
en su mayor parte, los descubrimientos,

Y citaremos finalmente la tendencia aritmetizadora, que
reduce el Analisis 4 sistemas de nlimeros enteros ligados entre
si por relaciones de igualdad y desigualdad.

Estas diversas tendencias principales y otras varias han
hecho perder, 4 las antiguas ramas su caracter v su lugar en
el conjunto de los conocimientos matematicos.

III.—Paso del periodo clasico al moderno.

En Analisis, las formulas analiticas eran el fondo de las
existencias, relaciones y realidades matematicas. Estas solo
se apreciaban irmediata ¢ indirectamente por sus represen-
taciones.

Hoy se estudia inmediata y directamente cada ob-
jeto.

Se sigue 4 la funcién en todos los estados de su existencia;
se estereotipan sus caracteres propios que est4n dados por
sus singularidades, 0 se construyen segin condiciones previa-
mente sefialadas. El examen de la funcién es una contempla-
cién directa, siendo casi nula la importancia del simbolo que,
en la Matematica cldsica, era un intermediario forzoso entre
la inteligencia y el objeto.

Se definen los objetos, creando dominios, campos, regio-
nes, ete., cuyas leyes se fijan, y asi se producen los sistemas
matematicos.

Tenemos, por ejemplo, el campo de Galois, el dominio de
racionalidad de Kronecker, los sistemas de ntmeros ideales
de Kummer 6 los ideales de Dedekind, los cuerpos abelianos
de ntimeros, ete.

En Geometria, cuyos avances son mas lentos que los del
Andlisis, aun ha seguido la representacion analitica, pues sus
realidades se esludian generalmente hasta las curvas y super-
ficies de cuarto grado. Y 4 lo sumo, el espacio reglado ha ofre-
cido sistemas de los mas generales, habiendo acudido en su



— 28 —

auxilio el Algebra especialmente, la de las formas homogéneas
y transformaciones lineales. . _

Se ha adjetivado la Matemélica al 1‘edu01rse_ sus medios
y finalidades 4 transformaciones, correspondencias, correla-
ciones, efc. ‘

La actividad intelectual, creando tantos dominios, ha
acrecentado su importancia y la Metodologia, la Critica y la
Pedagogia se han ido organizando para acudir 4 las nuevas
necesidades cientificas. _

En el periodo clasico, el fondo de las investigaciones era
una funcién 6 una ecuaciéon f (@, y) = o, f (%, y,z) = 0; y su
estudio conducia 4 lo sumo, hasta las curvas de 3.0 y 4.° gra-
dos, que eran las graficas de las relaciones correspondientes.

La fundamental relacién cartesiana entre la derivada y la
tangente daba el elemento fundamental, generador de las
funciones y de sus representaciones en el plano y en el espa-
cio llegandose 4 las singularidades de las curvas y & sus clasi-
ficaciones.

Por otra parte, al definir Cauchy la funcion monogena, l.a
representacion artificiosa de Descartes por ordel‘ladas y absci-
sas qued6 sustituida mediante la correspondencia de c}os pun-
tos, 6 la representacién funcional en un ‘pliap’o, monotropz_ll 0
politropa y sus singularidades, por la definicion de lla funcion
algebraica, por la consideracion de sus valores segin los ca-
minos que conducen de un punto 4 otro del plano, 4 la permu-
tacién de las raices, segiin los sistemas de lazos fundamentales
6 alrededor de los puntos de ramificacion y llevando la equi-
valencia de una integral doble para todos los puntos de un
area, con la integral simple, tomada 4 lo largo del contcorno
que la contiene; lo que reduce su célculo al Fle los l‘eSIdl'lf)S
de Cauchy, relativos 4 los infinitos de las funciones y tamb}e'n
4 caracterizar 4 éstas por sus polos, infinitos puntos criti-
cos, esenciales y de ramificacion y 4 su representacion por
series de Cauchy y de Laurent, ete.

A la representacién geométrica de las funciones de Des-
cartes podemos agregar la representacion compleja de Cau-
chy.

Las dos representan las funciones; pero la primera, como
estratificada bajo la forma analitica f (z, y); la segunda, adap-
table 4 los desarrollos en series, libremente extendidos en el

plano 6 en especiales regiones de éste, pero cuyos cardcteres
esenciales se han de estudiar en los puntos limites, fronteras,
etcélera, y constituyen sus caracteres determinativos.

Ademas, los nuevos desarrollos en series trigonométricas
que tienen su punto de partida en la serie de Fourier, se adap-
tan facilmente al nuevo orden de investigaciones que parten
del estudio de las discontinuidades 6 toda clase de singulari-
dades, como los objetos esencialmente ftiles y eficaces en el
estudio de las funciones, y que son los puntos brillantes 6 de
luz destacados del fondo monétono de la continuidad.

La correspondencia algebraica de la Geometria cartesia-
na se puede considerar como una simple correspondencia de
valores entre la variable y la funciéon 6 como una sucesiva for-
macion de puntos sujetos & la relacion algebraica que expresa
la ecuacidn dada.

Esta simple relacion exigia la relacion complementaria
que liga a la derivada con su representacién geométrica por
la tangente; y asi los puntos se ven ligados efectivamente por
una serie de elementos (ue sefialan, en el curso de la funcién,
su alteracién por los segmentos tangenciales infinitamente
pequeiios; lo que permite el transito al calculo infinitesimal,
donde se da la solucién general de una ecuacion diferencial
mediante el conjunto de sus diversas soluciones particulares
y singulares.

Pero, como la simple representacion cartesiana hubo de
relegarse 4 un campo reducido, dentro de los dominios del
Algebra, también la integracion clasica 6 formal se confiné 4
regiones muy especiales; porque estas clases de soluciones son
excepcionales, dentro de la infinita variabilidad en el mundo
de las cantidades.

Hoy se define y se construye, hasta se fijan de antemano
las singularidades de una funcién 4 que damos existencia,
como antes se fijaba exclusivamente por una féormula dada;
y esto resulta, de que hoy el ntimero de elementos transcen-
dentes conocidos, generan inagotables combinaciones produc-
toras de infinidad de expresiones que se estudian en todas las
fases de su existencia.



NECESIDAD DE LA CRITICA T PEDAGOGIA MATEMATICAS

I.—Consideraciones generales.

En toda ciencia, lo primero que se ofrece al estudio es la
constitucién del objeto; pero en la Matematica, esta constitu-
cién puede existir en los mismos actos del espiritu, al crear el
objeto mediante definiciones y postulados, cuando se trata de
la Matematica pura, especialmente la Aritmética y el Anali-
sis; y cuando nos proponemos conceptualizar los hechos exte-
riores para someter 4 las leyes mateméaticas el mundo feno-
menal, se trata de una constitucion objetiva, en la que inter-
vienen las hipotesis varias que se suceden en los perfecciona-
mientos de cada teoria.

Después de la constitucion, se puede considerar la com-
prension, que expresa la compenetracion de la inteligencia y el
objeto cognoscible. L.a posesion de éste por aquélla.

La comprensién da los materiales 4 la Ciencia, cuyos ele-
mentos son los conocimientos que han de formar, por sus re-
laciones las verdades.

Los conocimientos adquiridos exigen su ordenacién, para
constituir los varios sistemas sobre que se edifican las diversas
teorias.

Pero los conocimientos, como sus sistemas coordinados
y subordinados entre si, exigen para facilitar la labor combi-
natoria del espiritu, y para fijarse en él como objeto, signos re-
presentativos, por cuya mediacion actia aquél, hasta el punto
de reemplazar, en nuestros procedimientos, los objetos por sus
signos ¢ simbolos.

La expresion es, por tanto, un lenguaje interno del espiri-
tu mediante el cual se relaciona con el objeto.

Esta expresion, extendida, 6 sea la comunicacion es lo
que constituye la enseflanza y lleva 4 hacer necesaria la Pe-
dagogia.

Ademas, el modo real de formarse la Ciencia 4 través
de los siglos, es objeto de un estudio esencialmente analitico
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que da su conocimiento bajo la accion modificadora de las in-
fluencias exteriores.
Por ultimo consideramos el progreso 6 la invencién.

II.—La constitucion cientifica.

En la Matematica, la constitucion del objeto tiene un ca-
racter constructivo, no so6lo en andlisis, sino también en Geo-
metria, que exige algunos postulados de conformidad objeti-
vo-subjetiva, por los cuales se edifican diversos sistemas de
Geometrias.

El predominio logico es tal, que se puede prescindir de
la existencia objetiva, con tal de ser respetado el principio de
contradiccion, y constituir sistemas sobre los simbolos ima-
ginarios y hasta sobre simbolos, en cuyas composiciones sélo
se consideran las leyes formales del clculo 6 los principios de
leyes combinatorias previamente admitidas.

En la admision de dichos simbolos se funda la generalidad
de las teorias matematicas, la regularidad de sus leyes, las
simétricas € integridad de las clasificaciones y la posibilidad
de abarcar, desdepuntos de vistasencillos, la complejidad abru-
madora de los actuales objetos y problemas matemadticos.

III.—La comprension.

Si fuera posible explicarlo todo, hasta los mé4s minimos de-
talles, la Matematica seria la ciencia mas facil 6 accesible 4 las
inteligencias, porque es la mas intelectual,la que mas se com-
penetra con la inteligencia, al contrario de las dem4s, cuyos
objetos nos son exteriores.

Pero esto no es posible. El tiempo falta, y los medios prac-
ticos de realizarlo todo serian abrumadores; porque antes hien,
para caminar brevemente, necesitamos, de los esquemas y
lenguajes abreviados que superan al tardo y deficiente len-
guaje ordinario.

La Metodologia es una necesidad que se impone para facili-
tar la dificultad de la comprensién por sus artificios y procedi-
mientos adecuados 4 cada fin.
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IV.—La ordenacion.

La ordenacion de los conceptos 6 verdades ha sido tan ne-
cesaria también para facilitar el conocimiento de tan extensa
¢ inagotable ciencia, que hoy la Matematica es una ciencia de
correspondencias y de transformaciones. Y puede decirse que
su método mas general es el de las (ransformaciones, por las
que sustituimos un dominio, en el cual se estudien tales 6 cua-
les relaciones 6 propiedades por otros dominios més accesibles
4 la inteligencia; y asi tenemos, por ejemplo, las transforma-
ciones proyeclivas, 1a representacion conforme etc.

Y no solo ordenamos los objetos de unos sistemas con au-
xilio de los objetos de otros sistemas; sino que acudimos 4 las
clasificaciones para dar formas arquitectonicas 4 los diversos
objetos de un mismo sistema. '

V.—La expresion.

La expresion interna ¢ individual es la representacion de
la idea por ciertos simbolos, que permite razonar sobre sig-
nos en vez de razonar sobre objetos 6 mejor, sobre las ideas
de éstos.

La Matematica es una ciencia de simbolos, y tenemos:

1.0 Que es una lengua universal en el sentido de Leibniz;
y en este sentido, su desarrollo constituye el Algebra de la Lo-
gica. La Matematica es un lenguaje de conceptos, basado en
la representacion matematica de las relaciones y procedimien-
tos logicos. Es un lenguaje logico.

2. Esuna abreviacion del lenguaje ordinario, por medio
de los simbolos que expresan el calculo de sus diversos algo-
ritmos y las relaciones en que éste se funda. Es un lenguaje
abreviado y simbdlico.

3.0 Las graficas de todas clases 6 mas exacto, las repre-
sentaciones de unos objetos por otros, por ejemplo, niimeros
por puntos, funciones por lineas ¢ superficies, etc.; las de unos
dominios por otros no son mas que traducciones de unos sis-
femas por otros sistemas.

Y por ultimo, tenemos una representacion mas 6 menos
arbitraria por medio de esquemas, por ejemplo, el equiparar
la marcha de una funcién 4 una corriente eléctrica, las repre-
sentaciones del Analysis situs y representaciones caprichosas
que podemos hacer para evocar ciertas ideas. Estos esquemas
son al lenguaje, lo que fueron los geroglificos egipcios.

VI.—La comunicacion.

La Ciencia es funcion social y la Ensefianza la satisface
La ensefianza ¢ transmision inmediata ha sido el primer pro-
cedimiento. Y en épocas mas 6 menos remotas consistia exclu-
sivamente, en la exposicién en las obras escritas sobre tal 6
cual materia. Ademas, los inventores tenian sus métodos
propios que constituian para ellos una Pedagogia.

Pero, cuando la Matematica se ha complicado por el ni-
mero y calidad de sus teorias, se ha impuesto la necesidad de
utilizar los varios resortes de la inteligencia, para obtener el
maximo aprovechamiento;y la instruccion se ha elevado 4 la
categoria de educacion, que no sélo comprende el orden inte-
lectual, sino también el moral y sensible; pues no basta cono-
cer, es necesario amar la verdad en si, por el bien qué produce
y por la atraccion y simpatia que la aproxima al espiritu.

. La expresion es aqui el lenguaje que comunica dos 6 va-
rias inteligencias entre si; y esta comunicacion esun lenguaje;
y no sélo un lenguaje, sino un medio persuasivo, un arte de
conviccién moral y de finalidad estética que produce vocacién
para realizar, en su integridad, las tres aspiraciones ¢ finalida-
des del alma; aparte de que también estas aspiraciones pue-
den dirigirse 4 los fines utilitarios de la vida que conducen
al bienestar material, individual y social. '

VII.—La invencién.

Los inventos son saltos bruscos 6 discontinuidades en el
proceso cientifico.

Los inventos tienen alguna relacion con el grado de adelan-
to social; pero son excepciones 6 irregularidades, en el orden

3
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intelectual. Todos necesitan cierta preparacion social, 6 am-
biente predispuesto. Concebir su valor es tan dificil como apre-
ciar el verdadero valor artistico de un objeto.

Admiramos los descubrimientos de los Descartesy los New-
ton, porque sefialan enormes discontinuidades en la marcha
de las ideas; y admiramos la lahor de otros grandes matema-
ticos por su intensidad y por su cantidad, como inmensa ex-
pansion de un poder intelectual soberanamente enérgico.

Nos admira lo que escribieron un Euler, un Cauchy, un
Cayley, con tanto poder intensivo.

Y aparte la preparaciéon que fueron los trabajos de los
unos para los trabajos de los otros, apreciamos esa discontinui-
dad que da 4 cada uno su lugar en la historia de la Ciencia.

Pero no se trata ahora de lo excepcional, de lo que no se
somete & reglas; porque esta sobre todas ellas.

Se trata de lo regular y normal, de los términos medios
de la humanidad.

Esta aprovecha esas rafagas de luz que transforman ven-
tajosamente una ciencia; pero continiia pausadamente su
marcha, fundada en una labor universal y hasta el punto
que se establece un régimen medio en los avances de la
Ciencia,

A este fin tienden hoy todas las naciones, y no especial-
mente aisladas, sino unidas por cierto cosmopolitismo, en
asociaciones y en congresos internacionales.

La Ciencia es una labor impuesta 4 la humanidad para que
ésta conozca cada vez mejor las inagotables armonias del Uni-
verso. Y, limitandonos al campo de la Mateméatica, vemos que
aun siendo tan considerables sus progresos, es necesario pre-
parar otros nuevos; y no solo ya en la region puramente abs-
fracta, sino en las de sus aplicaciones; porque ya pueden con-
siderarse la Fisica y Quimica como dos de sus ramas.

Hoy no es suficiente el estudio inmediato de la Matema-
tica en lo< libros més recomendables; hay que unir al estudio
los resultados de la accién educativa y, de entre éstos, el 4
que nos referimos en el presente parrafo, es la heuristica, el
arte de inventar, reducido 4 la evocacién de la iniciativa in-
dividual, 4 evitar que seamos meros repetidores de lo apren-
dido, con auxilio de la memoria, especies de pizarras anima-
das 6 aun repetidores de lo que no se entiende. No hay que
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conocer solamente las reglas teodricas, es necesario llegar 4
aplicarlas dentro de cierta libertad de criterio; llegar 4 la
ciencia asimilada, no postiza.

ALGUNAS FINALIDADES TEORICAS DE LA MATEMATICA

I.—Consideraciones generales.

En la memoria presentada al Congreso de Zaragoza con
el titulo: Ensayo de clasificacion de las ideas matemadlicas, es-
tablecf las divisiones siguientes:

Combinatoria, simbolismo, cantidad, sistemas, correspon-
dencias, correlaciones, normalizacion, singularidades, repre-
sentaciones y transformaciones.

Y en el Boletin de critica, ensefianza y Bibliografia ma-
temdtica estableci lo caracteristico de cada una de ellas, ob-
servando que la matemética se ha adjetivado al dar cada dia
creciente importancia 4 estos conceptos en su constante fluir
por las antiguas ramas: Aritmética, Algebra, Geometria, etc.

Esto ha obedecido 4 la indefinida expansion de la Mate-
matica, por cierta especie de crecimiento por infus-suscep-
{ionem, es decir, de una manera orgénica.Y la riquisima biblio-
grafia contemporanea lo manifiesta por la variedad de los
titulos de las obras que incesantemente se publican, desde
muy varios puntos de vista.

Esperando el tratar en este sentido el actual desarrollo
matematico, vamos & bosquejar ligeramente algunas de sus
ramas principales, como si se tratase de indicar el programa
general de cada una de ellas.

II.—Aritmeética.

Una dificultad se opone 4 la rigurosa exposicién logica; el
caracter de la ensefianza.

En las asignaturas elementales, por efecto de la organiza-
cion intelectual de los alumnos, debe preferirse que predomi-
nen los medios intuitivos y el anélisis.
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La numeracion nos da la primera clasificacién de los nu-
meros en decenas, centenas, etc.

La adicién es una segunda agrupacién de diversos siste-
mas de unidades, segun la base decimal. Y una nueva compli-
cacion resulta al variar la base del sistema, y calcular, por
ejemplo, en el sistema binario 6 duodecimal, etc.Y los antiguos
sistemas de nimeros complejos no son mas que combinacio-
nes simultaneas de varios sistemas de numeracion.

Respecto 4 las fracciones, la indefinida divisibilidad de
la unidad en partes iguales, permite el calculo en regiones des-
cendentes de décimas, centésimas, etc., como antes se habia
calculado en orden ascendente por decenas, centenas, etc. Y
la divisién en medios, tercios, etc., corresponde 4 los casos irre-
gulares y arbitrarios de subdivisiones.

La resta es un complemento de la adicién: el mismo proce-
dimiento en sentido inverso. La multiplicacion una abrevia-
cion de la suma, como la divisién el procedimiento inverso de
la multiplicacion.

La potenciacion y la radicacion exigen ya aplicar las le-
yes combinatorias y la iteracion en el procedimiento: y en los
resultados,un nuevo elemento, el niimero irracional. El célcu-
lo logaritmico y el de los nimeros irracionales establecen las
fronteras porlas que del dominio aritmético se pasa al dominio
superior del Analisis, con la primera nociéon funcional.

La teoria de la Aritmética establece las dos primeras no-
ciones del nitmero como factor y como resto; la primera des-
composicion del niimero en sus elementos 6 factores primos,
la relacion de congruencia, que da la primera clasificacion
de los numeros y prepara para penetrar en el amplio dominio
de la Teoria de los ntumeros.

II1.—La Geometria elemental.

Lo elemental lleva el sello de la discontinuidad.

La Geometria elemental es un encadenamiento de verda-
des por el que se pasa de unas 4 otras, mediante un cambio
de condiciones por otras equivalentes.

Sus elementos son la recta y el plano, como lugares respec-
tivamente de los puntos, determinados respectivamente por
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dos 0 tres cualesquiera de éstos. Asi tenemos un lugar inva-
riable, cuando resbalan sobre dos 6 tres de sus puntos, respec-
tivamente. Ademas se admite el postulado de Euclides que
equivale & admitir un solo punto en el infinilo de cada recta
y de todas sus paralelas.

Las correspondencias entre la igualdad de dngulos y para-
lelismo 6 desigualdad y no paralelismo producen encadena-
mientos de correspondencias, expresadas por una sucesién
de teoremas, que suelen ser casos de otros, en condiciones
particulares 6 combinacién de varios de ellos. Por ejemplo,
el teorema relativo 4 los angulos adyacentes y el referente 4
los angulos que una secante forma con dos paralelas.

En estos primeros pasos, la Ciencia se ajusta al tardo
movimiento intelectual.

Y las correspondencias de proporcionalidad entre segmen-
tos de dos 6 varias rectas paralelas establecen las relaciones
métricas que especialmente formula el teorema de Pitagoras,
del que resultan los teoremas concernientes 4 los poligonos re-
gulares. Y estas consideraciones se extienden 4 Ia Geometria
del espacio.

Pero ademas del teorema de Pitdgoras tenemos, al refe-
rir los 4ngulos y lados de un tridngulo rectangulo 4 los arcos
de circunferencia, otros teoremas que son puntos de partida
de la Trigonometria, capitulo de la Geometria, que constituye
ademas un nuevo algoritmo, fundado en las transcendentes
circulares, fronterizo de la Geometria con la teoria de las fun-
ciones 0, mds generalmente, en el An4lisis, pues dos teoremas
muy conocidos, expresan la correspondencia irracional entre
la diagonal y un lado del cuadrado, y la relacion transcen-
dente entre un lado y un 4ngulo de un tridngulo.

Lo demés se reduce 4 la medida de 4reas y voltmenes
que es el cdlculo de las figuras.

Todo se desarrolla desde los puntos de vista de la exislen-
cia, la deferminacion y las sustituciones de condiciones equi-
valentes.

Cada problema envuelve algunas de estas condiciones
equivalentes; y el resolverlo consiste en obtener la equivalen-
cia que se busca, con auxilio de otras condiciones intermedia
que completan el encadenamiento. '

Para conseguir tal fin, se busca un teorema conocido que
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introduce una condicion superabundante que, con otra de las
introducidas por construccion, componen la relacion buscada.

El procedimiento de mayor generalidad, en la Geometria
elemental, es el de los lugares geométricos, dos de ellos dan,
por su interseccion, la entldad que constituye la solucion de
un problema.

Esta Geometria no se desprende de su caracter subjetivo.
Sus problemas tienen entre si la discontinuidad que corres-
ponde 4 la arbitrariedad con que formulamos los problemas.
Pero tal arbitrariedad se halla sujeta & no salir de las condi-
ciones de compalibilidad.

El profesor puede componer cuantos problemas quiera
dentro de estas condicionies de compatibilidad. Esto consti-
tuye un procedimiento educativo que despierta las iniciativas
individuales.

1V.—El Algebra clasica.

La caracteristica de esta rama es la ecuacion numérica 6
literal (ecuacién algebraica). Constituye el tratado de la pri-
mera correlacién numérica 6 algoritmica. Las cantidades cono-
cidas y las incognitas son los elementos correlativos. El ins-
trumento est4 constituido por las leyes combinatorias. Bas-
ta para convencernos de ello, el siguiente ejemplo (conside-
rando 4 &' y " como las raices de la ecuacion):

x'z__i_ax_l’_. b — O’ x”" —((Cl —|—:1,‘"):C'+:B’CL‘" == 0, .’E”?—... B 0-

Consta: 1.° del Cdlculo explicito 6 sea la composicion de
sus formulas, mediante los tres algoritmos fundamentales con
sus inversos; 2.° del calculo implicito 6 sea la obtencion de
la incognita de la ecuacién 6 ecuaciones dadas.

El célculo implicito exige la discusién, que establece la
correlacion entre los coeficientes (pardmetros) y las incogni-
tas (variables).

Ya, desde Cramer se introdujo en esta rama, un elemento
precioso y muy adaptable 4 la naturaleza combinatoria del
Algebra, el deferminante, de tal importancia, que por si consti-
tuye el ob]eto de una extensa rama combinatoria, aplicable
lo mismo 4 la Geometria que al Algebra y al Analisis.
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El Algebra ordinaria, ademas de admitir una generalizacién
en las Algebras simbdlicas, queda en las fronteras del Anéali-
sis y de la Teoria de los niimeros que aprovechan como elemen-
tos propios el cardcler algebrdico y el niimero algebrdico, res-
pectivamente.

V.—Algebras geométricas y abstractas.

Siguiendo la tendencia de todas las ramas de la Matema-
tica 4 fusionar, dentro de un concepto dominante con el con-
cepto opuesto, el nimero con la extension, las construcciones
geométricas de las operaciones algebréaicas, condujeron a cier-
ta aplicacion de la Geometria al Algelna llego ala represen-
tacion geométrica de las cantidades imaginarias, cuyas varian-
tes constituyen los diversos sistemas de geometrias vectoria-
les, edificadas sobre la composicién de segmentos.

Finalmente, manteniéndose en el dominio abstracto se
lleg6 4 las algebras simbolicas de Weierstrass y Dedekind, y en
direcciones especiales, 4 las Algebras de diversas especies.

VI.—La Geometria superior.

Realmente, en vez de superior, deberia llamarse esta geo-
metria, sisfemdlica, porque se distingue de la elemental en
que principia 4 emplear sistemas de punios, de rectas 'y de
planos.

Pero los procedimientos son dos, paralelos 6 equivalentes:
la Geometria pura y la analitica.

La Geometria pura (Geomelfria der Lage de Staudt) parte
del cuadrildtero arménico, para establecer sus teoremas so-
bre las diferentes series de puntos, rayos, haces é irradia-
ciones.

Nuevos elementos, introducidos como los punfos circula-
res, los rayos dobles rectangulares, los puntos, rectas y planos
impropios le dan una simetria y regularidad perfectas, que
evitan toda condicién excepcional; pero su misma elegancia
le priva de la generalidad indefinida que lleva en si la Geo-
melria analitica.
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VII.—La Geometria analitica cartesiana.

La Geometria cartesiana fué una produccién genial. Des-
cartes importo la idea de fundir los conceptos de niimero y ex-
tension en uno solo, y cre6 un Analisis paralelo 4 la Geometria
y al Algebra de su tiempo, proveyo 4 las generaciones matema-
ticas de un instrumento precioso, y sobre todo, su sistema de
coordenadas sirvio & Newton paraextender el estudio de las
conicas al de :las curvas de tercer orden y para su célculo
de las fluxiones, lo mismo que para las representaciones
en el calculo infinitesimal de Leibniz; y hoy queda como me-
dio fundamental de representacion.

Pero el elemento capital de la Geometria cartesiana es la
tangente, en su correlacion con la derivada, que coloca 4 la
Geometria analitica en la frontera del calculo infinitesimal.

Por lo demas, la Geometria analitica .continu6, por dos si-
glos, siendo la A plicacién del Algebra d la Geomelria, una exten-
sion del Algebra, que di6 origen al estudio de las corresponden-
cias de estas dos disciplinas, & la discusion de los problemas,
4 sus asociaciones y disociaciones, que daban 4 esta ciencia com-
pleja un caracter subjetivo-objetivo, que importd 4 la Mate-
matica las cantidades imaginarias 6 complejas, después de
haber introducido las negativas, amplificando extiraordina-
riamente los dominios algoritmicos. De la Geometria cartesia-
na ha quedado su espirifu, la representacion geométrica de
las figuras y su método de coordenadas.

VIII.— La Geometria analitica proyectiva.

Chasles, inspirdndose en la obra de los porismas de Eu-
clides, supo dar unidad 4 la inmensa variedad de enunciados
que originaban estas proposiciones mixtas de teoremas y
problemas.

Todas ellas quedaron sujetas al concepto de la relacion
anarmonica, con las bases de los sistemas homograficos y en
involucién.
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Sus instrumentos son las ecuaciones que se ohtienen como
representacion de la relaciéon anarménica, por medio de una
suma de segmentos.

IX.—Algebra de las formas.

El Algebra de las formas es el reverso de la Geometria
p}‘oyfzctiva. Es un Algebra en estado de movimiento 6 de va-
riacion.

‘ El elemento es 1la forma homogénea, sus instrumentos las
transformaciones lineales, sus correspondencias tienen el
caracter proyectivo. Es el Algebra de las transformaciones,
la forma analitica de Geometria.

En estas transformaciones, lo permanente se halla repre-
sentado por los invariantes.

L_as representaciones geométricas son las afinidades y las
rfa}acmnes proyectivas, por la correspondencia entre la rela-
cion anarmonica y el invariante.

La transformacion lineal es la expresién analitica de un
cgmbio de puntos fundamentales, y también como una rela-
cion entre dos puntos diferentes, referidos 4 los mismos ele-
mentos de base, como la expresién de una afinidad lineal. Y
al asociar cada punto de una recta 4 otro punto de la misma
recta, tenemos una correlacion idéntica 4 la que liga dos series
proyectivas.

. Ademas, los invariantes y covariantes de las formas bina-
rias, igualados & cero, dan ecuaciones que representan rela-
ciones proyectivas entre los elementos de las series de puntos
y de haces de rayos.

Tenemos la dualidad, la polaridad los sistemas polares y
las involuciones de diversos 6rdenes, series sucesivas de gru-
pos de puntos que forman sistemas polares de diversos orde-
nes, involuciones proyectivas; y en estas relaciones es funda-
mental la igualdad de las relaciones anarménicas corresporn-
dientes.

Las derivadas de distintos 6rdenes se emplean tan sélo
con el mero caricter de instrumentos analiticos, no en si,
como en el calculo infinitesimal.

Analogamente 4, como la Geometria cartesiana representa
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por ecuaciones las figuras geométricas, el algoritmo constituido
por el Algebra de las formas homogéneas sirve para representar
las relaciones sistematicas de las curvas.

Las lecciones de Geometria de Clebsch, son la expresion
més genuina de este hecho.

La relacién anarmoénica representa un punto movil cuya
posicién respecto 4 otro punto fijo est4 determinada por dicha
relacion. Y dos series de puntos cuyas relaciones anarmoénicas
son iguales, son proyectivas y constifuyen dos series homo-
graficas que, en las circunstancia especial de corresponderse
doblemente, dan la involucién.

El desarrollo de estos conceptos es la Geometriade Chasles.

Pero introduciéndose los conceptos fundamentales del
Algebra de las formas homogéneas, el campo de relaciones
se extiende.

La introduccién de las formas polares y por tanto, el
empleo de la derivada, no en si como en el calculo infinitesimal,
sino como elemento, y de los haces de curvas, analogamente
4 los haces de rayos.de la Geometria de Chasles, son la base
de infinidad de construcciones geométricas que traducen las
propiedades de los invariantes, covariantes, tactinvariantes,
etcétera.

Las transformaciones lineales se representan por cambios
de coordenadas 6 afinidades lineales que establecen corres-
pondencias de curvas entre si.

Y, si en la Geometria de las series de puntos de las formas
binarias, el punto es el solo elemento generador, en la Teoria
de las formas lernarias, el punto y la recta intervienen simul-
taneamente, correspondiendo 4 las coordenadas puntos y a
las coordenadas lineas, segun el principio de dualidad.

En el terreno ternario, andlogamente, la transformacion
lineal puede mirarse como un cambio de coordenadas 6 como
una relacién de puntos de dos planos separados 6 reunidos;
y tenemos, en particular, una correspondencia entre dos
curvas algebréicas, y se establece la afinidad lineal entre
dos pares de puntos tales, que en cada uno, tres. puntos
no se hallen en linea recta, llegAndose al principio de corres-
pondencia de Chasles:

Si se tiene en una recla una afinidad (correspondencia) por
la cual, ¢ cada punto x corresponden n puntos £,y d cada uno de
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estos punios ¢, m puntos X, sucederd m--n peces que un punto x
coincide con un punto correspondiente t. ‘

Y ademds, el principio de traslacién de Clebsch permite

utilizar inmediatamente, para las formaciones ternarias, todos
los teoremas conocidos respecto 4 las binarias. ’
 Terminaremos, indicando que esta Geometria emplea como
mmstrumento generador los haces de curvasy como principios
los que establece la Geometria numerativa, reduciéndose 4 la
Geomelria sobre una curva algebrdica, que permite establecer
una teoria de los grupos de puntos sobre una curva, semejante
4la es.tablecida sobre una recta. En una palabra, las leyes
numericas, siguiendo las. modificaciones de las curvas con sus
-degeneraciones, cuyo transito de unas 4 otras expresan aquéllas;
las leyes 4 que se subordinan sus contactos, las curvas sin-,
gulares que se encuentran en los diversos sistemas, etc. y
e? predominio del concepto de.género 6, mas concreto ’de
cierto nimero sobre el orden y la clase de la curva, con 10, que
se expresa una tendencia hacia la uniformidad de 1a Geometria
y el Analisis, cuyas correspondencias analdgicas son cada vez
més intimas.

Las curvas adjuntas, que pasan una sola vez por todos los
punlos dobles y los puntos de retroceso de la curva fija, el ntumero
de Ios puntos de interseccién moviles, la multiplicidad del sistema
y su grado que dependen del niimero de pardmelros, el orden
de los infinitos que dependen linealmente de estos parametros
y el concepto de residuo, constituyen el conjunto de entidades
en que se funda esta nueva geometria, la cual aun se eleva 4
la relacion, no lineal, existente con reciprocidad, entre dos
elementos - correspondientes de dos planos, tales como la
transformacién cuadrdtica y la transformacion racional 6 de
Cremona.

MEDIOS DE REALIZAR TAS FINALIDADES TEORICAS

I.—Existencia.

' En la Geom_etria se establece la existencia de la paralela
4 una recta medlante el postulado de Euclides, lo que equivale
a la existencia de los puntos impropios de Staudt; y otras
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geometrias, aparte de las de Lobatschewky y de Riemann, se
establecen fundadas en postulados especiales tales como la
no-arquimédica. L .

La hipotesis de los puntos circulares 6 de la cénica imagi-
naria en el infinito, establece una regularidad perfecta en el
sistema geométrico, dando uniformidad 4 sus reglas‘ y 2’1, las
propiedades de las figuras, analoga 4 la corregmndencm univo-
ca, que permite sustituir un sistema 4 otro sistema; y lleg:a, &
realizar el principio de continuidad de Poncelet, por la fusién
de lo real y lo imaginario en uin solo sistema completo y perfecto,
sin restricciones ni excepciones. .

Y, en una mas amplia. esfera, el feorema de la existencia
de la inlegral de una ecuacién diferencial es el principio funda-
mental de la teorfa de las ecuaciones diferenciales, que funda
asi la correspondencia reciproca entre las funciones y las va-
riables de cada sistema, que constituye una ecuacién dife-
rencial.

En los problemas inversos se ha impuesto la necesidad de
extender los campos ¢ dominios, como lo. hizo Galois, al tra-
tar de la resolucién de las ecuaciones por medio. de radicales.

Los problemas inversos son imposibles en general, pues
s6lo algunos niimeros enteros son productos de ntimeros en-
teros, 6 niimeros racionales de niumeros racionales, etc,

De esta naturaleza han sido los problemas de la cuadratu-
ra del circulo y de la triseccion del arco.

Los problemas elementales, como se ve, hgn mot'ivadp la
adjuncion de las cantidades irracionales, negativas é imagina-
rias. La resolucion de las ecuaciones ha separado del dominio
e las ecuaciones, las llamadas abelianas.

La teoria de las ecuaciones diferenciales ha exigido demos-
trar, como hemos dicho, la exisfencia de la solucién.

El mundo de las cantidades implicitas es tan externo como
el espacio, 4 la inteligencia. Se presenta impuesto 4 (:,lla, con
sus propiedades, que la actividad intelectual desentraia cons-
tantemente, auxiliada por sus métodos.

La inmensidad de los descubrimientos que constituyen la
historia matematica del siglo XIX, tienden 4 atacar estos pro-
blemas teéricos, que se han complicado con los nuevos, de or-
den méas objetivo que presentan las aplicaciones al mundo
externo.
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II.—Las definiciones.

El matematico se aproxima 4 las realidades sobre que in-
vestiga, acumulando definiciones generadoras 6 constructi-
vas que desenvuelve en sus consecuencias, por procedimientos
puramente deductivos. Y asi crea y extiende dominios teéri-
cos que pretende aproximar cada vez m4s 4 los dominios ex-
Llernos realmente existentes. Aspira 4 hacer explicito lo impli-
cito. Y las correspondencias subjetivo-objetivas se fijan por
medio de las discusiones de cada problema, de cada ecuacidn
60 entidad que se ofrece,

Entre los dominios matematicos que se han ido creando
en este proceso subjetivo, citaremos los cuerpos 6 campos de
Galois, el dominio de racionalidad de Kronecker, el dominio
funcional de Abel, los espacios de raices de Pincherle, las
diferentes especies de conjuntos.

La extension de ciertos dominios sobre los existentes, por
la adjuncion de nuevos elementos, 4 la manera que lo hizo
Galois en su método de resolucién de las ecuaciones alge-
braicas, por medio de radicales, ha sustituido 4 los procedi-
mientos clasicos, consistentes en extender, por ejemplo, las
definiciones primitivas concernientes 4 nameros enteros, su-
cesivamente 4 los fraccionarios, negativos é imaginarios.

Las imposibilidades que, en el proceso generador de la
Ciencia, resultaban sucesivamente, obedecian 4 que la defi-
nicién de cada operacién directa se referia 4 un dominio
particular (el de los nitmeros enteros, por ejemplo) y la ope-
racion inversa exigia, para su posibilidad, un dominio maés
extenso, el de las cantidades positivas con las negativas, si
se trataba de la resta; el de unidades subalternas si de la
divisidn; el de cantidades irracionales si se trataba de raices,
cuantitativa y cualitativamente consideradas.

Sucedia, o que al invertir una proposicién particular, que
el nuevo sujeto tenia mas extension que el atributo; y, por
consiguiente, para mantener la nueva proposicién, precisaba
el extender el atributo. Y la afirmacién se extendia gradual-
mente del dominio de los nimeros enteros al de los racionales
Y, de éstos, al de los algebraicos, comprendiendo finalmente
el:dominio de las funciones de variables complejas.



46 —

Las definiciones crean pues nuevos objetos y dominios; y
el matematico aplica su légica combinatoria a to_(.ios le}los
para ir espesando cada vez mds la trama del ‘teJ1d0 c1ent1f1c0’.

La intégracion de las ecuaciones diferenciales se reduce 4
establecer ‘la coexistencia de dos ordenes de cantldades,‘la
diferencial y la integral, de raices y espacios de raices' como .dlce
el Sr. Pincherle en su obra Le operazioni distributive;y dicha
operacion es constructiva. Por medio de las definiciones, el
matematico crea una ciencia cada vez mas perfecta que
contrasta con la realidad, por medio de postulados.

III.—Dominios matematicos.

En el periodo clésico, los dominios de los niimeros se ele-
vaban gradualmente, desde el de los numeros enteros, 4 los
racionales 4 los algebréicos y 4 los transcendentes. ‘

En la época moderna, éstos se diversificaron en especies va-
rias que se clasificaban y transformaban en cada region ma-
tematica.

Asi, tenemos, en Aritmética, 6 mas generalmente, en la Teo-
ria de los ntimeros, los dominios creados por Kumrper, Dede-
kind y Kronecker, que constituyen los numeros ideales, los
ideales y el dominio de racionalidad. , ‘

En Algebra, tenemos los cuerpos de nameros algebraicos
de Galois y de Abel. ‘

En Analisis, los conjuntos de Cantor y las pantaquias d_e
Du Bois Reymond, las representaciones pot lineas y superfi-
cies analiticas, hasta las representaciones generales del Ana-
lysis situs, por los hiperespacios. - .

Estos dominios son unilateros 6 bilateros, teniendo sus
bordes, sus fronteras, como en ellos, las funciones sus os_c1la}-
ciones, sus saltos, sus limites, su perioricidad, sus discontinui-
dades de diversas especies, sus singularidades, ete.

Pero lo que da una variedad indefinida, es Ia definicion de
cada entidad que se crea con especiales ﬁneg.’

Tenemos asi, regiones en que una funcion es holomorfa,
meromorfa, sinéctica, etc., las regiones denominadas estrellas
de Mittag-Leffler y de Borel, etc. ' _

Y, por tltimo, en el Cdlculo funcional, hoy naciente bajo
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los esfuerzos y altas especulaciones de los Sres. Volterra, Pin-
cherle, Bourlet y ultimamente de Mr. Hadamard, que en sus
Legons sur le calcul des variations (lome premier, 1910) le de-
dicaun capitulo especial, tenemos el campo funcional, locucién
introducida por este ilustre profesor del Collége de France,
sin olvidar que la primera idea se debe al celebérrimo Abel.

En Geometria, ademas del espacio euclideo 6 parabolico,
tenemos los espacios hiperbolico y eliptico de Lobatschewsky
y Riemann, intuitivos y representativos, cuyas representacio-
nes ha obtenido el ilustre profesor Herr F. Klein, y ademas los
hiperespacios puramente logicos, sin representaciéon sensible,
si bien tenemos ademés las representacionés analiticas de
estos espacios que, dejando de ser geométricos, quedan redu-
cidos 4 ser simplemente analiticos, y son esquemas de la teoria
de funciones de un nimero cualquiera de variables.

A este mundo, construido a priori, refieren los matema-
ticos, tanto las funciones transcendentes que desean estudiar,
como las curvas, ¢ superficies 6 configuraciones que hayan re-
sultado de aquellas construciones, impuestas por -definicion,
que pueden hasta llegar 4 ser funciones, cuyas singularidades
se dan.

Y alfin, algunas veces se presentan correspondencias mutuas
entre tales objetos creados, por las combinaciones y construc-
ciones intelectuales, como ocurre con la funcién arménica de
Laplace y con la serie hipergeométrica de Gauss; y como suce-
de con los invariantes, covariantes, etc., quesatisfacen 6 amol-
dan 4 ecuaciones diferenciales dadas.

IV.—El lenguaje.

El lenguaje es el medio ¢ instrumento més poderoso de
la Matematica, pues simplifica los razonamientos, reduciéndo-
los 4 lo més preciso, y abrevia el trabajo directo de la inteligen-
cia porsus rdpidas transformaciones, que indican las sucesivas
combinaciones de su signos operatorios y objetivos.

Tenemos tres lenguajes matematicos: el ordinario, el sim-
bélico y el intuitivo

Por el lenguaje ordinario, se siguen las operaciones de la in-
teligencia en un dominio real.

Una serie de desigualdades estrecha 4 las cantidades en-
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tre los limites en que se mueveny dentro delos que se realizan
sus correspondencias efectivas. Un incremento h, que al ser
suficientemente pequeifio, obligue & la funcién 4 variar menos
que cierto valor, tan pequeiio como se quiera, para cierto va-
lor de z, imita 4 un movimiento oscilatorio simultineo; y este
movimiento se diversifica de mil maneras, en el modo de ser
las funciones, en los momentos de sus discontinuidades y que
caracterizan 4 cada una en su modo de ser individual.

La introduccion de los parametros lleva 4 seguir las funcio-
nes, lineas 6 superficies en su existenia sistematica, movién-
dose en sus diversos campos de variabilidad. Y los signos per-
miten seguir estas evoluciones, haciendo preponderar, segiun
convenga, la accion de las variables ¢ de los parametros que
va llevando, como algunos matematicos lo han conseguido,
seglin se indico 4 la naciente teoria del calculo funcional.

Pero sobre el lenguaje ordinario, est4 el lenguaje simbélico
que sirve para las combinaciones abstractas puramente sub-
jetivas de la pura razon, prescindiendo de la objetividad;
porque luego queda el trabajo de interpretacion de los sim-
bolos, que conduce 4 resultados efectivos y ttiles, segin la fi-
nalidad buscada.

Y, por tltimo, contra esa tendencia subjetiva y eminen-
temente logica, tenemos la tendencia esquemdatica ¢ mejor
grdfica 6 representativa, que expresa las ideas por medio de ima-
genes sensibles.

El caleulo logico de Boole y los calculos simbélicos de
Cayley, afines con aquél, son ejemplos de lenguaje simbdlico,
como en Geometria los elementos imaginarios y en el infinito.
Las representaciones de Riemann, concernientes al Andlisis
silus, y oiras muchas empleadas por los matematicos de la ac-
tualidad, son ejemplos de la tendencia intuitiva, como medio
representativo sobre el que se funda el lenguaje del AnAlisis
moderno.

V.—Los sistemas

Establecida la existencia de un teorema, su teoria se reduce
4 una especie de desdoblamiento de sus propiedades caracte-
risticas de cada uno de ellos.

Asi, después que en Aritmética se ha establecido la tinica
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descomposicién de un nimero en factores primos y la clasifi-
cacion de todos los nimeros respecto 4 un médulo dado, en la
Geometria elemental, la deferminacién de las figuras elementales
¥, en el Algebra, la existencia, por lo menos, de una raiz; en las
demas teorias que entran ya en la categoria de estudios siste-
maticos, se aspira 4 la ordenacion y clasificacién y 4 las corres-
pondencias que conducen a tales clasificaciones y ordenacién.

En Geometria, se definen sucesivamente los puntos dobles
y en general multiples, los de inflexién, retroceso, etc., no
solamente en el sentido individual, segiin el cual los estableci6
Briot, y que han servido de modelo para un estudio en los
libros destinados 4 1a ensefianza, sino mas amplia y sistemética-
mente, como se ve en la Geometria de Clebsch, partiendo de
la fecunda idea de los sistemas polares, que permiten la consi-
deracién de los elementos correlativos por la dualidad, y crea
sistemas de figuras, cuyas tramas se dan por las curvas co-
variantes hessiana, esteineriana, cayleyana, jacobiana, lugares
de tales 6 cuales puntos singulares que forman redes de figuras,
6 mejor, configuraciones que expresan la forma grafica de
cada sistema.

Tenemos los sistemas abstractos por excelencia, de la teoria
de los ntimeros, tales como los constitutivos de los numeros
ideales de Kummer 6 los ideales de Dedekind, y los sistemas
de unidades complejas que concurren, como elementos irre-
ducibles, 4 constituir todos los nlimeros ya reales, ya ideales,
lo cual se complica aun, cuando se trata, no ya de simples
nameros, sino de cuerpos de nimeros abelianos y cuerpos 6
campos de Galois; y, en el dominio més corcreto del Algebra,
donde el ntimero irracional sélo puede concebirse por la va-
riacién continua ¢ implica la nueva nociéon de limite, la con-
tinuidad permite la representacién geométrica.

La derivada, considerada, no en si, como en el Analisis
infinitesimal, sino como simple instrumento que se adapta 4
la direccién de la tangente, permite representarla en todos los
momentos de la existencia de las curvas, pasando 4 ser su
genuino representante. Con esta representacién, el transito
del dominio del Anélisis al de la Geometria es natural; ¥, con
reciprocidad absoluta, los medios é instrumentos del uno se
aplican indiferentemente 4 la otra.

La descomposicion de unas singularidades superiores en

4
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otras elementales, tales como la reduccién de los puntos mul-
tiples & cierto ntimero de puntos dobles; en general, las reglas
de equivalencias de las singularidades , constituyen una especie
de calculo, analogo 4 la de cualquier algoritmo que fija las
leyes de dependencias de sus elementos y cuya ley estd dada
en las formulas de Pliicker.

Podemos considerar tres momentos en la evolucién histé-
rica de esta teoria.

En el primero, ciertas leyes numéricas fijan la posicién
de un punto de unarecta, por medio de cierto nimero de puntos
fijos de la misma; y tenemos el centro de las distancias medias,
los polos de diversos érdenes, etc., objeto de la teoria de las
transversales, que llega 4 su maximo desarrollo en las obras
de Poncelet.

La Geometria se eleva después 4 los sistemas homograficos
¢ involutivos en la Geometria de Chasles, de la que irradia el
método puramente geométrico de Staudt; y Chasles llega,
en este sistema, cuyo primer origen son los porismas de Euclides,
a las generaciones de las cénicas, cuyos primeros ejemplos
vemos en la generacion orgénica de las curvas de Newton y
en el tratado de Mac-Laurin.

Pero, ademéas de que Jonquiéres y Chasles ya introducen
los principios de la Geometria numerativa y la nocién de
caracteristica, por otra parte Boole y Cayley enriquecen la
Ciencia con la nueva teoria del Algebra de las formas homogé-
neas; y la Geometria analitica adquiere un nuevo carécter
de transformacién y de movilidad.

La nocién de invariante fija propiedades permanentes
para cualquiera base de referencia - de una figura, como si
dijéramos aquéllo que tienen de absoluto, sus propiedades
intrinsecas.

El discriminante, los covariantes, contravariantes, ema-
nantes, hessianos, jacobianos, etc., son los nuevos objetos
¢ instrumentos que aumentan los recursos de la Geometria,
al mismo tiempo que la parte formal penetra en el Analisis
para dar su caracter de uniformidad 4 cualquier sistema mate-
matico, por una compenetracién de los conceptos.

Este nuevo sistema geométrico se eleva sobre los anteriores.

Las involuciones ordinarias se elevan 4 involuciones supe-
riores entre grupos de puntos, por la eficacia de los sistemas
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polares, permitiendo la teoria de las polares interpretar co-
variantes de gran importancia. Tenemos, en vez de haces de
rectas, haces de conicas, con la circunstancia de que, por cada
punto del plano pasa una curva unica del haz. Lo que lleva 4
la Geometria sobre una curva algebraica que determina qué
puntos, entre los de interseccién de dos curvas, son determi-
nados por los otros y el niimero de ellos, estableciéndose
una teoria de grupos de puntos sobre una curva, anéloga 4 la
relativa 4 la linea recta.

De los sistemas analiticos, por lo mismo que su amplitud
supera en mucho 4 los ligeramente descritos, bastara por ahora
indicar que comprenden, ademds del c:lculo explicito, cuyos
problemas son la diferenciacion y la integracion, las ecuaciones
diferencialzs, cuyo problema se reduce 4 hacer explicita una
funcién implicita, en la ecuacién y en los signos diferenciales;
y por ultimo, el naciente calculo funcional, que se desenvuel-
ve en su dominio de funciones.

Ciertamente que la Teoria de los niumeros, considerada por
Gauss como la reina de las matematicas, es la mas difieil.
Y en efecto, solamente el dominio de los ntuneros enteros,
con su serie de nimeros primos, al parecer irregularmente sem-
brados entre la serie de los demas ntimeros enteros, con los
productos, las potencias ylas combinaciones de todos para for-
mar las ecuaciones indeterminadas 6, bajo otra forma, las
congruencias, ofrece el conjunto inagotable de todos los pro-
blemas aritméticos, pero existentes en un campo de disconti-
nuidad que dificulta el descubrir sus leyes.

Después, el Algebra auxiliada por el lazo de la continuidad,
encadena con este nuevo instrumento las relaciones, dentro
de las que se destacan los ntimeros que se unen en series de
valores, que sometidos & las leyes previamente fijadas, se
aproximan 4 algo puramente ideal y fijo que llamamos sus
limites. Y las ecuaciones son nuevos nticleos 1 objetos cuya
naturaleza consiste en contener, cada una, ligados ciertos nu-
meros que llamamos sus raices, contenidas implicitamente en
aquéllas.Y estas relaciones estan sujetas 4 leyes combinatorias,
que da & conocer la teoria de los grupos discontinuos.

Pero ademés, un nuevo concepto, de mayor generalidad,
correspondiente al dominio en que las ecuaciones existen, las
contiene como individuos de una clase, en la que aparecen las
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ecuaciones il.‘reducibles, como aparecieron los niimeros primos
en el dominio de los niumeros enteros y como, mds ptard
aparecen las curvas irreducibles ¢ simples en e’l dominio deé
las curvas. Y obtenemos cuantos resultados ofrezca la apli
caciéon de la teoria de las sustituciones 4 lateoria dela .
ciones algebraicas. S
Pe_r’o ademads, de la pura combinacién, que es la simple or
dena}cm.n de objetos, segln todas las disposiciones )ogibles_
con 6 sin repeticion, tenemos el caleulo formal, segun %as le ;
d'e los algoritmos elementales aplicados, ya ’é objetos ZB'S
sunbplos, que p'roducen los moldes 4 que se han ]de a,'uystae;
I’nult.lt‘ud de objetos, con muy varias finalidades; y le ]‘a.mo
4 efhﬁcar Algebras de distintas especies, con 1;0tenci%zlid <Sl
varia, para producir, endiversas circunstancias, resultados efeaé
t1v053 puesla N atu_raleza, queestambiénunsistema matemétict;
efe.ctl.vo, se armoniza, muchas veces, con las leyes dictada
priort por la inteligencia. S
Lal Aritmética y el Algebra tienen en el mé4s alto grad
el caracternsub]’etivo, bajo la forma de nitmero 6 de combin§ o,
como los tipos 4 que todos los demAs se subordinan o
En cambio, el AnAlisis tiene actualmente, en s‘u MAXI
el cardcter objetivo, 6 mejor, descriplivo. ’ e
Las fu_ncmnes son objetos generadosporlas leyes algoritmi-
cas que tienen su elemento esencial, fuente 6 base de su gene
racion, la.’derivada. El calculo diferencial es el algoritmgo d(;
la derivacidn, y el cAleulo integral, el algoritmo complementari
por fal que se recorre en sentido inverso el proceso de la ges o
racion. El primero va de la funcién 4 cada uno de sus elemegntle-
el segundo de éstos 4 la funcién en que se reunen yuxtapuestg:’
El campo es mas amplio, porque ademds de la continuidad
aba‘rca‘t llos dominios, no comparables de los diversos érde
de mflnltos‘() infinitésimos. Pero en este fondo continuonseesa
destaca la d1§,continuidad, que es lo caracteristico y distintivo
dfz cadg ful‘IClOH, siendo lo importante, en cada caso, las vari
discontinuidades 6 singularidades existentes. , -
Tenemos aqui una coexistencia entre campos mas extensos
que 1’o_s campos numéricos discretos, en el que ademés de 1
numerico y algebraico, existe lo transcendente que com licO
(?1 problema de la integraciéon de las ecuaciones diferenci{:llesa
a cuya resoluciéon contribuyen todas las teorias mateméticas’
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Por tltimo, las recientes investigaciones llevan 4 un dominio
superior, hasta ahora poco explorado, el dominio funcional,
cuyo algoritmo es el calculo de variaciones, que ofrece esperan-
zas halaguefias para el porvenir.

Asi como la Aritmética se desarrolla en el dominio de los
nimeros, el Algebra en el de las ecuaciones, y el calculo in-
finitesimal en el de la generacién funcional, por medio del
elemento diferencial, el calculo funcional se desarrolla en el
amplio dominio de las funciones, coma elementos, dominio
mas vasto que el de las funciones, y que las comprende como
individuos particulares.

La Geometria se desarrolla en el espacio. Se observa un
cardcter subjetivo-objetivo en la Geometria elemental, que
tiene una discontinuidad andloga 4 la de la Aritmética. Su
instrumento es la determinacién triangular, que conduce &
construcciones auxiliares, empleando suficiente nimero de
términos medios, cuyas relaciones estan condensadas en los
teoremas, en cuya constitucion predomina cierta arbitrariedad,
debida 4 la accion intelectual, que aun no posee un instrumento
de variacién continua.

La Geometria elemental produce conglomerados 0 redes
de figuras que conducen & los resultados buscados por
la inspiracién intelectual que se traduce en ideas mds 6 menos
felices; y solo vemos que comienza 4 emplear métodos regulares,
ya de objetividad preponderante, que hace incesante la accion
intelectual explicita é inmediaiamente evocada, y nos hace pene-
trar en esa subjetividad absoluta que constituye el caracter
predominante de la Matematica pura.

La Geometria tiene también su desarrollo combinatorio
que lleva & la feoria de las configuraciones, un grado superior
4 los conglomerados clementales que s6lo se rigen por inspira-
ciones aisladas de la inteligencia.

Fn la Geometria elemental vemos que la accion intelectual
es el instrumento exclusivo. La resolucion de los problemas
depende de la combinacion acerlada de relaciones elegidas que,
por eliminacion natural de ciertos términos medios, conducen
4 unir los elementos buscados con los dados analogamente
4 como procede el sorites de la Logica. Pero, en el des-

envolvimiento histérico, vemos aparecer al lado de la Geo-
metria de Euclides, las Geometrias hiperbolicay eliptica, que
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llevan 4 consideraciones subjetivo-objetivas, porque se fundan,
no en un desarrollo a priori, sino en un desarrollo fundado
en las propiedades intrinsecas del espacio objetivo; bien es
cierto que conceptualizado, como conceptualizamos los feno-
menos naturales, al hacerlos entrar en el dominio matemético.
Y, por altimo, hasta se ha logrado construir una Geometria
de cuatro dimensiones, prescindiendo de la intuicion y basada
en las consideraciones abstractas de una logica rigurosa, para-
lelamentc 4 como se construyo un Algebra de r unidades com-
plejas. La Geometria sistematica pura es la Geometria de
Staudt que prescinde en absoluto de toda nocién cuantitativa,
Por otra parte, la Geometria se edifica sobre elementos
puramente espaciales, pero con auxilio de procedimientos
analiticos, en la Geometria de la recta de Pliicker.
Luego, ya s6lo vemos una fusién de los elementos espacial
y numérico en las varias manifestaciones de la Geometria
analitica y aun en las Geometrias cinematica y vectoriales,
Finalmente, se efecttia la sintesis de estas dos manifestacio-
nes matematicas por la esquematizacion geométrica, mediante
lineas y superficies analiticas que representan intuitivamente
las relaciones del analisis, de igual modo que se generalizan los
resultados geométricos y aun se edifica la Geometria, sometién-
dola 4 las relaciones combinatorias y numéricas del Andlisis.
Pero en otra direccién se ofrece un espléndido porvenir
4 la Matematica, en el orden de las realidades objetivas.
Terminaremos estas consideraciones que se refieren tan
solo 4 las mas antiguas y elementales disciplinas porque, el
continuarlas en las numerosas ramas que constituyen la Mate-
matica actual, serfa un trabajo demasiado considerable- que,
realiza la Encyclopaedie der Mathematische Wissenschafien.

VI.—La Arquitectonica.

Con las indicaciones expuestas acerca de las definiciones,
los dominios, los sistemas, etc., hemos seguido en algunas
direcciones, el desenvolvimiento matematico, especialmente
tedrico. Se han examinado los objetos matematicos desde el
punto de vista de su existencia, de su generacién, de sus
agrupaciones, y de los medios donde se estudian sus propie-

— 55 —

dades. Pero un aspecto, de capital iI’npqrtancia. es el de la
forma, ya sea geométrica ya algoritmica, bajo las cuales
dichos objetos se presentan. _

Ya hemos visto céomo la Légica los encadena con sus
deducciones; y desde el punto de vista de la certeza de ~las
verdades y de la validez de las relaciones, nada hay que adia-
dir de substanrcial. o

Después de la certeza de los conocimientos, una segunda
fase del estudio matematico, como acabamos de c}emr, con-
cierne 4 la forma, al modo de presentarse las relaciones 6 los
objetos y sus sistemas. , .

No sélo en las figuras de la Geometria tenemos aparien-
cias intuitivas que afectan 4 la vist’a, aunque est’o no satis-
faga 4 la razon, sino que en las férmulas algoritmicas po-
demos considerar este caracter. ' o ’

Lo que dijimos de la eleganclla geométrica, de una lt ea
feliz que simplifica las figuras 6 abrevia los razonamien oi,
podemos repetirio al tratar de los objeios geomeétricos o al-
gonlglc?clgog.iremos de los primeros. Tan solo, que existe una
visién directa del objeto, tal como la _con31deraba Staudt,
que prescindia de las figuras geométricas, puesto que 1l;a
contemplacion racional es la exacta, la que mira sollar.ner.l e
las condiciones impuestas, dentro de una rigurosa lpglca, v
logicamente se han de deducir 12'15 consecuencias, sin nece-
sidad de mezclar en los razonamientos las impurezas de la
intuicio nsible. '
mtulilcéfrﬁ)ss evisto que, analogamente, el cé!culo_combinatoylo
y las formas puramente racionales de lo imaginario y el in-

finito daban vigor, sencillez, generalidad y simetria a las re-
laciones y 4 los objetos y sistemas. _

Y ahora afiadiremos que, en general, los ob]eto§ mate—
maticos mas abstractos, tales como son los algoritmicos,
comprendidos en la Aritmética, el Algebra Yy, en gener.illl,-
el AnAlisis, tienen su forma arquitecténica. Y estla .ha sido
un objeto de preferencia para los grandes’ matematicos, (ciu—
yos nombres van unidos 4 algunas de éstas sus grandes
creafs?’n ?Zs series de Wallis, Stirling, las de Lagr:fmge., La‘-
place, Burmann, Cauchy y otras muchas, que harfan inter-
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minable su enumeracion, son desarrollos interesantes por
su forma que expresa relaciones recurrentes.

Pero ademds existen otras formulas que se condensan en
un numero limitado de signos de relaciones, que muestran
de paso las excelencias del lenguaje matematico y su eficacia
como instrumento determinativo, con sus sistemas de signos
operatorios, algoritmicos, paréntesis y elementos funcionales
de toda especie.

Estas representaciones 6 esquemas algoritmicos consti-
tuyen la parte mas objetiva y practica de la Ciencia y la
contribucién més efectiva de los grandes matematicos, re-
sultados, unas veces de transformaciones felices é ingeniosas,
otras de combinaciones acertadas de ciertos algoritmos 6
representaciones en dominios especiales, 4 veces por proce-
dimientos esquematicos que han conducido rapidamente al
fin, 6 también por construcciones normales simplificadoras.

Y hoy el espléndido conjunto de teorias, de transforma-
ciones y representaciones constituyen el arsenal de que se
surte el matemético para ayudarse de mil maneras en sus
investigaciones,

Si nos dirigimos hacia el calculo combinatorio, tenemos,
aparte del simbolismo légico de Leibniz y de Boole, el abs-
tracto de Morgan, Clifford, Cayley, etc., la combinatoria que
parte del tridngulo aritmético de Pascal y la que lleva como
germen el célebre binomio de Newton, el que comienza con
el algoritmo de las facultades de Kramp, en que se ejerci-
taron los matematicos Ohm y Ocltingen 4 principios del si-
glo XIX, perfeccionado por Weierstrase, al purificarlo de al-
gunas faltas de rigor de sus antecesores; y por otra parte,
los calculos de Herschel y Gregory, llevados hacia los des-
arrollos en series y el célculo de las diferencias finitas y
ecuaciones de derivadas parciales que afianzaron Jacobi,
Pfaff, Mayer y otros, que vemos recopilados en A Treafise
on the Calculus of diffences de Herschel, An Essay on Alge-
braic development de T. Jarret, A Trealise on lhe Calculus of

-operations por R. Carmichael, y finalmente, la recopilacion
hecha por el profesor Herr E. Netto en su Lehrbuch der Com-
binalorik.

Mas graficas se presentan las representaciones de los gru-
pos discontinuos que tienen su parte geométrica, por la cual
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adquiere un caracter grafico la teorig de las ecuaciones y las
numerosas representaciones de los tipos de grupos de diver-
sos paradmetros que encontramos en las diversas obras acerca
de los grupos continuos de Lic, nos ofrecen otro ejemplo de
esta arquitectonica matemdatica que afecta al sentido del
orden.

En otra direccion, las Nouvelles tables d’intégrales définies
de D. Bierens de Haan, que contiene 8.359 integrales, con-
densando los resultados obtenidos en el problema de la inte-
gracion formal ¢ clésica, mediante esa correspondencia que
mantienen por los simbolos del anélisis las correlaciones de
las expresiones diferenciales € integrales. . -

Pero donde se admiran las maravillas de esta disposicién
arquitectonica de la Ciencia es en los trabajos clle Jacobi,
Weierstrass, Hermite, Schwarz y otros contemporaneos en la
edificacién de la Teoria de las funciones elipticas.

En esta disciplina del siglo XIX se obhserva la imp(?rtar_l-
cia del lenguaje matematico en los progresos de esta ciencia
al observar las ventajas 6 desventajas de unos medios _de
expresién con respecto & otros: pero cada uno de ellos realiza
algun fin apreciable.

El Analisis imita a la Geometria.

Las funciones s de Weierstrass adquieren innumerables
representaciones en funcion de otras funciones. Y asi como
las curvas 6 las configuraciones representan, de un modo
sensible 4 la vista, cada entidad geométrica y hasta sus sis-
temas; de igual modo, las innumerables formulas hoy‘ cono-
cidas, en la sola teoria de las funciones elipticas, constituyen
un arsenal de representaciones bajo forma finita de las di-
versas funciones su, {u, pu de Weierstrass, las cuatro thetas
de Jacobi, con sus varias representaciones que les han dado
estos matematicos, la funcién ® de Hermite, ete.

Estas relaciones analiticas no ceden 4 las figuras geomé-
tricas en virtualidad representativa; si éstas afectan al sen-
tido de la vista, aquéllas afectan al sentido del orden combi-
natorio, ofreciendo intuiciones tan permanentes como las Ide
los trazos geométricos. Unas y otras tienen el mismo caréc-
ter constructivo y con igual eficacia son la forma real del
objeto representado.

El Analisis moderno, con las representaciones de Cauchy
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y de Riemann. por un lado, y con la tendencia aritmetiza-
dora que comienza con la reducciéon del Andalisis 4 la teoria
de las series enteras, nos lleva 4 nuevos horizontes.

Por un lado, la teoria de las funciones mondgenas y si-
nécticas de Cauchy, por otro, la prolongacién analitica de
las funciones nos ofrecen el fondo de las nuevas edificaciones.
La representacion geométrica, siquiera la que da el Analysis
silll_sl se impone como medio de representacion y de novmali-
zacion.

Pero hemos de notar el nuevo aspecto del AnAlisis en la
teoria de Weierstrass.

Dejado 4 un lado el coeficiente diferencial que habija
sido el alma del antiguo analisis, parte de las series enteras,
determinadas por sus sumas, que pasan 4 ser las entidades
genuinas del Analisis, que procede por series y por sus
equivalentes, los productos infinitos, muy adecuados para
dar formas arquitectonicas 4 las expresiones analiticas.

Este dominio matematico, acrecentado con el nuevo con-
cepto de la doble periodicidad de las funciones, adquiere
un esquematismo correspondiente que se ofrece en las redes
representativas de paraleldgramos, donde se fijan los ceros
y los polos de aquéllas, como sus nuevas caracteristicas.

Y, no solo la vista contempla las formas de las funciones
en las numerosas tablas construidas por los creadores de
esta nueva doctrina, comparables 4 los festoneados tejidos
vegetales que hermosean la Naturaleza 6 4 las formas simé-
tricas de los cuerpos cristalizados, sino que se las hace fluir
en las sucesivas transformaciones de su existencia, bajo las
leyes establecidas, dentro del dominio combinatorio, por la
teoria de los grupos.

Estas finalidades practicas de la Matematica, constituyen
su parte artistica, porque tienden 4 dar la forma visible y de-
terminada de cada objeto que se hace destacar de las demés
relaciones informes como las figuras de un cuadro, y que
contornean cada vez con mdas vigor y distinciéon los diversos
objetos matematicos; son las hondas huellas que dejan ins-
critas en la historia de la Ciencia, los talentos creadores y
son las verdaderas efectividades que afectan con su caracter
grafico 4 nuestra facultad perceptiva.

Esta parte practica es el complemento de la teérica que
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tiende al vigor de los encadenamientos ideales sujetando
fuertemente los diversos objetos por sus relaciones de de-
pendencia tan solo reveladas por su simple cardcter de ser
principio 6 consecuencia 6 de ser equivalentes para mante-
ner integro el tejido de las verdades, por cuya trama camina
la inteligencia en las més varias direcciones.

La parte tebrica corresponde al momento en que la inte-
ligencia contempla la complejidad de las relaciones confusas
que ofrecen los objetos creados por sus definiciones, rela-
ciones objetivas que han de armonizarse con los objetos
creados por decreto subjetivo. Y el fin exclusivo de la Cien-
cia es tal armonizacion que cede nuevos Ingares 4 otras ar-
monizaciones mas perfectas.

Finalmente, ante el cimulo de conocimientos que se aglo-
meran, produciendo dificultades 4 la inteligencia, existen
procedimientos utiles para la més fcil comprension de las
ideas; entre ellos citaremos la normalizacién y la represen-
tacion.

La normalizacién permite representar mediante expresiones
sencillas los objetos matematicos, sean funciones ¢ ecuaciones,
bajo ciertas formas tipicas; y ademés, partiendo de elementos
irreducibles, los emplea para constituir las bases fundamen-
tales de las representaciones.

La introducciéon de elementos extraordinarios tales como
los puntos impropios y ciclicos da simetria y generalidad a
las teorias geométricas.

Las representaciones varias tales como la conforme, las
del Analysus situs, el empleo de curvas y superficies ana-
liticas hace intuivas ciertas verdades ¢ permite su estudio
en regiones mds sencillas 4 que se han transportado los ob-
jetos matematicos como, por ejemplo, las representaciones
de las diversas geometrias dadas por el profesor Herr Klein
y las debidas 4 Schwarz, otras, como las representaciones de
los grupos fuchsianos por M. Poincaré y, en general, las que
constituyen la base para el estudio de las funciones autor-
morfas y las modulares elipticas, que son otra de las formas
de esquematismo matemdtico.



RECAPITULACION

I.—Resumen acerca de lo actual

Ya es un hecho, en las naciones mas adelantadas, la ele-
menlalizacion de lo que hace cincuenta afios se consideraba
como superior.

El fecundo y fundamental concepto de derivada se ha
importado 4 la ensefianza secundaria en Francia desde 1902.
En Hungria se hizo lo mismo con el concepto de funcién y de
sus representaciones graficas y, en Alemania, dicha obra ele-
mentalizadora se efecttia desde varios punos de vista, llevando
asf, hacia el lugar de los estudios en que la accion educativa
es mas necesaria, las ideas mas luminosas y mas susceptibles
de nutyir el espiritu,y desarrollando su actividad con la mayor
eficacia, para ulteriores perfeccionamientos.

Las excelencias de la educacién y la necesidad de prolongar
su accion en los estudios secundarios se ha reconocido con
cierta unanimidad que lleva 4 las naciones hacia el progreso.

Se tiende & simplificar aquella antigua y pausada marcha
que sélo dependia de las energias propias de cada individuo.
Hoy se reconoce la educacién cientifica como un artificio com-
parable & las més poderosas maquinas de la industria humana;
y asi, aquellas inteligencias aisladas en las energias poderosas,
se reparten y difunden en la masa social que sustituye 4 aquel
brillante y excepcional individualismo por un esfuerzo man-
comunado que se organiza, desde la Universidad hasta todaslas
asociaciones que tienden 4 la cultura.

La antigua Ciencia de los genios se va convirtiendo en la
ciencia de la humanidad, con la colaboracién de muchos, en
razon del grado de sus energias individuales; porque, con ser
mucho Jo descubierto hasta el dia, mucho hay que avanzar
todavia. Y basta, para convencernos de ello, el exiguo niimero de
problemas resueltos en relacién con los que hay por resolver,
especialmente en el momento en que la Matematica aspira
4 extender sus dominios abstractos sobre los dominios, cada
vez mas crecientes, de las ciencias experimentales; y aquellos

problemas que los Newton y los Euler reso'lv'ian con ocasion de
algtin problema astronémico 6 de Mecanica, hoy que‘c}an
sustituidos por otros problemas de mayor complejidad, corres-
pondientes 4 los nuevos fenémenos que han de entrar en la
Ciencia con la etiqueta matematica. ' . .
Novoy 4 repetir lo expuesta ya en varios _de mis trab:a],os,
acerca de la ensefianza matematica, que se refieren 4 los libros
publicados en Alemania, F¥ rancia, et(j,., para la ensefianza en‘los
gimnasios y liceos, que pueden servirnos de nlloqelos para im-
portar nuevos adelantos y otros que se aspira a divulgar. .
Bastara que citemos la importancia de la ‘l’?ncycloll)aq(lle
der Matematische Wissenschaften, como 1‘ecop11ac10n. la_ mas im-
portante que jamas se haya obtenido para el conoc1m1e'n’_co su-
mario del estado actual del desenvolvimiento matem'altlco; y
como tendencia 4 preparar nuevos profesores por la acelon edu-
cadora, los trabajos que comienza 4 realizar la Commission In-
ternationale de ' enseignement mathématique. ’
Respecto 4la practica de este progreso que se ‘{)nsca,b?’ts‘lara
decir que, elementalizados los estudios matematicos, seglin las
tendencias arriba indicadas, se imponen coImo necesarlos para
avances en la ensefianza superior, los estudios de conjunto y
de simplificacion, las clasificaciones, la 01‘den'agi(’)n, llos pun.t’os
de vista sintéticos, que ayuden al trabajo anahtlco_y a la accion
investigadora. La Pedagogia, la Critica, la Blbhogr‘afla 0
Literatura matematica son medios que deben combinarse.
Sobre todo, hay que facilitar, suprimiendo muchos saltos
bruscos que dificultan el acceso & los con001~m1entos y que
constituyen las dificultades mayores de la ensefianza matema-
tica. o
La heuristica, por ultimo, es uno de los p1'(_)cec11n11e11t0§ de
la enseflanza que mas dificultad ofrecen, (1§h1_ér_1cl(_)se en es_ta
tener por finalidad, el despertar 6 evocar l_a iniciativa propia,
separando de la ciega rutina del mero repetidor.

II.—Las aspiraciones futuras

S6lo profesores tan autorizados como Herr Hilbert y M. Poin-
caré pueden llegar 4 alguna conclusiéon acerca de puntos tan
dificiles.
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Herr Hilbert, en el Congreso de Paris, present6 su memoria
Sur les problémes futurs des mathématiques en que expone cémo
el espiritu humano crea problemas nuevos y fecundos, sin
impulsion externa y tmicamente por combinacién légica, por
separacion y reunién de ideas, etc., fijAndose principalmente
en la cuestion de la existencia matematica y de la posibilidad
o imposibilidad de los problemas, la cuestiéon de los axiomas;
y entre los problemas que pueden contribuir al progreso de la
Ciencia, expone los rasgos caracteristicos de los siguientes:
Problema de Herr Cantor respecto 4 la potencia del continuo,
la no contradiccion de los axiomas de la Aritmética, la linea
recta como el camino mas corto, la nocidn de grupos continuos
de transformaciones, los axiomas de la Fisica, problemas sobre
los niimeros primos, la posibilidad de resolver una ecuacién de
Diofanto, de los sistemas de funciones finitas, geometria nu-
merativa, representacion de formas definidas por sumas de
cuadrados, soluciones analiticas del calculo de variaciones
y otros. También M. Poincaré, en el Congreso de Roma, ha
tratado tan importante cuestiéon. Trata de la Aritmética, el
Algebra, las ecuaciones diferenciales, de derivadas parciales,
funciones abelianas, teorias de las funciones y de los grupos
y la Geometria, desde los puntos de vistaelevados, haciendo ver
como las analogias llevan 4 generalizaciones de unas teorias
por medio de las otras, teniendo por principal objetivo el
principio de la economia del pensamiento y las ventajas de
un lenguaje bien elegido, los hechos de gran rendimiento hacen
prever otros muchos, los teoremas que se agrupan alrededor
de los antiguos, como un cristal que se nutre en una disolucién,
la analogia de problemas, que lleva 4 tipos de problemas, la
elegancia que abrevia y armoniza, los moldes 4 que se ajustan
objetos distintos, semejantes en la forma. Todo esto lleva 4
preparar nuevos avances en lasrecientes teorias, sefialados como
origenes de los desarrrollos futuros. Asi, la ecuaciéon de Fred-
holm lleva 4 considerar una infinidad de ecuaciones discretas,
con una infinidad igualmente discreta de incognitas y una
ecuacién de derivadas parciales que representa una infinidad
continua de ecuaciones, que sirven para determinaruna funcion
incégnita que representa una infinidad continua de incég-
nitas; siendo los determinantes infinitos 4 los determinantes
ordinarios lo que las series 4 las sumas finitas.
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tituyen la nota dominante en la agrupacion de las ideas, para
formar los nicleos esenciales, de donde han de irradiar infinidad
de consecuencias, tener todas éstas condensadas en los nucleos
que las encierran. Simplificar abreviando y dirigiendo por
el camino mas corto, armonizando lo vario en el menor niimero
de unidades posibles, sefialados los puntos centrales que con-
ducen por el tejido de las ideas,en todas las direcciones, segin
las que se compenetran, para distinguirlas claramente unas de
otras, suprimiendo aquéllas que no se destacan de las demas,
para conservar tan sélo lo que deba seleccionarse. Asi tendre-
mos el extracto, lo tinico que se debe conservar, con lo que se
posee todo lo demas. ‘

La parte préctica se referird 4 la heuristica, 4 la accion in-
ventiva 6, por lo menos discursiva, que cree la vocaciéon cien-
tifica por el ejercicio de la actividad intelectual y el gusto
por el culto de la verdad, lo que conducira 4 1a mocién estética,
producida por las armonias cientificas y por las finalidades
utiles y buenas 4 que conducen las aplicaciones teéricas.

La parte concerniente & la cultura tratara del desarrollo
historico de la Ciencia en sus principales fases, completada
por la bibliografia que constituira unas nociones tutiles de
Literalura matemdtica, como génesis de la constitucién légica
de la Matematica en su actualidad.
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