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Introduccion

El concepto de limite ha atravesado un prolongado proceso histérico.
Aunque su empleo data de épocas antiguas, cuando se recurre a unidades
infinitesimales para abordar problemas matematicos, sus interpretaciones
han estado tradicionalmente restringidas a procedimientos algoritmicos sin
una comprension conceptual profunda. Cabe sefialar que cada matematico,
en su contexto histdrico, le atribuyé una interpretacién distinta (Ferrante,
2009). En sus primeras manifestaciones, el limite se entendié desde una
perspectiva procedimental y operativa, alcanzando su reconocimiento
tedrico en el siglo XVIII gracias al desarrollo del calculo infinitesimal. Este
avance permitié consolidarlo como un elemento esencial en la resolucion
de problemas tanto en las matematicas como en otras disciplinas cientificas
(Ferrante, 2009).

La construccién de los conceptos matematicos exige procesos cognitivos
distintos de los que se aplican en otras areas del conocimiento, debido a
su caracter abstracto e imposibilidad de representarse mediante objetos
concretos. En consecuencia, los estudiantes deben recurrir a procesos
mentales de abstraccidn, que se evidencian posteriormente mediante
representaciones semidticas que facilitan su comprensién (D’Amore et al.,
2013). En esta linea, Blazquez y Ortega (2001) sostienen que el concepto
de limite puede expresarse mediante diversos sistemas de representacion:
algebraico, verbal, numérico y simbdlico. Sin embargo, Duval (2004), quien
en 1985 formuld lateoria delos registros de representacién semidtica (TRRS)
en el campo de la didactica de la matematica, plantea que los conceptos
matematicos debentransitar por cuatroregistros fundamentales: simbdlico,
tabular, grafico y de lenguaje natural.

Segun Ferrante (2009), unade lasresponsabilidades mas significativas del
profesorado de matematicas consiste en identificar el nivel de comprensién
conceptual que los estudiantes otorgan a los contenidos, la forma en que
los aplican y la relevancia que estos adquieren en el marco del aprendizaje.
Por ello, resulta indispensable que los docentes analicen las imagenes
mentales que los alumnos construyen al interpretar el concepto de limite
y los conocimientos previos que poseen, con el fin de disefiar estrategias
didacticas que favorezcan la interiorizacion significativa del concepto.

En coherencia con lo anterior, la presente investigacion tiene como
objetivo determinar la concepcidn que los estudiantes de grado undécimo
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de la Corporacion Educativa Aprender, del municipio de Tame (Arauca),
tienen del limite de una funcion. Para tal fin, se disefid y aplicé una secuencia
didactica orientada a promover la elaboracion de representaciones
semiodticas que faciliten la comprensién del concepto. Dicha propuesta,
sustentada en Rodriguez (2014), se estructura en tres fases: una etapa
diagndstica inicial, dirigida a identificar los conocimientos previos de los
estudiantes; una fase de desarrollo, centrada en la construccion conceptual
a partir de la produccién de distintas representaciones; y una etapa final
de evaluacioén, orientada a verificar el dominio alcanzado del concepto
matematico por parte del alumnado.

La investigacidn se estructura en cinco capitulos. En el primero se expone
la necesidad de implementar una estrategia pedagogica que promueva el
desarrollo del pensamiento matematico, mediante la construccion de un
concepto avanzado que exige la comprension plena de conceptos previos.
Asimismo, se presentan los resultados correspondientes a los Unicos afios
en los que se han aplicado las pruebas de Estado Saber 11, los cuales
evidencian un desempefio poco favorable de la institucién educativa.
Posteriormente, se formulan el problema de investigacion, el objetivo
general y tres objetivos especificos. El capitulo concluye con la justificacion
del estudio, la cual, en términos generales, resalta que el desarrollo de
una investigacion de esta naturaleza permite aportar orientaciones a los
procesos de ensefianzay contribuir al mejoramiento de la calidad educativa

En el segundo capitulo, se presenta un andlisis de antecedentes
investigativos en los ambitos internacional, nacional y local. También,
se desarrolla cuatro marcos de referencia: un marco conceptual, en el
que se definen los conceptos clave de la investigacion; un marco teorico,
que aborda el estudio epistémico e histérico del concepto de limite y
la teoria de los registros de representacidon semiotica (TRRS); un marco
contextual, que describe las principales caracteristicas de la ubicacién y los
antecedentes historicos de la institucion educativa, y un marco legal, en el
gue se establece la relacion del estudio con la Ley General de Educacion
115 de 1994, la Ley 1581 de 2012, expedidas por el Congreso de la Republica
de Colombia, asi como con los referentes de calidad del Ministerio de
Educacion Nacional (MEN).

En el tercer capitulo, se describe el enfoque cualitativo y el tipo de
investigacién accion participativa (IAP), cuyo propdsito es mejorar y
transformar las practicas educativas de los docentes de matematicas, asi
como generar aportes a la formacion pedagodgica del plantel educativo
(Colmenares, 2012), mediante la creacién de ambientes de aprendizaje
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que favorecen el desarrollo del pensamiento matematico. Igualmente, se
describen cuatro fases para la aplicacién de los instrumentos: diagnostico
de la realidad, orientado a la identificacién del problema y del contexto;
plan de accién, que contempla los objetivos, las estrategias, el disefio
y la validacién de la secuencia didactica; observacién, centrada en la
aplicacion y el contraste de los datos obtenidos, y reflexion, enfocada en la
retroalimentacion, las conclusiones y las recomendaciones.

En el cuarto capitulo, se presentan los resultados de la aplicacién de los
instrumentos de recoleccién de datos. En este apartado se referencia la
tabla de sistematizacién de los resultados, la cual constituye el soporte para
la descripcidon y el andlisis de la informacién derivada de cada instrumento.
Posteriormente, se exponen los resultados de la prueba diagndstica,
seguidos de un analisis general de la ficha de observacion. Posteriormente,
se presentan los resultados de las actividades disefladas para la secuencia
didactica y, finalmente, los de la prueba final, en la que los estudiantes se
ubican en un nivel de desempefio alto, de acuerdo con lo establecido por
el Sistema Institucional de Evaluacion de los Estudiantes (SIEE). El capitulo
concluye con el analisis de la autoevaluacion.

En el quinto capitulo, se evidencia que la implementacion de la estrategia
pedagdgica en poblaciones con condiciones sociales, econdémicas y
culturales precarias constituye una alternativa viable, dado que no requiere
mas recursos que el uso de papel, reglay lapiz. Lo anterior se sustenta en los
resultados delosinstrumentos de recoleccidon de datos, los cuales muestran
una transicién de los estudiantes desde un nivel de conocimiento bajo hacia
uno alto. Ademas, se recomienda a futuros investigadores interesados
en replicar o ampliar esta investigacion mantener un compromiso con la
educacion matematica desde edades tempranas, con el fin de prevenir
vacios conceptuales en etapas posteriores de la formacién académica.
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Capitulo 1.

Un acercamiento a las tensiones,
retos y horizontes formativos del
concepto de limite
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En este capitulo se aborda una idea general y fundamental para orientar
al lector sobre el proposito de la investigacion. En primera instancia, se
contextualiza la problematica sobre la comprension del concepto de limite
que presentan algunos estudiantes del municipio de Tame, departamento
de Arauca. Posteriormente, la pregunta problema se basa en las
representaciones semioticasy, a partir de esto, se formulan los objetivos. La
justificacion de estudio resalta la importancia de la calidad de la ensefianza
de los estudiantes en educacion media y de los resultados de las pruebas
de Estado en los ultimos afios.

Laensefianzadel conceptodelimiteysusimplicaciones enlaformaciéon
matematica de estudiantes de educacién media

El conocimiento matematico, al igual que otras areas del enfoque educativo,
posibilita pensar y razonar de manera ordenada, asi como ver el mundo de
forma l6gica y coherente para responder a las necesidades de la sociedad
(Lopez, 2014). Segun Godino et al. (2003), las matematicas son consideradas
la base fundamental de la ciencia y estan presentes en cualquier faceta de
la vida diaria. Gracias a ellas, existe claridad en las ideas; ademas, resultan
cruciales en el desarrollo técnico del pais, ya que permiten formar seres
humanos con las habilidades y las capacidades necesarias para posicionar
al territorio a nivel mundial.

Debido a la importancia de las matematicas, se estima que los
acontecimientos cotidianos pueden ser representados mediante modelos
matematicos, comoeltrotedeunapersonaenundeterminadotiempo, eluso
de un cajero automatico, la velocidad de un automdvil en correspondencia
espacio-tiempo, la propagacién de un virus, la descripcion de un terreno,
el crecimiento de la natalidad o mortalidad de una poblacion, incluso, en
las redes sociales, con el nimero de usuarios nuevos que ingresan a una
plataforma, entre otros fenédmenos, sean naturales o producidos por el ser
humano (Ballester, 2009).

En este contexto, entender una funcidon es relevante para comprender
el limite. Los profesores del area de Matematicas, antes de profundizar en
el concepto, ensefian las funciones con el propdsito de que el estudiante
logre identificar qué le ocurre a la funcion en un determinado punto o
en el infinito. Sin embargo, entenderlo no implica Unicamente la solucion
de algoritmos matematicos, sino que una buena fundamentacién de las
funciones puede crear una sélida construccion del concepto de limite (Hitt
y Paez, 2003).

Las matematicas son una ciencia sistematica, estructurada de tal forma
gue un concepto matematico es consecuencia de otro; por lo tanto, para
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comprender un concepto avanzado, se requiere un completo entendimiento
de los conceptos anteriores.

Precisamente, el concepto de limite surge como una nocién posterior
al estudio de las funciones y desempefia un papel esencial en el campo
matematico. Su relevancia radica en que permite resolver problemas
relacionados con el calculo de velocidades y aceleraciones instantaneas,
la determinacion de rectas tangentes a curvas especificas, el analisis de
maximos y minimos de una funcion, asi como el estudio de centros de
gravedad, fuerzas gravitacionales y series infinitas, entre otros aspectos
(Medina, 2001). Debido a su trascendencia en la formacién matematica y
en el ambito educativo en general, resulta indispensable comprender las
dificultades cognitivas y conceptuales que los estudiantes enfrentan al
intentar asimilar esta nocién (Blazquez y Ortega, 2000).

La dificultad para comprender el concepto esta relacionada con la forma
en que se explica en los libros de calculo, pues los matematicos, desde sus
inicios, se han centrado en la solucion algoritmica y han dejado de lado la
contextualizacion. Incluso, la consolidacion de la definicion solo se logré
hasta el siglo XVIII, lo que posiciona al limite como uno de los conceptos
matematicos con mayor dificultad de comprension. En este sentido, crear
nuevas metodologias de ensefianza para mitigar las deficiencias en aquellas
poblaciones cuyos indices de calidad demuestran un escaso dominio de la
materia es una labor fundamental de los profesores en la actualidad.

Alrespecto, D’Amore et al. (2013) sostienen que la semidtica, considerada
una ciencia mas reciente que la matematica, esta estrechamente vinculada
a la necesidad de resolver problematicas relacionadas con la ensefianza y
el aprendizaje de las matematicas. En esta misma linea, Vergnaud (como
se citd en Medina, 2001) plantea que todo concepto matematico esta
acompafado de un conjunto de situaciones que le otorgan significado, las
cuales se evidencian en sus multiples aplicaciones en diversas ramas de
las matematicas y en otros campos del conocimiento. Ademas, sefiala la
existencia de invariantes operacionales que influyen en dichos conceptos
y en la variedad de sus representaciones, entre las cuales destacan las
simbdlicasy las graficas, comunmente empleadas en los textos académicos.

Desdela perspectivadelasrepresentaciones semioticas, las matematicas
posibilitan que los conceptos sean comprensiblesy significativos para quien
los estudia. Esto se explica por la naturaleza abstracta de la disciplina, en la
medida en que sus objetos de estudio no pueden percibirse ni manipularse
de manera tangible (Jiménez, 2011). En este sentido, cuando un estudiante
logra relacionar, definir, representar, ejemplificar o graficar un concepto
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matematico, genera una representacion semidtica que facilita su
comprensién (D’Amore et al., 2013). Asimismo, los conceptos matematicos
pueden expresarse de distintas formas, y dichas representaciones varian
segun la relacién cognitiva que el estudiante establece con el concepto
(Jiménez, 2010).

Asi pues, el aprendizaje del concepto de limite suele representar
una dificultad para los estudiantes, principalmente por el alto nivel de
formalismo matematico con el que se introduce (Ferrante, 2009). En
consecuencia, muchos alumnos optan por memorizar definiciones textuales
sin comprender su verdadero significado (Medina, 2001). Sin embargo,
el uso adecuado de las representaciones semidticas no solo favorece la
interiorizacion conceptual, sino que también contribuye a la construcciéon
de nuevo conocimiento matematico (Duval, 2016). Comprender el limite
ensefia a pensary actuar de manera l6gica para tomar mejores decisiones o
resolver problemas relacionados con las situaciones que se enfrentan en el
entorno. En matematicas, estas situaciones se modelan mediante funciones
gue ayudan a conocer con exactitud las tendencias de comportamiento de
una poblacion o de sucesos naturales. Por lo tanto, comprenderlo desde
esta area permite predecir situacionesy, en ocasiones, modificarlas cuando
la funcién continde con el comportamiento esperado.

En el contexto especifico de esta investigacion, la Corporacion Educativa
Aprender fue el plantel educativo donde se desarroll6 el estudio. Este
plantel se constituyo en el afio 2019, por un grupo de docentes pensionados
que vieron la necesidad de ofrecer otra forma de aprendizaje para formar
jévenes respetuosos de los valores humanos y promotores de la cultura 'y
tradiciones regionales. El concepto de clase tradicional no es practico en
esta institucién; por ello, la propuesta educativa consiste en desarrollar los
temas mediante el didlogo, valorar a los estudiantes como protagonistas de
su aprendizaje y brindar apoyo docente en las actividades, mediante el uso
de estrategias innovadoras y actualizadas.

Los desafios en la comprension matematica son variados, pues en esta
area las estrategias del docente se ponen a prueba cotidianamente, ya
que la institucién admite estudiantes cada afio, quienes llegan al plantel
con falencias y habitos opuestos a la participacion activa en su propio
aprendizaje. No obstante, los estudiantes que han participado del proceso,
dos o tres aflos atras, incentivan a los recién llegados para que se integren,
lo que, paraddjicamente, conlleva, en ocasiones, retrasos perjudiciales en
el ritmo de aprendizaje.
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Antes de adentrarse en el concepto de limite con los estudiantes de grado
undécimo de la Corporaciéon Educativa Aprender, es necesaria una mirada
integral de las deficiencias acumuladas a lo largo de los afios escolares,
incluso desde los primeros afios de escolaridad. Esta mirada retrospectiva
se realiza considerando el contexto particular del departamento de Arauca.

El calculo mental es una competencia que se desarrolla mediante la
practica de problemas matematicos contextualizados y con la apropiacién
y el manejo mental de calculos basicos; por lo tanto, la adquisicién de esta
capacidad mental es garantia del buen desempefio en el aprendizaje y
prepara la mente para otras abstracciones y retos (Salla y Berticelli, 2023).

Silos estudiantes desde temprana edad no desarrollan el calculo mental,
comenzaran a presentar problemas en el aprendizaje, y su aversion a las
matematicas conlleva dificultades que, en varias ocasiones, se consideran
erroneamente como ‘congénitas’. Es evidente que la poblacion estudiantil,
en general, apenas maneja las operaciones basicas y olvida conceptos
geométricos de perimetro, area y volumen, asi como conceptos de
potenciacion, radicacion y representacion cartesiana, entre otros temas
fundamentales para adentrarse en el concepto avanzado de limite. Parte de
la problematica radica en que los estudiantes, cuando llegan a la educacién
media, mantienen un calculo mental deficiente y no han adquirido una
vision integral de las matematicas.

Los estudiantes de grado undécimo de la Corporacidon Educativa
Aprender, ubicada en el municipio de Tame (Arauca), se encuentran
en un nivel académico de formacion en el que ya deberian tener claros
los conceptos previos necesarios para introducirse en el tema de limite.
Sin embargo, estos conocimientos no son suficientes para asegurar una
comprensiéon completa de la tematica. Muestra de ello son los resultados
de las pruebas Saber 11, obtenidos en los dos ultimos y unicos afios en que
el colegio ampli6 su grado de escolaridad a undécimo grado.
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Figura 1

Resultados de las pruebas Saber 11 en matemadticas, 2021-4

Nota. El color azul indica que los estudiantes alcanzan un nivel de
conocimiento inferior al 20 %; el verde, un nivel mayor o igual al 20 %
y menor al 40 %; el amarillo, un nivel mayor o igual al 40 % y menor al
70 %. Adaptado del reporte de resultados de las pruebas Saber 11.° del
establecimiento educativo.

Figura 2

Resultados de las pruebas Saber 11 en matemadticas, 2022-4

Nota. El color verde indica que los estudiantes alcanzan un nivel mayor o
igual al 20 % y menor al 40 %; el amarillo, un nivel mayor o igual al 40 % e
igual al 70 %. Adaptado del reporte de resultados de las pruebas Saber 11
del establecimiento educativo.
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Con relacion a la problematica expuesta, el concepto de limite juega un
papel fundamental para mejorar los indices de calidad del aprendizaje de
los estudiantes. Con su comprension se intenta tener una vision amplia
de la realidad matematica, en la que el estudiante desarrolle habilidades
para resolver problemas no solamente relacionados con el limite de una
funcién, sino también para aplicar el pensamiento matematico en cualquier
ambito de la vida. El concepto tiene la caracteristica de que, cuando ha sido
comprendido en su totalidad, los conceptos previos que se requieren para
comprenderlo también han sido asimilados completamente.

Por ultimo, y en aras de mejorar el conocimiento matematico de los
estudiantes de ultimo grado del plantel educativo, se propone la presente
investigaciéon que parte de la preocupacion de la docente investigadora
frente a los resultados en matematicas en las pruebas de Estado, los cuales
estan relacionados con problemas de interpretacidén, representacion,
formulacion, ejecuciény argumentacion de situaciones matematicas. Saber
reconocer y resolver algoritmos del concepto no asegura que el estudiante
pueda tener un punto de vista que vaya mas alld de la manipulacién
mecanica de simbolos; por lo tanto, se busca profundizar en la comprensién
del objeto matematico y sus multiples representaciones.

Formalizacién del problema educativo en la comprensién del concepto
de limite

Los resultados de las pruebas de Estado Saber 11, junto con las dindmicas
observadasenelaulade matematicasdela Corporaciéon Educativa Aprender,
evidencian limitaciones persistentes en la comprension de conceptos
matematicos fundamentales, especialmente aquellos que requieren altos
niveles de abstraccidon, como el concepto de limite. Estas dificultades no
solo se manifiestan en la resolucién algoritmica de ejercicios, sino también
en la escasa capacidad de los estudiantes para interpretar, representar
y argumentar situaciones matematicas desde distintos registros de
representacion. Tales limitaciones reflejan un problema educativo complejo
que trasciende la simple memorizacién de férmulas y procedimientos, pues
implica deficiencias en la construccion del significado matematico y en la
movilizacién entre diferentes formas de representacién que son esenciales
para una comprension profunda del concepto.

En consecuencia, surge la necesidad de analizar como los estudiantes
construyen el significado de este concepto, para lo cual se considera el
papel que desempefian las representaciones semidticas en su proceso de
aprendizaje. Las representaciones semiéticas constituyen una herramienta
fundamental para acceder a los objetos matematicos abstractos, ya que
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permiten visualizar, expresar y transformar las ideas matematicas de
multiples formas. La capacidad de transitar entre representaciones
algebraicas, graficas, numéricas y verbales del limite es indicativa del nivel
de comprension que el estudiante ha alcanzado sobre el concepto. Sin
embargo, las observaciones realizadas en el contexto de la Corporaciéon
Educativa Aprender sugieren que existe una desconexidn entre estas
distintas formas de representacion, lo cual obstaculiza la construccion
de un conocimiento integrado y significativo. Esta problematica se ve
agravada por las deficiencias acumuladas en conceptos previos, tales como
funciones, continuidad, aproximacion y comportamiento asintotico, que
son prerrequisitos indispensables para comprender cabalmente la nocion
de limite.

Desde esta perspectiva, la presente investigacion se orienta a formalizar
el problema educativo asociado a la comprensiéon del concepto de limite,
a partir del reconocimiento de que la ensefianza tradicional centrada en
la manipulacion simbdlica ha demostrado ser insuficiente para garantizar
un aprendizaje significativo. Es necesario, por tanto, indagar en las
concepciones que los estudiantes construyen sobre el limite cuando son
expuestos a diferentes tipos de representaciones semidticas y examinar
como estas concepciones se relacionan con las definiciones formales del
concepto. Este andlisis permitira identificar las rutas cognitivas que siguen
los estudiantes en la construccion del conocimiento matematico y detectar
los obstaculos epistemologicos que dificultan su comprension. A partir de
este interrogante central, se busca responder: ;como conciben el concepto
de limite, a través de representaciones semidticas, los estudiantes de grado
undécimo de la Corporacion Educativa Aprender?

Para abordar este cuestionamiento de manera sistematica y rigurosa,
en esta investigacion se propone alcanzar el siguiente objetivo general:
identificar la concepcion de limite de una funcién en los estudiantes de la
Corporacion Educativa Aprender mediante el registro de representaciones
semidticas. Este proposito central se desglosa en objetivos especificos
que guiaran el desarrollo metodolégico del estudio. En primer lugar,
se busca comprender las relaciones entre las perspectivas empiricas
de los estudiantes de educacion media y la definicion del limite de una
funcion preestablecida, lo cual implica contrastar las nociones intuitivas y
experienciales que los estudiantes han construido con el rigor formal que
caracteriza a la definicion matematica del limite. Este ejercicio comparativo
resulta fundamental para identificar las brechas conceptuales que existen
entre el conocimiento cotidiano y el conocimiento matematico formal, asi
como para reconocer las potencialidades del pensamiento intuitivo como
punto de partida para la formalizacidon conceptual.
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En seguida, se propone disefiar una secuencia didactica de aprendizaje
que fomente la elaboracion previa semidtica del concepto de limite, es decir,
una serie de actividades pedagdgicas intencionalmente estructuradas que
promuevan el uso, la interpretaciony la articulacion de diferentes registros
derepresentacién semidtica. Esta secuencia debera contemplar situaciones
problema que movilicen el pensamiento matematico de los estudiantes
y que los conduzcan progresivamente desde aproximaciones intuitivas
hasta conceptualizaciones mas formales del limite. La construccion de esta
propuesta didactica se fundamenta en los hallazgos derivados del analisis
de las concepciones estudiantiles y busca responder a las necesidades
especificas detectadas en el contexto de la Corporacién Educativa Aprender.

Asi,seplanteaevaluar el desarrollo cognitivo que el estudiante demuestra
en el aprendizaje de la construccion del concepto de limite de una funcién,
con el fin de documentar y analizar los avances que los estudiantes
experimentan ensucomprensiéonconceptual alolargodelaimplementacion
de la secuencia didactica. Esta evaluacion no se limita a medir resultados
cuantitativos de rendimiento, sino que busca caracterizar cualitativamente
los procesos de pensamiento, las estrategias de representacion y los
niveles de abstraccion alcanzados por los estudiantes. De esta manera, la
investigacidn aspira no solo a diagnosticar las dificultades existentes, sino
también a contribuir con elementos tedricos y practicos que orienten la
mejora de los procesos de ensefianza y aprendizaje del concepto de limite
en contextos educativos similares.

Justificacion

De acuerdo con Blanco (2006), el concepto de limite puede abordarse desde
dos perspectivas complementarias: la matematica y la antropolégica. Esta
distincion permite comprender las diversas fuentes a partir de las cuales
cada individuo construye su interpretacion del concepto. Por tal motivo,
surge la necesidad de indagar qué saben los estudiantes sobre esta nociony
como la han interiorizado. En este proceso, las representaciones semidticas
constituyen una herramienta de analisis relevante, pues permiten sintetizar
y evidenciar las ideas que los estudiantes poseen sobre el tema. Ello cobra
especial importancia si se considera que el concepto de limite ha sido uno
de los mas debatidos y problematicos en la historia de las matematicas.

A lo largo de su evolucion historica, el limite ha suscitado amplias
controversias, ya que su comprension ha implicado superar numerosos
obstaculos conceptuales y epistemoldgicos para alcanzar una
definiciéon formalmente aceptada (Hitt y Paez, 2003). En este sentido,
las representaciones semidticas pueden contribuir a esclarecer las
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concepciones que los estudiantes de la poblacion en estudio tienen
sobre este concepto. Dado que ellos representan la nueva generaciéon de
aprendices y futuros agentes de cambio, resulta indispensable que sus
construcciones cognitivas sean precisasy se aproximen aladefinicion formal
del limite. Esta es, precisamente, una de las razones que fundamentan el
presente estudio, enfocado en un tema histéricamente debatido y de gran
complejidad tedrica.

Metodoldégicamente, esta investigacion se enmarca en el paradigma
cualitativo, aunque no excluye el uso de elementos cuantitativos que
complementen el andlisis. Este enfoque posibilita una interpretacion
flexible y profunda de la informacion, ya que permite realizar inferencias
significativas y determinar el grado de homogeneidad o de divergencia
en las concepciones estudiadas (Hernandez et al.,, 2014). Bajo este
criterio, un estudio de esta naturaleza puede ofrecer una vision general y
comprensiva de las percepciones que los estudiantes de grado undécimo
de la Corporacion Educativa Aprender tienen sobre el concepto de limite,
ademas de favorecer la formulacion de una teoria mas coherente y la
identificacion de posibles ajustes pedagdgicos.

Desde una perspectiva mas amplia, la realizacion de un trabajo de este
tipo adquiere especial importancia, pues, al esclarecer los conceptos que
los estudiantes han construido a lo largo de su proceso formativo, es posible
proponer orientaciones y estrategias que contribuyan al mejoramiento
de la enseflanza y del aprendizaje de las matematicas. De este modo,
los resultados podrian reorientar las practicas docentes y fortalecer su
dimension reflexiva y profesional.

En consonancia con diversos estudios desarrollados en Colombia, la
educacién debe tener como eje central el mejoramiento de los procesos
de ensefianza, entendido como una formacidn integral, sustentada en
el conocimiento sociocultural y ambiental. No se trata de promover una
‘calidad de la ensefianza’ desde parametros productivos o estandarizados,
sino de garantizar una educacién humanizada, que reconozca al estudiante
como sujeto activo del aprendizaje (Reyes et al., 2016).

La dificultad de aprendizaje se refleja en los resultados que arrojan las
pruebas Saber 11 de los estudiantes de la Corporacién Educativa Aprender,
durante los dos ultimos afios en el area de matematicas, los cuales estan
por encima de la media de los resultados obtenidos a nivel nacional. Sin
embargo, la diferencia de puntos muestra que los estudiantes mantienen
un conocimiento basico de la materia y que las capacidades de interpretar,
formulary argumentar sobre situaciones-problema son limitadas (Instituto
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Colombiano para la Evaluacion de la Educacién [Icfes], 2019). El promedio
del puntaje global de los 9 y 11 estudiantes que presentaron la prueba
en 2021 y 2022, respectivamente, fue de 277 y 262 puntos; puntaje que
evidencia la insuficiencia del conocimiento y no garantiza el acceso a una
institucion de educacion superior estatal que exige el resultado en el
proceso de admision.

Tabla 1

Resultados de las Pruebas Saber 11 para el drea de Matemadticas

Nivel de agregacion 2021 2022
Establecimiento Educativo 53 56
Nacional 51 52

Nota. Adaptado del reporte de resultados de las pruebas Saber 11 del
establecimiento educativo.

Los indicadores de desempefio del aprendizaje de los estudiantes estan
articulados con los procesos de pensamiento matematico, en los que se
tiene en cuenta el porcentaje de respuestas incorrectas, es decir, “cuanto
menor sea el porcentaje promedio de respuestas incorrectas, mejor sera
el desempefio de los estudiantes” (Icfes, 2021, p. 11). Si comparamos los
resultados de los afios 2021 y 2022 del plantel educativo, se identifica
que los estudiantes disminuyeron los aprendizajes de interpretacién y
representacion, y de formulacion y ejecucion, mientras que el aprendizaje
argumentativo aumento; estos porcentajes resultan criticos y demandan
replantear las metodologias de ensefianza.

Tabla 2

Porcentaje promedio de respuestas incorrectas en Matemadticas

Aprendizaje 2021 2022
Interpretacion y representacion 42 % 45 %
Formulacion y ejecucion 44 % 53%
Argumentacién 36 % 33 %

Nota. Adaptado del reporte de resultados de las pruebas Saber 11 del
establecimiento educativo.
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Esta estrategia pedagodgica, que busca mejorar los resultados de los
estudiantes, esta relacionada con enseflar un concepto matematico
avanzado para reforzar los conocimientos adquiridos con anterioridad vy,
en consecuencia, lograr que los estudiantes repliquen estas practicas en
temas que requieren un nivel mayor de abstraccion. De esta manera, el
bachiller tendra la capacidad intelectual para ingresar a una institucion de
educacién superior y acceder a un buen trabajo.

El limite de una funcidén es un concepto matematico avanzado, que
requiere conocimientos previos claros, necesarios para la adecuada
comprension del concepto; ademas, sirve para la resolucion de situaciones-
problema, como las que se plantean en las pruebas de Estado.

Las acciones didacticas del proceso investigativo critican la solucién de
problemas procedimentales que impiden construir conocimiento a partir de
la experiencia del estudiante con el entorno; dichas acciones estan dirigidas
al saber hacer matematicas, mediante la busqueda de explicaciones
del ambiente inmediato y acordes con las necesidades e intereses de la
comunidad educativa. Lo anterior tiene como propdsito realizar injerencias
en las metodologias de ensefianza implementadas dentro del aula de clase,
ya que, a su vez, pueden fortalecer al curriculo de la institucion educativa y
ser el puntode partida para que otras instituciones del municipio cuestionen
sus practicas pedagogicas y mejoren sus indices de calidad.
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Capitulo II.

Fundamentos investigativos,
epistemologicos y didacticos de la
ensenanza del concepto de limite
en la educacion matematica
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A partir del objeto de estudio, se encontrd un entramado de investigaciones
previas en los ambitos local, nacional e internacional, que brindan
sustento al problema de investigacion, asi como perspectivas tedricas de
la historia del limite de una funcion y de las representaciones semioticas
propuestas por Duval (2016). Estos estudios no se conciben solo como una
recopilacion cronolégica de investigaciones, sino un campo de produccién
de conocimiento que permite entender la evolucién del problema, las
tensiones tedrico-conceptuales existentes y, por lo tanto, la pertinencia de
la investigacion realizada.

Perspectivas investigativas sobre la enseilanza del limite

En los ambitos local, nacional e internacional, las investigaciones
desarrolladas en la ultima década evidencian que el tema del concepto de
limite de una funcién, asi como el uso de las representaciones semioticas
como estrategia didactica y efectiva en el proceso de ensefianza y
aprendizaje del calculo diferencial, se ha abordado desde distintos
grupos experimentales, demostrando un creciente interés por analizar
las transformaciones pedagogicas en los escenarios educativos, las
practicas de aula y la reconfiguracién de las competencias profesionales
de los profesores del area. Asi mismo, se valida que el concepto de limite
surge como respuesta a la necesidad de resolver problemas matematicos
complejos. No obstante, su comprension y aprendizaje suelen presentar
dificultades significativas, ya que su dominio exige el desarrollo de procesos
cognitivos de alto nivel, como la abstraccién, el andlisis y la demostraciéon
(Vrancken et al., 2006). En este sentido, se busca resaltar la relevancia del
uso de representaciones matematicas como herramienta fundamental
para la resolucion de situaciones problematicas, pues estas favorecen la
comprension conceptual y la aplicacion significativa del conocimiento.

Segun Darmayanti et al. (2023), en su investigacion realizada con
estudiantes que cursan matematicas en distintos niveles académicos
en Indonesia, los aprendices presentan dificultades en su desempefio
académico en aquellos niveles en los que se aborda el limite de una funcién,
debido a que no recurren a la resolucion de problemas desde diversos
enfoques; asimismo, se destaca que, en algunos casos, estas limitaciones
se asocian con las metodologias empleadas por el docente durante el
desarrollo de las clases. Por tanto, resulta relevante que el desarrollo
del pensamiento cientifico, abordado desde la teoria de Vygotsky en la
ensefianza del concepto (metodologia implementada en la investigacion),
site a los estudiantes en un nivel superior de desarrollo cognitivo y
consolide los conceptos previos, las propiedades del limite y las estrategias
metodoldgicas en la resolucion de problemas desde distintas perspectivas.
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Por su parte, Hong (2022), investigador en Educaciéon Matematica
de la Universidad de lowa, sefiala que los tres textos de referencia en la
enseflanza del calculo en los Estados Unidos son Cdlculo (7.2 ed., James
Stewart), Cdlculo simple y multivariado (6.2 ed., Deborah Hughes Hallett) y
Cdlculo (12.2 ed., George Thomas). En estas obras se presentan, dentro del
tema «limite de una funcién», una serie de tareas en las que se solicita a los
estudiantes evaluar lo que ocurre a una funcién en uno o varios puntos, lo
cual dificulta el desarrollo de un pensamiento informal; es decir, las tareas
priorizan la obtenciéon de un valor numérico o simbdlico, lo cual desplaza
la reflexion sobre el significado del proceso de aproximacion. Este vacio
sustenta el desarrollo de la presente investigacion.

Otros estudios relacionados con el objeto de la presente investigacion
incluyen el realizado con estudiantes inscritos en el curso de Calculo
Diferencial e Integral de los programas de pregrado de la Universidad
Nacional de Costa Rica (2021), el cual tuvo como propdsito analizar la
concepcion del limite de una funcién mediante una serie de categorias
propuestas por Gonzalez-Flores et al. (2021) para el andlisis de contenido
de variables cualitativas. Los resultados evidenciaron que la mitad de
los estudiantes conciben el concepto como un objeto, mientras que
aproximadamente tres cuartas partes lo interpretan como un proceso
algoritmico al momento de su definicién, lo que permite identificar
dificultades cognitivas derivadas de nociones intuitivas del concepto, las
cuales, en algunos casos, se ven reforzadas por los términos empleados por
el profesor durante el desarrollo de la clase. Estos hallazgos constituyen un
antecedente relevante, pues permiten comprender las limitaciones de la
enseflanza tradicional del limite y sustentan la necesidad de implementar
acciones o propuestas didacticas orientadas a la comprensién conceptual
de limite.

En el contexto centroamericano, un aporte relevante lo realizaron
Panohaya et al. (2021), quienes compararon la concepcion de limite de dos
estudiantes de Licenciatura en Matematicas de la Universidad Autonoma
de Puebla (México), con el propédsito de entender cémo aprendieron
dicho concepto. Las actividades se fundamentaron en la teoria accion,
proceso, objeto y esquema (APOE) y en la semidtica, de lo cual se identifico
que el estudiante en formacion inicial presentaba mayor dificultad en
las estructuras mentales del limite de una funcién, lo cual se valida con
las transformaciones semidticas de los registros algebraicos, graficos y
verbales. Los resultados de la investigacion sefialaron que aprender calculo
diferencial no es suficiente para comprender el concepto, y es necesario
cursar calculo diferencial de distintas variables para contar con estructuras
solidas del concepto. Este antecedente evidencia que la comprension del
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limite requiere de experiencias formativas amplias, en las que se presenten
secuencias curriculares que permitan resignificar representaciones y
situaciones matematicas.

Benitez y Gabriel Arguelles (2020) propusieron una didactica basada
en software gratuito GeoGebra como estrategia para mejorar la
representacion de los sistemas grafico, numérico, verbal y simbdlico del
limite de una funcion lineal, aplicada a estudiantes de pregrado y posgrado
de la Universidad Veracruzana (Venezuela). Los investigadores concluyeron
que los estudiantes de Licenciatura en Matematicas de primer semestre
no comprenden la expresion porque no tienen conocimientos suficientes
de numeros reales y del valor absoluto, conocimientos previos para una
comprension adecuada del limite de una funcién.

Segun Villagdmez et al. (2020), en los trabajos propuestos para identificar
el transito que hay entre el concepto de variable y las representaciones
pictoricas de los estudiantes en formacién inicial de la Licenciatura en
Matematicas de la Escuela Normal Superior (México), solo el 38,4 % de los
estudiantes logran desarrollar un registro grafico, pictérico y algebraico,
simultaneamente al registro verbal; en cambio, los estudiantes que no
construyen los conceptos matematicos desde distintas perspectivas no
logran desarrollar el pensamiento matematico. La investigacion apunta a
que la educacién no deberia centrarse Unicamente en responder a procesos
aritmeéticos del algebra; por el contrario, deberia enfocarse a mejorar los
procesos de ensefianza y aprendizaje del area, mediante el uso de la nocién
de representacion.

Finalmente, en la investigacion realizada por Baez-Urefia et al. (2018), se
implementé los softwares gratuitos GeoGebra y SketchPath para el registro
semiodtico de los postulados de Vigotsky sobre pensamiento y lenguaje
del calculo diferencial en cuatro grupos de estudiantes de la Facultad de
Ingenieria de la Universidad Autonoma de Santo Domingo (UASD) (Republica
Dominicana), con el propdsito de contribuir en la formacion conceptual de
funcion, limite y derivada. Los resultados demostraron que los estudiantes
a los que se les realizd el experimento tuvieron el 88,2 % de asertividad
en las preguntas de aplicacion y los que no se les realizé el experimento
obtuvieron el 60,4 %, lo que representa una mejora porcentual de 27,8
puntos. Ademas, los asistentes matematicos ayudaron a generar escenarios
didacticos para motivar a los estudiantes y constituir una herramienta para
el desarrollo matematico.

Las investigaciones expuestas hasta este punto, al igual que el presente
trabajo investigativo, abordan la concepcion del limite de una funcion o las
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representaciones semidticas que tienen poblaciones internacionales frente
a la comprension de diversos objetos matematicos. En ellas se pueden
contrastar las nuevas metodologias de ensefianza con las propuestas en
los libros tradicionales, a partir de lo cual se deduce que la implementacién
del concepto desde la semidtica puede mitigar las deficiencias en aquellas
poblaciones donde el indice de comprension es insuficiente. Cabe sefialar
que estos estudios coinciden en resaltar el papel del docente como
mediador del aprendizajey laimportancia de disefiar situaciones didacticas
que promuevan razonamiento matematico y un aprendizaje significativo.

En el contexto nacional, y teniendo en cuenta la contingencia causada por
el COVID-19, asi como los conflictos econdmicos, sociales y educativos de
los Ultimos afios, esta crisis, que generd una afectacion colectiva, conduce
a replantear la praxis educativa presencial hacia modalidades virtuales
de aprendizaje, mediante el uso de las tecnologias de la informacién y las
comunicaciones (TIC), lo que posibilita la construccién del conocimiento
matematico a partir del analisis de situaciones concretas (Riveros et al.,
2011). Desde esta perspectiva, se han desarrollado investigaciones con
enfoque tecnoldgico; entre ellas, se encuentra la realizada por Conde et al.
(2021), orientada al fortalecimiento del limite de una funcién en estudiantes
de grado undécimo de una institucién educativa de Barranquilla. El trabajo
y las acciones pedagégicas desarrolladas en el marco de las TIC permitieron
fortalecer competencias del pensamiento matematico de manera
dinamica, tales como la organizacion, estructuracion e interpretacion de
los contenidos con un mayor nivel de abstraccion.

De manera similar, otra investigacion incorporé el software gratuito
GeoGebra en la construccién dindmica del concepto de limite, segun
lo expuesto por Rodriguez y Murcia (2021). Este estudio se enfocé en el
analisis y la caracterizacion de la nocion de limite en estudiantes de grado
undécimo de una institucion educativa publica de la ciudad de Tunja
(Boyaca). La secuencia didactica fue analizada desde la teoria APOE y las
representaciones semioticas, lo que permitié evidenciar que los estudiantes
presentan dificultades en las aproximaciones y tendencias de algunas
funciones; no obstante, se resalta el impacto motivador que genera el uso
del programa en los procesos de abstraccién de conceptos matematicos,
al favorecer aprendizajes no rutinarios ni memoristicos, los cuales suelen
limitar la comprension del concepto.

Otro aporte relevante es el realizado por Pedraza (2021), quien empled
herramientas digitales basadas en el uso de la regla y el compas en la
construccion de figuras geométricas, aplicadas a estudiantes de grado
noveno de una institucion educativa de la ciudad de Tunja (Boyacs,
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Colombia), con el propésito de promover diversas representaciones y
perspectivasdeunobjeto matematico. Lainvestigacidonevidencié obstaculos
en la comprension de la instruccidn, asociados a un dominio limitado del
lenguaje matematico, y plantea la necesidad de desarrollar herramientas
heuristicas audiovisuales y escritas, con un enfoque semidtico, como apoyo
en la resolucidn de situaciones problema propias de su contexto.

En Medellin, Colombia, Quintero y Jaramillo (2020) propusieron una serie
de actividades orientadoras de ensefianza (AOE) del limite de una funcioén,
considerando que el curriculo en Latinoamérica tiende a incorporar este
concepto a través de la memorizacion de algoritmos. Las principales
dificultades en la resolucién de las actividades se relacionan con la falta de
dominio de conceptos basicos, talescomolas operaciones entre expresiones
algebraicas y el conocimiento de las propiedades de los niumeros reales, lo
cual genera limitaciones para que los estudiantes alcancen un nivel superior
de analisis; en contraste, aquellos que no presentan estas dificultades
logran desarrollar su pensamiento tedrico.

En continuidad con esta linea de investigacion, se evidencia que el uso
de representaciones semidticas constituye una estrategia eficaz en el
aprendizaje de la multiplicacién mediante el isomorfismo de medida. En
este sentido, Murcia (2018) aplic esta estrategia a 14 estudiantes de grado
sexto de la escuela rural El Palmar. Las actividades fueron disefladas para
identificar la experticia frente al objeto matematico; para ello, iniciaron
con una prueba diagndstica, seguida de una actividad orientada al uso
de nuevas herramientas en la resolucion de problemas y finalizaron con
una propuesta que estimula la comunicacion significativa del lenguaje
matematico. Lo anterior permitio identificar la necesidad emplear mas de
una representacion semidtica para favorecer una construccién adecuada
del concepto de multiplicacion.

Las investigaciones analizadas desde el escenario nacional y en
correspondencia con este trabajo investigativo evidencian la diversidad
de alternativas para la representacién semiotica en la ensefianza no solo
del concepto de limite, sino también de la multiplicaciéon de enteros y la
construccion de figuras geomeétricas, asi como la necesidad de implementar
herramientas digitales en la ensefianza del area. Estos estudios invitan a
mejorar la practica docente, lo que favorece la motivacién del estudiante
y el desarrollo de la competencia de resolucion de problemas; ademas, se
identifican limitaciones recurrentes de los escolares en la representacion
de variables simbdlicas y se reconocen mejoras significativas cuando el
estudiante propone diversas soluciones ante un tema complejo.
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Por otra parte, desde un escenario local, resulta evidente que la nocién
de representacion y la capacidad de transformar un objeto matematico en
multiples sistemas de representacion han alcanzado una amplia aceptacion
en los procesos de ensefianza y aprendizaje de las distintas ramas del area,
dado que, a diferencia de otras ciencias que cuentan con objetos tangibles
y explicables a través de los sentidos, las matematicas abordan sus objetos
mediante representaciones. Esto se sustenta en el estudio realizado por
Daza et al. (2022), quienes desarrollaron una investigacidén con estudiantes
de Ultimo grado de una institucion educativa publica de Tunja (Boyaca),
cuyo propdsito fue analizar las interpretaciones semidticas de las medidas
de tendencia central abordadas en los primeros cursos de estadistica,
reconociendo que el lenguaje simbdlico y el lenguaje natural constituyen
los principales registros para promover la interpretacion, el razonamiento
y la argumentacion en torno a la media o promedio, la moda y la mediana
aritmética de un conjunto de datos.

La investigacion realizada por Velandia (2021) se inscribe en esta
misma linea; el estudio se desarrollé con estudiantes de grado noveno
diagnosticados con trastorno de déficit de atencién e hiperactividad
(TDAH) de una institucién educativa privada de Tunja (Boyacd) y cuyo
objetivo fue fortalecer el concepto de funcién a partir de la teoria de las
representaciones semioticas ante la necesidad de diseflar pedagogias
inclusivas en una asignatura que favorece el desarrollo cognitivo. Las
situaciones didacticas implementadas como estrategias pedagdgicas para
la apropiacion del conocimiento favorecieron el interés, la concentracién
y una actitud exploratoria en los estudiantes durante la construccién del
concepto, al comprender los procesos sistematicos; en consecuencia,
la aplicacion de estas acciones didacticas permitié que los estudiantes
accedieran a iguales oportunidades de aprendizaje y que los profesores
orientaran sus didacticas hacia la creacion de modelos de ensefianza
pertinentes para diversos tipos de poblacion.

En la misma linea, se encuentra la investigacion de Becerra (2019), la cual
se centro en el analisis de las representaciones semidticas en la resolucion
de problemas relacionados con ecuaciones 2 x 2 en estudiantes de la
Institucién Educativa Rafael Reyes de Santa Rosa de Viterbo. El estudio
evidencid, en la actividad diagndstica, que el 73 % de los estudiantes no
realizé el paso del registro algebraico al grafico y que solo el 33 % llevo a
cabo el transito del registro verbal al algebraico, sin reconocer el método
grafico como parte del proceso de solucion, lo que evidencié una nocién
inadecuada del concepto. Tras la aplicacion de actividades basadas en el
uso de registros semidticos, se observo una mejora en los registros verbal,
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algebraico, tabular y grafico, lo que permitio identificar una comprension
mas adecuada del objeto matematico de estudio.

Otro estudio relacionado con el tema es el taller limite de una funcién
aplicado por Gémez (2015). Este trabajo investigativo incorporé como
herramienta geométrica y analitica el software gratuito GeoGebra, que se
utilizé por sudiversidad derepresentaciones graficas, simbdlicasytabulares,
presentadas de forma simultanea, agil y accesible, sin requerir la realizacién
de procesos matematicos rutinarios. La investigacion se desarrollé con
estudiantes de la Facultad Seccional Duitama de la Universidad Pedagogica
y Tecnoldgica de Colombia (UPTC); su objetivo fue proponer el programa
como estrategia para mejorar los indices de calidad en el tema de limites,
al tratarse de uno de los contenidos del calculo en los que los estudiantes
presentan mayores dificultades de comprensién.

Finalmente, en la investigacion realizada por Riscanevo et al. (2015) se
analizanlasinfluenciasdel contratodidacticoenlaensefianzadelconceptode
limite en estudiantesy profesores de la UPTC, pertenecientes a los primeros
semestres de Licenciatura en Matematicas y programas de Ingenieria.
El estudio evidencié que los estudiantes presentan baja comprension
lectora al enfrentar situaciones problema y un mejor desempefio en
pruebas numéricas, debido a su familiarizacion con los procedimientos
matematicos; también consideran que el aprendizaje matematico depende
de la transposicion didactica realizada por los docentes, mientras que
estos reconocen que gran parte del proceso recae en el estudiante, lo cual
permite evidenciar el contrato didactico configurado entre el contenido
ensefiado, los estudiantes y el docente, como un instrumento orientado al
perfeccionamiento del aprendizaje.

Las investigaciones presentadas a nivel local corresponden a estudios
sobre el uso de las representaciones semidticas, la nocidén del concepto de
limite en estudiantes de educacion basica secundaria, media y superior,
asi como de conceptos fundamentales para su construccién, lo cual se
articula con la presente investigacion. Esto sefiala el limitado dominio de
los conceptos previos en los estudiantes de instituciones educativas de
Boyaca e incluso en estudiantes de pregrado de la UPTC, lo que cuestiona
las metodologias de ensefianza empleadas por los docentes en niveles
educativos mas tempranos, en los cuales se observan procesos aritméticos
correctos, pero con resultados poco significativos.
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El concepto de limite en la educacién matematica

Losfactoresinvolucrados en la ensefianza del limite de una funcion, desde la
semidtica, se muestran de acuerdo con las definiciones tomadas de diversos
libros guia, que son un sustento en la educacién actual de Colombia y de
paises desarrollados que sirven como punto de partida para replantear las
metodologias de ensefianza. Este escenario conceptual busca sustentarse
bajo conceptos matematicos que estan directamente relacionados con
el limite y con la estrategia pedagdgica, como componente central en la
ensefianza del concepto. Estos conceptos se desarrollan a continuacion.

Funciones

Una funcion comprende la relacion que hay entre los elementos de un
conjunto a otro conjunto, por ejemplo, el salario de una jornada laboral
depende del numero de horas trabajadas; la velocidad a la que se descarga
el celular depende del tiempo de uso; la cantidad de pacientes que atiende
un médico depende de la cantidad de enfermos; la energia consumida en
un hogar depende de los electrodomésticos conectados; el consumo de la
gasolina de un automovil depende de la distancia recorrida, etc. (Leithold,
1998). La relacidn que existe entre una variable y otra suele definirse
como funcién, dentro del area de las matematicas, suele representarse
simbdlicamente como «f de x» o «f en x» (Buitrago et al., 2013).

Segun Leithold (1998), «una funcién puede considerarse como una
correspondencia de un conjunto X de nimeros reales x a un conjunto Y de
numeros reales y, donde el nUmero y es uUnico para cada valor especifico
de x» (p. 2).

Para Stewart et al. (2012), «una funcion f es una regla que asigna a cada
elemento x de un conjunto A exactamente un elemento, llamado f(x), de un
conjunto B» (p. 143).

Buitrago et al. (2013) refiere que «una funcion f de A en B es una relacion
en la que cada elemento a € A le corresponde un Unico elemento b € B»
(p.43) (ver Figura 3).
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Figura 3

Diagrama sagital de una funcién

Nota. El conjunto A se define como la variable independiente (x) o conjunto
de salida y el conjunto B se define como la variable dependiente (y) o
conjunto de llegada.

Es importante mencionar que, cuando se habla de los elementos que
conforman el conjunto de la variable independiente, se hace referencia
al dominio de la funcién, mientras que los elementos del conjunto de
la variable dependiente corresponden al codominio de la funcién; sin
embargo, no todos los elementos del codominio son alcanzados por algun
elemento del conjunto de salida. El dominio se define segun el tipo de
funcién que se pretende analizar, por lo que las clasificaciones se establecen
de acuerdo con el tipo de ecuacion que la constituye. Algunos de los tipos
mas frecuentes se presentan en la Tabla 3.

Tabla 3

Tipos de funciones

Tipo de funcién Expresion matematica
Funcién lineal fx)=mx+b
Funcion cuadratica f(x)=ax?+bx+c
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Tipo de funcién Expresion matematica
ftx)=sen(x)
f(x)= cos cos (x)
f(x)=tan tan (x)
fx)=ctg(x)
fx)=sec(x)
fx)=csc(x)

Funcién exponencial fx)=o"

Funcion trigonométrica

Funcién logaritmo natural f(x)=1InIn (x)
Notas. Tomado de Stewart et al. (2012, pp. 433-493).

Limite de una funcion

Este concepto se considera el eje central del calculo, ya que permite
analizar expresiones matematicas a partir del estudio de tendencias, es
decir, de lo que ocurre a una funcién cuando se enfrenta a una situacion
limite, y ademas sirve como fundamento tedrico para la construccion de
otros conceptos propios del calculo. Estas situaciones limite, en las que una
funcion se aproxima a un valor definido, se abordan mediante el estudio
del limite; por ello, existe una formalizacion del concepto que otorga
claridad a una idea que requiri6 muchos afios para consolidarse, debido a
su complejidad conceptual.

Buitrago et al. (2013) definen el concepto desde la idea intuitiva del
matematico francés Jean Le Rond D’Alembert (1717-1783):

La funcidn f(x) tiende hacia el limite L cuando x tiende hacia a, si es posible
hacer que f(x) se aproxime tanto a L como se quiera, siempre y cuando x esté
lo suficientemente cerca de a, sin tomar el valor de a. Esto se expresa como:
f(x) = L se lee: el limite cuando x tiende hacia a de f(x) es igual a L. (p. 88)

Stewart et al. (2012) presentan una definicion que pretende introducirse
como unaideaintuitiva delo que le ocurre a unafuncion matematica cuando
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se acerca a un valor determinado. Dicha definicién comparte componentes
muy semejantes a la definicién anterior:

Escribimos f(x) = L (y decimos el limite de f(x), cuando x se aproxima a a, es
igual a L), si podemos hacer los valores de f(x) arbitrariamente cercanos a L
(tan cerca de L como queramos) tomando x suficientemente cercana a g, pero
no igual a a. (p. 840).

Leithold (1998) explica el concepto desde la definicion dada por el
matematico aleman Karl Weierstrass (1815-1897): «si f(x) = L es verdadero,
entonces cualquier € > 0, no importa cuan pequefio sea, existe un & > 0 tal
quesi0< |x-a| <&entonces | f(x)-a| <e»(p.38).

Figura 4

Definicion formal del limite

Nota. Definicién formal en términos de delta (6) y epsilon (g) con limite
lateral izquierdo (a - &, L -€) y limite lateral derecho (a + 6, L + €). Tomada de
Buitrago et al. (2013).

De acuerdo con los aportes de Augustin Cauchy (1789-1857) a la
definicidn, surge una serie de teoremas que busca encontrar soluciones a
problemas simbdlicos de manera mas sencilla. Las propiedades expresan
una serie de conceptos simbdlicos que necesitan especificarse para obtener
una comprensién adecuada de cada teorema: sea f(x) y g(x) funciones y k
una constante real, entonces se establecen las siguientes propiedades (ver
Tabla 4).
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Tabla 4

Propiedades de los limites

Teorema del limite Expresion matematica
Teorema de una K=k
constante
Teorema de una )
constante por una kf(x) = klim,_,f(x)
funcién
Teorema de una
adicién y sustraccién (fO) £ g(0) = limyof (%) £ limy_,9(x)
de funciones
Teorem_a del producto (f(x) . g(x)) = limy_of (x) * limy_,49(x)
de funciones
Teorema del cociente f&) — limyaf ()
de dos funciones gx) limy ,9(x)
Teorema de la ) . n
potencia de dos llmx_)a[f(x)]"=[)lcl_7)7;f(x)]

funciones

Teorema de una limn/f(x) = "limf(x)
funcién radical x—a x-a

Nota. Estas son algunas propiedades de los limites que se evidencian con
mayor frecuencia. Tomado de Stewart et al. (2012, pp. 493-541).

Enfoque didactico para la ensefanza del limite

El enfoque didactico para la ensefianza del limite se concibe como
una respuesta a las dificultades conceptuales que histéricamente han
acompafado la comprension de este concepto en la formacion matematica.
Desde esta perspectiva, la ensefianza del limite no se reduce a la aplicacién
de procedimientos formales, sino que promueve la construccidon progresiva
del significado a partir de la intuicién, la exploracion y el analisis del
comportamiento de las funciones. Por lo anterior, es importante reconocer
los aspectos pedagdgicos necesarios para alcanzar objetivos de aprendizaje
significativos, entre ellos, la secuencia didactica.
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Unasecuencia didactica es un modelo de actividades diseflado y aplicado
por el docente para que la actividad académica sea mejor asimilada por el
estudiante. Por lo general, se elabora como estrategia para mitigar el bajo
nivel académico. En matematicas, los indices de calidad de los estudiantes
tienden a estar por debajo de la media, por lo que los docentes recurren a
estas estrategias para mejorar la comprension de los conceptos. Esta area
requiere de un conocimiento secuenciado y sistematico para tener una
completa comprensidon de temas avanzados.

Para Frade (2008), una secuencia didactica «es la serie de actividades que,
articuladas entre si en una situacién didactica, desarrolla la competencia
del estudiante. Se caracteriza porque tienen un principio y un fin, son
antecedentes con consecuentes» (p. 11).

Segun Tobon et al. (2010), secuencia didactica se refiere a «conjuntos
articulados de actividades de aprendizajey evaluacion que, con lamediacion
de un docente, buscan el logro de determinadas metas educativas,
considerando una serie de recursos» (p. 20). Para Diaz-Barriga (2013), «las
secuencias constituyen una organizacion de las actividades de aprendizaje
gue se realizan con los alumnos y para los alumnos con la finalidad de crear
situaciones que les permitan desarrollar un aprendizaje significativo» (p. 1).

Por su parte, Rodriguez (2014) define secuencia didactica como «una
sucesion de actividades previamente pensadas que dan orden y logica a
los procesos de ensefianza y acompafiadas con modelos de aprendizaje
dan sentido a la asimilacion y comprensiéon de los contenidos disefiados
por el docente» (p. 449). Para su planificacién y desarrollo, el autor propone
niveles de pertenencia (ver Tabla 5).

Tabla 5

Niveles de pertinencia de la secuencia diddctica

Etapas Definicion Evaluacion

En la etapa introductoria,

. los docentes evidencian los .,
Inicio (apertura, Evaluacién

. ., conocimientos previos y sirven . s
introduccién) , diagndstica
como punto de partida para la

construcciéon del contenido
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Etapas Definicion Evaluaciéon
Desarrollo El nivel de complejidad de la etapa
(aplicacién, aumenta y se disefian actividades  Evaluacion

reestructuracion, de sintesisy sistematizacion para permanente
profundizaciéon)  lograr un aprendizaje significativo

La etapa final pretende valorar

si los estudiantes adquieren

el conocimiento esperado y
determinan los logros e indices que
se quieren mejorar

Evaluaciéon
sumatoria

Cierre (final,
validacion)

Nota. La secuencia varia de acuerdo con el contenido tematico que se quiere
ensefiar y a la metodologia implementada. Adaptado a partir de Rodriguez
(2014).

Registros de representacion del limite

Catafares (2014) menciona la existencia de los términos griegos semeion,
tékmerion y symbolon en la construccién del vocablo representacion.
El término semeion, que aparece con frecuencia en Homero, Hesiodo,
Anaxagoras, Esopo y Hecateo de Mileto, en el siglo VI a. C., es definido por
los filésofos con el sentido de simbolo, signo de un dios, indicio o prueba;
el término tékmerion aparece en la Illiada con el significado de prueba,
fin o meta y, con el tiempo, se traduce como signo o sefial; por ultimo, el
término symbolon, empleado por Plutarco como signo secreto de los ritos
dionisiacos, mientras que Platén utiliza el término linguistico 6noma para
referirse a la representacion de las cosas de manera aproximada.

Ahora, la nocion de representacién se incorporé en estudios psicologicos
sobre la construccidon del conocimiento en tres momentos distintos: el
primero, entre 1924 y 1926, en los estudios realizados por Piaget, quien la
concibié como una representacion mental del mundo del nifio, configurada
a partir de sus creencias y experiencias sensoriomotrices frente a los
fendmenos naturales y fisicos; el segundo, entre 1955y 1960, se entiende
CcOomo una representacion interna y computacional, en la cual resulta
esencial la forma en que se procesa y describe la informacion; y el tercero,
se plantea como una representacion semiotica, orientada a fomentar la
aprehensién del conocimiento (Duval, 2004).

Un sistema de representaciones semidticas en matematicas es un
conjunto de expresiones que dan sentido a un objeto matematico y son
el producto de las representaciones mentales que realiza cada sujeto.
Segun Duval (2004), «el aprendizaje de la matematica es un campo de
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estudio propicio para el analisis de actividades cognitivas importantes
como la conceptualizacion, el razonamiento, la resolucién de problemas
y la comprensién de textos» (p. 30). De modo que, diversos tipos de
representaciones semidticas ayudan a la comprension del objeto
matematico. Duval define los siguientes tipos de registros y menciona que
de estos pueden derivar otros:

Registro algebraico. En este registro, los objetos matematicos se
representan a través de letras y signos, los cuales derivan del término
griego symbolon, es decir, algunos de los objetos matematicos considerados
en la investigacion incluyen el simbolo f(x) para definir una funcion, aqui
cabe resaltar que se puede utilizar cualquier letra del alfabeto; el simbolo
lim,_,,f (x) paradefinirellimitede unafuncién; ytodaslasrepresentaciones
que se resultan de los procesos algebraicos (Sastre et al., 2009).

Registro tabular. En este registro, los datos de una variable que
dependen de otra se organizan segun un orden sucesivo y, por lo general,
se presentan en forma de tablas; en el caso de las funciones, se expresan
a partir de los valores que asume la variable dependiente en relacién con
la variable independiente, configurando pares ordenados que facilitan la
manipulacion de la informacién en momentos especificos. En el estudio de
los limites, este registro permite presentar la informaciéon mediante puntos
muy préximos al punto critico, conocidos como limites laterales (Sastre et
al., 2009).

Registro grafico. En este registro, el plano cartesiano desempefia un
papel fundamental en la representacion de funciones; por ello, resulta
necesario recurrir a los registros anteriores para construir la grafica
cartesiana. Cabe sefialar que los puntos del grafo también pueden
denominarse nodos (Sastre et al., 2009). Estos nodos de una funcién se
conectan mediante lineas curvas, dado que no es posible definir puntos
infinitamente préoximos entre si; en consecuencia, las lineas en forma
de arcos representan los intervalos sin puntos visibles, los cuales son
imperceptibles para la visién humana.

Registro de lenguaje natural. En este registro, el lenguaje verbal
expresa las perspectivas empiricas del sujeto, es decir, la capacidad verbal
en la resolucion de situaciones problema se relaciona directamente con
las experiencias de vida; de este modo, se busca comprender los objetos
matematicos a partir de entornos familiares que facilitan una relacién
directa entre la experiencia vivida y el conocimiento que se pretende
construir (Sastre et al., 2009).
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Evolucion histérica del concepto de limite

El componente historico y epistemoldgico de los conceptos que dan
sustento a la investigacion, buscan explicar cuales fueron los principios
tedricos y las dificultades a través del tiempo, que llevaron a los filésofos y
matematicos de la antiguedad a investigar sobre un objeto matematico que
tiene una formalizacién muy reciente; y sobre una estrategia metodoldgica,
diseflada para fortalecer los procesos de ensefianza de la matematica.

Alo largo de la historia, el concepto de limite ha representado una de las
nociones mas complejas tanto para quienes lo ensefian como para quienes
lo aprenden. Muchos docentes han experimentado grandes dificultades
para comprenderlo plenamente, lo que hace comprensible que esas
limitaciones se reflejan en el proceso de ensefianza y aprendizaje dentro
del aula. De hecho, incluso los matematicos que desarrollaron el concepto
enfrentaron notables obstaculos para sistematizar y definirlo con precision,
dado que sintetizar una idea que pudiera ser comprendida y ensefiada
implicé un proceso arduo y prolongado (Hitt y Paez, 2003).

Para entender las razones por las cuales fue tan complejo alcanzar la
definicion formal del limite que hoy se presenta en los textos académicos,
resultanecesariorealizar unanalisis epistemolégico de lastransformaciones
que este concepto ha experimentado desde sus origenes. Segun Piaget
(1987), un analisis epistemolégico implica comprender como los individuos
evolucionan de un conocimiento elemental a uno mas elaborado, siendo
mas relevante el proceso de construccion del saber que el resultado
conceptual en si (Gily Cortés, 1997). En la misma linea, Jaramillo (2003)
sostiene que la epistemologia puede entenderse como la transformacion
del sujeto cognoscente a partir del conocimiento cientifico acumulado
a lo largo de la historia, lo cual ha permitido al ser humano explicar los
fendmenos de su entorno que anteriormente carecian de interpretacion.

Desde una perspectiva epistemoldgica, el concepto de limite fue tomado
a partir de diversas nociones previas que sirvieron como fundamento para
su posterior consolidacion. Dichas ideas surgieron como respuestas a los
problemas que diferentes pensadores buscaron resolver en sus respectivas
épocas. En la Grecia antigua, donde comenzaron a estructurarse muchos
de los principios de la matematica, el pensamiento filoséfico ejercié una
influencia determinante. Por ello, las raices histéricas de las matematicas
se encuentran estrechamente vinculadas con la filosofia, pues ambas
disciplinas comparten el propésito de explicar racionalmente el mundo y
sus fendmenos (Garcia, 2014).
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En este contexto, Lopez (2014) destaca que Anaximandro, filésofo
griego del siglo VI a. C. y discipulo de Tales de Mileto, fue uno de los
primeros en introducir el término ‘limite’. Segun su pensamiento, todo en
el universo estaba compuesto por particulas infinitas, responsables tanto
de la generacién como de la destruccién de los elementos existentes; en
consecuencia, lo infinito constituia el principio que definia la totalidad del
cosmos. Mas adelante, entre los siglos Il y IV a. C., Eudoxo y Arquimedes
aportaron ideas fundamentales al desarrollo del concepto mediante la
geometria. En particular, elmétodo de agotamiento, ampliamente empleado
por Arquimedes y atribuido originalmente a Eudoxo, permitié determinar
el area de figuras y resolver problemas de magnitud, mediante el uso de
formas conocidas para calcular las dimensiones de otras desconocidas
(Lajara, 2016).

En 1571-1630, Kepler formuldé el método de los infinitésimos, en el
gue supone que todos los cuerpos estan compuestos por subunidades
infinitamente pequefias de volumenes o areas conocidas. Este método que
fue usado por Galileo para demostrar que el espacio es el drea bajo la curva
de una grafica de tiempo-velocidad (Blazquez y Ortega, 2002).

Continuando con este recorrido historico, Buenaventura Cavalieri,
matematico nacido en Milan, propuso el método de los indivisibles en
1635. Este método plantea que, dado un segmento, una figura plana
puede dividirse en segmentos paralelos a este; de manera analoga, los
voliumenes de una figura pueden segmentarse de forma paralela a un
plano determinado. Al conjunto de elementos en los que se divide la figura
se les denomina «indivisibles», y se establece que un par de superficies
planas o volumenes que conservan la misma altura mantienen una relacién
proporcional entre si (Barrios, 1993).

Pierre de Fermat (1601-1665) realizdé una contribucion significativa al
determinar los extremos de las curvas mediante un método orientado a la
obtencién de las abscisas, puesto que, en ciertos puntos de la grafica, los
valores eran tan cercanos gue podian tomarse como si fueran el mismo. Al
resolver la ecuaciéon f(x +E) = % hallaba la solucién; a este método se le
denomind el método de Fermat para la busqueda de extremos de curvas
(Vélez, 2003).

Para esta misma época, Isaac Barrow, matematico y tedlogo inglés,
realizd aportes fundamentales en la consolidacion del calculo moderno.
Fue pionero en establecer la relacion entre la diferenciacidn y la integracién
como procesos inversos, ademas de presentar una demostracion rigurosa
sobre dicha correspondencia. En sus Lecciones de geometria (1669), Barrow
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propuso un método para determinar la tangente a una curva, siempre que
esta mantuviera una relacién con la cuadratura de otra curva semejante
(Ponce, 2013).

Se puede sefialar hasta aqui que los procedimientos descritos se
aplicaban en la resolucion de problemas propios de la mecanica, la fisica
y la astronomia. Sin embargo, aun no existia un marco conceptual que
permitiera comprender su alcance general ni su articulacién con otros tipos
de fendmenos. En este contexto, Isaac Newton y Gottfried Wilhelm Leibniz,
apoyandose en los fundamentos de sus predecesores, desarrollaron de
manera independiente sus teorias, lo que dio origen al analisis infinitesimal
(Ferrante, 2009).

Newton formul6 la teoria de las fluxiones, publicada en su obra
Methodus Fluxionum et Serierum Infinitorum (1736), en la que se introdujo
el estudio de las ‘fluentes’, término que empled para designar magnitudes
variables en movimiento continuo. Estas fluentes se consideran variables
independientes, en las que el tiempo es el elemento comun. A partir de
estas, se definieron las velocidades de variacidon, denominadas ‘fluxiones’
(Bingham, 1973).

Por su parte, Leibniz (1646-1716) desarrolld la hipdtesis de las
diferenciales, contribuyendo significativamente al andlisis de los
infinitesimales. Descubrié que la pendiente de una tangente a una curva
depende de la razén entre las diferencias de las ordenadas y las abscisas,
cuando dichas diferencias tienden a valores extremadamente pequefios
(Penagos, 2013).

En el siglo XIX, matematicos como Cauchy, Bolzano y Weierstrass
aportaron los fundamentos tedricos necesarios para la definicion formal
del concepto de limite. Este proceso se vio impulsado por la expansion
de la ensefianza de las matematicas posterior a la Revolucion Industrial,
cuando las ciencias dejaron de ser un saber reservado a unos pocos para
integrarse en los curriculos escolares, lo que demandé bases tedricas mas
solidas para su ensefianza (Blazquez y Ortega, 2002).

Para el afio 1821, Cauchy formulé una primera definicion del concepto
de limite, aunque aun carecia de la precision formal con que se conoce
actualmente. Segun su planteamiento, cuando los valores sucesivos de
una variable se aproximan indefinidamente a un valor fijo, de modo que la
diferencia entre ambos puede hacerse tan pequefia como se desee, dicho
valor fijo se considera el limite de la variable. Posteriormente, Bolzano (1781-
1848) desarrollé una teoria sobre la continuidad que, aunque elaborada de
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manera paralela ala de Cauchy, partia de principios similares. Mas adelante,
Weierstrass (1815-1897) realiz6 aportes decisivos para la formalizacion del
concepto, los cuales fueron divulgados por su discipulo Heine en la obra
Elemente. Esta se expresaba asi: «Si, dado cualquier g, existe un nq tal que,
para 0 < n < ny, la diferencia f(Xxo £ n) - L es menor en valor absoluto que g,
entonces se dice que L es el limite de f(x) para x» (Blazquez y Ortega, 2002).

Este recorrido historico posibilita comprender la evolucién conceptual
de limite, asi como los principales marcos tedricos que han orientado su
enseflanzay aprendizaje. Sin embargo, es necesario completar esta revision
con posturas contemporaneas como Godino, Radford, Sfard y Artigue.

Desde el enfoque ontosemidtico, Godino (1996) concibe el limite
como un objeto matematico cuya comprension implica la articulacion de
practicas, significados, representacionesy procesos semiéticos. Asi mismo,
seflala que las dificultades de los estudiantes en torno al tema se derivan
de centrar la enseflanza en un simbolismo algebraico sin una adecuada
mediacion semidtica.

Radford(2006)abordael conceptodesde unamiradasocioepistemoldgica
y semidtica cultural, resalta que el conocimiento matematico se construye
a través de practicas sociales, gestos, lenguajes y artefactos, postura que
va en la linea pedagdgica de la teoria sociocultural de Vygotsky. Por tanto,
sus aportes destacan la importancia de disefiar situaciones didacticas que
permitan transitar de un conocimiento simple a uno mas formal o abstracto.

Sfard (1991) propone una teoria centrada en dos enfoques: operacional y
estructural; esdecir, los estudiantesse mantienenenlaprimera(operacional)
cuando el limite se entiende como una serie de acciones, sin lograr una
conceptualizacion estructural (segundo enfoque) que lo reconozca como
un objeto. Pasar por estos escenarios, de acuerdo con Stard, se denomina
reificacion.

Finalmente, Artigue (2014) advierte que la enseflanza tradicional del
limite suele introducir definiciones formales de manera prematura, sin
garantizar una comprension conceptual previa. Por ello, propone el término
obstaculo didactico, en el que explica que algunas dificultades no son
errores del estudiante, sino consecuencias de decisiones didacticas que
minimizan o distorsionan el significado del concepto.

En definitiva, los autores mencionados sin duda evidencian la necesidad

de avanzar en procesos didacticos, en el uso de tecnologias digitales y
nuevos enfoques sobre el aprendizaje
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Teoria de registro de representaciones semiéticas (TRRS)

La teoria de registro de representaciones semioticas aparece por primera
vez en el marco de la Didactica de la Matematica de la mano de Raymond
Duval, profesor de la Universidad Louis Pasteur de Estrasburgo, Francia,
en el aflo 1985. Esta teoria surge para fortalecer la compresion de objetos
abstractos, los cuales requieren recurrir a otro tipo de representaciones
del lenguaje matematico, aunque la semidtica se reconocié solo hasta el
siglo XIX. No obstante, el estudio de los signos, denominados semeion en la
antigua Grecia, ya estaba presente en el analisis matematico desde épocas
tempranas, incluso entre los griegos, quienes los interpretaban como
consecuencia de un fendmeno natural; por ejemplo, el semeion humo se
entiende como indicio del fuego, es decir, si hay humo, hay fuego (D’Amore
et al., 2013).

Segun Peralta y Soto (2003) los registros de representacion ocupan
un lugar central dentro del aprendizaje matematico, porque son la Unica
manera de acercarse y comprender objetos abstractos, por ejemplo, las
funciones pueden estar representadas algebraica, tabular o graficamente
y con un lenguaje verbal natural de cada individuo. Debe sefalarse que
toda actividad matematica, con el fin de la aprehensién del conocimiento,
debe implementar los registros de representacion en los que se evidencian
actividades cognitivas asociadas a un sistema semiotico. Estas actividades
son las siguientes:

Formacién. En esta actividad, el conjunto de signos que configura
un registro algebraico sustituye la percepcién directa del objeto, donde
se destacan los rasgos, las caracteristicas y los datos del contenido que
se desea representar; ademas, se deben explicitar las reglas que rigen
las expresiones matematicas para que mantengan sentido (Peralta y
Soto, 2003).

Tratamiento. En esta actividad, las transformaciones que se realizan
de un modelo matematico a otro dentro de un mismo registro de
representacion deben efectuarse mediante el uso de las reglas propias del
registro (Peralta y Soto, 2003).

Conversidn. En esta actividad cognitiva, las transformaciones que se
llevan a cabo de un modelo matematico a otro entre distintos registros
de representacion deben realizarse sin confundirse con la actividad de
tratamiento; esto implica, por ejemplo, pasar de un registro algebraico a
uno tabular, grafico o de lenguaje natural (Peralta y Soto, 2003).
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Teniendo en cuenta lo anterior, es necesario mencionar que investigar
acerca de la semidtica es adentrarse en el estudio comparativo de los
sistemas de signos y no solamente comparativo, sino también en el analisis
de la capacidad y eficiencia de los signos para transmitir una o varias ideas.
En este andlisis, se consideran dos funciones fundamentales de los sistemas
de signos: la primera, transmite un significado con ideas informativas,
objetivas y subjetivas; y la segunda, logra que el mensaje sea transmitido,
el destinatario reciba la idea, ademas de una reaccién (Ernest, 2021). El
cumplimiento de estas funciones tiene implicito un orden establecido del
conjunto de signos, es decir, la existencia de diversos signos regidos por
leyes para su interrelacion.

Deestaforma,lasemidticasedivideentrescomponentesfundamentales:
la sintaxis, que se ocupa de la estructura interna de los sistemas de signos 'y
se centra en su forma, mas que en su significado; la semantica, que analiza
los sistemas de signos como instrumentos de expresion significativa; y la
pragmatica, que se ocupa de las relaciones entre los sistemas de signos y
los individuos que los utilizan (Wood, 2015). Al clarificar estos conceptos
basicos de la semidtica, se facilita la comprension de los postulados de
Raymond Duval, quien plantea que el aprendizaje se consolida mediante el
usode multiplesregistros derepresentacién semiotica, comolos simbdlicos,
iconicos, graficos, tabulares y las expresiones del lenguaje natural.

Por su parte, Moretti y Thiel (2012) proponen dos conceptos que
contribuyen a racionalizar la estructura semantica: la semiosis, que se
ocupa de la forma de apropiacion de una simbolizacion semidtica, la cual
se inicia con la percepcién del signo y la fijacién del objeto en la mente
del observador; y la noesis, que se ocupa de la apropiacién conceptual del
objeto o de la idea. Para lograr la apropiacion de un concepto matematico,
resulta necesario identificar e interrelacionar estos procesos con el fin de
construir representaciones semidticas significativas.

Esimportante destacar los aportes de Duval (2012), quien propone tareas
especificas orientadas a fortalecer el manejo de la estrecha relacion que
existe entre la semiosis y la noesis. Dichas tareas se vinculan con ejercicios
desarrollados de manera mecanica, siguiendo patrones preestablecidos,
los cuales se complementan con ejercicios que trascienden dichos
patrones, exigiendo un mayor esfuerzo conceptual y la combinacion de
distintos sistemas semioticos, con el propésito de favorecer el desarrollo del
pensamiento matematico. En este proceso, el estudiante debe racionalizar
y conceptualizar de forma auténoma; este modo de ‘juego’ cognitivo,
entendido como una estrategia didactica, debe ser ensefiado y practicado
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para promover, desde las primeras etapas de la escolaridad, el desarrollo
de esta astucia matematica.

Referentes normativos para la ensefianza del limite en la educacién
matematica

La investigacion se fundamentd bajo un conjunto de normas nacionales
que se presentan a continuacion:

Ley General de Educacion 115 de 1994

Los derechos humanos, originados en el contexto de la Revolucion francesa
y difundidos en Colombia por Antonio Narifio, definen la educaciéon como
un derecho que se ejerce de manera permanente en todos los grupos
poblacionales, organizado en los niveles de educacion formal, no formal
e informal, y orientado al aseguramiento de la calidad educativa, desde
la formacion de los educadores hasta la supervision de las metodologias
implementadas en los procesos de ensefianza-aprendizaje, incluidas
aquellas que involucran a toda la comunidad educativa. En relacién con
este postulado, la Ley General de Educacion establece que la sociedad
debe «fomentar, proteger y defender la educacién como patrimonio social
y cultural de toda la Nacién» (Ley 115 de 1994, art. 8, literal a).

En el contexto colombiano, los estudiantes de las instituciones
educativas reciben un tipo de educacion clasificado por el Estado como
educacién formal, cuyo propdsito es fomentar de manera permanente el
desarrollo de cualidades constructivas. Dentro de este nivel educativo, los
estudiantes de grado undécimo se ubican en la educaciéon media, la cual los
prepara tanto para el ingreso a la educacion superior como para el mundo
del trabajo (Ley 115 de 1994). La educacion media académica ofrecida por
la institucion comprende las dreas basicas del conocimiento, abordadas en
un nivel de mayor profundizacién, de acuerdo con los intereses personales
de los estudiantes.

Es importante mencionar que las instituciones educativas de educacién
basica, de caracter oficial o privado, deben cumplir con un Proyecto
Educativo Institucional (PEl), el cual debe ser de autoria propia de cada
institucién educativa y responder a las necesidades de toda la comunidad
educativa, con el fin de alcanzar la formacién integral de los estudiantes
(Ley 115 de 1994). Ademas, el curriculo y los planes de estudio para las
areas de aprendizaje y, en particular, de matematicas, deben cumplirse a
cabalidad para poder colocar en practica el PEl. Finalmente, la evaluacion
sirve como una estrategia para medir la calidad y el cumplimiento de la
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educacion, por lo tanto, se realiza a todos los involucrados en el proceso de
formacion (Ley 115 de 1994).

Ley Estatutaria 1581 de 2012

La Ley Estatutaria 1581 de 2012 o de Proteccion de Datos Personales «tiene
por objeto desarrollar el derecho constitucional que tienen las personas
de conocer, actualizar y rectificar las informaciones que se hayan recogido
sobre ellas en bases de datos o archivos» (art. 1) y establece que la toma de
datos se debe realizar unicamente dentro del territorio colombiano para
entidades de naturaleza publica o privada. El tratamiento de la informacion
debe ajustarse a las caracteristicas de la poblacion de estudio y se lleva a
cabo mediante una autorizacion informada, firmada por los participantes,
en la cual el investigador esta obligado a explicar de manera clara y
completa el propdsito de la investigacion y el uso, manejo y proteccion de
los datos, asi como las condiciones de acceso a la informacion por parte
de las personas, las instituciones involucradas o aquellas que el Estado
determine (Ley 1581 de 2012).

La recoleccién de datos en la presente investigacion no representa riesgo ni
vulnera la intimidad de los participantes; por esta razén, no se contempla
la manipulacion de datos sensibles. No obstante, si exige mantener una
comunicacion permanente con todos los actores involucrados, con el
fin de identificar posibles situaciones de discriminacién o intimidacion
asociadas a los mediadores del proceso de recoleccién de informacion vy,
en caso de presentarse, realizar los ajustes o correcciones necesarios en
los instrumentos utilizados (Ley 1581 de 2012). La ley establece que los
reclamos deben ser atendidos en un plazo maximo de quince (15) dias
habiles; si no es posible resolverlos dentro de este término, se solicitara al
reclamante una prorroga de hasta ocho (8) dias habiles. Asimismo, cuando
los involucrados requieran consultar la informacién, la solicitud debera ser
atendida en un maximo de diez (10) dias habiles, y si no es posible cumplir
con este plazo, se pedira una prérroga de cinco (5) dias habiles (Ley 1581
de 2012)

Derechos basicos de aprendizaje (DBA)

El Ministerio de Educacién Nacional (MEN, 2015) tiene como documento
de referencia los derechos basicos de aprendizaje (DBA), los cuales
estan estructurados a partir de los lineamientos curriculares y los
estandares basicos de competencias (EBC), con el propdsito de explicitar
los aprendizajes fundamentales que deben desarrollarse en cada grado,
desde transicion hasta undécimo, y en cada area del conocimiento. Su
importancia radica en que buscan promover la equidad educativa en toda
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la comunidad educativa, ademas de servir como apoyo para la planeacién
de las clases; estos aprendizajes se encuentran directamente articulados
con las pruebas de Estado que presentan los estudiantes en los grados
tercero, quinto, noveno y undécimo, con el fin de contribuir al mejoramiento
de los indicadores de calidad educativa. El MEN (2015) estructura los DBA a
partir de un enunciado que expresa el aprendizaje esperado, las evidencias
observables en los estudiantes y un ejemplo que facilita su comprensién e
implementacion pedagogica.

El documento no aborda de manera explicita el aprendizaje matematico
del concepto de ‘limite’; sin embargo, si hace referencia a aplicaciones del
concepto de derivada. En matematicas, la comprension de un concepto
avanzado requiere el dominio sélido de los contenidos previos, por lo
que el concepto de limite se constituye en un antecedente fundamental
para el estudio de las derivadas. En este sentido, uno de los aprendizajes
propuestos por el MEN para el grado undécimo en relacién con las derivadas
es “Encuentra derivadas de funciones, reconoce sus propiedades y las
utiliza para resolver problemas» (MEN, 2015, p. 85), en el cual se evidencian
implicitamente dos nociones centrales del calculo diferencial: las funciones
y los limites.

Estandares bdsicos de competencias (EBC)

Los EBC son una herramienta pedagdégica que responden a las nuevas
demandas globales y nacionales del ser humano, «constituyen uno de los
parametros de lo que todo nifio, nifiay joven debe saber y saber hacer para
lograr el nivel de calidad esperado a su paso por el sistema educativo» (MEN,
2006, p. 9). Los estandares estan organizados por grupos de grados: de 1.°
a3r° dedra5e debra’° de8.ra9°yde10.2a 11.¢ y estructurados por
cinco pensamientos matematicos (numéricos, espacial, métrico, aleatorio
y variacional); cada estandar se centra en uno o dos competencias de la
actividad matematica: «formular y resolver problemas; modelar procesos
y fendmenos de la realidad; comunicar; razonar, y formular comparar y
ejercitar procedimientos y algoritmos matematicos» (MEN, 2006, p. 51).

El estandar que menciona directamente el concepto de limite esta
ubicado en el pensamiento métrico y sistemas de medida del grupo de 10.0
a 11.e; sin embargo, existen otros estandares ubicados en otros grupos de
grados, incluso en otros pensamientos matematicos que son fundamento
del concepto. El limite de una funcién describe situaciones numéricas
(pensamiento numérico), implementa diversos graficos (pensamiento
espacial) y traduce datos numéricos en diversos graficos (pensamiento
aleatorio); evidencia de que indirectamente, aunque el estandar no
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menciona la tematica, mantiene logros de aprendizaje que sirven para
afianzar la tematica (ver Figura 5).

Figura 5

Estdndar sobre el concepto de limite

Nota. Tomado del Ministerio de Educacion Nacional (2006, p. 89).

Lineamientos curriculares

Los lineamientos curriculares se conciben como orientaciones
epistemoldgicas, pedagodgicas y curriculares establecidas por el Ministerio
de Educacién Nacional (MEN), en articulacién con la comunidad educativa,
con el propdsito de orientar la fundamentacién y la planificacion de las
areasobligatoriasy fundamentales definidas en la Ley General de Educacion
(MEN, 2018). En particular, los lineamientos curriculares de matematicas
presentan, en primerainstancia, unarevisioén de los antecedentes historicos
y de las politicas educativas que han orientado el desarrollo del area en
Colombia. Posteriormente, se configuran como un referente curricular
que debe ser considerado por las instituciones educativas, tanto oficiales
como privadas, para la elaboracion del Proyecto Educativo Institucional
(PEI). En este contexto, la ensefianza de las matematicas debe articularse
de manera coherente con los procesos de pensamiento matematico, los
procedimientos generalesy el contexto sociocultural en el que se desarrolla
la actividad educativa (MEN, 1998).
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Cabe sefialar que, de acuerdo con los lineamientos curriculares,
la evaluacién se concibe como un proceso continuo, de caracter
predominantemente cualitativo, sin excluir el componente cuantitativo,
y cumple la funcion de identificar si el estudiante alcanza los logros
minimos de aprendizaje. No obstante, no debe ser entendida como una
herramienta de medicidn destinada a etiquetar a los estudiantes (MEN,
1998). La interpretacién matematica que realiza el docente durante el
proceso evaluativo tiene en cuenta los comportamientos cotidianos,
los procedimientos empleados y las estrategias utilizadas para dar
respuesta a situaciones problema, las cuales se aproximan al contexto
del estudiante, con el fin de promover el razonamiento, la comunicacion
matematica, la realizacién adecuada de calculos, la elaboracion de
modelos de sistemas complejos y el seguimiento de instrucciones
expresadas en lenguaje matematico.
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Capitulo III.

El camino metodologico, una
forma de acercamiento a la
realidad educativa
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Una investigacion implica una forma particular de describir y comprender
la realidad; para ello, resulta fundamental trazar una ruta metodoldgica
qgue no solo lo posibilite, sino que también permita su analisis critico. En
este sentido, el camino metodoldgico adoptado en el presente estudio no
se concibié como una sucesién de pasos mecanicos, Sino Como un proceso
de aproximacién progresiva al contexto educativo, a sus dinamicas y a las
percepciones de los actores que lo integran. Cada decision metodologica
emergié de la necesidad de comprender, analizar y caracterizar los
fendmenos que atraviesan los procesos de ensefianza y aprendizaje del
concepto de limite en las matematicas.

Mirar desde dentro: enfoque

Teniendo en cuenta los objetivos de la presente investigacion, se opt6 por el
enfoque cualitativo, dado que este permite comprender la concepcién del
concepto de limite a partir de la exposicién de los estudiantes a situaciones
contextualizadas. Dicho enfoque favorece la aprehensién del conocimiento
mediante la construccion progresiva de ideas simples y familiares,
fundamentadas en los conocimientos previos, las cuales conducen a la
generalizacién del objeto matematico de estudio.

Asimismo, este enfoque no requiere el uso de herramientas estadisticas
para explicar los datos obtenidos durante la implementacién de las
técnicas de recoleccion de la informacion; por tanto, no pretende presentar
resultados desde una perspectiva probabilistica. En consecuencia, los
hallazgos no son generalizables a otras poblaciones, ya que el estudio se
desarrolla en una poblacién de estudio claramente delimitada (Hernandez
et al., 2014).

De acuerdo con Hernandez et al. (2014), el enfoque cualitativo «utiliza la
recoleccionyelanalisisdelosdatos paraafinarlaspreguntasdeinvestigacion
o revelar nuevos interrogantes en el proceso de interpretacion» (p. 7). Esto
implica que, en este tipo de investigaciones, las hipdtesis se construyen
y reformulan de manera continua a lo largo del proceso investigativo, lo
que posibilita realizar ajustes y correcciones en funcién del objetivo que se
pretende alcanzar.

En este sentido, la investigacion cualitativa se sustenta principalmente en
los enfoques constructivista, naturalista e interpretativo (Hernandez et
al., 2014), los cuales privilegian la comprensién de los significados que los
sujetos atribuyen a sus experiencias de aprendizaje.

En la Figura 6 se presenta el esquema del enfoque cualitativo, en el que se
destacan sus principales caracteristicas, procesosy aportes metodolégicos.
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Figura 6

Esquema del enfoque cualitativo

Nota. Tomado de Herndndez et al. (2014).

Caracter de la investigacion-tipo de investigacién

La investigacidn accién participacion (IAP) es una metodologia distinguible
dentro del enfoque cualitativo y se implementa durante las fases
investigativas para describir las acciones y actividades propuestas
antes, durante y después de la secuencia didactica de aprendizaje; estas
practicas reconocen que el aprendizaje es un proceso sistematico y
tienen como propdsito mejorar y transformar las practicas educativas,
para que el estudiante tenga la capacidad de autocritica desde el analisis
de situaciones que se acercan a la realidad (Colmenares, 2012). Bajo esta
premisa, Hernandez et al. (2014) refiere que la investigacidn se orienta a
resolver problemas practicos y mejorar situaciones especificas mediante la
participacion activa de los involucrados en el proceso investigativo.

54 Contenido



Concepcion de
a través de

Las voces que dan sentido al estudio: participantes y unidad de analisis

Lainvestigacion serealiz6 en la Institucion Educativa Corporacién Aprender,
institucién privada del municipio de Tame (Arauca); cuenta con niveles de
formacion de preescolar, basica primaria, basica secundaria y media; el
estudio se centrd en el ultimo nivel. El colegio se encuentra ubicado en la
via la Cabuya, rumbo sur del municipio, a 7,8 km del parque central, en la
vereda Matelién. La comunidad educativa de la institucion esta conformada
por 234 estudiantes, 12 profesores y 3 administrativos.

Los estudiantes de la Corporacién Educativa Aprender, en su gran
mayoria, son originarios de la regidon y provienen de familias dedicadas
principalmente a labores agropecuarias, como el cultivo de platano,
arroz, yuca y maiz; asi como a la ganaderia silvopastoril y, en algunos
casos, a actividades relacionadas con cebaderos o lecherias. En general, la
economia de la region se sustenta en estas actividades, las cuales generan
los recursos econdmicos que dinamizan otros sectores productivos, como
la pisciculturay la apicultura.

En los ultimos afios, se ha incentivado el desarrollo del turismo, actividad
que presenta un alto potencial en la region. De manera complementaria,
el comercio, las artes y los oficios contribuyen al sostenimiento del
denominado ‘buen vivir’ de la poblacion, al generar algunos empleos que,
en Ultima instancia, se apoyan en los capitales econémicos y sociales
derivados de las actividades productivas predominantes.

La muestra del proceso investigativo tuvo un caracter inductivo, ya que
permitié comprender los fenédmenos que emergen durante los procesos de
enseflanza y aprendizaje del objeto matematico de estudio. Cabe resaltar
que, de acuerdo con el enfoque y el tipo de investigacién adoptados, el
tamafio de la muestra no constituye un criterio determinante, dado que
no se pretende alcanzar la generalizacién de los resultados a toda la
poblacién. Asimismo, a medida que avanzd la investigacion, se contemplé
la posibilidad de incorporar nuevos sujetos de estudio.

La seleccion de la muestra se realizd6 mediante participacion voluntaria,
a partir de la invitacion formulada por los investigadores. En este sentido, el
proceso inicié con un analisis del contexto institucional, seguido del estudio
del grupo y, posteriormente, de cada individuo, lo que permitié contar
con muestras flexibles y susceptibles de redefinirse segun los intereses y
necesidades de la investigacion (Hernandez et al., 2014).

De esta manera, la muestra estuvo conformada por 28 estudiantes
de grado undécimo de la Institucion Educativa Corporacion Educativa
Aprender, quienes presentan un nivel de formacién matematica adecuado
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para incursionar en el objeto de estudio. Por lo tanto, la investigacion se
centrd especificamente en este grupo de estudiantes.

Desarrollo del proceso investigativo - fases

La investigacion se desarrollé siguiendo una serie de fases propuestas por
Hernandez et al. (2014), para la investigacion cualitativa y modificadas para
dar cumplimiento con las expectativas esperadas frente a la recoleccién de
datos.Laprimerafaseaplicaunaevaluaciéndiagndsticaalosestudiantesque
voluntariamente decidieron participar en la investigacion, es de aclarar que
la incorporacion de esta se concibié como estrategia formativa que permite
apreciar los saberes previos para luego concretar las transformaciones
emergentes con la intervencion pedagdgica; la segunda fase propone una
serie de estrategias para la recoleccion de la informacion, en ellas se define
el tiempo, los recursos y las acciones; la tercera fase presenta la aplicacion
de las estrategias propuestas en la fase anterior y la fase final muestra los
resultados obtenidos por la secuencia didactica.

El analisis por fases permiti6 realizar una aproximacion adecuada a la
problematica y, de esta forma, encontrar soluciones pertinentes. Ademas,
la IAP permitié estructurar cuatro fases: diagnostico de la realidad, plan
de accion, observacién y contraste, y reflexion, las cuales se representan
mediante numeracion arabiga como fase 1, fase 2, fase 3 y fase 4,
respectivamente.

Figura 7

Fases de la investigacion

Nota. Las fases son sistematicas. Adaptado a partir de Rodriguez (2019).
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Fase 1. Diagnéstico de la Realidad

La fase inicial del trabajo investigativo tuvo como propdsito contextualizar
el proyecto en curso; se expusieron los fundamentos tedricos de la
investigacién en educacion matematica, desde la representacién semidtica
del concepto de limite de una funcién, a los estudiantes que conforman la
poblacién de estudio, con el fin de invitarlos a participar voluntariamente
en la investigacion. Las personas que decidieron participar firmaron un
“consentimiento informado”, en el cual se especificaron las generalidades
del trabajo, un correo electrénico de contacto para la resolucién de dudas
y el uso de los datos exclusivamente con fines académicos.

Posteriormente, se identifico el nivel de dominio que presentaban los
estudiantes frente al tema mediante una evaluacion diagndstica, la cual
fue de caracter escrito, fundamentada en preguntas de seleccion multiple,
adaptadas de los cuadernillos de matematicas de las pruebas de Estado
Saber Pro y Saber 11, asi como de otras tomadas del banco de preguntas
del examen de admision de la Universidad Nacional de Colombia. La prueba
se realizé de manera presencial, ya que la metodologia de la IE asi lo exigia,
ademas se establecioé un acuerdo previo con el docente a cargo del grupo
de estudio.

Fase 2. Plan de accion

La segunda fase, de acuerdo con la informacion recolectada a partir de la
prueba diagnodstica, consistié en el desarrollo de un plan de accion orientado
a reconocer la problematica del contexto matematico, asociada al proceso
de ensefanza y aprendizaje; para ello, se plantearon actividades dirigidas
a fomentar la comprension de la tematica y a recolectar informacion. Las
estrategias didacticas orientaron de manera constante al estudiante para
que siguiera los pasos propuestos por Polya (1945) para la resolucidon de
problemas matematicos, con el fin de promover la organizacion y favorecer
una mayor comprensién de cada una de las situaciones problema a las que
se enfrentaban.

Fase 3. Observacion y contraste

La tercera fase dio continuidad a las dos anteriores, lo que permitié definir
un proceso sistematico y estructurado para una adecuada aplicacién de la
secuencia didactica. En un primer momento, se recogié toda la informacion
con el fin de clasificarlay centrar el analisis en el eje de estudio. Este proceso
permite identificar si es necesario reestructurar el trabajo y determinar si
los datos son adecuados y suficientes.
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El contraste, por su parte, evidencia la comprension de los estudiantes
frente al contenido matematico, en relacién con la definicion preestablecida
en los libros, el proceso de construccion del concepto y su vinculacion con
el entorno del objeto matematico.

Fase 4. Reflexion

Esta fue la fase final, la cual se centrd en los resultados relacionados con
el problema de investigacion y los objetivos planteados, con el fin de
elaborar un informe coherente con la aplicacién de la secuencia didactica.
Los resultados se consideraron como los principales hallazgos del estudio
y se presentaron de manera sintética. Ademas, se realizd un proceso de
retroalimentacién con los docentes del area de la IE interesados en la
propuesta, a quienes se les entregd una copia de los resultados, con el
proposito de recibir observaciones acerca del estado del razonamiento
manejado por los estudiantes en relacion con el calculo diferencial.

Escuchar, observar y comprender: técnicas e instrumentos

De acuerdo con Hernandez et al. (2014), «la recolecciéon de datos ocurre
en los ambientes naturales y cotidianos de los participantes o unidades
de analisis» (p. 397). En el marco de la investigacion cualitativa, este
procedimiento se concibe como un instrumento integral que, a través de
la observacién, entrevistas, revision de documentos y materiales, asi como
mediante diversos métodos del lenguaje escrito, verbal y no verbal, permite
analizar la informacion y determinar si los participantes han generado
conocimiento. Ademas, requiere que el investigador adopte una postura
empatica, respete las creencias, culturas y perspectivas de los sujetos
estudiados, las cuales pueden influir en las practicas pedagégicas y en los
procesos de ensefianza que se desarrollan durante la investigacion.

La observacién debe realizarse durante todo el proceso investigativo de
manera minuciosa, a fin de reconocer el ambiente fisico, socialy humano de
la comunidad investigada. En ocasiones es necesario realizar bitacoras para
realizar inferencias en el ritmo y nivel de raciocinio. Una buena observacién
se fundamenta en una adecuada capacidad de escucha, en la atencion a
pequefios detalles y en la habilidad para identificar patrones o conductas
(Hernandez et al., 2014).

Ficha de observacion

La ficha de observacién permite describir el comportamiento de los
participantes o de la unidad de anadlisis; se debe realizar durante todo
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el proceso de investigacion y de manera detallada, reconociendo los
factores que inciden durante el proceso (Arias, 2020). En la presente
investigacién se tuvieron en cuenta los factores relacionados con el
implemento de la calculadora en procesos algoritmicos; el reconocimientoy
clasificacion de expresiones matematicas; las representaciones semiéticas
(transformaciones, procesos algoritmicos, lenguaje natural del estudiante,
representacién cartesianay representaciones tabulares), y el cumplimiento
de la instruccion dada por el docente.

Secuencia diddctica

Una secuencia didactica se concibe como una estrategia pedagogica para
la enseflanza de un conocimiento, organizada de manera secuencial y
estructurada, a través de técnicas y métodos didacticos que favorecen
la comprensién del conocimiento en cualquier area (Albarracin, 2022).
En el area de las matematicas y, de manera particular, en la presente
investigacién, se disefid una secuencia con base en el libro de referencia
del MEN, elaborado por Buitrago et al. (2013), titulado Matemdticas 11°
proyecto los caminos del saber; en los textos de referencia de la educacién
matematica en Estados Unidos, escritos por Stewart et al. (2012) y Leithold
(1998), titulados Precalculo, Matematicas para el Calculo y ElI Calculo,
respectivamente; en el texto escrito por Baldor (1941), titulado Algebra
de Baldor; y en el uso del software de graficacién GeoGebra, disefiado por
GeoGebra (s.f.), para la construccion de graficas en el plano cartesiano
(Riafio-Eslava y Amado-Suarez, 2024).

Evaluacion diagnéstica

La evaluacion diagndstica suele realizarse al principio del proceso de
investigacion para identificar los conocimientos previos de una comunidad,
esto permite la posterior toma de decisiones con relacion al problema
central (Cardefio et al., 2017). En la presente investigacion, la evaluacion
permitié identificar los conocimientos previos al concepto de limite de
una funcién, aquellos relacionados a funciones, potencias, radicacion,
expresiones algebraicas y graficas, ya que son temas fundamentales dentro
de la aprehensién del conocimiento matematico y con el propdsito de saber
si los estudiantes cuentan con el conocimiento basico para incursionarlos a
traveés de los registros de representacion semiotica.

La evaluacion se estructuré con base en preguntas seleccionadas de
los cuadernillos de afios anteriores de las pruebas de Estado Saber 11,
del banco de preguntas utilizado por la Universidad Nacional de Colombia
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en sus pruebas de admision, asi como en la estructura de las preguntas
diagnosticas del libro Precdlculo, matemdticas para el cdlculo, escrito por
Stewart et al. (2012), las cuales se consideran preguntas estandarizadas por
el Estado.

Evaluacion de cierre

Este tipo de evaluacion suele realizarse al final del proceso de investigacion
para conocer si la situacion problema se mantiene en la comunidad
estudiada; si no es asi, se concluye que los instrumentos que combaten la
problematica subsananysonunaherramientaviable paraotras poblaciones
con las mismas dificultades. En la presente investigacion, la evaluacion de
cierre tuvo como propésito determinar si la secuencia didactica contribuye
a mejorar los indices de calidad de los estudiantes, demostrando ser
una estrategia del proceso de ensefianza y aprendizaje acorde con las
necesidades y problematicas de la poblacidon. Asimismo, dicha evaluacion
se fundamenté en lo desarrollado a lo largo de la secuencia didactica,
mediante el uso los mismos documentos de apoyo.

Encuesta de satisfaccion

Esta encuesta es una autoevaluacion que se realiza al final del proceso
de investigacion, cuyo propdsito es conocer el grado de satisfaccion de
cada uno de los participantes acerca de los instrumentos mediadores que
subsanan el problema de investigacion. En esta investigacion, se aplico
un cuestionario de preguntas, con opcién de respuesta entre si y no; las
preguntas estuvieron relacionadas con la comprension del concepto de
estudio; laaprehensiéndel conocimientodurante el proceso de formacion; la
participacién de la docente en el proceso de construccion del conocimiento;
los apuntes; el ritmo de las clases y el dominio de las representaciones
semiodticas del concepto. Esto permitié que los estudiantes fueran los
jueces de su proceso de formacion.

Validacion de los instrumentos

La aplicabilidad de los instrumentos de recoleccion de datos se realizd
de acuerdo con la validacion de tres expertos capacitados en el sector
de educaciéon matematica, con el propdsito de conocer la fiabilidad de los
instrumentos y asi realizar ajustes en las preguntas ambiguas o poco claras
del problema de estudio (Robles y Rojas, 2015). Segin Escobar-Pérez y
Cuervo-Martinez (2008), «el juicio de expertos se define como una opinién
informada de personas con trayectoria en el tema, que son reconocidas por
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otros como expertos cualificados en este, y que pueden dar informacion,
evidencia, juicios y valoraciones» (p. 29).

Consideraciones éticas del estudio

Las consideraciones se centran en la manipulacion de los datos, para
lo cual, se manej6 una estricta confidencialidad con externos a la
investigacién y a la IE. Asi mismo, en el consentimiento informado
que firmo la rectora de la IE y los padres de familia, se sefial6 que la
manipulacion de los datos se realizaria de acuerdo con lo establecido en
la Ley Estatutaria 1581 de 2012; ademas, se familiarizé a los interesados
con generalidades de la investigacion.

Lasconsideraciones éticastuvieron un papel fundamentaleneldesarrollo
de la investigacion, ya que garantizan un trabajo responsable, respetuoso
y coherente con los principios que orientan la investigacion educativa.
Dado que la investigacion se desarrollé en un contexto formativo real,
con participacion directa de estudiantes, fue imprescindible salvaguardar
su dignidad, autonomia y bienestar, y asegurar un uso adecuado de la
informacion recolectada.
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El analisis de la informacion se desarrollé desde un enfoque interpretativo,
propio de la investigacion accion participativa (IAP), articulado a las etapas
del estudio mediante la triangulacién entre el pretest, la secuencia didactica
y el postest. Este proceso de triangulacion permitié identificar la perspectiva
de los estudiantes en tres momentos: el punto de partida, el desarrollo de
la construccion conceptual y la fase posterior a la intervencion pedagogica.

En las condiciones iniciales se evidencié que la comprension del concepto
de limite se sustentaba, principalmente, en procesos algoritmicos y en
el reemplazo directo de valores, dejando de lado el uso articulado de
los registros algebraico, grafico y verbal. Estas dificultades coinciden
con lo planteado por Duval (2004), quien sostiene que la comprension
restringida a un solo registro semiético resulta insuficiente para alcanzar
una comprension significativa. De manera complementaria, el enfoque
ontosemiotico de Godino (2011) sefiala que el significado matematico no se
reduce ala ejecucion de operaciones aritméticas; por el contrario, la practica
matematica integra objetos matematicos, lenguajes, procedimientos,
conceptos, propiedades y procesos de argumentacion.

Durante el desarrollo de la secuencia didactica se evidencié una
transformaciéon progresiva del concepto matematico, a partir de la
incorporacion de representaciones graficas y tabulares que otorgaron
sentido al concepto de limite. Estos hallazgos pueden interpretarse a la luz
de las propuestas de Radford (2006), quien destaca el papel de los signos y
los artefactos culturales en la construccion del conocimiento matematico.
En este proceso se observa el transito desde operaciones procedimentales
hacia explicaciones mas estructuradas, en concordancia con lo planteado
por Sfard (2008), autor que diferencia entre una comprension centrada en
la ejecucion de procedimientos y otra orientada a la conceptualizacion del
conocimiento como objeto matematico.

Finalmente, los resultados del postest sefialaron una transformacion
del conocimiento matematico que trasciende el enfoque procedimental,
reflejada en la disminucion de errores asociados a la comprensién del
concepto de limite. En este sentido, el capitulo pone de manifiesto la
relevancia de la articulacion semidtica como medio para consolidar
aprendizajes mas significativos en la educacion media.

Organizacién y sistematizacion de la experiencia

La sistematizacion de la experiencia pedagdégica constituyé un proceso
central para el analisis de los resultados de la investigacién, en la medida
en que permitié organizar, interpretar y contrastar la informacion obtenida
a partir de los diferentes instrumentos de recoleccién de datos aplicados
durante la implementacion de la secuencia didactica. Dicho proceso
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se estructuré en tres momentos: inicio, desarrollo y cierre, los cuales
responden a las fases de la IAP (ver Figura 8).

Figura 8
Etapas de la estrategia pedagdgica

En la etapa inicial, se identificaron las condiciones de partida de los
estudiantes frente al concepto de limite, particularmente en relacién con
el manejo de representaciones semidticas algebraicas, graficas, tabulares
y verbales. Los resultados del pretest evidenciaron dificultades en la
articulacién entre registros, lo cual coincide con lo sefialado por Duval
(2004), quien sostiene que la comprensién matematica no depende
unicamente del dominio de un registro, sino de la capacidad de conversién
entre ellos.

Durante la fase de desarrollo, la informacién recolectada mediante la
ficha de observacion y las actividades de la secuencia didactica permitio
analizar el progreso gradual de los estudiantes en la construccion del
concepto de limite. Se observd una mejora progresiva en la interpretacion
de representaciones graficas y en la traduccion entre registros algebraicos
y tabulares, lo cual sugiere que la estrategia didactica favorece procesos
de tratamiento y conversion semiética, elementos fundamentales para la
comprension conceptual del limite.
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Finalmente, en la etapa de cierre, los resultados del postest y de
la encuesta de valoracién evidenciaron avances significativos en la
comprension del concepto de limite, asi como una percepcion positiva
por parte de los estudiantes frente a la metodologia implementada. Estos
hallazgos permiten afirmar que la sistematizacion de la experiencia no solo
facilitd el andlisis de los resultados, sino que también aporté elementos de
reflexion pedagodgica sobre el impacto de las representaciones semioticas
en la ensefianza del calculo diferencial en educacion media.

Condiciones iniciales del aprendizaje

La prueba diagndstica inicial, también denominada prueba de indagacién
0 pretest, se aplic6 mediante un instrumento estructurado compuesto
por diez preguntas de seleccion multiple (opciones A, B, Cy D), con Unica
respuesta valida y un puntaje uniforme de 0,5 por item. Esta tipologia de
preguntas se disefid siguiendo la estructura de las pruebas de Estado,
con el proposito de que los estudiantes se familiarizaran con este formato
de evaluacion y desarrollaran un razonamiento acorde al requerido en la
prueba Saber 11.

Ilgualmente, el objetivo de la prueba estuvo orientado a identificar el nivel de
dominio de los estudiantes en conocimientos asociados a la interpretacion
de textos, las operaciones basicas, la potenciacion, la ubicacién en planos
bidimensionales, la factorizacion y la tabulacidon de funciones, entre otros,
los cuales se encuentran inmersos en distintos registros de representacion
semidtica.
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La tabulacion de los resultados permitio identificar que, en términos
generales, los estudiantes presentaron un nivel de dificultad medio en la
prueba. No obstante, se evidencié un nivel de dificultad alto en las preguntas
2y 3; medio enlas preguntas 1,5, 6, 7, 8,9y 10, y bajo en la pregunta 4. De
igual forma, se determind que la pregunta con mayor indice de dificultad fue
la pregunta 2, asociada al registro de representacion semioética del lenguaje
natural, ya que los 20 estudiantes que seleccionaron opciones incorrectas
no lograron establecer una multiplicacién que satisficiera adecuadamente
el enunciado propuesto.

Tabla 7
Pregunta 2 del pretest
Nivel de dificultad Alto
En una fabrica de balones de futbol de Mongui tienen
194 balones listos para entregar. Un equipo de futbol
Contexto

decide comprarlos con la condicién de empacarlos en
paquetes que contengan 6 y 8 balones.

¢Cual es el minimo numero de paquetes que se pueden

Pregunta directa
& formar?

La respuesta correcta se identifica con color rojo

Distractor A 23
Distractor B 24
Distractor C 25
Distractor D 26

Si se aplica la operacion basica de multiplicacién y
se comienza la operacién con el mayor nimero de
paquetes que se pueden realizar, se obtiene:

8(25) + 6(0) =200
Justificacion 8(24) +6(1)=198
distractor C 8(23) + 6(2) = 196
8(23) + 6(2) = 194
Esto indica que se pueden realizar 23 paquetes de 8

balonesy 2 paquetes de 6 balones para empacar los 194
balones.

Nota. Adaptado de los cuadernillos de matematicas, Saber 11, MEN, 2018.

Contenido 67



Concepcion de
através de

En este grado de escolaridad se identificd que, aunque los estudiantes
reconocen las tablas de multiplicar, la aplicacién de la multiplicacion en la
resolucion de situaciones problema es limitada. Esto se debe a que, desde
los primeros afios de escolaridad, la ensefianza de las matematicas no
se promueve a partir de situaciones cercanas al entorno del estudiante,
sino que se centra en el aprendizaje memoristico de procesos algoritmicos
desprovistos de sentido. En consecuencia, son pocos los estudiantes que
desarrollan habilidades de interpretacion, formulacién y argumentacion,
competencias que son evaluadas en las pruebas de Estado Saber 11.

Tabla 8

Andlisis de las representaciones semicticas: diagndstico

Representacion

o item Nivel de dificultad
semiébtica
T De acuerdo con el tamizaje, el nivel
Simbolico Iy 10 alcanzado es medio (M)
Tabular 7y8 De acuerdo con el tamizaje, el nivel

alcanzado es medio (M)

Nivel de dificultad medio (M), porque el
Grafico 3,5y6 item 3 arrojo nivel alto (A), mientras que
los items 5y 6 nivel medio (M).

Se considera de nivel medio (M), porque
Lenguaje natural 1,2y 4 los items tienen nivel de dificultad alto,
medio y bajo (A, My B).

Nota. Alto (A), Medio (M), Bajo (B). Adaptado de Suarez (2022).

Las estimaciones puntuales de las medidas de tendencia central
evidenciaron que el promedio de las calificaciones fue de 2,7, lo que
ubicé a los estudiantes en un nivel de desempefio bajo, segun el Sistema
Institucional de Evaluacion de los Estudiantes (SIEE). De igual forma, la
mediana y la moda presentaron un valor de 3,0, clasificandose también
dentro del nivel de desempefio bajo. Estos resultados indicaron que las
actividades desarrolladas en el marco de la secuencia didactica deben
orientarse a favorecer la aprehension del nuevo conocimiento, mediante
el fortalecimiento de los saberes previos necesarios para una adecuada
construccion del concepto de limite.

El estimador puntual de la medida de dispersion mostré que el rango
de las calificaciones obtenidas fue de 3,0 puntos, con una nota minima de
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1,5y una maxima de 4,5, lo cual reflejé una marcada heterogeneidad en el
desempefio de los estudiantes.

Figura 9

Diagrama de barras de frecuencias: pretest

A partir de los resultados, se identificé que tan solo seis estudiantes
se encuentran en el nivel de desempefio basico y alto; mientras que los
estudiantes restantes, se encuentran en un nivel de desempefo bajo; es
decir, el dominio de los conocimientos previos aun es precario. Por tal
razon, las actividades establecidas en la secuencia didactica se enfocaron
en la introduccion del nuevo conocimiento, a partir del fortalecimiento de
los conocimientos previos, enfocados a situaciones problema préoximas a la
realidad de los estudiantes.

Finalmente, se identificé que los estudiantes en la etapa inicial tienden
a implementar la representacion semiética de lenguaje natural, porque
el 33 % de los estudiantes que aciertan en su respuesta implementa este
tipo de registro, seguido del registro grafico con el 30 %, el registro tabular
con el 19 % y, por ultimo, el registro simbdlico con el 18 %. Este patrén
de comportamiento permite reconocer que los estudiantes carecen de
habilidades simbdlicas a mayor escala y es un punto de partida para que
el disefio de las actividades tenga el componente para la ejercitacion de
procesos algoritmicos.

Observacion pedagoégica del proceso formativo

La observacién directa del rendimiento académico de los estudiantes
frente al desarrollo de la estrategia pedagogica se realizd mediante
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una tabla de observacién encaminada a indagar, examinar y reflexionar
sobre el dominio de las representaciones semiéticas del conocimiento
matematico, al igual que el desarrollo del pensamiento matematico. La
ficha se aplicé individualmente durante cada una de las actividades;
en la cual se consideraron nueve criterios que permitieron realizar
seguimiento y valoracién del desempefio académico dentro del aula de
clase y evidenciar la evolucién de la aprehensién del nuevo conocimiento;
igualmente, se evidencié la viabilidad de la secuencia didactica y se
consideraron las posibles réplicas en grupos que aptos para la enseflanza
del concepto de limite.

Figura 10

Diagrama de barras de la ficha de observacion

Teniendo en cuenta la Figura 10, los niveles de desempefio de los
nueve criterios fueron excelentes, bueno, regular y malo; el criterio con
mayor dificultad fue el criterio 3, relacionado con “justifica procesos
matematicos acordes a una situacion problema”, esto indica que 5, 5y 13
estudiantes obtuvieron un nivel de desempefio excelente, bueno y regular,
respectivamente; lo anterior debido a que, en ocasiones, las justificaciones
se centraban en expresar en palabras el producto de los procesos
algoritmicos, dejando de lado el trasfondo de la situacién problema; sin
embargo, ningun estudiante obtuvo un nivel de desempefio malo, es decir,
en algun momento de la investigacion, los estudiantes intentaron justificar
con sus propias palabras su desempefio en la situacion problema.

Enesteordendeideas, los criterios 1y 4, relacionados con“implementala

calculadora como herramienta para la solucion de expresiones algebraicas”
y “realiza los procesos algoritmicos adecuados a la expresién matematica”,
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obtuvieron una tendencia de nivel de desempefio bueno, porque a pesar
de que, en ocasiones, los estudiantes no tenian acceso a una calculadora,
intentaban realizar los procesos de forma manual y llegaban al resultado de
manera exitosa, ejercitando procesos algoritmicos previos para encontrar
el limite de una funcién; ademas, se evidencio que el uso de la calculadora
se implementaba como método de verificacién de los procesos y de los
resultados obtenidos de forma manual; lo anterior debido al limitado
acceso a la calculadora, ya que no era de su propiedad, y porque habian
pocos estudiantes que contaban con la herramienta digital.

Por otra parte, cabe considerar que los parametros que se tuvieron en
cuenta para el criterio 5, relacionado con “interpretar verbalmente una
representacion simbdlica del limite de una funcion”, fueron las adecuadas
lecturas de operaciones de potenciacién, radicacién, funciones y limites,
ademas de expresiones matematicas, producto de procesos matematicos
realizados parasimplificar funcionesypoderaplicarellimite. Otro parametro
que se tuvo en cuenta fue la proximidad de valores que toma el estudiante
a un valor entero. Los resultados que se muestran en la Figura 10 sefialan
que 8, 7 y 8 estudiantes presentan un nivel de desempefio excelente,
bueno y regular, respectivamente; esto indica que los estudiantes intentan
realizar transformaciones de representaciones semidticas, es decir, pasar
de una representacién simbdlica a una de lenguaje natural.

Por ultimo, los criterios 2, 6, 7, 8 y 9 sefialan un nivel de desempefio
excelente; porestarazdn, sepuede considerarquelosestudiantesreconocen
todos los registros semioticos del limite, implementan el registro tabular
para ubicar puntos en el plano cartesiano y poder trazar funciones. Lo
anterior indica que los estudiantes, como minimo, dominan y transforman
en su totalidad dos representaciones semioticas del concepto de limite.
Segun Duval (2016), el dominio de dos registros evidencia un aprendizaje
significativo. Asi, estos resultados favorables sefialan la participacion activa
y el cumplimiento de las actividades dentro el aula de clase, la solucién de
dudas en momentos pertinentes de la explicacion del contenido tematico,
y el desarrollo de las actividades.

Desarrollo de la secuencia didactica

El desarrollo de la secuencia didactica se realizd por medio de tres
actividades relacionadas al desarrollo e implementacion de los registros
de representacion semidtica del concepto de limite. Durante esta etapa
evaluativa, se fortalecieron conceptos previos, necesarios para el adecuado
entendimiento del nuevo concepto; las actividades se realizaron en
grupos de dos estudiantes, con el propodsito de fomentar el aprendizaje
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colaborativo y para que los pares académicos asuman el papel de tutores.
Los resultados de la implementacién de la estrategia pedagdgica fueron
favorables, ya que se gener6 un impacto significativo con la aprehension
del nuevo conocimiento.

Primera actividad

La aplicacion de la actividad fortalecio el “pensamiento espacial y sistemas
geomeétricos”, a través de la busqueda del area de figuras geométricas, con
diferente niumero de lados; ademas de una representacion tabulary grafica
de una funcién racional; igualmente, se evidencia el fortalecimiento del
“pensamiento variacional y sistemas algebraicos y analiticos” con el dominio
de funciones racionales, raiz cuadrada y cuadratica e interpretacién de las
partes del limite de una funcion. La actividad cont6 con cuatro puntos de
respuestas abiertas, con el propdsito de identificar los diferentes raciocinios
de los estudiantes; por ello, las preguntas estuvieron relacionadas con el
area de figuras geométricas, el dominio de funciones, la representacion
grafica de una funcién y las partes del limite.

Los estudiantes presentaron mayor dificultad en la pregunta que exigia
la elaboracion de una argumentacion, expresada con sus propias palabras,
sobre el area del circulo a partir del area de los poligonos circunscritos,
lo que evidencia una tendencia a repetir procedimientos algoritmicos de
manera mecanica, sin sustento conceptual ni argumentativo. En contraste,
en las preguntas relacionadas con funciones, se evidencia que los
estudiantes dominan la tabulacién y la representacion grafica de funciones
segun el dominio establecido en las funciones cuadraticas, racionales
y de raiz cuadrada. Estos resultados indican que las representaciones
semidticas simbdlicas, tabulares y graficas de las funciones son manejadas
adecuadamente por los estudiantes y constituyen un punto de partida para
la comprensién del concepto de limite.

Los resultados de la aplicacién de la actividad ubican a los estudiantes
en un nivel de desempefio basico, con un promedio de notas de 3,8, una
moda de 3,9 y un rango de notas de 1,6, con una calificacion minima de
2,7 y una maxima de 4,3. Estos resultados permiten considerar que los
estudiantes transitaron de un nivel de conocimiento bajo a uno basico, lo
que sugiere que la aplicacidon de la actividad contribuy6 a mejorar y afianzar
su aprendizaje.
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Figura 11

Diagrama de barras de frecuencias: primera actividad

Segunda actividad

La aplicacion de la segunda fase de la estrategia pedagdgica se centro
en el desarrollo de las representaciones semidticas tabulares y graficas,
mediadas por una representacién semidtica simbdlica del concepto de
limite, con el propdsito de introducir nuevas representaciones a partir
de una ya conocida por los estudiantes. De esta manera, la insercion del
conocimiento permitié desarrollar en los estudiantes el “pensamiento
numérico, espacial, aleatorio y variacional”. La actividad const6 de tres
puntos relacionados inicialmente con la tabulacién del limite de una funcion
cuando se aproxima por los dos sentidos a un numero entero, continda con
la interpretacién grafica del limite y finaliza con una retroalimentacién de
los dos puntos realizados con anterioridad.

Las dificultades de aprendizaje de algunos estudiantes se atribuyen
a deficiencias en el desarrollo de las operaciones basicas con numeros
irracionales (decimales) y en la resolucidon de problemas contextualizados
en su entorno; estas dificultades son consecuencia de practicas
pedagogicas inadecuadas desarrolladas en afios anteriores de escolaridad.
Los estudiantes presentaron mayor dificultad en la pregunta en la que se
exigia tabular una serie de funciones a partir de valores préximos a un
numero entero, debido a una configuracion inadecuada de la calculadoray
a la confusidn entre las operaciones de multiplicacion y suma de decimales
durante la ejecucién de procedimientos algoritmicos manuales.

Los resultados de la aplicacion de la actividad ubican a los estudiantes
en un nivel de desempefio alto, con un promedio de notas de 4,0 y una
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moda equivalente; ademas, se registré un rango de 1,1, con una calificacién
minima de 3,5y una maxima de 4,6. Estos resultados permiten considerar
que los estudiantes transitaron de un nivel de desempefio basico a uno
alto, lo que indica que la aplicacién de la actividad favorecio la mejora y el
afianzamiento del aprendizaje.

Figura 12

Diagrama de barras de frecuencias: segunda actividad

Tercera actividad

La aplicacion de la fase final de la estrategia pedagogica integro las distintas
representaciones semidticas del concepto y se centré en la correcta
aplicacion de las propiedades de los limites, con el propdsito de simplificar
los procesos matematicos y determinar el limite de una funcion en aquellos
casos enlos que la funcién no estaba definida, pero silo estaban sus valores
proximos. Esta ultima actividad consté de cuatro puntos orientados al
desarrollo del pensamiento numérico, espacial, aleatorio y variacional, los
cuales se articularon con la aplicacidon de propiedades del limite, con el fin
de evitar el error de sustituirlo directamente en la funcion; la interpretacion
grafica enla que se establece el limite en distintos puntos; la representacion
tabular de numeros decimales proximos a un valor entero, y el uso del
concepto de limite en funciones trigonométricas.

Los estudiantes presentaron mayor dificultad en la pregunta en la que
se abordaban funciones trigonométricas, ya que inicialmente consideraron
gue requeria un razonamiento distinto al aplicado en los puntos anteriores;
no obstante, tras el desarrollo de una serie de ejemplos relacionados con
el limite de funciones trigonométricas, se logré aclarar la situacion. La
aplicacion de la actividad arrojo resultados favorables, puesto que no se
registraron estudiantes con niveles de rendimiento bajo ni basico, lo cual
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evidencia que lograron comprender y transformar las representaciones
semidticas del concepto de limite. Asimismo, se observo la capacidad de
transitar de la representacion simbdlica a la tabular, de esta a la graficay,
posteriormente, a la expresion en lenguaje natural, de modo que un mismo
limite puede analizarse a través de los cuatro procesos de representaciéon
semiotica.

Los resultados de la aplicacion de la actividad ubican a los estudiantes
en un nivel de desempefio superior, con un promedio de notas de 4,8 y una
tendencia de notas o moda de 5,0; ademas de un rango de notas de 1,0, con
una nota minima de 4,0 y una maxima de 5,0. Estos resultados sefialan que
los estudiantes pasaron de un nivel de conocimiento alto a uno superior,
es decir, la aplicacion de la actividad mejord y afianzé el aprendizaje de los
estudiantes.

Figura 13

Diagrama de barras de frecuencias: tercera actividad

Transformaciones en la comprensién del limite

El andlisis de la comprension del concepto de limite se realizé mediante la
comparacion entre los resultados del pretest y el postest, y a partir de la
observacion del desempefio de los estudiantes durante la implementacion
de la secuencia didactica. Este analisis permitié identificar cambios
relevantes en la manera en que los estudiantes interpretan y representan
el concepto de limite.

En la etapa inicial, los estudiantes tendian a abordar el limite desde
una perspectiva principalmente procedimental, centrada en la sustitucion
algebraica, lo que dificulta la comprensién de su significado conceptual.
Esta limitacidon coincide con lo planteado por Duval (2004), quien sefala
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que la comprension matematica se ve restringida cuando el aprendizaje
permanece en un solo registro de representacién. A lo largo del proceso
formativo, se evidencié una mejora en la articulacién entre los registros
algebraico, grafico y tabular, lo cual favorecié procesos de conversion
semidtica mas consistentes. De igual forma, los estudiantes lograron una
mayor precision en el uso del lenguaje matematico y en la argumentacién
de sus respuestas, lo que se reflejo en los resultados del postest.

Las transformaciones indican que el wuso intencionado de
representaciones semioticas, especialmente de caracter visual y grafico,
contribuyé a fortalecer la comprension conceptual del limite, a superar
enfoques meramente mecanicos y a promover aprendizajes matematicos
mas significativos en educacién media, en concordancia con lo sefialado
por Garcia et al. (2026) respecto al papel mediador de las representaciones
visuales en la construccion del significado matematico.
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La tabulacion de los resultados sefialé que los alumnos presentaban
un nivel de dificultad bajo en toda la prueba. Esto indica los estudiantes
presentan un nivel de dificultad medio en las preguntas 5y 9, y bajo
en el resto de preguntas. Asi mismo, la pregunta con mayor indice de
dificultad fue la pregunta 5, relacionada con el registro de representaciéon
semidtico grafico.

Tabla 10
Pregunta 5 del postest
Nivel de Medio
dificultad
Contexto La grafica cartesiana de una funcién no esta definida para
x=-2y x=1.

Pregunta Establezca a qué valor tiende por derechay por izquierda
directa en donde no esta definida la funcion.

La respuesta correcta se identifica con color rojo

Distractor A -3y0
Distractor B Oy1
Distractor C -4y0
Distractor D -2y3
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Justificacion
distractor C

Las coordenadas en un plano bidimensional se definen
segun el nombre que se les da a los ejes coordenados.
Las variables independientes se definen, para este caso,
como “X"y las variables dependientes como “y”. Una
coordenada, segun los ejes mencionados, se definen
como: (X, y).

Segun el enunciado del problema, se exige encontrar dos
coordenadas, donde se tiene las variables independientes
x =-2yx=1; es decir, (-2, y) y (1, y). Para los dos casos,
necesitamos encontrar los valores de y.

La anterior imagen permite comparar la grafica de la
situacion problema y establecer las coordenadas (-2,

-4)y (1, 0), es decir, cuando el valor de x = -2, los valores
proximos por derecha e izquierda a este valor van a tener
una proyeccion proxima a - 4; asi mismo ocurre con x=1.

Nota. Adaptado de Los cuadernillos de matematicas, Saber 11, MEN, 2018.

Cabe considerar que la interpretacion del texto juega un papel
importante en la solucién de situaciones problema; si los estudiantes
no interpretan adecuadamente los problemas de la prueba final, los
resultados serian negativos. La pregunta 5 evidencia que los resultados
fueron poco favorables, debido al limitado bagaje lector de los estudiantes,
lo que permite considerar que las practicas pedagogicas, no solo en el area
de matematicas, deben promover el fortalecimiento de la lectura; de esta
manera, los resultados en las demas areas basicas podrian mejorar de
forma significativa. Los resultados de las pruebas de Estado Saber 11 de la
institucion educativa podrian ubicarse por encima de la media.
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Tabla 11

Andlisis de las representaciones semicticas: prueba de salida

Representacion r . Nivel de dificultad
semiotica

Nivel de dificultad medio (M), porque el item
Simbdlico 7,9y 10 9 arrojoé nivel medio (M); mientras que los
items 7y 10, nivel bajo (B).

De acuerdo con el tamizaje, el nivel alcanzado

Tabular 3y8 es bajo (B).

Nivel de dificultad medio (M), porque el item
Gréafico 1,5y6 5 arrojé nivel medio (M), mientras que los
items 1y 6, nivel bajo (B).

De acuerdo con el tamizaje, el nivel alcanzado

Lenguaje natural 2y 4 es bajo (B).

Nota. Alto (A), Medio (M), Bajo (B). Adaptado de Suarez (2022).

Las estimaciones puntuales de las medidas de tendencia central
indicaron que el promedio de la nota fue de 4,2, lo cual lo ubicd en un
nivel de desempefio alto, segun el SIEE. Asimismo, la mediana y la moda
fueron de 4,5, valor que también correspondi6 a un nivel de desempefio
alto. Este resultado evidencié que las actividades realizadas dentro de
la secuencia didactica favorecieron la aprehension de los conocimientos
previos mediante la construccién del nuevo conocimiento. Por otra parte,
el estimador puntual de la medida de dispersién mostré que el rango
de notas obtenido fue de 2,5 puntos, con una nota minima de 2,5y una
maxima de 5,0.

Figura 14

Diagrama de barras de frecuencias: postest
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Los resultados evidenciaron que el dominio del concepto de limite, a
través de representaciones semioticas, mejoré el conocimiento matematico
delosestudiantesde gradoundécimode la Corporacion Educativa Aprender,
puesto que la comprension de un concepto avanzado implicé la experticia
de conceptos previos. Asimismo, los resultados presentados en la grafica
mostraron que veintidds estudiantes se ubicaron en niveles de desempefio
basico, alto y superior, mientras que tan solo un estudiante se ubicé en el
nivel de desempefio bajo. Esta situacion se explicé porque el estudiante
estuvo ausente en varias clases por motivos personales, lo cual dificultd
la atencion y la resolucion de dudas durante la explicacion de la docente;
no obstante, se evidencié que aquellos estudiantes que participaron en
todo el proceso de investigacion adquirieron un aprendizaje significativo.

Valoraciones de los estudiantes sobre la experiencia

La encuesta se realizd a manera de autoevaluacion, para conocer el punto
de vista de los estudiantes sobre cudles eran los vacios intelectuales que
consideraban que tenian después de la aplicacion de la secuencia didactica.
En general, los resultados sefialan que los estudiantes comprenden el
contenido tematico, reconocen y representan los distintos tipos de registro
semidtico y realizan procesos para pasar de un registro a otro. Ademas, la
toma de apuntes, la participacién en clase y la solucion de las actividades
fomentan el desarrollo del pensamiento matematico y ayudan a resolver
dudas de los conceptos previos, necesarios para la comprension del
concepto de limite.

La encuesta consté de nueve preguntas de respuesta cerrada (si/no),
entre las cuales una se relacioné con la existencia de mejoramiento entre
la prueba de inicio y la prueba final. En este caso, todos los estudiantes
respondieron afirmativamente. La veracidad de estas respuestas se
evidencié en los resultados de la aplicacién de la evaluacion final, en la
cual los estudiantes alcanzaron un promedio de notas de 4,2, mientras que
el promedio registrado en la prueba de inicio fue de 2,7. Estos resultados
mostraron la evolucién del conocimiento matematico y evidenciaron
el paso de un nivel de conocimiento bajo a uno alto, con un incremento
significativo de 1,5 puntos.

Alcances y limitaciones de la experiencia

La intensidad horaria de los estudiantes del tltimo grado de escolaridad de
la IE era de tres horas semanales, y la mayor carga horaria se concentraba
los lunes, lo que me enfrenté a la dificultad de perder varias clases
programadas para ese dia, debido a festividades nacionales y locales, lo
cual obligd a posponer en diversas ocasiones las clases de matematicas.
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Esta dificultad retraso el proceso de ensefianza, por lo que fue necesario,
en varias ocasiones, realizar retroalimentaciones conceptuales de manera
detallada, con énfasis reiterado en propiedades abordadas en clases
anteriores. Cabe resaltar que un aprendizaje interrumpido en repetidas
ocasiones tiende a generar vacios conceptuales con mayor frecuencia que
en aquellos casos en los que el proceso de aprendizaje se desarrolla de
forma lineal.

Otra limitacion particular que se evidencié fue que, a mitad del proceso de
ensefianza, ingres6 una estudiante nueva, a quien se le explicé el trabajo
qgue se venia realizando con los pares académicos y se establecié un
acuerdo sobre la participacion voluntaria que tendria en la investigacién;
sin embargo, esta situacién constituyd una limitacién, debido a que fue
necesario llevar un ritmo de trabajo diferente con la estudiante, lo que
incrementé el nivel de dificultad del contrato didactico. Es decir, mientras
los demas estudiantes presentaban una aprehension del conocimiento mas
avanzada, la estudiante apenas comenzaba a incursionar en la tematica.

Pertinencia investigativa y proyeccidon académica

Los aportes de la presente investigacidon al desarrollo del pensamiento
matematico se orientan a fomentar el razonamiento l6gico-matematico
mediante la exploracion y comprension del mundo, a partir de la relaciéon
del contenido tematico con el entorno del estudiante. El desarrollo de
competencias se encuentra inmerso en la linea de investigacion, puesto
que, gracias a estas, se fortalecen habilidades del area que permiten
enfrentarse a diversas situaciones problema del eje tematico e, incluso,
constituyen un punto de partida para otros ejes tematicos dentro del area
de aprendizaje. De este modo, el desarrollo de competencias, que propician
las situaciones problema cercanas al estudiante, contribuye a potenciar los
aspectos mas abstractos del pensamiento.

Otro aporte de la investigacion se orienta a preparar a los estudiantes,
principalmente, para un futuro préximo relacionado con la presentacién
del examen de Estado Saber 11, mediante el tipo de preguntas planteadas
en las pruebas diagndstica y final, asi como el desarrollo de la estrategia
pedagégica basada en el uso de conceptos previos para el adecuado
entendimiento del contenido tematico. Igualmente, se prepara al estudiante
para un futuro mas lejano, vinculado con el ingreso a una institucion de
educacion superior o la universidad, aspecto en el que se hace énfasis,
dado que todos los estudiantes manifestaron como finalidad cursar una
carrera profesional.
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Finalmente, se destaca que la investigacion busco, de manera constante,
el desarrollo del pensamiento matematico mediante la ejercitacién, la
solucién de problemas y la argumentacion verbal en lenguaje natural de
un conocimiento matematico que exige el dominio de temas como las
operaciones algebraicas, las funciones, la representacién cartesiana, el
dominio, el rango y una amplia familiarizacion con el lenguaje matematico,
entre otros ya mencionados. Estos conceptos resultan necesarios al resolver
el limite de una funcién, lo que permite comprender que, a medida que se
solucionan problemas, se afianza el conocimiento matematico.
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El presente capitulo sintetiza los hallazgos centrales de la investigacion
y articula una reflexion critica sobre las implicaciones pedagogicas y
epistemoldgicas del proceso desarrollado. Las conclusiones responden
tanto a la pregunta de investigacion como a los objetivos planteados
inicialmente, mientras que las recomendaciones se orientan hacia la
transformacién de las practicas docentes en contextos similares. Los
resultados aqui discutidos emergen del analisis de datos obtenidos con
estudiantes de 16 y 17 afios de la Corporacién Educativa Aprender.

Los desempefios histéricamente bajos en las pruebas Saber 11
evidenciaron no solo una deficiencia en competencias procedimentales,
sino una problematica mas profunda relacionada con la construcciéon
de significado matematico. Esta situacion demandaba trascender los
enfoques tradicionales centrados en la algoritmizacién para adoptar
perspectivas que reconocen la complejidad cognitiva del aprendizaje
matematico. Desde la perspectiva ontosemidtica de Godino et al. (2007),
el conocimiento matematico emerge de sistemas de practicas operativas y
discursivas que involucran objetos, procesos y contextos diversos. En este
sentido, la secuencia didactica disefiada no se limité a ensefar el limite
como objeto aislado, sino que busco articular una red de significados que
conectara conceptos previos (funcidén, continuidad, aproximacion) con
representaciones multiples, en consonancia con la estructura sistémica de
las matematicas descrita por Rodriguez (2014).

El concepto de limite, cuya formalizaciéon histérica tardd siglos en
consolidarse, representa un desafio epistémico que trasciende la dificultad
meramente técnica. Como sefiala Artigue (2014) en sus estudios sobre la
génesis instrumental de conceptos del calculo, la comprension del limite
implica una ruptura con el pensamiento aritmético y algebraico elemental,
requiriendo la coordinacion de procesos infinitos, aproximaciones
dindmicas y razonamiento sobre comportamientos asintéticos. La teoria
de los registros de representacion semidtica (TRES) de Duval proporciono
el marco tedrico fundamental para abordar esta complejidad, al postular
que la comprensién conceptual en matematicas requiere la capacidad
de movilizar al menos dos registros de representacién y coordinar sus
transformaciones. Sin embargo, esta investigacién también reconoce
los aportes de Radford (2006) sobre la objetivacion del conocimiento
matematico, proceso mediante el cual los estudiantes toman conciencia
de los objetos matematicos a través de la actividad semidtica y la
mediacion social. La estrategia pedagogica implementada fomenta
precisamente esta objetivacion al propiciar que los estudiantes transitan
entre representaciones simbdlicas, tabulares, graficas y verbales, no como
ejercicio mecanico, sino como actividad de construccion de significado
contextualizado en situaciones problematicas auténticas.
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Laarquitecturaevaluativadelasecuenciadidacticadiagnodstica, formativa
y sumativa permitié documentar transformaciones significativas en el
desempefio estudiantil. La evolucion desde niveles bajos en la evaluacion
inicial hasta niveles altos en la evaluacién final no debe interpretarse
Unicamente como evidencia de eficacia didactica, sino como indicador
de que se produjeron reorganizaciones cognitivas profundas. Desde la
perspectiva de Sfard (2008) sobre el pensamiento matematico como
proceso de reificacion, los estudiantes lograron transitar de concepciones
operacionales del limite (procesos de aproximacion) hacia concepciones
estructurales (objeto matematico con propiedades definidas). Este transito,
mediado por las representaciones semidticas, representa un logro cognitivo
fundamental que trasciende la acumulacién de destrezas procedimentales.

El aprendizaje colaborativo, fundamentado en la interaccién entre
pares, desempefidé un rol crucial que merece interpretacidon tedrica mas
profunda. Al respecto, Vaillant y Manso (2019) destacan la importancia
de las comunidades de aprendizaje, pero es necesario vincular este
principio con la nocion vygotskiana de zona de desarrollo préximo y con
los planteamientos de Radford sobre la naturaleza social y cultural del
conocimiento matematico. Los estudiantes compartieron soluciones y
construyeron significados mediante la negociacién semidtica, el contraste
de representaciones y la argumentacién colectiva. Esta dimension social
del aprendizaje matematico, frecuentemente invisibilizada en enfoques
transmisivos, resultd esencial para la apropiacién conceptual del limite.

El fortalecimiento de conocimientos previos de operaciones algebraicas,
simplificacién de funciones, representacion cartesiana, argumentacion
verbal no constituyd un requisito meramente instrumental, sino una
necesidad epistémica. Godino (2011) sostiene que los objetos matematicos
estan imbricados en configuraciones semidticas complejas donde
cada elemento adquiere sentido en relacién con otros. El limite, como
concepto avanzado, requiere la activacion coordinada de multiples
objetos matematicos primarios: conceptos (funcion, variable, infinito),
procedimientos (evaluacidn, simplificacion), proposiciones (propiedades
de limites) y argumentos (justificaciones de existencia o inexistencia). La
secuencia didactica operd precisamente sobre esta red de relaciones, lo
que explica que su impacto trascendiera la comprension del limite para
fortalecer los pensamientos matematicos numérico, variacional, espacial y
aleatorio definidos por el MEN (2018).

La disposicidon favorable de los estudiantes hacia la propuesta didactica

requiere una lectura critica que trascienda la anécdota pedagogica.
Artigue (1995) ha sostenido que las innovaciones didacticas efectivas son
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aquellas que respetan la epistemologia de los conceptos matematicos
y, al mismo tiempo, conectan con los modos naturales de razonamiento
de los estudiantes. La secuencia disefiada alcanzo este equilibrio a partir
de intuiciones sobre la aproximacién y el comportamiento funcional,
con el fin de conducir progresivamente hacia formalizaciones rigurosas,
mediante el uso de las representaciones semidticas como puentes
cognitivos. Esta arquitectura didactica se contrapone de manera sustancial
a enfoques que imponen definiciones formales sin mediacion semidtica ni
contextualizacion, lo que genera el rechazo y la incomprension que han
caracterizado tradicionalmente la ensefianza del calculo.

La principal contribucion de esta investigacion no radica en la
demostracionde quelasrepresentacionessemioticasfacilitanelaprendizaje
principio ya establecido por Duval (2004), sino en evidenciar cdmo una
secuencia didactica intencionalmente disefiada desde esta perspectiva
tedrica puede transformar la comprension de conceptos matematicos
avanzados en contextos educativos con limitaciones de recursos y
trayectorias estudiantiles deficitarias. Esto sugiere que la problematica del
aprendizaje del calculo no es Unicamente cuestion de capacidad estudiantil
o complejidad conceptual intrinseca, sino fundamentalmente de disefio
didactico. Se requiere, por tanto, que la formacién docente integre sélidos
fundamentos en la didactica de las matematicas, con el fin de superar la
creencia de que el dominio disciplinar constituye una condicién suficiente
para una ensefianza efectiva.

Las implicaciones de estos hallazgos trascienden el caso particular
estudiado. Es imperativo que las instituciones educativas asuman el
compromiso de introducir sistematicamente, desde los primeros grados,
el trabajo con multiples representaciones semidticas de conceptos
matematicos. Esta recomendacién se fundamenta no en preferencias
pedagdgicas arbitrarias, sino en el reconocimiento de que la naturaleza
abstracta de los objetos matematicos exige necesariamente su acceso
mediado por representaciones. Como sefiala Radford (2006), el
conocimiento matematico es inherentemente semidtico; ignorar esta
dimensiéon condena a los estudiantes a un aprendizaje superficial basado
en memorizacién de simbolos desprovistos de significado. La estructura
sistémica de las matematicas, donde cada concepto nuevo se construye
sobre anteriores, magnifica las consecuencias de deficiencias tempranas
en competencias semioticas.

Se recomienda a los docentes en ejercicio asumir una postura
de disefiadores de experiencias de aprendizaje matematicamente
significativas, contextualmente relevantes y semidticamente ricas. Esto
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requiere abandonar la dependencia de libros de texto que priorizan la
algoritmizacién y cultivar la capacidad de crear secuencias didacticas
adaptadas a las necesidades, recursos y contextos especificos de sus
estudiantes. La produccion de representaciones semiodticas como
estrategia pedagdgica posee la virtud de su aplicabilidad universal: puede
implementarse tanto en contextos de extrema precariedad material
(papel, lapiz, regla) como en entornos tecnolégicamente enriquecidos que
permiten visualizaciones dindmicas simultaneas. Lo esencial no son los
recursos, sino la intencionalidad didactica fundamentada teéricamente.

Asi, esta investigacion reafirma que la ensefianza de las matematicas
no es neutral ni se agota en la transmision de contenidos disciplinares.
Educar matematicamente implica contribuir a la formacion de ciudadanos
con pensamiento critico, capacidad argumentativa y competencia para
modelar, analizary resolver problemas complejos. La ensefianza tradicional,
caracterizada por la transmision unidireccional de procedimientos
descontextualizados es ineficaz para el aprendizaje conceptual y resulta
incompatible con las demandas de una sociedad que requiere individuos
capaces derazonamiento flexibley adaptativo. Como sugieren Godino (2011)
y Radford (2006) desde perspectivas complementarias, el conocimiento
matematico es simultaneamente objeto cultural, herramienta cognitiva y
practica social.

Por lo tanto, la educacién matematica debe honrar esta triple dimension,
cultivar competencias técnicas y también disposiciones reflexivas y
compromisos éticos con la construccién colectiva del conocimiento y el
bienestar social. Este horizonte formativo exige superar definitivamente los
modelos pedagdgicos que reducen las matematicas a ejercicios rutinarios
y reconocer su potencial como via privilegiada para el desarrollo del
pensamiento y la accion transformadora.
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