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Resumen: Se reportan procedimientos que estudiantes egresados de bachille-
rato muestran al resolver un problema no tipicamente escolar de geometria
analitica, relacionado con el lugar geométrico de elipse. El estudio se hizo con
95 estudiantes (55 hombres y 40 mujeres) que participaron en un concurso
institucional de conocimientos matematicos de bachillerato. Los datos se anali-
zaron mediante el método de analisis tematico para obtener categorias de los
elementos comunes y distinguir los patrones de resolucién en términos de pro-
cedimientos. Las categorias obtenidas se analizaron en relacion con el estable-
cimiento de relaciones geométricas, la construccion de un sistema de
referencia semidtico y la construccion de la formula de una elipse. Estas con-
sideraciones derivan de estudios historico-epistemologicos previos como sus-
tento teorico. Los resultados sugieren un desconocimiento de los participantes
sobre el proceso de construccion de la elipse, en particular, y en lo general,
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una falta de conexién entre conocimiento conceptual y procedimental del
aprendizaje geométrico analitico adquirido en la escuela.

Palabras clave: geometria analitica, procedimientos de estudiantes, lugar
geométrico, epistemologia histoérica, egresados de bachillerato

Abstract: We report the procedures that high school graduates show when they
solve a not typically school analytic geometry problem related to the geometric locus
of ellipse. The study was conducted with 95 students (55 males and 40 females)
who patrticipated in an institutional contest of high school mathematical knowledge.
The data were analyzed using the thematic analysis method to obtain categories
of common elements and to distinguish resolution patterns in terms of procedures.
The categories obtained were analyzed in relation to the establishment of geometric
relations, the construction of a semiotic reference system and the construction of
the formula of an ellipse. These considerations derive from previous historical-
epistemological studies as a theoretical support The results suggest a lack of
knowledge of the participants about the process of construction of the ellipse,
particularly, and in general, a lack of connection between conceptual and procedural
knowledge of analytic geometric learned at school.

Keywords: analytic geometry, student procedures, geometric locus, baccalaure-
ate, historical epistemology, high school graduates

PRESENTACION

Diversas investigaciones muestran que los estudiantes tienen problemas para
desempenarse de manera adecuada en el area de la geometria (Sinclair & Bru-
ce, 2015). Algunos investigadores consideran que esto se debe al poco énfasis
e inadecuada atencién que se le da a la educacion geomeétrica, comparandola
con la de otras areas de las matematicas como la aritmética, el algebra y calculo
(Charalambos & Pitta-Pantazi, 2016; Clements & Sarama, 2011; Jones & Tzekaki,
2016; Sinclair & Bruce, 2015). Es asi como en la ensefanza de la geometria se
ha tendido a sobrevalorar los aspectos aritméticos y algebraicos, restandole
importancia a otros aspectos propios de la geometria (Sinclair et al, 2016). En
consecuencia, ‘los calculos sobre objetos geométricos hoy dia se han convertido
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en actividades algebraicas. Estas no responden a la experiencia intuitiva de los
estudiantes con estos objetos ni a su pensamiento” (Gulikers & Blom, 2001, p. 241).

En el caso especifico de la geometria analitica se ha detectado que esta ha
recibido mucho menos atencion por parte de las investigaciones e innovaciones
curriculares. Una posible razén puede ser la mencionada por Nadler (1969) en
la cita siguiente:

La geometria analitica se ha ido muriendo como curso independiente. [..] Esta asig-
natura ha ido perdiendo su estatus de curso de matematicas, y su contenido ha sido
unicamente reconocido parcial o simbolicamente por su inclusion en el precalculo
o0 en los cursos de calculo elemental. (Nadler, 1969, p. 447)

Una revision bibliografica permite argumentar que la informacion en torno a los
procesos de ensenanza y aprendizaje de la geometria analitica es muy restrin-
gida y puede verse en los trabajos de Aroca Aradjo (2019); Jahn (2002); Jones
& Tzekaki (2016); Owens & Outhred (2006). Ademas, en compilaciones generales
tales como la Encyclopedia of Mathematics Education (Lerman, 2019), hand-
books (v.g. Jones & Tzekaki, 2016; Owens & Outhred, 2015) y surveys (v.g. Sinclair
& Bruce, 2015; Sinclair et al, 2016) que abordan los avances en materia de
educacion geométrica, no existen explicitamente entradas especificas para la
geometria analitica a diferencia del algebra, la geometria, nimero, probabilidad
y calculo, por lo que en el mejor de los casos, los resultados se incrustan en
apartados generales respecto a la ensenanza y aprendizaje de la geometria.

Algunos estudios (Khalil et al, 2018) han buscado fortalecer metodologias,
modelos y marcos de referencia para el desarrollo del pensamiento geométri-
co-analitico en los estudiantes. Costa (2011) y Henriquez-Rivas & Montoya-Del-
gadillo (2016) ejemplifican el tipo de marcos teéricos empleados para mejorar
la articulacion de la geometria sintética con la analitica debido a una notoria
desarticulacion entre ellas (Florio, 2020; Gascon, 2002). Otro grupo de trabajos
han planteado usar a la tecnologia como medio para mejorar la ensenanza de
la geometria analitica por sus ventajas en la visualizacion, representacion, expe-
rimentacion y significacion de elementos y relaciones entre ecuaciones algebrai-
cas y propiedades geométricas (v.g. Jahn, 2002; Schumann, 2003a, 2003b;
Ferrarello et al, 2014, 2017; Khalil et al 2018).

Por otra parte, también se han reportado dificultades sobre la comprensién
y profundidad que, tanto estudiantes como profesores, tienen sobre la nocion
de “lugar geométrico” (lahn, 2002; Ferrarello et al 2014, 2017) asi como con la
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conversion entre registros de representacion semiotica (Justin et al, 2014) y la
visualizacién de problemas geométrico-analiticas en (Schumann, 2003a). Al res-
pecto, los trabajos de Aldana y Lopez (2018); Florio (2020); Amadeo (2018);
Lopez-Acosta (2023); Lopez-Acosta y Montiel (2021, 2022), ofrecen algunos ejem-
plos de estudios relativos a contenidos geométricos especificos, entre ellos, lugar
geomeétrico, conicas, recta numérica y la actividad analitica-algebraica bajo enfo-
ques histérico-epistemoldgicos. Sin embargo, es clara Ia falta de planteamientos
especificos que orienten la didactica de la geometria analitica en general y que
permitan caracterizar las dificultades de su aprendizaje, principalmente porque
no existen caracterizaciones robustas respecto a la naturaleza de la actividad
geométrica-analitica. Dicho de otra forma, no se suelen cuestionar los elementos
constituyentes de esta practica matematica, como las nociones de lugar geome-
trico; el metodo de la geometria analitica; y las diferencias entre la actividad
geométrica sintética con la analitica, mas alla del uso de registros algebraicos
de representacion, o de las coordenadas rectangulares.

Es asi como en esta investigacion se examinan los procedimientos geomé-
tricos-analiticos de estudiantes egresados de bachillerato al resolver un proble-
ma no tipicamente escolar que implica un trabajo geométrico robusto,
sustentado en el establecimiento de relaciones geométricas, la construccion de
un sistema de referencia semidtico especifico y la construccién de una formula
(ecuacion) asociada a una elipse. Estas consideraciones surgen a partir de los
estudios de Lopez-Acosta (2023), Lopez-Acosta & Montiel (2021, 2022), los cua-
les explicaremos en el siguiente apartado.

En este tenor, se aportan algunas ideas sobre los conocimientos geométri-
cos-analiticos que se promueven en la escuela, a partir de los procedimientos
de resolucion por parte de estudiantes de bachillerato.

FUNDAMENTACION TEORICA

La investigacion se enmarca en los trabajos de Lopez-Acosta (2023) y Lopez-Acos-
ta y Montiel (2021, 2022), los cuales recurren a la Teoria Socioepistemoldgica
(Cantoral, 2013), para determinar el contexto de significacion de la ecuacion pa-
rameétrica. Esta teorfa recurre a estudios historico-epistemologicos con la finalidad
de construir hipdtesis epistemologicas, que recuperan la génesis de los saberes,
en términos de las practicas y las circunstancias socioculturales que condicionan
tales practicas. Las hipotesis epistemoldgicas, como en otras posturas, generan
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epistemologias alternativas a los modelos epistemologicos escolares prevalentes
(ver p. ej, Gascon, 2014), para robustecerse y construir vias alternas de tratamiento
escolar orientadas al desarrollo del pensamiento matematico.

Los hallazgos en los estudios mencionados reportan que la actividad anali-
tica-algebraica tiene sus vestigios no exclusivamente en Descartes y Fermat, sino
también en Viete. Actividad que no dependia de las coordenadas rectangulares,
sino de la creacion de un algebra para la geometria, es decir, del estudio de la
geometria adaptando y fusionando la herramienta algebraica de sus predece-
sores con el método de analisis geométrico griego. Se explica, por ejemplo, que
las rectas numéricas, que componen el llamado eje cartesiano, fueron una
invencion con finalidades didacticas y no matematicas. “La linea numérica es
una nocion matematica con fines pedagogicos, para ofrecer una introduccion
al alumno en el estudio de las curvas mediante sus representaciones algebrai-
cas’ (Amadeo, 2018, p. 919). Incluso la concepcion misma que se ha instaurado
en el discurso escolar respecto al eje cartesiano; aquella que atribuye su inven-
cion a Descartes en 1637, y que en términos sintéticos consiste en un par de
rectas ortogonales que definen un sistema rectangular de coordenadas (Lehman,
1989), es una idea parcial de la verdadera construccion de Descartes en el
apéndice de La Geomeltrié, toda vez que los sistemas de referencia empleados
por este no necesariamente cumplian la propiedad de ser ortogonales, como
mostraremos con en el problema de Pappus.

Hoy en dia se suele pensar que la idea original de la geometria analitica del plano
era identificar un punto del plano mediante dos coordenadas. Esto es ciertamente
parte de la verdad, pero sélo una parte muy pequena. El problema en el origen de
la geometria analitica era mucho mas profundo: toda ecuacion en dos variables
representa una curva en el plano, y a la inversa. (Borceux, 2014, p. 1)

La necesidad por construir un dlgebra para la geometria, como senala Oaks
(2018), obligo a Viete y, también a Descartes a estudiar y aplicar sus respectivos
métodos a la demostracion de propiedades geométricas y resolucion de proble-
mas geometricos con una complejidad distinta a sus predecesores (Lopez-Acos-
ta, 2023; Lopez-Acosta & Montiel, 2021, 2022). Esta complejidad radicaba, en el
hecho de que las relaciones involucradas en este tipo de problemas subyacian
en los elementos directos que aparecian en los diagramas geomeétricos sobre
los que se investiga; ademas de que también eran catalogados de esa forma
por la dificultad atribuida en la tradicion geométrica griega previa.
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Por ejemplo, en la figura 1 mostramos un ejemplo de problema que resuel-
ve Viete, relacionado con la triseccion del angulo (problema clésico griego), en
el cual demuestra una propiedad que cumplen dos triangulos isosceles, donde
la medida de los angulos de la base de uno de ellos (ACDE) es un tercio de la
medida de los angulos del otro (AABC), ademas los lados iguales de ambos
triangulos son iguales. Viete demuestra que se cumple, en términos anacronicos,
la siguiente relacion: x3 — 3a2x = a3, donde x representa la base AC del trian-
gulo AABC, cuyos angulos base tienen la medida de un tercio de las medidas
del triangulo ACDE. El parametro z representa la medida de los lados iguales
a los dos triangulos que son conocidos (AB'y BC). Un desglose del procedimiento
completo de resolucion puede encontrarse en Lopez-Acosta (2023) y Lopez-Acos-
ta y Montiel (2022).

F:D
7{ R A A
B
A 1 C K E
G

Figura 1. Problema resuelto por Viete relativo a la triseccion del angulo.
Fuente: Viete (1646, p. 249).

En la figura 2 mostramos el caso del problema de Pappus para cuatro lineas. Proble-
ma de locus que fue catalogado como uno de los problemas famosos por no haber
sido resuelto satisfactoriamente por gedmetras griegos de la antigliedad como Eu-
clides y Apollonio. Este problema consistia en determinar el lugar geométrico que
cumplen los puntos determinados por la interseccion € de cuatro lineas (CB, CD,
CF y CH) que son construidas a partir de otras cuatro rectas fijas (AB, AD, EF y GH),
con angulos fijos y que cumplen la condicion de que el producto de dos de ellas
es igual al producto de las otras dos, es decir, en el caso abordado por Descartes,
se debe cumplir que CB - CF = CD - CH. Los argumentos de diversos historiado-
res(as) de las matematicas (p. ej, Bos, 2001; Oaks, 2018; Sasaki, 2003) senalan que
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para Descartes, fue la resolucion de este problema lo que le permitié construir su
nueva algebra de segmentos, el paso definitivo hacia el algebra que esencialmente
conocemos hoy dia y, propiamente, el método de la geometria analitica. Para una
discusion mas completa al respecto y un desglose del procedimiento de resolucion
completo, véase Lopez-Acosta (2023) y Lopez-Acosta y Montiel (2021).

Figura 2. Problema de locus resuelto por Descartes.
Fuente: Descartes (1637, p. 309).

Como se reporta en Lopez-Acosta (2023) y Lopez-Acosta y Montiel (2021, 2022),
esta articulacion entre el algebra y la geometria definié un método que parte del
establecimiento de relaciones de equivalencia de distinta indole y la construccion
de sistemas de designacion que permitieran distinguir sistematicamente entre
cantidades conocidas y desconocidas. Esto con base en las condiciones geome-
tricas impuestas por el problema. Con estas acciones se busca la construccion de
formulas y expresiones generales para representar familias de soluciones o de
cunvas. Asi, a pesar de haber estado separados en el tiempo, los desarrollos de Vie-
te y Descartes, lograron la algebrizacion de la geometria como un todo coherente.
En este proceso, la nocién de proporcion fue fundamental, pues como senala
Klein (1968), permiti¢ el puente entre relaciones geométricas de equivalencia y la
igualdad algebraica: la ecuacion. Sin embargo, si bien gran parte de las relacio-
nes que se convertian en ecuaciones eran proporciones, es factible pensar que,
desde la postura de Heeffeer (2014) respecto a la justificacion epistémica de los
procedimientos empleados por ambos matematicos, toda relacion de equivalencia
es susceplible de ser conceptualizada como ecuacion algebraica.
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Lo anterior, permite observar inconsistencias entre la naturaleza epistemolo-
gica original de la geometria analitica y los modelos epistemoldgicos prevalen-
tes en la escuela hoy dia, asi como la falta de marcos y modelos de referencia
para desarrollar el pensamiento geométrico y analitico de los estudiantes, como
hemos identificado en la revision de literatura.

Una ruta viable, que emerge de este enfoque tedérico, para promover dicho
pensamiento, consiste en un tratamiento geométrico de los problemas que tras-
cienda del uso de formulas y de la ubicacion mediante pares coordenados, hacia
un enfoque en los procesos geométricos de construccion y de indagacion de
relaciones geomeétricas via el dlgebra. Esta idea se apoya en el hecho de que,
por ejemplo, en la resolucion del problema de Pappus por Descartes, se observa
claramente que para ¢l no era necesario un sistema de referencia ortogonal,
como mostramos en la figura 3. La idea original de Descartes era representar
las relaciones geomeétricas involucradas en los problemas a partir de dos canti-
dades variables x, e y sin especificar alguna condicion sobre la ortogonalidad.
Ademas, otro aspecto importante del andlisis de las producciones de Descartes
es la ausencia de coordenadas. Tales aspectos muestran que la practica mate-
matica en su génesis es mas compleja que la practica escolar, pues la ortogo-
nalidad y las coordenadas son elementos cruciales de esta ultima.

Figura 3. Sistema de referencia no ortogonal en la resolucion del problema de Pappus. Los
segmentos x ey, son lo que actualmente denominariamos los ejes del sistema cartesiano.
Fuente: Elaboracién propia.
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METODO DE INVESTIGACION

Esta investigacion es cualitativa, de naturaleza exploratoria, en concordancia con
la ausencia de marcos de referencia especificos para caracterizar la practica
matematica geometrica-analitica en situacion escolar y, por nuestro interés de
examinar los procedimientos geométricos-analiticos que ponen en juego los
estudiantes, al resolver un problema con las caracteristicas mencionadas en el
apartado anterior. En particular, establecer relaciones geométricas, construir un
sistema de referencia semiotico y construir una férmula (ecuacion) asociada a
una elipse.

CONTEXTO DEL ESTUDIO

El estudio se realizd con un grupo de 95 estudiantes (55 hombres y 40 mujeres)
que recién habian concluido sus estudios de bachillerato mexicano (nivel que
incluye jovenes con edad aproximada de entre 15 a 19 anos) y, participaron en
un concurso de conocimientos matematicos. Dicho concurso se lleva a cabo de
manera anual en una institucion de educacion superior con el objetivo de difun-
dir y fomentar el estudio de las matematicas entre los jovenes del Sureste de
México y se evaltian los conocimientos de algebra, trigonometria, geometria,
geometria analitica, precalculo, probabilidad y estadistica en el nivel bachillera-
to. Los estudiantes que participan suelen ser preparados para ello o bien, son
seleccionados por sus respectivas escuelas con base en su buen, o excelente
desempeno en matematicas durante todo el bachillerato. Por lo tanto, sus cono-
cimientos previos, en todas las dreas antes mencionadas, incluidas la de geo-
metria analitica, resultan ser en lo general robustos y mas completos que
cualquier(a) estudiante promedio de este nivel. Como se muestra en las eviden-
cias, el conocimiento escolar tradicional de los lugares geomeétricos, como el de
la elipse es claro.

Es asi como mediante la implementacion de un problema de geometria
analitica que, formo parte de la prueba escrita empleada en el concurso, se
recolectaron los datos para su posterior procesamiento y analisis mediante las
respuestas entregadas. El tiempo establecido para resolver el problema fue de
30 a 45 minutos como maximo y los estudiantes podian emplear sus conoci-
mientos previos, sin restriccion alguna para dar la solucion. El problema se
retomé de Vasiliev y Gutenmajer (1980) y consistié en demostrar que si sobre
los ejes coordenados se mueve un segmento de longitud fija, el lugar
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geométrico que describe el movimiento de un punto fijo M sobre el segmento,
es una elipse. Cabe mencionar que por la naturaleza de la exploracion, nin-
gun(a) estudiante habia resuelto un problema de este tipo, asi como otros pro-
blemas también incluidos en el examen. A continuacion, se muestra el problema
tal cual fue planteado.

Problema: Sobre los ejes cartesianos se coloca un segmento AB de longitud fija, y
sobre este segmento se fija también un punto M con coordenadas (x, y). Demuestra
que M se mueve sobre una elipse si el segmento se desliza sobre los ejes, como se
representa en la figura 4.

Y

-~

M (x,»)

B

> X
Figura 4. Segmento AB con un punto fijo M, sobre los ejes cartesianos.
Fuente: Elaboracién propia.

Como puede notarse, en el problema se especifico el tipo de curva que describia
el punto M cuando el segmento AB se mueve bajo las condiciones dadas. La
especificacién de la curva se hizo por dos razones. Por un lado, ver si los estu-
diantes podian establecer relaciones geomeétricas, construir un sistema de refe-
rencia semiotico especifico y formular la ecuacion asociada a la elipse. Por otro
lado, ver como usaban sus conocimientos previos de geometria analitica en
relacién con la génesis epistemoldgica.

Un posible tratamiento eficaz de este problema, desde las consideraciones
epistemoldgicas previamente discutidas, consistiria en primero identificar los
elementos que son necesarios para determinar la ecuacion, es decir, los para-
metros y las variables, como se muestra en la figura 5. Esto implica el estable-
cimiento de un sistema semiotico para distinguir las variables y su dependencia
de los parametros involucrados en la construccion.
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Figura 5. Elementos geométricos necesarios para el abordaje de la situacion.
Fuente: Elaboracion propia.

El siguiente paso para la resolucion es la determinacion de las relaciones geome-
tricas que involucran a los parametros y variables. Por ejemplo, identificar que el
triangulo AOB es un tridngulo rectangulo, por lo cual se cumple que
A0?% + 0OB? = AB?, asi como también que ademas los triangulos rectangulos
ACM y MDB son semejantes. Por lo tanto, se cumplen las siguientes proporciones:

AM MB a b bx
_ = - @ —=— - DB = —
CM DB x DB a
AC MD AC y ay
P — — = - AC = —
AM MB a b b

Con estas relaciones geométricas, y junto con otras relaciones aritméticas, como
AO=AC+y,y OB =x+ DB,y la respectiva manipulacién simbolica, es posi-
ble obtener la ecuacion:
2 2
x Y
—+==1
a?  b?

La cual representa una elipse con semieje mayor a y semieje menor b.
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Notese como el problema requiere sustancialmente un trabajo geométrico,
por sobre una mera traduccion entre registros de representacion. Es decir, la
conversion de representaciones entre registros puede tener lugar si y solo si las
relaciones geomeétricas de interés son detectadas. Y posteriormente a este hecho,
el tratamiento algebraico permite la deduccion de la regla general, via el sistema
semidtico designado al principio.

ANALISIS DE LOS DATOS

Se hizo mediante el Andlisis Temdtico para obtener de manera progresiva, una
abstraccion de cddigos y categorias que determinaran los elementos en comun
y que permitieran distinguir los patrones de resolucién (Braun y Clarke, 2006);
Mieles-Barrera et al, 2012). Las categorias obtenidas se analizaron en relacion
con el establecimiento de relaciones geométricas, la construccion de un sistema
de referencia semiodtico y la construccion de una férmula asociada a la elipse
dada, tal y como se reconoce en el desarrollo histérico-conceptual de la geome-
tria analitica (Lopez-Acosta, 2023; Lopez-Acosta & Montiel, 2021, 2022) destaca-
dos en la fundamentacion teorica. Al final del proceso se obtuvieran categorias
y patrones globales que describen los alcances de los procedimientos empleados
por los estudiantes en el problema. Cabe mencionar que un(a) estudiante pudie-
ra presentar mas de una de las categorias.

RESULTADOS

Esta investigacion examind los procedimientos geomeétricos-analiticos de estu-
diantes egresados de bachillerato al resolver un problema geométrico. Con base
en el andlisis de los datos se obtuvo una clasificacion de cinco tipos de proce-
dimientos tal como se describe a continuacion. Cabe destacar que poco mas de
la mitad de los estudiantes participantes (48 estudiantes) no logré establecer
algun tipo de procedimiento, o bien, se limitd a transcribir los datos del problema
en su hoja de trabajo sin realizar alguna otra accion concreta. En este sentido, los
estudiantes que entregaron sus hojas de trabajo, se limitaron a usar diagramas
para representar el problema y algunos de los datos. En la figura 6 se muestra
este hecho.
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Figura 6. Ejemplo de estudiantes que Unicamente hicieron una transcripcion del problema

A continuacion, mostraremos las

y sus datos.

cinco categorias de producciones de aque-

llos(as) estudiantes que propusieron algutn tipo de procedimiento:

Visualizacion de la curva via exploracion inductiva. Este tipo de procedimiento

se caracterizd por recurrir a la exploracion inductiva de varios casos especifi-
cos en los que se ubicaria el segmento AB, con la finalidad de comprender la
situacion. Esto por medio de la visualizacion del comportamiento del punto M

en el proceso de conformacion
tipo de procedimiento.

e
) ‘u\r'x'\
7 a0 e

ez
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los gwmbos.

& o N

de la curva. En la figura 7 se representa este

Figura 7. Exploracion inductiva del problema.
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Por ejemplo, en la explicacion de la esquina inferior izquierda se menciona:

Estudiante: Si al punto M le otorgamos valores en mi caso (5,3) y empezamos a
deslizar la recta haciendo que en el eje “y" aumenten y en el eje “x" disminuyan
teniendo otra recta en (6,6) y en (4,4) y asi sucesivamente hasta llegar a las coorde-

nadas (1,7) serd posible observar la curva que forman los puntos.

En este sentido, siguiendo esta explicacion y las otras respuestas, se observa
coémo se realizan distintos trazos del segmento para detectar, de manera apro-
ximada, el rastro del punto M sobre el plano. Todas las producciones en esta
categorizacion (30 estudiantes) se limitaron a esta exploracién, sin proponer
algun otro tipo de acercamiento o estrategia para resolver el problema. Por esta
razon el procedimiento y el alcance de la resolucion de este grupo de estudian-
tes se limita a la visualizacion de la curva.

2. Conexion entre representaciones de la curva. Este tipo de procedimiento se
caracterizd por la busqueda de relaciones entre diversas formas de represen-
tacion de la elipse y sus elementos tipicos, pero sin llegar a concretar algun
procedimiento. Se detecta una recuperacion de conocimientos escolares pre-
vios respecto de la ecuacién, puesto que se puede notar como escriben las
ecuaciones, asocian sus componentes caracteristicos con las representaciones
que generan con el fin de vislumbrar una ruta mas clara de cémo tratar el
problema. Incluso intentan mostrar que conocen una taxonomia completa
del tipo de conicas y sus ecuaciones. En la figura 8 se representa este tipo de
procedimiento.
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Figura 8. Busqueda de conexion entre representaciones de la elipse.

Este grupo particular de estudiantes (6 estudiantes) expone de manera concreta
un fenémeno interesante, relacionado con el hecho de que en su mayoria mues-
tran conocer las formulas correspondientes a la elipse, sin embargo, mas alla de
plantearlas en sus hojas de trabajo, no presentan algun tipo de estrategia o
planteamiento para responder a la situacion. Es aqui donde claramente se nota
una desarticulacion entre el conocimiento escolar y la situacion planteada.

3. Deduccién particular. Este tipo de procedimiento se caracterizd por la bus-

queda y establecimiento de relaciones particulares con respecto a uno o mas
elementos del problema o de la ecuacion de la elipse. Por ejemplo, relacionar
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el comportamiento de los extremos Ay B cuando se mueve el segmento sobre
los ejes, tal como se muestra en la figura 9.
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Figura 9. Deduccién particular del comportamiento de los extremos Ay B del segmento.

En la explicacion que ofrecen los estudiantes en esta categoria (3 estudiantes),
se argumenta la propiedad atribuida a los extremos A y B senalando que, con-
forme el extremo B del segmento se “aleje” del origen, el extremo A se despla-
zard hacia el origen y viceversa.

Estudiante: Al deslizar uno de los extremos, como AB es un segmento de longitud
fija, deben compensar lo que se desplaza B con el desplazamiento de A. Si B va a
la derecha sobre el eje x, A desciende sobre el eje y, como es de longitud fija, si se
hace a la inversa, que A suba y B vaya al origen va a quedar a modo de espejo por
lo que si se tendria una curva cerrada. Cuando A llega al origen, sera A el que se
deslice sobre el eje X'y B subira.

Si bien, el comportamiento descrito es correcto, en la explicacién no se considera
que los extremos A y B se mantienen sobre los ejes cartesianos. En efecto, se
senala que cuando el extremo A llegue al origen, el extremo B debera subir, ello
es incierto. Ademas de este hecho, nuevamente, mas alla de esta explicacion no
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se presenta algun otro tipo de estrategia o de planteamiento para continuar en
la resolucion de la situacion.

4. Tratamiento funcional. En este grupo (3 estudiantes), se encuentran acerca-
mientos a la resolucién que se basan en asociar elementos de la situacion
con funciones. Por ejemplo, asociar una funcion lineal al segmento de recta.
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Figura 10. Abordajes empleando un acercamiento funcional.

Cabe destacar que estos procedimientos parten del establecimiento de valores
particulares a los elementos de la situacion para determinar expresiones alge-
braicas particulares. Esta estrategia muestra por un lado, la excesiva carga algebraica
que el discurso escolar promueve en el sentido de que buscan datos especificos
para determinar expresiones algebraicas, y por otro lado, una desarticulacion
mas con la naturaleza epistemologica de esta practica matematica, pues no hay
una consciencia robusta sobre el hecho de que las ecuaciones de las curvas
deben ser generales, de ahi que se emplee el uso de parametros.

Hasta estos procedimientos es importante senalar que ninguno muestra una
estrategia concreta para resolver la situacion y determinar la ecuacion del lugar
geomeétrico. Esta situacion nos deja ver una falta de habilidades metacognitivas
para su abordaje, es decir, estas producciones evidencian ausencia de estrate-
gias, rutas de abordaje o procedimientos concretos para resolver la situacion.

A continuacion, abordamos una Ultima categoria de procedimientos, en la
cual se identifican procedimientos con indicios de consideraciones epistemold-
gicas relacionadas con las que se compararon estas producciones.
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5. Establecimiento de relaciones geométricas. Este tipo de procedimientos se
caracterizd por buscar deducciones de expresiones algebraicas de igualdad
que provienen de propiedades geométricas abstraidas de los elementos del
problema. 4 estudiantes se incluyeron en esta categoria. Por ejemplo, se buscd
determinar expresiones del tipo y/a? + a? = €, con base en el reconocimiento
de la propiedad de Pitagoras, lo cual, por una parte, es adecuado y por otra,
muestra una comprension consistente con la representacion del problema. En
la figura 11 se muestra este tipo de procedimientos.
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Figura 11. Igualacion de relaciones geométricas determinadas por dos estudiantes.

En el lado izquierdo de la figura 11 se puede ver cobmo las tres expresiones que
se proponen contienen tanto los parametros como las variables, eso muestra
dificultades por determinar los elementos que deben estar involucrados en
las ecuaciones, es decir, por determinar un sistema semidtico sin ambigue-
dad. La estrategia seguida fue considerar los segmentos determinados por
los extremos del segmento dado, como los semiejes menores y mayores, asi
como segmentos que representan variables x e y. Por ello, junto a las etiquetas
de los extremos Ay B en los ejes, se ubican también variables y1y x1 como las
proyecciones del punto M sobre los ejes. Este hecho impide un tratamiento
eficaz del problema, pues no hay una delimitacion sistematica de las cantidades
involucradas. En otro caso, el del lado derecho de la misma imagen puede
verse como se determinan relaciones de proporcionalidad, dadas varias longi-
tudes del segmento AB en el plano. A pesar de la determinacion de estas
relaciones geométricas, no hay acciones consecuentes para concluir con la
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situacion, mostrando nuevamente una ausencia de procedimiento para resolver
la situacion.

Finalmente, se identificé otro tipo de procedimiento menos empleado (solo dos
estudiantes lo usaron) y consiste en establecer relaciones visuales-algebraicas a
partir de considerar las caracteristicas de la curva. Por ejemplo, determinar que,
si M es el punto medio del segmento AB, la curva es una circunferencia; de lo
contrario, es una elipse. Incluso se especifica que, en el caso de la elipse, cuando
M es mas proximo al extremo A del segmento, la elipse es vertical, mientras que
cuando M es mas proximo a B, la elipse es horizontal. Estas consideraciones son
correctas, sin embargo, fueron omitidas las propiedades geométricas involucradas
en la situacion y, en consecuencia, no se logro establecer alguna ecuacion alge-
braica. En la figura 12 se representa este tipo de procedimiento.
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Figura 12. Relaciones visuales-algebraicas de la curva elipse.
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Para llegar a estas deducciones, se partio de la visualizacion de la curva
basandose en la exploracion de posiciones especificas para el segmento AB (tal
como en el caso de los procedimientos de la primera categoria). Posteriormente,
Se supone que M esta en el punto medio y que los extremos Ay B estan a la
misma distancia del origen; luego se asignan coordenadas a los extremos A4, B
y My se sustituyen estos valores en la ecuacion candnica de la elipse ("7 + y; =1)
considerando el caso particular donde B = (r,0) y A = (0, r). Esto conlleva a
la deducciéon de que Ay B representan la misma cantidad v, por lo tanto, a la
expresion: §+ yc—z = 1. Con base en este andlisis, en la siguiente parte de la reso-
lucion se argumenta, sin algun procedimiento algebraico que lo soporte, que si
M no esta en el centro la conica seria una elipse.

Estudiante: Sabemos que si AB tiene un punto medio M y tanto A como B se
mueven sobre la gréfica, el punto M forma una circunferencia. Si M no es el punto
medio, lo veértices verticales y horizontales ya no serian +r segun corresponda, en
cambio, los horizontales seran £R vy los vértices +r2. La grafica de la ecuacion de
la elipse es £+£ =1.

R r

En el caso del segundo procedimiento de esta categoria y, coincidiendo con los
planteamientos epistemoldgicos, en este se recurre de manera acertada al esta-
blecimiento de relaciones geométricas de equivalencia, con el fin de obtener
ecuaciones algebraicas que lleven a la determinacion de la expresion conocida.
No obstante, son las operaciones algebraicas y un sistema inadecuado de desig-
nacion sistematico los que impidieron obtener la ecuacion completa.

La primera accion que permite orientar de manera adecuada el procedi-
miento es la representacion de la situacion, como se muestra en la figura 13.
Sin embargo, la asignacion de las variables y los parametros no fue acertada,
puesto que el estudiante asocia a los segmentos AM y MB respectivamente
las variables x e y, sin embargo, en la situacion se indica que el punto M se
fija sobre el segmento de longitud, lo cual implica que, estos segmentos AM
y MB funcionen como parametros. Ademads, se asignan a los segmentos for-
mados por los extremos Ay B y los ejes X e Y, los parametros a y b. Esto coin-
cide con la presentacion escolar tipica de la elipse, en la cual se consideran los
semiejes vertical y horizontal sobre los ejes Y y X respectivamente, sin embargo,
puesto que las posiciones de A y B sobre los ejes dependen de la longitud del
segmento AB y por los posibles movimientos, estas cantidades son variables.
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Figura 13. Representacion de la situacién mas cercana a la ideal por parte del estudiante.

Nota: Por la ausencia de una notacion adecuada, se modifico el diagrama original, agre-
gando los puntos O, Cy D para referenciar los elementos de este en el analisis.

A pesar de esta dificultad, la interpretacion de la situacion es correcta en el sentido
de que la proyeccion del punto M sobre los ejes X e Y permiten determinar los
elementos geomeétricos asociados con la obtencion de la ecuacion algebraica. Por
ejemplo, de los triangulos AABC y AM DB, se derivan por la relacion de Pitagoras
las expresiones: d* = x> — (a — €)% e* = y* — (b — d)? (ver figura 14), siendo
a,b,dy e los segqmentos A0, OB, CM y DM, respectivamente.

1
d: X"‘ﬁ (Cv— e)?' ? ( 4)“
(¥ e = hN
A (ae)= 32 ? 4
Figura 14. Identificacion de la relacion pitagorica en la situacion y su planteamiento en
términos de expresiones algebraicas.

Posteriormente, aplicando operaciones algebraicas se tratan de obtener expre-
siones similares a la candnica. Por eJempIo se d|V|de cada expresion por x? e
y2 Obteniendo las expresmnes + e gy —+— = 1, siendo esta Ultima
erronea por asumir que b —d =e.  *

Asimismo, se plantea de manera acertada la proporcion ~—~ TR sobre
la cual se aplican operaciones algebraicas para simplificarla, sin embargo
esta, la aplicacion, es erronea y lo lleva a expresiones que no le permiten
arribar a una expresion concreta.

(a-e)?
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Figura 15. Relaciones algebraicas erréneas por una inadecuada manipulacion algebraica.

Considerando los elementos teoricos descritos en el apartado anterior, podemos
observar que solo en el caso del este ultimo procedimiento se identifican vesti-
gios de la naturaleza geomeétrica-analitica original. En este sentido solo uno de
los noventa y cinco estudiantes realizé un procedimiento cercano a un proceso
de construccion de la ecuacion cercano a lo que en su génesis se ha reportado.

En términos generales, 48 estudiantes no presentaron algun tipo de proce-
dimiento para resolver la situacion. Cabe mencionar que en una categoria extra
se ubico a 3 estudiantes con operaciones aritméticas aleatorias que no mostra-
ban orientacion concreta para la resolucion. En este sentido, una minoria de
estudiantes presentaron procedimientos parciales en los que se establecieron o
identificaron, al menos, relaciones geomeétricas pertinentes, siendo Unicamente
4 estudiantes los que establecieron relaciones geométricas.

En latabla 1 presentamos una sintesis de los tipos de procedimientos encon-
trados y sus frecuencias.

Tabla 1. Frecuencia de estudiantes respecto al tipo de planteamientos
en el abordaje de la situacion

Tipo de procedimiento Cantidad de

estudiantes
Visualizacion de la curva via exploracion inductiva 30
Conexion entre representaciones de la curva 6
Deduccién particular 3
Tratamiento funcional 3
Establecimiento de relaciones geométricas 4
Otros (célculos aritméticos aleatorios) 3
Sin procedimiento 48

Fuente: Elaboracion propia.
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SINTESIS DE LOS HALLAZGOS

Derivado de que, en la literatura especializada en el campo de la educacion
matematica, en particular, en lo relacionado con la ensenanza y aprendizaje de
la geometria, se identifica una falta de planteamientos especificos para orientar la
actividad geométrica analitica escolar (Aroca Aradjo, 2019; Jahn, 2002; Jones &
Tzekaki, 2016; Owens & Outhred, 2006; Khalil et al, 2018), en esta investigacion
se examinaron los procedimientos geometricos-analiticos que estudiantes egre-
sados de bachillerato emplean al resolver un problema de construccion de la
ecuacion de una elipse.
En sintesis se encontraron cinco tipos de procedimientos, a saber:

1. Visualizar la curva via exploracion inductiva. En el que las estrategias se
basan en la necesidad de “ver' la curva al probar distintas posiciones de
los elementos del problema y el rastro aproximado del punto M conforme
esos elementos se mueven.

2. Establecimiento de conexiones entre las expresiones algebraicas conoci-
das y las representaciones de la curva. En el que se busca establecer una
correspondencia entre la ecuacion candnica de la elipse con la represen-
tacion generada del problema, con la intencién de asociar cada uno de los
elementos de la ecuacion con los elementos geométricos, sin considerar el
establecimiento de relaciones geomeétricas.

3. Establecimiento de deducciones particulares. Procedimientos en los que
se identifican analisis mas geométricos, pero sin forma de conectarlos con
expresiones algebraicas, es decir, relaciones geomeétricas de equivalencia.

4. Busqueda de relaciones funcionales. Estos procedimientos se caracterizan
por tratar de derivar expresiones algebraicas a partir de los elementos
de la construccion. Por ejemplo, considerar los segmentos como partes de
funciones lineales, a los cuales al asociarles valores especificos se les pue-
da aplicar herramientas del ambito del calculo y asi, obtener expresiones
algebraicas. Estos procedimientos son primordialmente ajenos a la identi-
ficacion de relaciones geométricas.

5. Establecimiento de relaciones geométricas. Este ultimo con elementos mas
acordes a la epistemologia identificada en la génesis de la geometria ana-
litica, en el que se identifica un trabajo geométrico como sustento que
permita la determinacion de relaciones geométricas de equivalencia
que puedan derivar en ecuaciones algebraicas.
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A partir de los resultados obtenidos, se advierte que, aun aquellos estudiantes
egresados de bachillerato con un perfil matematico escolar aceptable, presentan
dificultades para abordar adecuadamente un problema de geometria analitica
no tipicamente escolar. Se evidencia y confirma una dificultad relativa al pensa-
miento analitico asociado a este tipo de tareas (Khalil et al 2018), asi como una
deficiencia en la comprensién y dominio del objeto geométrico elipse mas alla de
su representacion y tratamiento algebraico (Gulikers & Blom, 2001), de esto dan
cuenta los cinco procedimientos empleados por los estudiantes.

El procedimiento referido al final del apartado anterior, y que solo fuera realizado
parcialmente por un estudiante es una primera evidencia de un desconocimiento
o falta de comprension del proceso del estudio de las curvas (en este caso, la
elipse) via el algebra, reflejandose asi, una falta de conexion entre la dimension
conceptual y procedimental del aprendizaje geométrico-analitico supuestamente
adquirido en la escuela. Considérese que cerca de la mitad de las y los estudiantes
participantes del estudio no propuso algun tipo de procedimiento de resolucion.
En este sentido, los resultados de esta investigacion apuntalan la necesidad de
seqguir explorando modelos, marcos o metodologias que sirvan de referencia para
desarrollar el pensamiento geométrico-analitico necesario para comprender la
naturaleza de los conceptos y propiedades de la geometria analitica escolar (Florio,
2020; Gascon, 2002; Henriquez-Rivas & Montoya-Delgadillo, 2016). Por ejemplo, a
pesar de que los procedimientos 1 al 4 no se consideran satisfactorios en términos
de la obtencion de las relaciones geomeétricas definitivas para construir la ecuacion,
lo cierto es que implicitamente pueden dar cuenta de dificultades que conlleva el
proceso de algebrizacion de la geometria, algo que queda fuera del alcance de
este trabajo. En esta linea, es importante destacar que estos procedimientos dejan
en claro, cada uno, areas de oportunidad didactica en esta practica matematica.

La primera consideracion es la importancia de promover la visualizacion de
la curva y sus propiedades geomeétricas para reconocer el tipo de curva (asocia-
da al procedimiento 1). Esto implica la necesidad de que un(a) estudiante com-
prenda como “se forma” el lugar geométrico en el plano con relacion a los
elementos geométricos principales del problema, comprendiendo visualmente
qué significa la condicién geométrica y como interpretarla. La sequnda, se rela-
ciona con la importancia de promover una vinculacion mas robusta entre la
imagen y la ecuacion algebraica (asociada al procedimiento 2). Esto implica
promover, al igual que la consideracion anterior, una articulacion mas natural
entre lo visual y lo algebraico, es decir, cémo las condiciones y propiedades
geométricas se interpretan en los elementos de las ecuaciones (variables,
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parametros, contantes). La tercera consideracion se asocia con la profundizacion
de las propiedades geométricas en las imagenes con la finalidad de relacionar-
las con la curva de interés (asociada al procedimiento 3). Esto conlleva propia-
mente, la capacidad de establecer relaciones geométricas, dicho de otra forma,
de la identificacion y uso de los objetos y propiedades geomeétricas derivadas. Por
lo tanto, se requiere fortalecer los conocimientos geometricos euclidianos. Una
cuarta consideracion refiere a la diferenciacion concreta entre los objetos de la
geometria analitica y el calculo (asociada al procedimiento 4). Esta consideracién
involucra una diferenciaciéon entre el tipo de actividad matematica proveniente
del estudio de las funciones y aquella proveniente de la geometria analitica. En
el caso de esta ultima, su objetivo no es determinar la relacién de depen-
dencia entre una variable y la otra y expresarla algebraicamente, sino deter-
minar una relacién algebraica que permita resumir el conjunto o familia de
soluciones o de lugares geométricos dadas las condiciones del problema y
la variacion posible de los parametros involucrados.

Finalmente, en conjunto, todas estas consideraciones apuntan a una con-
ceptualizacion mucho mas robusta sobre el método del andlisis-sintesis, el cual
caracteriza a la actividad matematica de la geometria analitica, es decir, el reco-
nocer el procedimiento o método para abordar un problema de lugar geométrico
que permita determinar su ecuacion algebraica. Este método es justo a lo que
Viete y Descartes dedicaron sus esfuerzos en sus producciones y no solo involucra
la traduccion de curva a ecuacion y viceversa, sino también implica un proceso
racional complejo que, ciertamente, conlleva la representacion de las propieda-
des geométricas via el algebra, pero también contempla, por ejemplo, el proceso de
construccion geométrica de las distintas soluciones generadas por la variacion de los
parametros involucrados en las ecuaciones algebraicas (Bos, 2001).

CONCLUSION

Esta investigacion aporta evidencia empirica de que la actividad geométrico-
analitica es mucho mas compleja que solo establecer vinculos simples entre
ecuaciones y curvas como suele hacerse en la escuela. Los resultados dan
cuenta de que usar una epistemologia clasica como referencia para desarrollar
la geometria analitica en la escuela, conduce a que los estudiantes enfrenten
dificultades para resolver problemas cuya naturaleza geomeétrica-analitica se
corresponde con el auténtico origen de esta rama de pensamiento matematico.
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En tal sentido, se plantea continuar con investigaciones que analicen y den
cuenta de los modelos “epistemoldgicos escolares” actuales en geometria ana-
litica, para obtener explicaciones que permitan profundizar en una didactica mas
robusta y consistente con su naturaleza epistémica.
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