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Resumen

En este articulo analizamos la adecuacion o no a la teoria de los niveles de
razonamiento geométrico de Van Hiele de diferentes propuestas curriculares de
Geometria. Mostraremos cOmo estas propuestas de razonamiento geométrico
pueden llevarse a la practica instruccional diaria en la Educacion Primaria y
Secundaria, para lo que incluiremos ejemplos de actividades que lo justifiquen.
También estudiaremos como el curriculo de Geometria desarrollado en textos
que adoptaron las ideas propuestas por el MEC en la L.G.E. de 1970, no se
adaptan a tal teoria.

Abstract

In this paper we analyze whether some curricular proposals adapt
themselves or not to Van Hiele’s theory on Levels of Geometric thought. We
show how these proposals on geometric reasoning can be put into daily practice
in Primary and Secondary Education, including some examples of activities
which prove it. We also study how Curriculum in Geometry developed in texts
which adopt the ideas proposed by MEC in 1970’s L.G.E., do not fit into this
theory.
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Introduccion

En este articulo nos proponemos como finalidad comparar la teoria de los
niveles de pensamiento geométrico de los van Hiele con el curriculum de
Geometria que proponen los programas oficiales vigentes en la actualidad,
derivados de la LOGSE, incluso con los programas anteriores procedentes de la
LGE; se estudia una editorial elegida al azar intentando comparar dichos niveles
con el enfoque que dicha editorial le da a los temas de Geometria. Mostramos,
finalmente, ejemplos de actividades para que los estudiantes o profesores
observen cdmo la teoria de van Hiele puede ser trasladada al aula.

Como sabemos, la teoria de van Hiele postula un modelo de aprendizaje
que describe los diferentes tipos de pensamientos que los estudiantes desarrollan
desde la percepcidon global de figuras geométricas a la comprension de la
demostracion geometrica formal. Estos niveles son alcanzados atravesando
diferentes fases de aprendizaje. Durante cada fase los estudiantes investigan
objetos de estudio apropiados, desarrollan el lenguaje especifico relacionando a
estos objetos y trabajan en actividades de aprendizaje interactivo disefiadas para
facilitarles el progreso al proximo nivel superior de pensamiento.

La inclusion de estas fases de aprendizaje refleja el papel crucial que van
Hiele asigna a la instruccién en el desarrollo de la comprension geométrica de
un estudiante. “La transicion desde un nivel al siguiente no es un proceso
natural; ocurre bajo la influencia de un programa de ensefianza - aprendizaje”
(van Hiele, 1986, 50).

Con respecto a las fases de aprendizaje, sabemos que el modelo de van
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Hiele enfatiza la importancia del acto ensefianza-aprendizaje. Los estudiantes
progresan desde un nivel al siguiente como resultado de una determinada
instruccion, organizada en 5 fases de actividades secuenciadas.

De esta manera, atendiendo a los aspectos instruccionales de la Teoria,
segin el modelo de Van Hiele, cada fase de aprendizaje continla
construyéndose, y extiende el pensamiento del nivel precedente. La instruccién
hace explicito lo que estaba implicito en el nivel de pensamiento precedente. El
aprendizaje efectivo ocurre cuando los estudiantes experimentan activamente los
objetos de estudio en los contextos apropiados de pensamiento geometrico y
cuando se comprometen en la discusion y la reflexion, usando el lenguaje de la
fase de aprendizaje.

La teoria de van Hiele ha sido estudiada en profundidad no sélo
internacionalmente (Clements y Battista, 1992), sino también en Espafia (Jaime,
1993) y sus ideas pueden llevarse a la préactica en los diferentes niveles
educativos de la Educacion Primaria hasta los niveles superiores.

Sin embargo, en la préactica, no ha habido desarrollos significativos del
curriculo en el tercer nivel de concrecidon, es decir, en lo referente a
programacion de aula.

Por el contrario, muchas son las propuestas curriculares oficiales que
asumen las ideas de los van Hiele en sus propuestas curriculares de Geometria.

Analizamos ahora algunas propuestas oficiales.

El curriculo de Geometria en los programas oficiales

En primer lugar, consideramos la Educacion Primaria y tomamos
como referencia la propuesta de la Comunidad Auténoma de Canarias en
relacion con el curriculo de Geometria.

En el curriculo de Educacion Primaria (BOC: 548, DECRETO 46/1993,
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de 26 de marzo) se propone que la Geometria debe ser tratada de forma activa y
dindmica, usando objetos de la vida diaria para que el nifio desarrolle las
capacidades espaciales. ContinGan con estas actividades de aprendizaje en los
ultimos grados de Primaria, facilitando el desarrollo del pensamiento geométrico

empezado en los primeros grados de la misma.

En este sentido, en el Decreto anteriormente citado, leemos:

“Los aspectos estructurales de formalizacion y abstraccion que, por su
complejidad, escapan a las posibilidades de comprension del alumnado de esta
etapa, deberan plantearse de forma intuitiva y practica en las actividades
escolares y extraescolares, convirtiéndose en objeto de atencion especial de la
ensefianza y aprendizaje, iniciandose asi el camino que va desde la reflexién
sobre la propia actividad hasta los niveles mas abstractos y formales, que quedan
para una etapa posterior”, que formaria parte de una preparacion acorde con los
niveles de van Hiele para que los estudiantes que estén situados en el nivel uno
intenten alcanzar el nivel dos y sucesivos hasta el nivel formal.

Podemos ver la importancia que se le da al aprendizaje de forma ordenado
presentado por los van Hiele; el desarrollo de la Geometria progresa en el
alumno atravesando determinados niveles de forma jerarquica, pues primero el
alumno reconoce las figuras en su conjunto para luego analizar las propiedades
de la misma, observa mas tarde las relaciones entre las figuras y luego hace
deducciones simples. En este sentido, el conocimiento geométrico de los
alumnos pasa por la exploracién, la descripcion y finalmente la demostracion,
como podremos ver en Teppo (1991).

Siguiendo con este anélisis, en la propuesta del MEC, referida a los

criterios de evaluacion en el primer ciclo de Educacién Primaria, observamos
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que se propone que el alumno para pasar al siguiente Ciclo debe: “reconocer en
el entorno objetos y espacios con formas rectangulares, triangulares, circulares,
cubicas y esféricas, y definir la situacién de un objeto en el espacio y de un
desplazamiento en relacion a si mismo, utilizando los conceptos de izquierda-
derecha, delante-detrés, arriba-abajo y proximidad-lejania”, es decir, se espera
que los alumnos sean habiles para dibujar, reconocer, clasificar figuras,
mediante la manipulacién y exploracién del mundo que les rodea, con lo que
desarrollan el sentido espacial; podemos considerar que este criterio de
evaluacion es una demanda de pensamiento geométrico situado en el primer
nivel de van Hiele.

En el segundo ciclo de Primaria el alumno, para pasar al Ciclo siguiente,
debe, en el ambito de la Geometria: “reconocer y distribuir formas y cuerpos
geométricos del espacio en el que se mueve (poligonos, circulos, cubos, prismas,
piramides, cilindros y esferas)”, y “realizar e interpretar una representacion
espacial (croquis de un itinerario, plano, maqueta) tomando como referencia
elementos familiares y estableciendo relaciones entre ellos”, es decir, los
alumnos deben hacer actividades basadas en las propiedades de las figuras, y
describir las formas y los cuerpos utilizando los elementos basicos, como lado,
angulo, vertice,..., lo cual es importante para que en el futuro sea capaz de
clasificar los problemas de Geometria segun un modelo y de hacer
demostraciones geomeétricas; ello nos pone de manifiesto que el alumno ha de
encontrarse en un nivel de razonamiento geométrico equivalente al segundo
nivel de van Hiele.

En el tercer ciclo de Primaria, los alumnos deben superar el criterio:
“clasificar formas y cuerpos geométricos dando razones del modo de
clasificacion”, y “utilizar las nociones geométricas de simetria, paralelismo,

perpendicularidad, perimetro y superficie para describir y comprender
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situaciones de la vida cotidiana”, es decir, los alumnos deben identificar figuras
geométricas, describirlas, compararlas y clasificarlas; luego, deben ser capaces
de visualizar y representar figuras geométricas, explorar las propiedades y
transformaciones de las mismas, representar y resolver problemas usando
modelos geométricos. Podemos decir que los alumnos estan trabajando para
consolidar el nivel dos antes mencionado, mediante las actividades que les
proporcionan un campo donde investiguen sobre las relaciones entre las
propiedades de las figuras, que les serviran despues para los estudios que mas
adelante en la Ensefianza Secundaria Obligatoria haran en Geometria; también
podemos observar en este ultimo ciclo de la Ensefianza Primaria que se deben
proponer a los alumnos actividades que necesitaran en un futuro para poder
hacer las demostraciones formales y comprender los conceptos de Geometria, lo
que justifica la importancia de la instruccion geométrica en la Educacion
Primaria. Esto lleva consigo la necesidad de secuenciar los conceptos de
Geometria, lo que va en la linea de lo propuesto por van Hiele; se observa que
un alumno de un ciclo no podra comprender la instruccion siguiente si no ha
consolidado la anterior; por ejemplo, un alumno de este tercer ciclo de Primaria
debe consolidar las actividades y experiencias que se le proporcionan para el
futuro aprendizaje en la escuela secundaria.

En segundo lugar, consideramos la Educacion Secundaria Obligatoria, y
nuevamente tomamos como referencia la propuesta de la Comunidad Autonoma
de Canarias. En el curriculo de Educacion Secundaria Obligatoria (BOC: 1009,
DECRETO 310/1993, de 10 de diciembre), leemos:

“es preciso, por tanto, que el curriculo refleje el proceso constructivo del
conocimiento matematico, tanto en su progreso histérico, como en su

apropiacion por el individuo. La formalizacion y estructuracion del
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conocimiento como sistema deductivo no es el punto de partida, sino mas bien
un punto de llegada de un largo proceso de aproximacion a la realidad, de
construccién de instrumentos intelectuales eficaces para interpretar, representar,
analizar, explicar y predecir determinados aspectos de la realidad”, estas ideas
que recuerdan las fases de aprendizaje de los van Hiele.

En relacién con el lenguaje indica:

“El lenguaje especifico de la Matematica con sus caracteristicas propias,
nos sirve de ejemplo para confirmar, de acuerdo con la naturaleza de la
Geometria, que su aprendizaje implica la capacidad de utilizar el lenguaje
apropiado en la elaboracion y comunicacion de conocimientos”, que concuerda
con la propuesta de los van Hiele en el sentido de que el lenguaje es diferente en
cada nivel de aprendizaje.

En relacion con la importancia del aprendizaje secuencial, que también es
expresado en el modelo instruccional de los van Hiele, el citado decreto indica:

“En el transcurso de la Educacion Secundaria Obligatoria, los alumnos y
alumnas prosiguen un proceso de construccion del conocimiento matematico
que se ha iniciado en la Educacion Primaria. Se introducen nuevas relaciones,
conceptos y procedimientos, ampliando el campo de reflexion matematica; se
utilizan nuevos algoritmos, de creciente complejidad; se exploran nuevas
aplicaciones. Todo ello mientras se enriquecen y profundizan las nociones y
procedimientos introducidos en la etapa anterior. El desarrollo de la
competencia cognitiva general del alumnado, en estas edades, y, en concreto, la
posibilidad de llevar a cabo razonamientos de tipo formal abre nuevas
posibilidades para avanzar en el proceso de construccion del conocimiento
matematico, asegurando mayores niveles de abstraccion, simbolizacion y
formalizacion™.

Analogamente, en la propuesta del MEC referida a la Educacion
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Secundaria Obligatoria en Geometria y tomando como referencia los criterios de
evaluacion  observamos en relacion con el primer ciclo (12-14 afios), los
alumnos deben “identificar las caracteristicas geométricas de las formas planas y
los cuerpos que permitan describirlos con la terminologia adecuada y
descomponerlos en las figuras elementales que los forman, estableciendo
relaciones entre ellas”, “interpretar representaciones planas sencillas de espacios
y objetos, y obtener informacion sobre algunas de sus caracteristicas, como
distancias, direcciones, etc., a partir de dichas representaciones”, “utilizar la
relacion de proporcionalidad numérica y geométrica para la obtencion de
cantidades y figuras proporcionales a otras”, e “identificar y describir
regularidades, pautas y relaciones conocidas en conjuntos de nimeros y formas
geometricas similares”. Lo que situa a los alumnos en un nivel de razonamiento

geomeétrico de transicion del 2° al 3°.

En el segundo ciclo de la ESO (14-16 afios), los alumnos deben: “utilizar
los conceptos de incidencia, angulos, movimientos, semejanza y medida en el
analisis y descripcion de formas y configuraciones geométricas”, “interpretar
representaciones planas (esquemas, planos, mapas, etc.) de espacios y objetos y
obtener informacidn sobre sus caracteristicas geométricas (medidas, posiciones,
orientaciones, etc.) a partir de dichas representaciones, utilizando la escala
cuando sea preciso”, e “identificar relaciones de proporcionalidad numérica y
geométrica en situaciones diversas y utilizarlas para el céalculo de términos
proporcionales y razones de semejanza”, con lo que se espera que el alumno sea
habil para representar situaciones con modelos de problemas geométricos y
aplicar propiedades de las figuras, clasificarlas, aplicar relaciones de semejanza

y congruencia y hasta comprender un axioma. Mas tarde, los alumnos deben ser
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habiles para deducir propiedades de figuras, trabajar las transformaciones, las
coordenadas, relacionar mediante transformaciones, congruencias y figuras
similares, trabajar las traslaciones con vectores, y aplicarlo todo a la resolucion
de problemas. La instruccion en la escuela secundaria obligatoria continua, pero
las deducciones son aun informales, con el fin de aplicar los conocimientos en
un futuro nivel tedrico. Ello sitda de lleno a los alumnos en el nivel tres de Van

Hiele.

La Geometria en los programas derivados de la LGE de 1970

En relacion con la Geometria en los programas oficiales derivados de la Ley
General de Educacion de 1970, vamos a comentar un programa concreto
(programas renovados de la EGB, R.D. 69/1981) propuesto por la editorial
Barcanova (1982) para la EGB.

Hacemos esta descripcion del programa de Geometria manteniendo la
estructura de cursos.

La propuesta de la Geometria en primer curso se hace en relacion con los
topicos: “conocimiento y orientacion en el espacio” y “elementos de la
geometria, topologia y poligonos”. El primero se refiere, sobre todo, a
situaciones que implican problemas de lateralidad, y el segundo, intenta que el
alumno adquiera la idea de poligono, lo que lleva consigo que ya haya aprendido
a reconocer las lineas abiertas y cerradas.

En segundo curso, el alumno afianzara los contenidos de primero y se
trabaja la nocion de longitud y se inician las medidas de superficie. Se estudian
las figuras planas desde lo general a lo particular.

En tercer curso, se parte de la manipulacion, lo que hard posible la
conexion con el mundo real.

En cuarto, al alumno, mediante la observacion, manipulacion,
17
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construccion e investigacion, le deben quedar sentadas unas bases para en un
futuro construir la parte complicada y abstracta de la materia, es decir, situar al
alumno en el nivel dos de van Hiele.

En quinto, se estudia la medida en un bloque distinto del de la geometria;
es aqui cuando el alumno no so6lo observa las figuras geométricas, sino que se
descubren las propiedades que definen la geometria; se observan los elementos
geométricos en los prismas y en las pirdmides, lo que nos indica que se supone
que el alumno continda trabajando en el nivel dos.

En sexto, el alumno utiliza la regla y la escuadra para dibujar, lo que le
llevara al dominio del trazado de paralelas; reconoce la diferencia entre como es
una figura en el espacio, como la ve y como la dibuja; se observan pues las
aristas de un cubo y de un tetraedro, lo que indica que se esta organizando la
ensefianza para pasar al nivel tres, con alumnos de edades comprendidas entre
11y 12 afios.

En séptimo, se comienza con la proporcionalidad geométrica y se llega al
teorema de Thales y las escalas, lo que supone situar al alumno en un tercer
nivel de Van Hiele.

Y ya en octavo curso, se entiende que el alumno esta trabajando
claramente en el tercer nivel de van Hiele, pues se estudia el teorema de
Pitagoras, el del cateto y el de la altura con sus correspondientes formulas y
aplicaciones.

Esta propuesta de organizacion de la Editorial parece una apuesta
excesiva y no adecuadamente graduada para pasar de un nivel a otro.

Comentamos también, de manera general, la propuesta de los estandares
curriculares de 1989 (N.C.T.M., 1989) extraida del trabajo realizado por Teppo

(1991) en el que nos confirma que actualmente van Hiele caracteriza su modelo
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en términos de tres niveles de pensamiento (mas que de cinco) que él mismo
denomino: “Visual” (Nivel 1), “Descriptivo” (Nivel 2), y “Teérico” (Nivel 3),
(Fuys, Geddes y Tischler, 1988; van Hiele, 1986).

Segun Teppo (op. cit.) , en el modelo actual estos niveles son alcanzados
mediante el paso de diferentes periodos de aprendizaje. Durante cada periodo los
estudiantes investigan objetos de estudio apropiados, desarrollan el lenguaje
especifico relacionando a estos objetos y trabajan en actividades de aprendizaje
interactivo disefiadas para facilitarles el progreso al proximo nivel superior de
pensamiento. Como sabiamos: “La transicion desde un nivel al siguiente no es
un proceso natural; tiene lugar bajo la influencia de un programa de ensefanza -
aprendizaje” (van Hiele 1986, 50). En lo que se refiere a los aspectos
instruccionales de la teoria segin el modelo de van Hiele, un importante aspecto
de la teoria es que los estudiantes en un nivel inferior de pensamiento, como es
natural, no pueden comprender la instruccion presentada para un nivel superior
de pensamiento. Segun van Hiele (1986), “ésta es la causa mas importante de
bajos resultados en la educacion matematica” (pag. 86). Los estudiantes deben
pasar a través de un determinado periodo de aprendizaje, para ser capaces de
desarrollar una comprension apropiada de los conceptos matematicos
expresados en cada nivel. De esta manera los estudiantes desarrollan la habilidad
para comprender y usar el pensamiento geométrico y la intuicion.

Los Estandares de Curriculum y Evaluacion enfatizan la importancia del
aprendizaje secuencial como fue expresado por los van Hiele en el modelo
instruccional (N.C.T.M., 1989, 48). Por ejemplo en los grados 5-8: el Estandar
12, “Geometria” para los grados 5-8 (p. 112) exige a los estudiantes:
“identificar, describir, comparar, y clasificar figuras geométricas; visualizar y
representar figuras geométricas; explorar las transformaciones de las figuras

geomeétricas; representar y resolver problemas usando modelos geométricos;
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comprender y aplicar las propiedades de la geometria y sus relaciones”.

Las actividades de aprendizaje en los grados medios (que equivale en
nuestro sistema educativo a la Educacion Primaria) continGa el desarrollo del
pensamiento geometrico empezado en los grados K-4. Los estudiantes
descubren aqui las relaciones geométricas. “Las definiciones tienen sentido, las
significativas relaciones entre las figuras son comprendidas, y los estudiantes
estan preparados para usar estas ideas para desarrollar la demostracion informal
de los argumentos”. (N.C.T.M. 1989, 112).

Segun la teoria de los van Hiele, tal aprendizaje involucra actividades de
ambos, el primer y segundo periodo de aprendizaje. Durante los cuatro cursos
(hasta el cuarto grado), los estudiantes profundizan en sus conceptos de los
objetos geométricos investigan sus propiedades, y entonces proceden a
investigar las relaciones entre éstas.

Tales actividades suministran una preparacion esencial para el estudio de
Geometria en la escuela secundaria y el uso de mas procesos geométricos
formalizados. Veamos dos ejemplos extraidos de los estandares de 1989

Ejemplo 1:
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N° de palillos de
dientes
Es posible un|Si No Si Si Si
triangulo
N° de triangulos |1 0 1 1 2
Clase de | Equilater Isosceles Equilatero  |Isésceles
triangulos 0

“A ustedes se les ha dado un montdn de palillos de dientes del mismo tamafio;
primero, toma tres palillos, ¢puedes formar un tridngulo usando los tres palillos
colocando principio y fin en el mismo plano? ¢Puedes formar un triangulo
diferente? ¢ Qué clases de triangulos son posibles? Ahora toma 4 palillos y repite
las cuestiones, entonces repite con 5 palillos y asi sucesivamente” (N.C.T.M.
1989, 113).

Ejemplo 2:

“Une los puntos medios de las caras de varios cuadrilateros, ¢cémo es el
area de la nueva figura con relacion a la del cuadrilatero? ;Con qué cuadrilatero
comenzarias para que la nueva figura fuera un rectangulo? ¢Y un cuadrado?”
(N.C.T.M. 1989, 114).

Actividades de esta naturaleza son necesarias cuando los alumnos
alcancen el grado 9; sin tal instruccion anterior los estudiantes no estaran en el
nivel de pensamiento necesario para comprender los conceptos y las
demostraciones formales en Geometria propios de la etapa 9-12.

La teoria de los van Hiele de los niveles de pensamiento geométrico ha
21




Estudio de diferentes curriculos de geometria

ayudado a focalizar la atencion de la importancia de la instruccion geométrica en
la Educacion Primaria y en los grados medios. El énfasis de esta teoria en la
naturaleza secuencial del aprendizaje de la Geometria y la suposicién relativa de
que un estudiante en el nivel n no puede comprender la instruccion presentada
en el nivel n+1, pone de manifiesto que los estudiantes deberian comenzar las
experiencias del aprendizaje por los niveles 1y 2 y alcanzar este nivel 2 antes de
que sean capaces de tener una actuacién exitosa de la Geometria de una escuela

superior, basicamente de nivel 3.

Proponemos, a modo de ejemplo, dos actividades de los niveles 2 y 3 de
Van Hiele del contenido Giros, del desarrollo curricular que hemos realizado
con profesorado en activo (véase Afonso, Camacho, Socas, 2000).
ACTIVIDAD DE NIVEL 2: GIROS COMO ISOMETRIAS DE FIGURAS
PLANAS
Objetivos: Interpretar los giros como algunos de los movimientos del plano que
dejan invariantes a los poligonos regulares.
Materiales: Regla, compas, transportador de angulos, tijeras y cartulina.

Observa el siguiente triangulo equilatero. El giro de centro O y amplitud
120° transforma el triangulo en el mismo tridngulo. Reproduce la situacion en

cartulina y compruébalo.
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Se dice en este caso que “G(0,120°) es una de las isometrias del triangulo” y
también se dice que “el triangulo permanece invariante al transformarlo con el
giro G(0,120°)”. ; Existiran mas giros que satisfagan esa propiedad?

En los siguientes poligonos encontrar todos los giros que los dejen

invariantes.

™~

RN
ACTIVIDAD DE NIVEL 3: GIROS Y TRASLACIONES EN EL CONTEXTO

DE LOS MOSAICOS TIPO ESCHER
Objetivo: Contextualizar las isometrias en aspectos artisticos.
Materiales: Malla exagonal, regla y compas.

La malla exagonal, estd formada como sabes por exagonos regulares y es
uno de los tres posibles mosaicos regulares (los otros dos estan formados por
triangulos equilateros y por cuadrados, respectivamente).

Vamos a continuacion, utilizando giros, a obtener un mosaico mas
artistico a partir del formado por los exadgonos. Obtendremos algo similar a lo

siguiente:
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Symmetry drowing E25, M. C. Escher, 1930
©1996 M. C. Escher / Cordon Art — Baaem — Holland
Alf iights reserved.

Para ello, debes hacer en cada exagono los siguientes 6 pasos:

4 5

1. Une mediante una curva los vértices S e | del exagono.
24



M2, C. Afonso; M. Camacho; M. M. Socas

2. Gira la curva Sl tomando como centro de giro el punto I, la curva girada unira
ahora | con X. ¢Cual es la amplitud del angulo girado?

3. Construye una nueva curva que una los vértices X con G.

4. Transforma la curva que une X con G, mediante G(G,120°)

5. Crea la curva NO

6. Gira NO tomando como centro el punto N, haciendo coincidir el transformado
de O con el punto S.

Finalmente, dibuja sobre el reptil que tienes, los o0jos, patas, etc... para
obtener, repitiendo en los demas exagonos, el mosaico sefialado.

Concluimos finalmente, que las propuestas actuales en la Comunidad
Autonoma de Canarias, en el MEC y en los Estandares optan por una
organizacion curricular de la Geometria siguiendo en general las indicaciones de
la teoria de los van Hiele; no ocurre lo mismo en el desarrollo curricular en los

libros de texto.
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