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RESUMEN / ABSTRACT

En este trabajo se realiza un analisis de dos metdd PD utilizados en la planificacién de traysatode robots
méviles: uno propuesto por Kwok y Driessen (1999 wtro el algoritmo de Bellman-Ford. A este Gltimse le
realizan modificaciones para incrementar ain maskeidad de busqueda de la solucion.

Palabras claveplanificacion de trayectorias, programacién dinamic

Path planning with Dynamic Programming

In this work are studied two methods of dynamigproming that can be used in path planning of neotbbots.
The first one is proposing by Kwok and Driesser®@)%nd the other one is the Bellman-Ford algoritirhe last

one will be modified to obtain better result.
Key word:path planning, dynamic programming.

| NTRODUCCION

La programacién dinamica (PD) fue introducida peiflfdan
[1] y la misma consiste en el proceso matematictoohar una
serie de decisiones Optimas para obtener una éalggobal
Optima.

Este principio ha sido usado en la planificaciémapluscar
dentro de un conjunto de estados del espacio deamacion,
aquellos que sean Optimos segun determinado oritpera
luego conformar una trayectoria éptima.

Una de las principales ventajas que conlleva edesia PD es
que las trayectorias que se obtienen por este médiednpre
son 6ptimas y se puede usar cualquier tipo de dundé costo
u optimizacién.

Son diversos los algoritmos donde se puede encolzrg
programacién dinamica, aunque en el area de laticabg
movil, especificamente la planificacion, su versiéms
conocida es el llamado algoritmo de Bellman-Forf [
obstante existen otros trabajos donde se aplicas wvérsiones
de la PD [3, 4, 5].

En este trabajo se hard un analisis de dos métdeloBD
utilizados en la planificacion de trayectorias dieats méviles:
uno propuesto por Kwok y Driessen (1999) y el otlo
algoritmo de Bellman-Ford [2, 6]. A este Ultimoe Ig haran

modificaciones para incrementar alin mas su veldcida
busqueda de la solucion.

M ATERIALES Y METODOS

Algoritmo de Bellman-Ford.

Este algoritmo determina la trayectoria mas cor&eeel
punto inicial y todos los restantes puntos del rmato El
algoritmo propuesto por Bellman [1] se basa en
programacién dinamica y su formulacién recursiva las
siguiente:

0, siv=s

Folv)=

©,SIVZS D

F .,
min
wl Qk,l’(W'V)DE

F )= min (F.w+C.}

2)
donde:
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Q« Es el conjunto de estados que fueron actualizadokuego para hacer la formulacién del algoritmo m@spleta

en la etap&.
E : Es el conjunto de enlaces simples entre

Ios1

y acorde a las condiciones de la rob6tica mévielasaciones
)y 2) quedan como se muestra a continuacion:

estados. Se considera que dos estados estan eslazad

de manera simple si se puede ir de uno al otraren
etapa.

S: Estado inicial.
v,w: Estados cualesquiera.
C.w. Costo de ir del estadwal estadoy.

El seudo cddigo algoritmo puede ser definido coigoes

n: Cantidad de estados.
V: Conjunto de todos los estados.

Determinar o (v)ovov y QO

Mientras Qk Z0YK<n pacer

Calcular F K (v) vV y determinar

Q

Fin Mientras

Si Qk =0 entonce F k(V) define la longitud de

la trayectoria mas corta desde S h VLV

Sik=nvy Qk # 0 entonces existen enlaces ent

estados con costo negativo y no pueden ser défisa
trayectorias mas costas.

Aunque este algoritmo fue concebido para determiaar
trayectoria Optima segun la distancia no hay pérdite

generalidad si se tomr Fk(V) como otro tipo de funcion
objetivo. Siempre se obtendran las trayectoridsngg seguin

la funcién objetivc F K (v) .

La aplicacion de este método en la planificacioiralgectoria
para un robot mévil es inmediata, ya que el mismeun
método de blsqueda en una red de estados o geafelycaso
de la robdtica movil los estados serian un conjudé
localizaciones pertenecientes al entorno dondenseeatra el
robot, es decir, configuraciones del espacio déigumacion.

Como los entornos por los que se mueve un robatgruener
obstaculos entonces el conjunto de localizacioet¢®atorno
(estados) se encuentra dividido en dos tipos:

1. estados prohibidos (ocupados por obstaculos)
2. estados libres (el robot puede ocupar uno de sitog

problemas)

0, siv=syvlO
o,sivZ sovlO

Fov)=

3)

Fialv),
min

WiQ,_ (w0 E{ F..(w)+ CVW}’ w00
Oo’ OvOO

Fk(v):min

4)
donde:

O: Conjunto de estados ocupados por obstaculos
(estados prohibidos).

De esta manera la formulacién recursiva del alguariesta
representada por las ecuaciones 3) y 4) manteniantiisma
definicion.

Bellman-Ford Optimizado

El algoritmo de Bellman-Ford tal y como se plantala
seccién anterior tiene el inconveniente de que agla e@tapa
explora todos los estados del entorno. Esto puadedirse en
un mayor tiempo de ejecucién, por tal razén, ainaation se
plantea la formulacién recursiva del método derBaii-Ford
optimizado.

re 0, siv=syvOO

s Folv)=

) , 5
o0, SivZ sovlO )

Fial),
min

vO Qk’ WDGH(V){F k_l(W) + va}' OvOOo

00, mvufe
6)

F . (v) = min

donde:

Q. Es el conjunto de estados que se van a explorar

en la etap.

Gi.2(v): Es el conjunto de padres deque fueron
actualizados en la etapal. Se define como padre
de un estade cualquier estadw del cual se pueda
llegar av en una etapa.

S Estado inicial.
v, w. Estados cualesquiera.
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C.v. Costo de ir del estadwal estadw.

O: Conjunto de estados ocupados por obstaculos
(estados prohibidos).

El seudo cédigo del algoritmo puede ser definidn@sigue:

n: Cantidad de estados.
V: Conjunto de todos los estados.

P,: Conjunto de padres 6ptimos. Un padre 6ptimo
estadov es el estadev que hace que se minimice
costo dev.

Determinar F 0 (V) bvOv y Q1

Mientrast # 0 yk <n hacer

Calcula F k (V) Dv DQK '
P, v DQk y determinai Qk+1

Fin Mientras

Si Qk =0 entonce Fk(V) define el costo de I

trayectoria 6ptima desdhaste VLV . Considerando
Veng COMO el estado al cual se quiere llegar dexd
entonces la secuencia de estados es dada por:
Vi = Vend
Mientrasv; # S hacer

Vi = Py

Fin Mientras

Sik=n ka #U entonces existen enlaces enfre

estados con costo negativo y no pueden ser ddéiga
trayectorias optimas.

Es importante destacar que en esta version detitaigose
disminuye el tiempo de ejecucién en gran mediadedalcir el
espacio de estados con posibilidades de ser Optigsis se
debe a que en cada etapa solo se exploran agestados
cuyo estado padre haya sido actualizado en la etaeaior.
Al hacerse de esta manera no se tienen que expimias los
estados en cada etapa, como sucede en el algodém
Bellman-Ford sin optimizar, ya que solo es de égarxplorar
aquellos estados que realmente tengan la positilide
mejorar su costo en la etaka

No obstante, ain se le puede realizar una modidicague
tributaria en una disminucién del espacio de bidaue

Modificacién para reducir el espacio de blsqueda

Para reducir alin mas el espacio de blsqueda, taptr, el
tiempo de ejecucién del algoritmo, se propone guexploren
solo aquellos estados que cumplen con las condisiatel

del estado padre sea menor que el menor costo &ackon
hasta el momento para el estado objetiesto elimina
aquellos estados que no aporten una solucién Gptima

En la seccién 3 se hara un analisis del efectopgoeoca la
reduccion del espacio de blsqueda de las difergategnes
de los métodos de PD presentados en este trabajo.

del
el Método de Kwok-Driessen

El algoritmo que a continuacién se presenta fuadepor

Kwok y Driessen [3] para planificar trayectorias d#ots

moviles. En el mismo se definié6 una matkiz donde a cada
elemento de la matriz se le asocio un estado detrensegun
su localizacion dentro del mismo. Un estado se idens

como un punto con localizacidiyj) dentro del entorno.

M=)

La formulacién recursiva propuesta por Kwok y Ds&s es la
siguiente:

-1, D(l1 J) 7 (iend’ jend)

0, sielestaddi, j) esprohibido
1, sielestadd], j)eslibre

i

7)

=1 2
> 006,0) = (g )
. F(i’j’m’imaX’jmax)+
min '
miS,; Ck,Ll(i,j,m),Lz(i,i,m)
Ckm,j: D(I’J) y Skij¢D
A -1 D(I’J)yskij:D
9)
. . F(i’j’m’imaX’jmax)
M., ; =argmin 10)
"DSkij + Ck,Ll(i,j,m),LZ(i,i’m)
0
I Kelin Ll(i’ j1”1:+1,i,j) 11)
\Jk+1,i,j = Lz(i, j!m;H,i,j) 12)
donde:

m: Tipos de movimientos que se pueden realizar para
llegar a un estado desde otro entre dos etapas
consecutivas. Ver Figura 1.

método de Bellman-Ford optimizado y ademas gueosto
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M.1i,i: Es el movimiento 6ptimo para llegar en Ja

etapak+1 al estaddi,j).

L,(i, J,M): Indica el valori del estadq(i, j) del
gue se proviene usando el movimiemto

L, @i, J,m): indica el valorj del estadd(i, j) del
gue se proviene usando el movimiemto

S<ij
para llegar al estad@j) en la etap. S<ij se define
como:

. Es el conjunto de movimientos permitidgs

m:mOd (... 8),
S<ij = Ck,Ll(i,j,m),LZ(i,j,m) #-1, 13)
F(i’j’m’imax’jmax)i_l

F(i,j,m,imaxjmay: FUncién objetivo y se define como:
-1

siL,(i, j,mO@G....i_.)0

LG M) O @ ) 6

M (L, G, j,m), L, G, j,m) =0
distanciaentre(i, j) y
(Lo Gy jom), Lo (i, j,m)),

paraotrocaso

14)

| k.i,j - Es la localizaciém éptima para moverse haci

el estado(iA, J ) regresando una etapa dekde

\Jk,i,jl Es la localizacién j 6ptima para moverse
NN

hacia el estad(i, j ) regresando una etapa dekde

m=46 @ — P +—§ m=2

T

m=4

m=3

m =5

Figura 1. Tipos de movimientos que se pueden realizar para
llegar a un estado dado.

El algoritmo de Kwok y Driessen consiste en repetir
la formulacién recursiva representada en las
ecuaciones 8)-12) pata= 1,2,3,...desde un estado
inicial (isiarvjstar) hasta que suceda una de dos
condiciones:

Ck+1,i

La cantidad de elementos del conjunto

Ck+1,i,j con Ck+1,i,j 71 s igual a la
cantidad de elementos del conjunto

Ck,i,j con Ck,i,j -1

La primera de las condiciones significa que ha sidmontrada
una solucion éptima y la secuencia de estados ipatasde

(istartajstart) haSta(iend;jend) es dada por:

ok .
I = |slart

2.

start Jstart

.
i = Jstart

Hacer desde = 1 hastak-1

L*

I = Ip,i,j

i = Jpij
Fin Hacer.
La segunda condicién significa que no se encontnéd u

solucion y por tanto no existe un camino entresdo inicial
y el final.

DiscusION

Dentro de los algoritmos de PD que buscan un cagptiono

en un grafo o red de estados, sin dudas, el m&adt es de
Bellman-Ford. En este trabajo se ha visto esterigigo en
tres versiones diferentes: Bellman-Ford, BellmardFo
optimizado y Bellman-Ford optimizado con una nueva
modificacién. Ademéas se ha visto otra forma de eapla
PD, a la cual le llamamos Kwok-Driessen. En estziéa se
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discutird cada uno de los métodos de PD vistos yesé el
efecto que provoca reducir el espacio de blsquediosl
algoritmos.

Todas las simulaciones realizadas en esta seceilbevaron a
cabo sobre el entorno mostrado en la figura 2. Esterno
tiene una dimension de 101x101 unidades, donde waidad
es un estado por el que puede transitar el robmdog los
puntos negros del entorno representan obstaculos.

Figura 2. Entorno, dimensiones 101x101 unidades. Cada unida
constituye un estado.

A continuacién se analizaran las tres versionesaligritmo

de Bellman-Ford en cuanto a la cantidad de estaxjfusrados
del espacio de busqueda. En la figura 3 y la thlda pueden
ver los resultados obtenidos de la simulaciénzadé.

a

b

Figura 3. a) Resultados de la simulacién con el algoritmo de
Bellman-Ford. b) Resultados de la simulacién cagdritmo de
Bellman-Ford optimizado. c) Resultados de la siciglacon el
algoritmo de Bellman-Ford optimizado y modificaécosto de
todas las trayectorias es 128.36 unidades, péwad#n objetivo
definida como la distancia euclidiana.

¢

Tabla 1. Resultados de la simulacion

Algoritmo Bellman-Ford] Bellman-| Modificacion
Ford de Bellman-
Optimizado Ford
Optimizado
Estados del 10201 10201 10201
entorno
Etapas 115 115 109
Estados 1173115 24380 24037
explorados
Costo 6ptimo 128.36 128.36 128.36
unidades unidades unidades

La cantidad de estados que presenta el entorripadtl en
esta simulacion es de 10201 ya que se asumi6 glacucedad
del entorno constituye un estado. Dentro de edia# &e
encuentran los estados prohibidos y los estadesslilas
etapas no son mas que la cantidad de iteraciorereqliza el

d

algoritmo hasta que encuentra la solucion o6ptima. E

importante destacar que el rendimiento del algaritmo se
debe valorar solo por las iteraciones que esté&zeesino mas
bien por la cantidad de estados que tiene que explba
cantidad de estados explorados es el factor fundameara
evaluar la rapidez de ejecucion de estos tresiaiyms ya que
mientras mas estados sean necesario visitar yl@agucosto,
mas tiempo se esta consumiendo. Debe observarseslque
algoritmo de Bellman-Ford optimizado y modificadolos
explora 24037 estados a diferencia de los 1173128880
estados que exploran las otras dos versiones. Genpuede
ver la reduccion del espacio de busqueda es endtayeque
destacar también que la cantidad de estados edpkras
mayor que la cantidad de estados que tiene elrentpues
esto no entra en contradiccién porque lo que suesdque
existen estados que se han explorado mas de ungpaer
entender esto con mas claridad se debe recurrgeado-
cédigo del algoritmo o a su definicion.

La siguiente simulacion tiene por objetivo compasdr
algoritmo de Kwok-Driessen con la version modifigade
Bellman-Ford optimizado. Los resultados se puedesewar
en la figura 4 y la tabla 2.

a 4]

Figura 4. a) Resultados de la simulacion con la modificaciéin
algoritmo de Bellman-Ford optimizado. b) Resultadesa
simulacion con el algoritmo de Kwok-Driessen. Btoode todas las
trayectorias es 128.36 unidades, para la funcigetiob definida
como la distancia euclidiana.

Tabla 2 Resultados de la simulacion

Algoritmo Modificacién de Kwok-Driessen
Bellman-Ford
Optimizado
Estados del entornp 10201 10201
Etapas 109 106
Estados explorados 24037 1081306

Costo 6ptimo 128.36 unidade$ 128.36 unidad

El método de Kowk-Driessen
algoritmo de Bellman de la trayectoria mas corthora
adaptandolo a una representacion matricial dedtzsles para
hacer coincidir
localizacion (i,j) dentro del entorno por el cual mueve el
robot y definiendo ademas el conjunto de estadokilpdos.
Pero la modificacion fundamental que introducen Kwo
Driessen es la detencion de la blsqueda cuandostd del
estado inicial deja de ser -1. Esto tiene una wapldn
importante y es que al detener la busqueda cugralece el
primer camino se pueden desechar soluciones mejoesa
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encontrada, cuando la funcién objetivo no sea faida por
Kwok y Driessen. Por lo tanto el algoritmo piegimeralidad
comparado con los anteriores ya que este, tal yocesta
definido, solo obtendra soluciones 6ptimas con itures
objetivos como la distancia euclidiana.

En cuanto a la reduccién del espacio de busqueta
algoritmo introduce leves mejoras respecto al @éntan-
Ford sin optimizar ya que realiza menos etapatetdnerse
cuando aparece el primer camino al estado objghe® aln
sigue explorando en cada etapa todos los estadasb$dante,
las mejoras que puedan provocar estas modificazieneel
tiempo de ejecucion son insignificantes comparamtas los
algoritmos de Bellman-Ford optimizado y la modifice de
Bellman-Ford optimizado. Esto se puede apreciaagiante
en las tablas 1y 2.

Por ultimo, para poder apreciar como el algoritmaoK-
Driessen no sirve para cualquier tipo de funciércdsto se
muestra la siguiente simulacion, igual que lasrants solo
que ahora se define como funcién objetivo al cukola
distancia euclidiana entre dos estados. Los rekdtase
pueden observar en la figura 5 y la tabla 3.

a

b

Figura 5.a) Resultados de la simulacién con la modificacién
Bellman-Ford optimizado. Costo de la trayectori@ liidades. b)
Resultados de la simulacion con el algoritmo KwaleBsen. Costo

de la trayectoria 204.70 unidades. En todos losscasfunciéon

objetivo fue definida como el cubo de la distaraialidiana.

Tabla 3. Resultados de la simulacién

Algoritmo Modificacion de Kwok-Driessen
Bellman-Ford
Optimizado
Estados del entornp 10201 10201
Etapas 161 106
Estados explorados 193887 1081306

Costo 6ptimo 128.36 unidades$ 204.74 unidad

En la figura 5 se observa como las trayectoriasrotéhs por
cada método son diferentes. La trayectoria obtenata el
método de Kwok-Driessen posee un costo superiotopque
no constituye la trayectoria 6ptima para llegardéesl estado
inicia al estado final. La razdén por la cual layé&etoria
obtenida por este Ultimo método no es la 6ptim agie se
mencionaba con anterioridad, se detiene la busqoeaado
se encuentra la primera.

Obsérvese también que la cantidad de estados aspkipor
el método de Bellman-Ford optimizado y modificacdoneuy
inferior que la cantidad que explora el algoritmavdk-

Driessen, lo cual permite verificar una vez masuperioridad
de este método.

eSCONCLUSIONES

En este trabajo se han estudiado varios tiposgieihos que
usan la programacién dinamica para encontrar @yad¢toria
entre dos estados cualesquiera. Se comenz0 dgogitmo

de Bellman-Ford y su versién optimizada, a la csmlle
introdujo una modificacién para reducir la cantiddestados
explorados. Posteriormente se analiz6 otro método d
planificacion de trayectorias propuesto en [3] tarabién usa

la programacion dindmica.

Todos los algoritmos se discutieron y compararodiame la
realizacién de varias simulaciones en un entortéties.

El algoritmo de Bellman-Ford sin optimizar resuir el que
mas estados exploraba en la blsqueda de la solpoitio
que fue, de todos, el que mas tiempo de ejecu@asurnio.
No obstante, las soluciones encontradas siempreorfue
Optimas.

El método Kowk-Driessen resulté ser un poco masiegfie
que el de Bellman-Ford sin optimizar en cuantdeshpo de
ejecucion ya que explora menos estados en la bdaqiela
solucion, pero las soluciones que se encuentrafengpre son
Optimas, esto depende de la funcién objetivo quéalka
usado, por cuanto este solo es valido cuando sease
funcion de costo la distancia.

En todos los casos el método propuesto, modificacié
Bellman-Ford Optimizado resultdé ser mas eficiente dos
restantes pues su tiempo de ejecucién siempre oM
debido a que exploraba menos estados y sus sadsgcion
siempre fueron la Optima para las funciones ohjstiv
utilizadas, por cuanto el método garantiza su gdided para
cualquier tipo de funcion de costo.
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