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PRODUCCIÓN SIMPLE Y CONJUNTA A CONSECUENCIA DE SRAF FA 
(III parte) 

 
Antonio Mora Plaza 

 
Abstract 

 
The joint production is an historical matter from Sraffa, although the text books 

don´t treat it frequently, perhaps for the formal accommodation to the single 

production, despite that the joint production is the question more empirical important. 

Along this papers will appear the names of authors who they have treated this 

question under a ricardian or neo-ricardian survey. The marginalist joint production is 

obviated. The other hand, is not my intention to talk about the the historical 

developement of joint production. This matter has been worked with succes and 

facilitated many graduates and doctorates. This is an attempt to contribute with somes 

ideas and to make also somes criticals to the unquestioned knowledge. 

keywords: joint production, single production, Sraffa 

 

Introducción 

 
El tema de la producción conjunta es un tema manido desde Sraffa, aunque los 

manuales se resisten a tratarlo quizá, por la comodidad formal que supone la 

producción simple, a pesar de que lo relevante empíricamente es la conjunta. A lo 

largo del artículo saldrán nombres de autores que se han ocupado de esto, es decir, 

de la producción conjunta en un contexto ricardiano o neo-ricardiano. Se obvia pues 

la producción conjunta marginalista. No obstante, nada más lejos de mi intención 

hacer un recuento histórico del tema. Esto ya se ha hecho1 con éxito y ha dado juego 

para doctorados. Estas notas son intentos de aportación, de novedad en algunos 

aspectos de la producción conjunta, por un lado, y, por otro, alguna crítica a verdades 

consideradas indiscutibles2. 

palabras clave: producción conjunta, producción simple, Sraffa 

 

 

Jel: B24 

                                                 
1
 En general, los libros de Pasinetti; en internet se puede ver el art. de Peris i Ferrando. 
Ambos se mencionan en la bibliografía. 
2 El caso del aspecto de la frontera salarios-beneficios. 
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 Apéndice III 
 
 Como complemento al epígrafe sobre la frontera salario-ganancia, vamos a 

dar algunos desarrollos matemáticos acordes con el espíritu económico srafiano a 

partir de las ecuaciones implícitas del propio modelo de Sraffa, apartándonos de las 

dadas por Schefold y Nutti3. Esta parte, aunque lleva el título de apéndice, puede 

considerarse un capítulo completo de la producción simple y conjunta, srafiana y no 

srafiana. No son tampoco simples matemáticas, sino que estas nos ayudan a 

guiarnos y desarrollar la lógica económica abierta por el genio italiano. Seguimos con 

la frontera salario-ganancia, que es un capítulo trascendental en el desarrollo de la 

obra “Producción de mercancías por medio de mercancías”. El primer caso será el 

más simple posible: 

 

 a) Frontera salario-ganancia srafiano con salarios ex-post. 

 
Partimos de la ecuación srafiana ex-post que define al sistema: 
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Si ahora reemplazamos la matriz  X  de medios por: 

 

(52) AYX =  con lo que  1−= XYA  y despejamos los precios p queda: 

 

(53) [ ] 11 )1()1( −− +−+= AgILYgwp  

 
Para eliminar el factor precios p vamos a post-multiplicar ambos miembros de la 

ecuación por YI, siendo Y los bienes finales e I el vector vertical de unos. Además 

haremos del producto 1=pYI  el numerario, es decir, 1=pYI . Con todo ello queda: 

 

(54) [ ] YIAgILYgwpYI 11 )1()1(1 −− +−+==  

                                                 
3 Capialism. Socialism  and Sleady Growth, 1970 
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Llegado a este punto parecería que ya hemos arribado al destino simplemente con 

despejar los salarios de la ecuación y tendríamos una relación inversa entre estos y 

las ganancias puesto que estas aparecen en dos lugares en la ecuación (54) y ambas 

de forma creciente: la primera es evidente y la que está pre-multiplicando a la matriz 

de requerimientos A lo es por el teorema de Perrón-Froebenius al suponérsela 

irreductible, productiva y mayor que cero. Pero vamos a dar un paso más y 

desarrollamos (54): 

 

(55)     [ ] YIAgAgAgILYgwpYI nn 111221 )1()1()1()1(1
−−−− ++++++++== L  

 
Ahora reemplazamos la matriz A por su valor en (52) y abrimos los corchetes y 

queda: 

(56)

[ ] IYXYYgYXYXYYgYXYYgYIYLgwpYI nn 11111112111 )1()1()1()1(1
−−−−−−−−−− ++++++++== L

 

y llamando ahora B a XYB 1−=  y reemplazando en lo anterior: 

 

(57) [ ]IBgBgBgILgw nn 1122 )1()1()1()1(1 −−++++++++= L  

 
La diferencia de (54) respecto a (55) es que ahora tenemos integrado la matriz de 

bienes finales Y dentro del corchete, al cual se puede aplicar también el teorema P-F4 

y asegurar el crecimiento de la tasa de ganancia. Despejando los salarios queda: 

 

(58) [ ] IBgILg
w

1)1()1(

1
−+−+

=  

 
que es una función decreciente, con un punto de corte en el eje de ordenadas: 

 

(59) [ ] IBIL
wgpara

1

1
0 −−

=⇒=  

 
y con un descenso monótono, decreciente, convexo y tangencial en el eje de abcisas 

a medida que aumenta la tasa de ganancia. Ahora bien, nosotros sabemos que ese 

                                                 
4 Suponiendo a B irreductible, mayor que cero y productiva, también y que g<R (criterio 
de convergencia) para poder pasar de (57) a (58). 



AMP Notas sobre la producción conjunta 4 / 18  -  08/01/2010 

descenso tiene el límite srafiano de la razón-patrón R. Este desarrollo matemático 

vale tanto si estamos en la producción simple como en la conjunta, puesto que la 

diferencia es que la matriz Y de bienes finales sea diagonal (producción simple) o no 

(producción conjunta), es decir, con valores positivos (puede haber algún cero) en 

todos los elementos. Pero hay una diferencia notable entre ambos: en la producción 

conjunta ya no podemos asegurar que A -y en nuestro caso menos aún B- sea 

productiva, irreductible y estrictamente mayor que cero, con lo que no podemos 

recurrir a Perrón- Froebenius. Eso implica que el crecimiento de g en (53) y siguientes 

no está asegurado por el teorema; tampoco la convergencia del denominador de (59). 

Para asegurar esto hay que recurrir al comportamiento económico de los actores -tal 

y como hace Sraffa5- de tal forma que sean ellos los que seleccionen aquellos 

procesos productivos que aseguren precios y salarios positivos y, a largo plazo, una 

frontera decreciente entre salarios y ganancias, puesto que es imposible que en una 

economía real y en su modelo explicativo auto-reproductivo sin acumulación y sin 

variaciones en la técnica (A,L) y sin aumentos de productividad, puedan crecer 

simultáneamente salarios y ganancias. No obstante, este hecho, esta necesidad de 

recurrir a la economía real, demuestra que la teoría neoclásica -donde la relación 

entre salarios y ganancias es monótona decreciente y convexa- no puede admitirse 

como cierta con carácter general. Además, esta necesidad de adecuarse a una 

economía viable, es decir, modificar la matriz de requerimientos A, supone un 

desplazamiento de la curva frontera de salario-ganancia, con lo que la función más 

realista de esta frontera sólo tiene sentido en un espacio de 4 dimensiones (w, g, A, 

L), donde son más significativos las variaciones de la matriz de requerimientos que 

los deslizamientos a través de la línea salario-ganancia. 

                                                 
5 Es notable que Sraffa no menciona ni recurre en ningún momento al teorema de Perrón-
Froebenius. Es posible que el no lo conociera en un principio, pero sí los dos notables 
matemáticos de Cambrigde que le ayudaron, y en una obra de varias décadas de 
maduración es impensable que no fuera avisado de ello.  Quizá lo omitió por no desvirtuar 
el carácter económico de sus explicaciones. Mi explicación en concreto es que Sraffa 
quería presentar un modelo donde el comportamiento de los actores implicados fuera 
determinante en él, cosa que se hubiera perdido se fijaba las condiciones formales a 
priori. Pero esto ha originado, creo yo, una confusión en el punto trascendental de la 
frontera salario-ganancia al no distinguir entre deslizamientos a lo largo de la frontera y 
desplazamientos de esta función, que ocurre siempre que no consideremos dados todas 
las variables (A, precios, L) que no sean precisamente salarios y ganancias. De ahí el 
esfuerzo que se ha hecho en este modesto trabajo en distinguir ambos movimientos. 
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 La limitación de este modelo de producción conjunta srafiano es que el 

número de procesos ha de ser igual al número de mercancías producidas6 (Y y X son 

del mismo rango). 

 

 b1) Frontera salario-ganancia con producción conjunta y con salarios y 

ganancias múltiples. 

 
Ahora cambiamos el modelo anterior al considerar no un sólo tipo de salario y una 

sola tasa de ganancia, sino n tasas de salarios y n tasas de ganancias, lo cual le 

añade realismo al modelo. Aquí ya tenemos que caminar solos porque Sraffa nos 

abandona, puesto que en ningún momento consideró esta posibilidad.  
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donde W y G son matrices diagonales. Ahora haremos lo que hemos hecho en el caso 

a): despejaremos los precios p, hacemos 1−= XYA  y emplearemos el mismo 

numerario, es decir, 1=pYI , y después de hacer todo esto queda: 

 

(61) [ ] YIGAIYGLWpYI 11 )1()1(1 −− +−+==  

 
Llegado a este punto parecería que no podemos salir de ahí salvo extender la 

expresión entre corchetes como la suma geométrica que representa. Al hacerlo así y 

sustituir la matriz de requerimientos A por su valor queda7: 

 
(62)

[ ] YIGXYGXYXYGXYIYGLW nn 111121111 )1()()1()1()1(1
−−−−−−−− ++++++++= L

 

Y si abrimos la expresión entre corchetes para permitir pre-multiplicarla por 1−Y  y pos-

multiplicarla por Y , llamamos B a XYB 1−=  y C a YGYC ii )1(1 += −  (al igual que el 

caso anterior) y con las equivalencias siguientes: 

 
 1) IYIY =−1  

                                                 
6 Pág. 68 de “Producción de mercancías... “. 
7 Damos por supuesto que la expresión entre corchetes de (61) sea convergente. 
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 2) BCYGYBYGXYY =+=+ −−− )1()1( 111  

 3) 222122111 )1()1( CBYGYBYGXYXYY =+=+ −−−−  

 ......................................................................................... 

 n) 111111111 )1()1()( −−−−−−−−− =+=+ nnnnnn CBYGYBYGXYY  

 
tenemos ahora que: 

 

(63) [ ]ICBCBBCIGLW nn 1122)1(1 −−+++++= L  

 
Y si por comodidad hacemos: 

 

(64) [ ]1122 −−++++= nn CBCBBCID L  

 
es evidente que D es creciente con respecto a cualquiera de las tasas de ganancias, 

es decir naidgdC i 10/ =∀>  debido a que C depende crecientemente de G. No 

podemos pasar (64) a la expresión sintética porque no tenemos ahora ninguna 

garantía de que sea creciente pero convergente. Lo será, en todo caso, si cumple 

que: ∞→→ isiceroaCBdelímite ii  (condición necesaria), o también si el 

sistema BCYY =λ  tiene una autovalor máximo tal que mλ11> , siendo mλ  el 

autovalor máximo (condición suficiente)8. Ahora bien, si D no fuera convergente, 

entonces puede pasar cualquier cosa, incluso valores disparatados desde el punto de 

vista económico, en especial porque en B actúa la inversa de Y. Veamos en forma 

desarrollada (63): 
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y visto de forma abreviada: 
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8 Ver el apéndice matemático al libro de Pasinetti “Lecciones de la teoría de la Producción” 
ya mencionado. 
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Parecería también que hemos llegado al final, pero si ahora hacemos que para algún 

w i  o conjunto de valores de w se cumpla que: 
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cosa que siempre podemos hacer con tal de respetar (67), donde tenemos una 

ecuación y n tasa de salarios (gr. de libertad = n-1). Si los actores económicos son 

capaces de desechar procesos que den valores disparatados, se pude concluir que, 

si D es creciente respecto a cada tasa de salarios g, hay una relación inversa entre 

masa de salarios y ganancias de acuerdo con: 
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que es una función decreciente con las consideraciones anteriores. El punto de corte 

en el eje de ordenadas sería: 
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Pero (68) y todo el proceso seguido hasta aquí tiene algunas particularidades que no 

tenía el caso a) de una frontera con una única tasa de salarios y una única tasa de 

ganancia: 

 
 1) Ahora no tenemos salarios (aunque sean múltiples) para comparar con la 

ganancia (una o múltiples), sino que debemos tomar el producto de los inputs de 

trabajo L y los salarios w. Dicho de otra forma, al tomar las ganancias como variable 

independiente, no sabemos -en este modelo- qué incidencia tiene sobre una tasa de 

salario en particular, sino sólo sobre la masa de salarios LW , y muy bien podría 

ocurrir que un aumento de las ganancias en un sector provocara a la vez un aumento 

de los salarios en otro -incluso en el mismo- con tal de que el conjunto de la masa de 

salarios disminuyera. 
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 2) Como hemos tenido que hacer el cambio de w  por ŵ  para algún salario 

o para el conjunto de ellos (aunque respectando (67)), no tenemos un único punto de 

arranque de los salarios en el eje de ordenadas cuando las ganancias son nulas, sino 

una infinidad posible de puntos de arranque. 

 
 3) Aún tomando un punto de arranque cualquiera, es decir, desechando la 

infinidad de combinaciones posibles (en realidad “(n-1)x(n-2)x....x1”, puesto que 

tenemos una ecuación a respectar) para el punto de arranque, hay otra infinidad (en 

concreto n) de funciones decrecientes (suponiendo que lo sean) según las distintas 

tasas de ganancia. La forma de concretar esta última cuestión sería tomar la tasa de 

ganancia (gm) que provoca la masa de salarios menor y la tasa de ganancia (gM), que 

provoca a su vez la masa de salarios mayor. Y esto es así si estas tasas se 

mantienen en sus puestos de menor y mayor tasa de salarios a medida que 

aumentan sus valores, pero bien podría ocurrir que fueran sustituidas por otras tasas 

de ganancia (hay n) que le tomaran el relevo. De ocurrir esto, tendríamos que 

cambiar de tasas de ganancia cada cierto tramo de la variable de tal forma que 

provocara la menor tasa de salario y la mayor. 

 
 4) La cosa se podría complicar más aún, porque podría ocurrir también que 

esa especie de racimos descendientes que arrancan unidos del eje de ordenadas 

según (68) se cruzaran entre sí si la velocidad de caída de cada racimo es diferente. 

Es el caso que planteamos de retorno de las técnicas para tasas únicas de salario y 

ganancia con funciones convexas. Sería como verlo al microscopio. A los efectos 

teóricos, pues, puede estudiarse el modelo con tasas de salarios y ganancias únicas, 

pero desde el punto de vista empírico, este modelo de tasas únicas entiendo que es 

muy pobre. 

 

 b2) Frontera salario-ganancia también srafiana y no srafiana. Otro forma. 

 
Vamos a ver que hay una forma más simplificada que esta y que vale tanto para el 

caso de Sraffa -donde el número de procesos (o mercancías) de bienes finales son 

iguales al de los medios de producción- como si son mayores los procesos. Las 3 

ecuaciones que van a definir el sistema son: 
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(71) 1=pXI  

 
siendo (71) el numerario, R representa la matriz diagonal de tipos de ganancia 

máximas de cada sector cuando las tasas de salarios se han hecho cero, y que en el 

caso de que m=n estamos en el caso srafiano de producción conjunta. De este 

conjunto de ecuaciones obtenemos por sustitución: 

 

(72) IGRpXIGLW )()1( −=+    

 
ecuación que desarrollada de forma ordinaria: 
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No tenemos, como en el modelo anterior, una única tasa de salarios ni de ganancias, 

por lo que vamos a sustituir en (72b) las siguientes ecuaciones: 
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Ambas, (73) y (74), sustituidas en (73), dan la fórmula que define en este modelo la 

frontera salario-ganancia a partir de n tasas de salarios y n tasas de ganancias: 
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y ahora sí podemos asegurar que hay una relación decreciente entre salarios y 

ganancias con tal de que el numerador sea mayor que cero, es decir, que: 
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Pero vamos a ir más lejos, porque ahora sustituiremos los Rj (tasas máximas de 

ganancias de cada sector j) por un R único como: 
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y como además el denominador de (76) vale uno por (71), queda: 
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Comparando esta expresión9 con la obtenida en el modelo anterior (68) para el valor 

de los salarios respecto a las ganancias se puede observar dos avances y un 

retroceso: 1) no hemos tenido que invertir ninguna matriz, por lo que no tenemos que 

conjeturar acerca del comportamiento económico de los actores para conjurar los 

peligros de valores negativos en los precios o salarios; 2) queda más claro aún la 

relación inversa entre salarios y ganancias, en una relación monótona decreciente 

con tal de que el denominador de (77) no se haga negativo o cero: 3) esta tercera 

diferencia va en contra de (77): aquí los salarios dependen, además, del conjunto de 

precios, cosa que no ocurría en (68). Para solventar el problema hay que partir de 

que los precios están dados, es decir, la relación entre salarios y ganancias es 

estable con precios dados. Como dice el refrán, no hay bien que por mal no venga (y 

al revés). 

 

                                                 
9 Como se ve, se da en forma ordinaria y en forma matricial. 
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 Alguien podría estar tentado en considerar al R único como igual a la razón-

patrón srafiana de la producción simple. Puede coincidir o estar muy cerca ambas, 

pero hay que recordar que aquella razón-patrón srafiana tenía su razón de ser al no 

depender de los precios. Significaba 2 cosas simultáneamente: la tasa de beneficio 

máxima (y única) y la razón (única) entre la producción neta y los medios empleados 

en un sistema reducido de la economía. Aquí, la razón R significa sólo la tasa máxima 

de ganancia de cada sector j. Sin embargo, sí se puede conjeturar que ambas 

estarán muy cerca. 

 
 Interesante en este modelo son los puntos de corte de las variables en los 

ejes de ordenadas y de abcisas. Veamos: 
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Lo notable de estos puntos es que el corte del eje de ordenadas (salarios igual cero) 

depende sólo de la razón-media de beneficios ( ĝ ), del número de medios usados (n) 

y de los valores-trabajo (L), y no de los precios ni de la matriz de requerimientos (A) o 

de sus componentes (Y,X). Podemos concluir que la “cuerda” o función que 

desciende en (78) hasta el punto de corte de abcisas (79), está anclada en un sólo 

punto en el eje de ordenadas (vertical); a diferencia de lo anterior, el punto de corte 

en el eje de abcisas depende de los precios (p i), de los medios de producción (x ij) y 

de las tasas de ganancia por sector o mercancía (g j), por lo que puede haber 

múltiples puntos de corte en el eje de abcisas (horizontal). 

 

 c) Frontera salario-ganancia en producción conjunta generalizada. 

 
En este modelo vamos a completar la máxima generalización posible: m bienes 

finales, ñ medios de producción, n sectores, n tasas de salarios y n tasas de 

ganancia. La función que define el sistema es como sigue: 
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nxnñxnmxñxmnxnxnmxnxm
1

111

 

 
y la que nos da el numerario que nos interesa en este caso va a ser: 

 

(81) 1=− pMXIpYI  

 
La matriz M es sólo un instrumento auxiliar en la que cada uno de sus elementos (m ij) 

indica el medio de producción (ñ) del que procede cada bien final (m). Después de 

sustituciones elementales entre (80) y (81) y post-multiplicando el resultado por el 

vector vertical de unos I, queda: 

 

(82) PMXGIIGLW −=+ 1)1(   

 

(82b) ( ) kjkij
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ñ
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k
ii

n

i
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= = ==
−=+

1 1 11

11  

 

Haremos lo mismo que con el modelo anterior y calculamos el tipo de salario medio 

( ŵ ) y el de ganancia media ( ĝ ) y queda: 

 

(83) 
( ) LIgn
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−
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∑ ∑ ∑

=

= = =

 

 

La diferencia con lo anterior es que en este modelo no hemos empleado las razones 

máximas de beneficio Ri  por cada sector. También es evidente que la relación entre 

el salario medio y las ganancias (media y de cada sector) es decreciente, donde se 

pueden hacer las mismas consideraciones generales respecto al comportamiento de 

la función que ya se han hecho. Resulta curioso que la forma más generalizada de la 

frontera salario-ganancia es la más sencilla formalmente. Aquí, ni hemos empleado 

ningún R como se ha dicho, ni hemos invertido ninguna matriz. Es verdad que esta 

frontera depende de los precios que, en todo momento, son de equilibrio, por lo que si 

los consideramos dados, la forma de ajuste ante un movimiento de las tasas de 
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ganancia sectoriales es un deslizamiento de los salarios en dirección contraria. Ante 

cualquier variación de los precios se va a producir un movimiento de traslación de la 

frontera w-g, al igual que si se mueven algunos de los componentes de la matriz 

auxiliar, M, o de los medios de producción, X, o de los inputs de trabajo, L. También 

es evidente que, si consideramos como variables los precios y los salarios y, en 

cambio, todas las demás variables dadas, los salarios se moverán en dirección 

contraria a los precios. Todo lo anterior siempre que el numerador de (83) sea 

positivo, es decir que: 

 

(84) pMXIpYIpMXGI −=<1  

 
que es lo mismo que decir que: 

 

(85) IGpMXpYI )1( +>  

 
cosa natural, salvo que consideremos que los salarios sean cero y que estos estén 

integrados juntos con los medios de producción (X) al igual que el hierro, la cebada o 

las grúas10. 

 
 En cuanto a los puntos de corte, son aún más sencillos: 

 

(86) 
∑

=

=⇒=∀==
n

i
i

i

ln
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1

1
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(87) 
∑∑∑

= = =

=⇒= m

i

ñ
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k
jkiji xmp
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1 1 1

1ˆ0ˆ
 

 
El punto de corte de ordenadas (86) es evidente simplemente dando el valor cero a 

las ganancias (tanto la media como las sectoriales) en (83). En cambio, (87) exige 

alguna explicación adicional porque lo que se ha hecho es calcular un tipo único de 

ganancia máxima R̂  tal que cumpla que: 

                                                 
10 Cosa que se considera de forma didáctica cuando se estudia el modelo de Leontief 
cerrado, es decir, sin excedente. El propio Sraffa lo considera en su obra en el primer 
capítulo. 
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(88) jkij
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y que dando el valor cero a la tasa media de los salarios en (83) y reemplazando (88) 

en el numerador, queda (87). 
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 Apéndice IV 
 
 Si la producción es simple, se tiene la ecuación XQRYQ )1( += , donde Y es 

la matriz diagonal de bienes finales, donde R es la razón-patrón srafiana y (1+R) es el 

autovalor Perrón-Froebenius (el más alto de todos en valor absoluto) siempre que la 

matriz de medios de producción X la sustituyamos por AY, siendo A la matriz de 

requerimientos con las siguientes características: ha de ser mayor que cero, 

irreductible y productiva (Y>AY). Con ello se garantiza un conjunto de multiplicadores 

Q todos positivos. 

 Si estamos en la producción conjunta srafiana (o no esrafiana), entonces la 

matriz Y no es diagonal, sino que tiene (o puede tener) nxn elementos distintos de 

cero. Con ello la matriz 1−= XYA no puede garantizarse que cumpla los 3 requisitos 

anteriores. Eso implica que, aún cuando sea positivo el producto YQ, lo sea todos y 

cada uno de sus multiplicadores ( )jij
nj

j
ni

ijij
nj

j
ni

i qxRqy =
=

=
=

=
=

=
= ΣΣ+=ΣΣ 1111 )1( . Y si esto 

no se cumple, no se puede asegurar que todos los multiplicadores sean positivos 

(teorema P-F). Y si se calculan los autovalores y autovectores por la izquierda con la 

ecuación pXRpY )1( += , lo que no se puede asegurar es que todos los precios sean 

positivos. 
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