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Resumen—Este estudio se enfoca en la reflexion de ondas
electromagnéticas a través de placas paralelas isotropicas
utilizando el método interferométrico, en lugar de tratar el
sistema como un todo y resolverlo con las condiciones de
contorno. Esto consiste en considerar cada una de las multiples
reflexiones que se dan en este tipo de sistemas, de forma de
obtener un desarrollo con distintos términos que convergan
a la solucién exacta. Asi buscamos examinar si las primeras
reflexiones son suficientes para una buena aproximacion.
Se derivaron expresiones para los coeficientes de reflexion
para polarizaciones paralelas (p) y perpendiculares (s). Los
resultados muestran que considerar solo la primera reflexion
no es una buena aproximacion, pero si lo es considerar los
primeros dos términos.
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Abstract—This study focuses on the reflection of
electromagnetic waves through isotropic parallel plates
using the interferometric method, instead of treating the
system as a whole and solving it with boundary conditions.
This involves considering each of the multiple reflections
that occur in these types of systems to obtain a development
with different terms that converge to the exact solution.
Thus, we aim to examine whether the initial reflections alone
are sufficient for a good approximation. Expressions for
the reflection coefficients for parallel (p) and perpendicular
(s) polarizations were derived. The results demonstrate
that relying solely on the first reflection is not a suitable
approximation, whereas considering the first two terms proves
to be accurate.

Keywords: isotropic; wave reflection; plane-parallel plate.

I. INTRODUCCION

Las ondas planas que inciden en una interfaz que separa
dos medios dieléctricos generan campos reflejados y trans-
mitidos que pueden calcularse a partir de la ecuacién de
Snell y las condiciones de contorno [1]. Esta premisa se
mantiene en el caso de sistemas multicapas y en particular
en el caso de una placa dieléctrica inmersa entre dos medios
dieléctricos. Sin embargo, se nos presenta otra opcién para
este ultimo escenario: podemos considerar que la onda plana
se refleja y transmite infinitas veces y sumar cada una de
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estas contribuciones [2] [3]. El método interferométrico nos
permite visualizar la relevancia de cada término en la serie
de reflexiones y transmisiones [4]. De esta manera se puede
emplear los cambios en la intensidad de la luz reflejada y/o
transmitida para obtener las caracteristicas de los materiales
involucrados [5]. En este trabajo se analiza cudntos términos
son necesarios para obtener una buena aproximacién en el
moédulo del coeficiente de reflexion.

Este estudio tiene interés tecnoldgico para el diseiio de
sensores [6] y la seleccién de los pardmetros constructivos
[7] [8], como son las caracteristicas de los medios, espesor
de la placa o dngulo de incidencia. Si alguno de los
pardmetros no es conocido resulta dificil a partir de medi-
ciones experimentales calcularlo. Con estas aproximaciones
intentamos disminuir la dificultad de resolver el problema
inverso [9] y poder asi hallar configuraciones que permitan
tener una mayor sensibilidad a pequefios cambios en uno de
los medios.

II. REFLEXION Y REFRACCION EN INTERFACES
ISOTROPAS

En una interfaz entre dos medios distintos, las compo-
nentes tangenciales de los campos E y H en la interfaz son
continuas, asi como las componentes normales de D y B. Si
la normal a la interfaz es n, estas condiciones de continuidad
pueden escribirse de la siguiente manera:

(D> - DY.a=0 1)
(B> — BY).a = )
Ax(E*—EY =0 (3)
Ax (H*>—HY) =0 4)

donde el supraindice 1 indica a los campos en el medio
desde el que incide la onda y el supraindice 2 a los campos
transmitidos. A partir de ellas se obtiene que en general
al incidir una onda desde un medio is6tropo con indice
de refraccion nq y velocidad de fase u; a uno de indice
de refraccién nsy y velocidad de fase us habrd una onda
reflejada y una transmitida. A partir de ellas se obtiene

71 L@m%@@

Creative Commons License - Attribution-NonCommercial-
NoDerivatives 4.0 International (CC BY-NC-ND 4.0)


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
https://doi.org/10.37537/rev.elektron.7.2.187.2023

Revista elektron, VVol. 7, No. 2, pp. 71-76 (2023)

también que la frecuencia w es la misma en ambos medios
(condicién de igualdad de fases) [10],

Wi = Ws (5)

Ademas, se obtiene que el angulo formado por el rayo
reflejado y la normal a la interfaz es igual al formado por
el rayo incidente y la normal.

En cambio, para el dngulo de refraccién /5 formado por el
rayo transmitido y la normal, se tiene que éste se relaciona
con el dngulo de incidencia a partir de la conocida Ley de
Snell [10],

nasenf = nysena (6)

L5

ny S

n2

Figura 1. Sistema de coordenadas. El plano yz representa a la interfaz
plana. El plano de incidencia estd caracterizado por d. S rayo incidente,
S* rayo reflejado y ST rayo transmitido.

El rayo reflejado es el que vuelve hacia el mismo medio
de incidencia formando el mismo dngulo que el incidente
con la normal a la interfaz pero en direccién al semiplano
opuesto. El rayo refractado o transmitido es el que se
propaga con la direccién dada por la Ley de Snell hacia
el segundo medio.

Para calcular los campos asociados a las ondas reflejadas
y refractadas deberan utilizarse las condiciones de contorno
(1)-(4). Llamando S a la normal al frente de onda de la
onda incidente, las componentes de los campos eléctrico y
magnético estin relacionados por

“E.z2 @)

H.i=-———(5.2)(E.j) 8)

T N P, W (SG = SZo.
Hy=—|(S2)(F S —F —F
i |G+ (S0 FLBg+ G2z )]
©
o (5.2)(E.j) (10)

Como S2 + S; + S? = 1, se puede escribir la relacién
entre las componentes del vector nimero de onda

k2 4k + k2 = pow’e (11)
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donde p, es la permeabilidad magnética del vacio. Con el
objeto de hacer mds sencillo el célculo de los coeficientes
de reflexion y transmisioén consideraremos que la incidencia
se produce en el plano z,z. De esta forma, el modo de
polarizacion s corresponderd a que el campo eléctrico inci-
dente tenga solo componente y, y el modo de polarizacion
p tendra solo componentes = y z (fig 2).

De la continuidad de las componentes normales del campo

1

Wk,
Eow i

!'r / /\'-‘

sa A ey s a Jue

Figura 2. Diagrama de las ondas y campos reflejados y transmitidos para
ambos modos de polarizacion.

dieléctrico D y_el campo magnético B y de la componente
tangencial de F:

D¢+ D*.4=D"3 (12)
Ejg+E“§=E"jg (13)
E:+E*2=ETz (14)
Hig+Hg=H"jg (15)

donde los campos con asterisco se refieren a los reflejados
y con el supraindice T a los refractados. Estas condiciones
permiten determinar los campos reflejados y transmitidos.

III. COEFICIENTES DE REFLEXION Y TRANSMISION

Si se incide con una onda monocromdtica con polari-
zacién s (Fig. 2), a partir de las condiciones de contorno
ecs. (12), (13), (14) y (15) la relacién entre los campos
incidentes, reflejados y transmitidos resulta [3] [11]

Eé,=(Ef).g (16)
Eg  Ef ky — kT
Ri=—4J="VY=2""z 17
Ej E, o+l 4
ST~ Et
TsEEq.y:Ty:& (18)
Egj E, katkl

donde R y T son los coeficientes de reflexién y transmi-
sién para el modo perpendicular y

19)
(20)

E2 + k2 = powie
ET2 4 k2 = pow?ey

Si, en cambio la onda incidente tiene solo polarizacién p

E, = (E.2)i+ (E.2)2 1)
De la Fig. (2)
E, = —|E},|seno¢£ + \Ep|cosa2 (22)
E; = —|E;|sena£ - |E;|cosa2 (23)
E_Z = —|Eg|senﬂi + |Eg|cosﬂ2 (24)
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por lo que es posible definir dos coeficientes de reflexion

| Ep|*
R, = (25)

||

| Ep|”
R, =— (26)

|Ep|

es decir

R, =-R, 27

También es posible definir dos coeficientes de transmision

ET
y
ET
Tp. = —= 29)
de 22) y (24)
nicos3
T,. = T,, 2" 30
P P% nicosa (30)

Consideraremos como coeficientes de reflexiéon y trans-
misién a los obtenidos con la componente z de los campos.
Asi

E'*ZAJ €1k‘,r - 62/@»
Ry=—%—=—°< z (31)
E.2 ek, + €1kl
ET 2 e kT
T,=—" = i A (32)
E.3 eaky + erkl
IV. REFLEXION Y TRANSMISION EN PLACAS
DIELECTRICAS

Consideraremos una placa de espesor d inmersa en me-
dios isotropos (Fig. 3). En esta incide una onda plana donde
la normal al frente forma un dngulo « con la interfaz. Todos
los medios son dieléctricos y su permeabilidad puede ser
aproximada a la del vacio.

X =

.

Figura 3. Sistema de placas plano paralelas formado por tres medios
is6tropos.

La onda se transmite al segundo medio de manera tal que
la normal al frente de ondas forme un dngulo p con la normal
a la interfaz, y al tercer medio con un dngulo ~. Los tres
medios son descritos por su permitividad dieléctrica €, €5 y
€.. Esta onda plana puede tener una polarizacién arbitraria.
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Asi definidos, los campos eléctricos y magnéticos asociados
a cada onda cumplen con:

i <_ ?x + z) (B,.2)+ (B,9)5 (33
J
] S
Hj= (— S; a:+z> (Hj.2) + (H;-9)i (34)

Ambos modos de polarizacién son independientes entre si,
por lo que pueden ser estudiados por separado.

IV-1. Polarizacion p: Se definen relaciones de reflexién
y transmision para cada interfaz para la polarizacién paralela
(p) de acuerdo a:

1

RP, == (35) TP = 232 (38)
@B s @Bl

RP = =22 (36) TP = =2 (39)
Es.3 " Fai

Ro=222 @3 TP = =22 (40)
E4~2 E47:’

v

m,

v

Figura 4. Sistema de placas plano paralelas formado por tres medios
isétropos. En cada una de las multiples reflexiones y transmisiones se
muestra la amplitud relativa a la de la onda incidente.

El campo Ejesel campo incidente en la primer interfaz,
el campo Ej es el campo total reflejado por el sistema, el
campo Eg es el campo total transmitido dentro de la placa,
el campo Ey es el campo total reflejado por la segunda
interfaz dentro de la placa, y el campo Es esel campo total
transmitido por el sistema. Cada uno de los medios puede
ser descrito, ademds de sus permitividades, por su indice de
refraccién, y se numeran como a, by c.

De esta manera, por ejemplo, R”, se refiere al coeficiente
reflexién para una onda plana que incide desde el medio a
al medio b con polarizacién p, y de la misma manera para
los coeficientes de transmisién con la letra 7.

Para hallar los campos reflejados y transmitidos a través
de toda la capa, se deberdn tener en cuenta las mdltiples

http://elektron.fi.uba.ar



Revista elektron, VVol. 7, No. 2, pp. 71-76 (2023)

reflexiones y refracciones (Fig. 4), sumando cada contribu-
cién. Por ejemplo, el campo eléctrico que corresponde a la
onda reflejada en la primera interfaz numerada como 2, esta
dado para la polarizacién paralela (p):

E3 = (— gjzmz)(ﬁg.z) =

SQZ o
_ 51 5\ TP pP TP (F2 3
( 5, T+ 2 |T Ry Ty (E5.2)
€T
En un medio dieléctrico, el rayo que describe la direccién
de propagacién de la energia tiene la misma direccién que
la normal al frente de onda y cada una de sus componentes
serd nombrada como S;; donde el subindice ¢ se refiere a
cudl de los campos estd asociado, y el subindice j a que
componente cartesiana. Sumando todas las contribuciones
de los campos reflejados en la primera interfaz
2z 4

= S
By =|—
? ( SZm
(42)
donde ¢ indica la diferencia de fase entre el segundo y

el primer campo reflejado. A partir de la figura (4) surge
claramente que el campo reflejado debido a N reflexiones

N —
By= 3 BjeitRemun —
i=1

(41)

So N
( P2z + 2) (El.é)ez(krz.r—wt)
S2z

N
(Rgb + ZTngbapRgclefa“eM) = (43
j=2

Ss. L
( P2 i+ 2) (El.é)ez(kg.r—wt)
S2m

N
(rr+ o Y R Ry )
j=2

Haciendo un cambio de indices se obtiene

. S L
Ey = ( _ D2 T+ 2?) (El.é)el(k%riwt)
(o + T TR S (RLRE Y

=0

(44)

Haciendo el limite para infinitas reflexiones obtenemos

By = ( - 222 &+ z> (E).5)eike 7wt
2x
Z- (45)
(pr + beTIfaRgceé )
@ TR R

Por lo que finalmente el coeficiente de reflexion total es

(46)

R, — (pr+W)
P a

P P
1 — R} Rl e
donde en todos los casos la diferencia de camino 6ptico esta
dada por [3]

4
0= lng dcosag = kpg d
Ao

con )y la longitud de onda en el medio 1, ny el indice de
refraccién del medio 2.

47
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IV-2.  Polarizacion s: Procediendo de una manera analo-
ga, es posible hallar los coeficientes de reflexiéon para la
polarizacién s por el método interferométrico. Para ello se
definen los coeficientes de reflexion y transmisién

5 = E”f (48) 5y = Ef”@f 51)
1-Y 1-Y

RS, = fz (49) T = ;”Z (52)
3 3.

=20 (50 Ty =220 (53)
4.Y 4.Y

$+5> (R5b+beR§,’cT§’ae“) (Eﬁl-ﬁ)ei(kzﬁ_wt) Luego, el campo total reflejado para la polarizacién s es:

N . . TS T3 RS eiti
Ey = (E1 .4 i(ko.T—wt) s ab” ba~be i 54
2 ( 1 y)e ab T 1— Rls)CRls)aezé 54)

donde el coeficiente de reflexion puede escribirse, de manera
andloga a la ec. (46)

(55)

R = (e SR

_ DS S 510
1—- Rj_R; e

donde se utiliz6 la misma notacién que en la seccién anterior
para comparar los resultados.

V. ANALISIS

Utilizando las ecuaciones obtenidas en la secciones III
y IV, se pueden comparar graficamente los coeficientes de
reflexion R, y R, tedricos y aproximados. Para esto se
considera un sistema de placas plano paralelas separadas
por una distancia d = 4,5\, con un indice de refraccién
n = 1,5, sumergidas en aire.

1.0 4

0.8

0.6 -

0.41

Modulo del coefiente de reflexion (p)

0.01

T T T T T T T
=75 -50 -25 0 25 50 75
Angulo de incidencia (grados)

Figura 5. Médulo del campo p reflejado para los siguientes casos: reflexién
tedrica (magenta punteada), considerando solo primera reflexion (azul), y
para el caso teniendo en cuenta también la segunda reflexion (verde)
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I o o =
IS o © <)
L | | L

©
N
N

Modulo del coefiente de reflexion (s)

0.01

T T T
=75 -50 =25 0 25 50 75
Angulo de incidencia (grados)

Figura 6. Médulo del campo s reflejado para los siguientes casos: reflexién
tedrica (magenta punteada), considerando solo primera reflexion (azul), y
para el caso teniendo en cuenta también la segunda reflexion (verde).

0.31

0.21

0.11

0.01

—-0.11

—0.21

Diferencia entre exacto y segunda reflexién (p)

—0.31

T T T T T T

T
=75 -50 =25 0 25 50 75
Angulo de incidencia (grados)

Figura 7. Diferencia entre el médulo del coeficiente de reflexion tedrico y el
aproximado para: primera reflexion azul (azul) primera y segunda reflexién
(verde), en funcién del dngulo de incidencia (grados)

0.39

0.21

0.01

-0.11

—-0.21

—-0.34

—0.44

Diferencia entre exacto y segunda reflexion (s)

—0.51

T T T T T T T
=75 -50 =25 0 25 50 75
Angulo de incidencia (grados)

Figura 8. Diferencia entre el médulo del coeficiente de reflexion tedrico y el
aproximado para: primera reflexion azul (azul) primera y segunda reflexién
(verde), en funcion del dngulo de incidencia (grados)
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En la figuras (5) y (6) se muestra que para ambos modos
de polarizacién el coeficiente de reflexién tedrico tiene
oscilaciones en funcién del dngulo de incidencia!. En ambas
figuras se grafica el coeficiente de reflexién correspondiente
a la primera reflexiébn y la aproximacién considerando
las dos primeras reflexiones. Observamos que la segunda
reflexién es la que introduce la oscilacién en los coeficientes.
La primera reflexiéon no es una buena aproximacién de la
reflexion tedrica ya que no posee informacién sobre la se-
gunda interfaz mientras que las sucesivas reflexiones poseen
informacién de todo el sistema. Se observa que al agregar
la segunda reflexién ya se obtiene un comportamiento cua-
litativo y cuantitativo similar a la reflexion tedrica (excepto
para dngulos cercanos a 90°. Este comportamiento se logra
observar con mayor facilidad al graficar la diferencia entre
cada aproximacién con la reflexion tedrica como se hizo en
la figura (7) y 8).

Este desarrollo separado en las muiltiples contribuciones
de las sucesivas reflexiones permite obervar el peso de cada
una. Més alld de los errores de aproximacién, hemos visto
que la respuesta estd dominada por la suma de la primera y
la segunda reflexion (fundamentalmente para angulos bajos).
Por lo tanto, si por ejemplo se desea optimizar la sensibilidad
[12] en un dispositivo que sense cambios en el indice de
refraccion del medio ¢ usando la luz reflejada (modo p),
no serfa necesario optimizar los pardmetros de acuerdo a
la ecuacidn 46, sino que alcanza con ajustar los pardmetros
que afectan el coeficiente Ry, de acuerdo a la ecuacién 41.

VI. CONCLUSIONES

En este estudio, calculamos los coeficientes de reflexion
para una placa paralela isétropa sumergida entre dos medios
isotrépos, enfocandonos en el caso particular en el que
ambos medios son idénticos. Nuestro andlisis se llevé a cabo
mediante el método interferométrico, que implica considerar
las infinitas reflexiones que ocurren dentro de la placa y
calcular la reflexién total como la suma de todas ellas. Este
método nos permitié examinar posibles aproximaciones y
su proximidad al valor total.

Para el moédulo del coeficiente de reflexion, encontramos
que considerar solo la primera reflexiéon no es una buena
aproximacion del coeficiente real, ya que se pierde toda
la informacién interferométrica de los demas términos que
inducen oscilaciones. Ademds, descubrimos que considerar
la suma de la primera y la segunda reflexién ya proporciona
una buena aproximacidn a la reflexién real. La incorporacién
de un tercer término mejora ain mds la aproximacion,
aunque solo de manera marginal.

Mostramos que lejos de incidencia rasante la suma de la
primera y la segunda reflexién (que contiene la informacién
de la segunda interfaz), dominan el comportamiento general
de la reflectividad. Esto resulta de suma utilidad al momento
de disefar sensores y de la resolucion de problemas inversos.
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