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Resumen

Para evitar efectos no deseados donde se pierde |la senal de los dos qubits (decoherencia),
se considera un sistema de dos qubits expuestos a un reservorio comiUn a muy bajas
temperaturas. Se deriva una expresién para la Informacién Cudntica Mutua. Tal cantidad
tiene una componente cldsica y una componente estrictamente cudntica. Se halla el limite
estrictamente cudntico donde las correlaciones cudnticas desaparecen. Al invocar la
Primera Ley de la Termodindmica, se demuestra que el principio de conservacion que
subyace detrds de la ganancia (pérdida) de Informacidon Cudntica Mutua serd
proporcional a la conservaciéon de la energia interna del sistema a temperatura constante.
En caso de ganancia (pérdida) de Informacién Cudntica Mutua el sistema tomard (cederd)
energia interna de (hacia) los alrededores.
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Abstract

In order to avoid unwanted effects where the signal of the two-qubit is lost (decoherence),
it is considered a two qubits system exposed to a common reservoir at very low
temperatures. It is derived as an expression for Mutual Quantum Information. Such a quantity
has a classical component and also a quantum component. It is found to be a strictly
quantum limit where classical correlations vanish. By invoking the First Law  of
Thermodynamics, it is shown that the concept of conservation behind the generation (loss)

of Mutual Quantum Information will be proportional to the energy conservation of the system



at constant temperature. In case of generation (loss) of Quantum Information the system will
absorb (transfer) internal energy from (fowards) the environment.
Key words: two-qubits; classical correlation; quantum discord; mutual guantum information;

entropy; energy

Introduccién

La cantidad de Informacidén Cudntica es un ingrediente fundamental para diversos
protocolos de la Informdtica Cudntica tales como Teleportacién Cudntica (Bennet, 1993),
Codificacion Densa Cudntica (Bennet, 1992), Intercambio de entrelazamiento (Zukowski,
1993) y Criptografia Cudntica (Ekert, 1991). Para un sistema de dos qubits, la Informacién
Cudntica permite caracterizar cuando dicho sistema es separable, entrelazado,
cldsicamente correlacionado &6 cudnticamente correlacionado (Horodecki, 2001),
(Horodecki, 2009), (Yang, 2010), (Yang, 2013). El termino Informacién Cudntica es muy
genérico e incluye Correlaciones Cldsicas, Entrelazamiento y Discordia Cudntica (Yang,
2013).

En Procesamiento de la Informaciéon Cudntica se ha reportado generacion (pérdida) de la
cantidad de Informacién Cudntica (Yang, 2010). De acuerdo a la Ley de Lavoisier (Morcillo,
1989) que refiere que “Nada se crea, nada se destruye, solo se fransforma” surge la siguiente
pregunta: sen que se transforma la cantidad de Informacién Cudntica en procesos donde
hay ganancia (pérdida) de dicha cantidad? El objetivo del presente trabajo es responder
esta pregunta. Para ello se considerard un sistema de dos qubits acoplado a un reservorio
estructurado comun a temperatura fija constante cercana al cero absoluto. Se halla que
la ganancia (pérdida) de la cantidad de Informacion Cudntica Mutua estd relacionada a
la ganancia (pérdida) de la energia interna del sistema de dos qubits.

El presente trabajo se organiza como sigue: Primero se presenta el modelo. Posteriormente
se halla una expresion algebraica para la cantidad informacién cudntica mutua. Luego se
halla la relacién entre la energia interna del sistema de dos qubits y la cantidad de
informacion cudntica mutua. Se considera un caso particular de cambio de energia

interna. Se hace una discusion y se concluye con un sumario.

Materiales y Métodos

Consideremos un sistema cudntico abierto de dos qubits acoplados a un reservorio

bosdnico comun a temperaturas cercanas al cero absoluto para evitar un ruido cudntico

no deseado en los dos qubits de informacién cudntica. El Hamiltoniano del sistema total es
H = Hg + Hy + Hipes (1)



donde Hs es el Hamiltoniano de los dos qubits, Hg es el Hamiltoniano del reservorio y Hy,: €S
el Hamiltoniano de interaccién Sistema-Reservorio. En las aproximaciones dipolo y onda-

rotante, el Hamiltoniano total puede ser desarrollado como (Maniscalco, 2008)

Hs = wy0t0l + wy0202, (2)
Hp = ¥ by by, (3)
Hine = (“1‘79) + “ZUJEZ)) Xk gkbk +c-h, (4)

donde b} (by) son los operadores de creacion (aniquilacién) de cuantos del reservorio, aJ_(r“)

y w, son el operador de inversidon y la frecuencia de transicion del qubit a (a=1,2)
respectivamente, w, esla frecuencia asociada almodo k (k = 1,2,..,N) delreservorio y a, g
describe la intensidad del acoplamiento entre el qubit a y el modo k del reservorio, a, es la
constante de acoplamiento adimensional real midiendo la intensidad del acoplamiento
Qubit-Reservorio. En lo que sigue se denotard la constante de acoplamiento colectiva

mediante a; = (a? + a?)? y la intensidad relativa de interaccién como 1, = % (a=1,2).
T

El presente estudio se va a delimitar al caso en el cual solo una excitacion en el sistema estd
presente ademds de que el reservorio estd en el vacio. Asimismo, se supondrd que
inicialmente (t = 0) el sistema de dos qubits no estd entrelazado con el reservorio y que el

estado inicial de todo el sistema serd

l9(0)) = [A]1),]0); + B|0);1]1),] ® |0k ). (5)

donde A y B son nUmeros complejos tales que |4|? + |B|?> = 1, |0), (|1),) es el estado base
(excitado) del qubit a (a=1,2) y |0,)z €s el estado del reservorio con cero excitaciones en
el modo k. El estado inicial |#(0)) evolucionard en el tiempo de acuerdo a |e(t)) =

e~ (0)) (Sakurai, 2017). Este estado puede ser factorizado como
lo(®)) = c1(8)[1)1]0)2]0)g + c2(£)]0)1]1)2|0)x +
2k €k (£)]10)110)2 |05 ). (6)
donde |0,)r es el estado del reservorio con solo una excitacién en el modo k y |0); =

Qi |0) . La matriz reducida de densidad de estados la cual es obtenida del operador

lo(£) M@ (t)| serd la siguiente



0 0 0 0
0 AGIRAGEG) 0

p(t) = 0 ci(t)c,(d) lez(®)I? 0 )
0 0 0 1—le; (12 = le()1?

Suponiendo que la densidad espectral del reservorio estd dada por

J@) =21 (8)

7 (w—we)2+y?’

donde w, es la frecuencia fundamental de la cavidad, la solucién de la respectiva

ecuacién de Schroedinger estard dada por (Yang, 2013)

ca(t) = [7"22 + rlzf(t)]c1(0) —n1y[1 = e(®)]c,(0), (?)
() = —nry[1 = e(®)]c;(0) + [7'12 + rzze(t)]cz 0), (10)

siendo

(=18t

e(t)=e 2 [COSh(Qt/Z) 4 (rmie®) (y-is(®) zs(t))

smh(ﬂt/Z)] (11)

donde 6§, =6,=6, Q= /yz — Qg% =2i8y, Qp =+ /4WZ2aZ+y? la frecuencia de Rabi

generdlizada y R = Way la frecuencia de Rabi en el vacio. En las ecuaciones (9) y (10), los
coeficientes ¢, (t) y ¢, (t) representan las amplitudes de probabilidad de enconftrar el sistema
de dos qubits en el estado |00) y |11) respectivamente.

- Informacion cudntica mutua

Para dos subsistemas A y B descritos por un estado cudntico bipartita, pag-ps, la correlacién

total entre ellos serd la informacién cudntica mutua (Maziero, 2009)

7(ps) = S(pa) + S(p) — S(ps), (12)

donde S(p) = —Tr(plog,p) es la entropia de Von Neumann de la matriz de densidad p vy pa
(pg) es el operador reducido de densidad para los subsistemas A (B). Por otfra parte, la
informacion cudntica mutua estd definida también, en términos de la correlacion cudntica

(discordia cudntica) (Ollivier, 2001) D y la correlacién cldsica C (Vedral, 2003) a través de

t(ps) = D(ps) + C(ps). (13)



La expresion analitica para las correlaciones cldsicas serd la siguiente

Clps) = [1 = 1O = lez (D)1 1og2[1 — ley (D)I? = [e2 (D] = Xa=12[1 = |ca(®)|*]log,[1 -
lca 7] (14)

Por ofra parte, la correlacién cudntica serd

C 2 C 2
D(ps) = ley (£)1log, (1 +1200) + e, (6) log, (1 +1200). (15)

lea (D12 le2(6)12

- Energiainterna e informacion cudntica

De acuerdo a la Primera Ley de la Termodindmica (Bailyn, 1994), en ausencia de fuerzas
externas la energia interna total U, estard dada por
AU =TAS, (16)

donde T es la temperatura del sistema vy S es la entropia del sistema. De acuerdo a las Ecs.
(12), (13) y (16) la energia interna U estard relacionada a la informacién cudntica t a través
de

AU = TAt = T(AD + AC). (17)

Resultados

En lo que sigue supondremos sin pérdida de generalidad que ¢;(t =0)=1vY c¢,(t =0) = 0.
Para tiempos remotos, los coeficientes de las Ecs. () y (10) serdn ¢;(t & ©) =1 y c,(t > ©) =
—n1,. Por otra parte, la Ecuacion (17) nos dice que en este limite el incremento de energia
interna e informacion cudntica estard dado por

U(t = )-U(t=0)=T[z(t - )-7(t = 0)]. (18)

De las Ecs. (9), (10), (11), (14), (15) y (17) se tendrd que

2 2
Ult > 0)—Ut=0)=T [rz"log2 (1 + %) + rfrilog, (1 + %) + (1 —rf —rfrPlog,(1 — 1y —rirf) —
(1 - rlog, (1 - 1) — (1 - r21)log, (1 — r¢rd)]. (19)
Vale la pena observar que en el caso limite estrictamente cudntico cuando r, « 1, la

correlacion cldsica de la Ec. (14) es nula en tiempos remotos y solo sobrevive la correlacién

cudntica (discordia). En este limite la Ec. (19) se reduce a



U(t » ) — U(t = 0) =T rfrflog, (1 + :—12) (20)
2

De la Ecuacién anterior se puede observar que U(t —» ) — U(t = 0) > 0 porlo que en tiempos
remotos hay ganancia tanto de Energia Interna asi como de Informacion Cudntica. Dicha
ganancia de la energia interna es en el sistema de dos qubits. Esta energia es tomada del
reservorio que se supone suficientemente grande de tal manera que permanece en
equilibrio termodindmico ante el cambio de energia del sistema de dos qubits. Por otfra
parte, los cambios en el sistema de informacién de dos qubits se dan entre estados de
equilibrio termodindmico. Al ser los estados inicial y final de equilibrio termodindmico, no es
necesario tomar en cuenta la decoherencia o perdida de senal de los dos qubits de

informacion.

Discusion

La Ley de Lavoisier referente a que “"Nada se crea, nada se destruye, sdlo se transforma™ da
lugar a la siguiente intrigante pregunta: sCudl es el principio de conservacién que subyace
en el fondo para procesos de Procesamiento de la Informacién Cudntica donde se gana
(pierde) Informacion Cudntica? Es decir, 3de dénde viene la Informacion Cudntica
ganada por el sistema de qubits? O bien 3en que se transforma la Informacién Cudntica
perdida por el sistema de qubitse Para responder a dichas preguntas en el presente trabajo
se ha invocado a la Ley de Conservacion de la Energia en la forma de la Primera Ley de la
Termodindmica. Para fundamentar lo anterior se emplea la hipdtesis de que la Informacion
Cudntica Mutua se define tanto en términos de la Entropia del sistema de qubits asi como
las correlaciones cudnticas y cldsicas del sistema de qubits. Asi, el cambio en la Informacién
Cudntica del sistema de qubits es proporcional al intercambio de Energia Interna del
sistema a temperatura constante. De donde entonces una formulacién mds precisa de la
hipdtesis es la siguiente: Si el sistema de qubits gana (pierde) cantidad de informacién
cudntica entonces el sistemarecibe (cede) energia de los alrededores, como se ejemplifica

en la Figura 1.
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Figura 1. El intercambio de energia del ambiente al sistema deriva en una ganancia de informacién del sistema,

es decir, la energia del ambiente se absorbe transformdndola en informacion.

Por razones histéricas comUnmente se considera a la Entropia como una cantidad
estrictamente cldsica macroscoépica. En el presente trabajo se ha mostrado que la Entropia
es una cantidad que contiene tanto elementos cldsicos, asi como elementos cudnticos tal
como lo muestra la Ecuacién (13). En dicha ecuacién se puede apreciar que la cantidad
de Entropia del sistema de qubits es la suma de las correlaciones cldsicas y las correlaciones
cudnticas. De hecho, en el presente trabajo se ha hallado el limite en el cual la cantidad
de Entropia del sistema de dos qubits se nutre estrictamente de las correlaciones cudnticas
tal como lo muestra la Ecuacién (20). Dicho limite se puede caracterizar como la

quanticidad de la Entropia.

Conclusiones

Una suposiciéon bdsica para el presente trabajo es que los dos qubits bajo estudio estdn
expuestos a un reservorio comun. Dicha hipdtesis lleva a que la matrizreducida de densidad
de estados de la Ecuacién (7) tenga una forma simétrica. Se ha hallado una expresién para
la informacién cudntica T dada por la Ecuacion (13). La informacion cudntica tiene una
componente cldsica y una componente estrictamente cudntica. Se ha hallado también
que el limite ultra cudntico donde las correlaciones cudnticas desaparecen se alcanza
cuando r, « 1. El concepto de conservacion que subyace detrds de la ganancia (pérdida)
de Informacién Cudntica serd proporcional a la conservacién de la energia interna del

sistema a temperatura constante. En caso de ganancia (pérdida) de Informacién Cudntica



el sistema tomard (cederd) energia interna de (hacia) los alrededores (bafo bosdnico).

Uno de los aspectos importantes del presente tfrabajo es que se evita el trabajo engorroso

y poco claro de enfoques anteriores, en cuantificar la ganancia (perdida) de informacion

cudntica mutua en un sistema de dos qubits. Por lo anterior, el presente trabajo pavimenta

el camino para enfoques mas generales donde se consideren sistemas de N qubits y el

cdlculo de su informacion cudntica asociada.
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