Razonamiento algebraico elemental:
propuestas para el aula:

Elementary algebraic reasoning: Proposals for the classroom

Raciocinio algébrico Fundamental: propostas para a sala de aula

Fecha de recepcion: enero de 2014

Fecha de aceptacion: julio de 2014

Walter Castro Gordillo?

Resumen

En este articulo se aborda el problema de la ensefianza de algebra en la
escuela primaria. Se discute lo que se entiende como “early algebra” y se
presentan varios enfoques sobre la introduccién del dlgebra en la escuela
elemental. En correspondencia con los enfoques, se discuten tanto algu-
nas tareas de razonamiento algebraico elemental que pueden ser implan-
tadas en el aula, como algunas de las caracteristicas algebraicas atribuidas.
Finalmente, se presenta una propuesta para asignar niveles o grados de
algebrizacion a algunas tareas.

Palabras clave: razonamiento algebraico elemental, analisis epistémico,
algebra elemental, curriculo, naturaleza algebraica.

Abstract

The problem of teaching algebra in elementary school is discussed. It
discusses what is meant by “early algebra” and various approaches to the
introduction of algebra in elementary school are presented. In correspon-
dence with the approaches, both some elementary algebraic reasoning
tasks that can be implemented in the classroom, as some of the character-
istics attributed algebraic discussed. Finally a proposal to assign levels or
degrees of algebraization some tasks is presented.

Keywords: Algebraic reasoning elemental, epistemic analysis, elementary
algebra curriculum, algebraic nature.

Resumo

O problema de algebra de ensino na escola primdria ¢ discutida. Ele discute
«r 2l 7. . ~
o que se entende por “dlgebra precoce” e varias abordagens para a introducao
da dlgebra na escola primaria sdo apresentados. Em correspondéncia com as
abordagens, tanto algumas tarefas de raciocinio algébricas elementares que
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podem ser implementadas em sala de aula, como algumas das caracteristicas

atribuidas algébrica discutido. Finalmente, uma proposta para atribuir niveis

ou graus de algebraization algumas tarefas ¢ apresentada.

Palavras-chave: raciocinio algébrica elementais, andlise epistémica, curri-

culo dlgebra elementar, natureza algébrica.

Antecedentes

El algebra ha sido considerada como un “guardian”
que impide el acceso de los estudiantes a niveles supe-
riores de estudio y reflexién en matematicas. Kaput
(2000) hizo una propuesta denominada “algebra for
all” en la que sugiere tomar accién para promover al
algebra como facilitadora de una mejor comprensién
de las matematicas en lugar de ser inhibidora.

Para lograr que la formacién en dlgebra alcance a
una poblacién mayor, algunos investigadores han
propuesto incluir el razonamiento algebraico desde
los niveles inferiores de la educaciéon primaria
(Davis, 1985). Esta propuesta ha sido denominada
“la algebrizaciéon” del curriculo (Kaput, 2000), lo
cual se conoce también como “early algebra” —
algebra temprana—. Los resultados de diversas
investigaciones longitudinales sobre la inclusion del
razonamiento algebraico desde la escuela elemental
(Derry, Wilsman y Hackbarth, 2007) animan a ini-
ciar la ensefianza del algebra en la escuela primaria
para preparar a los nifios para asumir el dlgebra de
la escuela secundaria. Ante los informes sobre la
introduccion del dlgebra en la escuela se formula
la pregunta ;pueden los nifios aprender algebra?
(Carraher y Schlieman, 2007, p. 675).

Enfoques de introduccion del algebra

No existe una autoridad ni una organizacién que
determine con certeza que ha de entenderse como
«rs

algebra” y por ello, que ha de entenderse como élge-
bra en la escuela elemental. Sin embargo diversos

autores han sefialado caracteristicas del lgebra. Entre
tales caracterizaciones se encuentran las siguientes:

e Usiskin (1988), propone cuatro concepciones
del dlgebra: Aritmética generalizada; el conjunto
de procedimientos usados para resolver ciertos
problemas; el estudio de las relaciones entre can-
tidades, y finalmente, el estudio de la estructura.

e Kaput (1998), identificé cinco aspectos pro-
pios del algebra: generalizacion y formaliza-
cidn; el estudio de las funciones, relaciones y
la variacion conjunta; y la modelacion.

e LaNCTM (1998, p. 161), propuso cuatro orga-
nizadores curriculares para el dlgebra escolar:
Funciones y relaciones; modelacion; estructu-
ra, y finalmente, lenguaje y representacion. En
el aflo 2000 la NCTM afirma que el dlgebra en
la escuela primaria “enfatiza las relaciones en-
tre cantidades, que incluye a las funciones, for-
mas de representar las relaciones matematicas,
y el analisis del cambio” (p. 37).

e Bass (1998), adoptd una definicién mas tradi-
cional del algebra, como la totalidad del siste-
ma numérico, las operaciones aritméticas, el
ordenamiento lineal y las ecuaciones.

e Kieran (1996), propuso categorizar el algebra
escolar de acuerdo con las actividades que se
pueden proponer a los niflos: Actividades ge-
nerativas, transformacionales, y actividades
globales de meta-nivel.

e La Joint Mathematical Council of the United
Kingdom (1996), reconoce actividades que
considera precursoras del algebra y que pue-
den ser trabajadas tanto en la escuela primaria
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como en la secundaria. Afirma que “hay una
necesidad de enfatizar aspectos de meta-ra-
zonamiento en el trabajo algebraico y hacerlo
parte de la ensefianza” (p. 14).

e Kaput (1998), amplié su propuesta del afio
1995 e identificé cinco formas interrelaciona-
das del pensamiento algebraico: algebra como
una forma de generalizar y formalizar patro-
nes y regularidades, en particular el algebra
como una aritmética generalizada; como una
forma de manipulacién simbdlica, sintactica-
mente guiada; como el estudio de la estructu-
ra y los sistemas, abstraidos de los calculos y
las relaciones; como el estudio de las funcio-
nes, las relaciones, y la variacién conjunta y
finalmente, dlgebra como modelacién.

e Burkhardt (2001), propuso una taxonomia
para lo que significa hacer algebra, que com-
prende quince aspectos. Es una propuesta am-
plia de inclusion del dlgebra en el curriculo ma-
tematico de la escuela primaria y secundaria.

Este amplio conjunto de caracterizaciones da una
idea sobre los aspectos fundamentales, sugeridos
por los investigadores, que subyacen y conectan
muchos principios matematicos basicos.

Se ha argumentado que el algebra puede apoyar
a estructurar los conocimientos matematicos de
los estudiantes; adicionalmente, se ha reportado
el efecto positivo en la ensefianza del algebra de la
secundaria como resultado de la introduccién tem-
prana del algebra en la escuela primaria (Smith,
1996; Strother, 2010). Otros estudios han mostrado
que los estudiantes pueden usar los conceptos alge-
braicos fundamentales en los primeros niveles de la
escuela primaria (Schifter, Monk, Russell y Bastable,
2008; Brizuela y Earnest, 2008). Estos resultados
favorables han animado a los maestros y a los fun-
cionarios educativos a incluir el algebra en el curri-
culo de la escuela primaria (Cai, 2004; CCSSI, 2010).

Sin embargo, no se trata de introducir un curso for-
mal de algebra en el curriculo de la escuela primaria,
ni de proponer a los escolares tareas tipo “dlgebra de
Baldor”. La propuesta (Kaput, 2000) es “algebrizar”
tareas matematicas para resaltar los aspectos alge-
braicos que tales tareas puedan tener. Aun en tales
casos no se podria afirmar que los niflos estén tra-
bajando con dlgebra de manera amplia y consciente-
mente, s6lo que estan usando algunas caracteristicas
algebraicas, atin asi es recomendable ofrecer a los
ninos oportunidades de usar algunas caracteristicas
del algebra.

Propuestas de introduccion del algebra

Los enfoques sobre lo que ha de considerarse como
algebra son diversos, asi mismo lo son las propues-
tas curriculares de introduccion del algebra en
diversos paises. En lo que sigue se hara un com-
pendio de propuestas de introduccién curricular
del dlgebra, en el cual se mencionaran algunos de
los elementos algebraicos y el enfoque que tienen
en el curriculo de los paises referenciados. Estos
paises son: China, Rusia, Corea, Estados Unidos, y
la ciudad estado, Singapur. Para el caso de Estados
Unidos y Rusia, las propuestas discutidas son vali-
das en algunos de sus estados o provincias.

e Algebra en el curriculo chino: el propdsito
de la introduccion del algebra en el curriculo
es “ayudar a los estudiantes a representar y a
comprender relaciones cuantitativas numé-
rica y simbolicamente” (Cai, 2004, p. 7). Las
variables se introducen por medio del recurso
de “espacios para completar” con nimeros, se
ven como “representaciones de un rango de
valores” y se hace uso de palabras, en lugar
de letras, para ayudar a los estudiantes a com-
prender las formulas. Asi mismo, se enfatizan
tres “habitos mentales”: examen de relaciones

cuantitativas desde diferentes perspectivas; uso
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de operaciones inversas para resolver ecuacio-
nes; y finalmente la generalizacion a partir de
casos especificos. El algebra, desde esta pers-
pectiva, se introduce desde el primer grado.
Algebra en el curriculo ruso: desde la pro-
puesta de Davydov, los nifios desarrollan el
razonamiento algebraico al explorar y com-
parar cantidades. Esto se hace antes del estu-
dio de la aritmética. El proceso se inicia me-
diante el uso de letras para expresar relaciones
parte-todo, para hallar nimeros faltantes, se
continua hacia la medicién. Los nifios usan
modelos para analizar y expresar relaciones
cuantitativas, y manipular simbdlicamente
estas relaciones. El algebra se introduce desde
el primer grado.

Algebra en el curriculo coreano: el estudio
“formal” del algebra se inicia en séptimo gra-
do. El dlgebra es mucho mas que el dominio
de técnicas y procedimientos. Durante la
educacion matematica precedente se provee
a los estudiantes con oportunidades para fun-
damentar el estudio del algebra. Algunas de
estas actividades son: generalizacion, pensa-
miento analitico, pensamiento dindmico, mo-
delacién y organizacion.

Algebra en el curriculo de Estados Unidos: si
bien, dada la estructura organizativa del siste-
ma educativo de los Estados Unidos, no existe

China Rusia

Objetivo 1
Entender patrones ‘/

Objetivo 2

Usar simbolos \/ \/

algebraicos

Objetivo 3

Usar modelos \/ \/

matematicos

OBJETIVO 4
Analizar el cambio ‘/

Singapur

RAZONAMIENTO ALGEBRAICO ELEMENTAL: PROPUESTAS PARA EL AULA

una propuesta unificada de introducciéon del
algebra en la escuela primaria. Existen pro-
puestas de actividades que orientan tal intro-
duccién. Ejemplos de actividades se pueden
localizar en el sitio http://investigations.terc.
edu/. De tales actividades se resaltan dos ca-
racteristicas: el estudio del cambio y, estudio
de relaciones cuantitativas y cualitativas.
Algebra en el curriculo de Singapur: algunos
conceptos formales se introducen en grado
seis. En este grado, se ensefa a construir, sim-
plificar y evaluar expresiones algebraicas de
una variable. El curriculo matematico de la
primaria ofrece oportunidades para que se de-
sarrolle el pensamiento algebraico: generaliza-
cion, resolucion de problemas y conocimiento
de funciones como modelos de ciertos proble-
mas. Las operaciones aritméticas resaltan el
proceso de “hacer y deshacer”. Se enfatiza en
los procesos de pensamiento, mas que en las
técnicas. Se reconocen varias “grandes” ideas
en algebra: la incdgnita; patrones numéricos; y
uso de letras como variables. Los nifios traba-
jan problemas en los cuales se enfatizan “habi-
tos mentales”: hacer, deshacer, construccion de
reglas para representar funciones.

La tabla 1 muestra los énfasis algebraicos propues-
tos en los curriculos de los cinco paises referidos

Corea del Sur Estados Unidos

v v v
v v

v v

<

Tabla 1. Enfasis algebraicos propuestos en los curriculos de los cinco paises referidos

Fuente: Cai (2004, p. 10)
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A manera de ejemplo

A continuacion se ilustran dos tareas y las solucio-
nes, dadas por nifios de quinto grado de escuela
primaria, a tareas algebraicas.

Tarea 1. Se sabe que cuatro bolsitas de caramelos
mas cinco caramelos tiene el mismo nimero de
caramelos que dos bolsas mas trece caramelos.
Todas las bolsas tienen el mismo niimero de cara-

melos. ;Cuantos caramelos tiene la bolsa?
gUo0s oo #
@5 95
00 %
G Y

Figura 1. Solucion de un nifo de quinto grado

El nifio ha representado cada bolsa de caramelos
mediante un rectangulo. Este rectangulo repre-
senta tanto la bolsa de caramelos como el nimero
desconocido de caramelos que contiene. La simili-
tud entre el uso de un “rectangulo” para representar

a la bolsa y al nimero de caramelos que contiene
y el uso de una letra “x”, que podria usarse formal-
mente, para denotar lo mismo es notable.

A continuacion, se aprecia un procedimiento “alge-
braico” que conduce a una reduccion de la ecuacion.
Las operaciones “fisicas” o “numéricas” que el nifio
utiliza corresponden a operaciones matematicas

bien reconocidas por los maestros.

Notese la descomposicién que el nifio hace del
nimero trece como “8 +5” cuya intencién es “eli-
minar” el cinco de ambos lados de la expresion.
Finalmente, encuentra una expresion que se puede
leer como “la cantidad de caramelos contenidos en
dos bolsas es 87, la condicion sobre el mismo nimero
de caramelos en cada bolsa es claramente tenido en
cuenta por el nifio, quien descompone 8 como “4+4”,
de donde se obtiene la solucion al problema. La pre-
sencia del concepto de “igualdad” como relacién
de equivalencia es manifiesta a lo largo del proceso.
Aceptar esta soluciéon como algebraica o no alge-
braica depende de la postura epistémica de cada uno.

Tarea 2. Se muestra en la figura 2, la cual se tomo
de Positive Algebra: A Collection of Productive
Exercises (2004, p. 66).

Enunciado: ;Cuanto vale una sombirilla y una gorra?

ica
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Figura 2. Tarea de sombirillas y gorras
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Resalta en esta tarea el uso de representaciones
visuales en el enunciado. El uso de las mismas en
la resolucion de tareas matematicas es controver-
sial pues, a pesar que ha sido usado durante siglos
y considerado indispensable en el trabajo de los
matematicos (Rival, 1987), fue relegado por los
matematicos del siglo pasado por considerarlo
informal. Para Stylianou (2002) “se ha hecho poco
trabajo empirico que conduzca hacia una mayor
comprension de los procesos relacionados con el

uso de representaciones visuales” (p. 304).

En esta tarea se reconoce la importancia a los ele-
mentos graficos y se asumen en su papel de “ele-
mentos lingiiisticos” que estan sujetos a asignacion
de significados por parte de los nifios a quienes se
les propone la soluciéon de la tarea. A continua-
cion, se enumeran algunos objetos y significados
de cardcter algebraico que estan presentes o surgen
cuando se resuelve la tarea. Los elementos lingiiis-
ticos en esta tarea son de dos tipos: los escritos y
los pictdricos. Estos tltimos tienen gran presencia
e importancia en esta tarea, en tanto que comu-
nican significados que no estan explicitamente
expresados en la redaccion de la tarea ni en la
pregunta. Algunos investigadores han indagado
sobre las representaciones graficas y su uso por
los niflos (Goldenberg, 1988; Juraschek y Angle,
1986). Goldenberg concluyé que las graficas tienen
convenciones y ambigiiedades propias y pueden
ser poco accesibles a los niflos que se inician en el

estudio del algebra.

La presencia de elementos pictéricos en el enun-
ciado de esta tarea y la asignacion de significados
que convocan, es determinante para su solucion.
La pregunta jcuanto vale una sombrilla y una
gorra?, establece la pregunta en la tarea. Indica que
la respuesta que corresponde al valor numérico
correspondiente al precio de una sombrilla y de

una gorra.

RAZONAMIENTO ALGEBRAICO ELEMENTAL: PROPUESTAS PARA EL AULA

La suma de los precios de dos sombrillas y una
gorra es de 80€; el precio de cada sombrilla es el
mismo. Las suma de los precios de dos gorras de
caracteristicas similares y de una sombrilla es de
70€; el precio de cada gorra es el mismo.

Los conceptos de incdgnita suma e igualdad son
bésicos en una propuesta de solucion de la tarea,
ya sea de cardcter algebraica o aritmética, como se

describen a continuacion:

¢ Incdgnitas: valores desconocidos que deben
ser hallados. Tales valores estan sujetos a con-
diciones establecidas graficamente.

e Suma: la suma de los precios desconocidos.

e Jgualdad: relacién establecida entre precios
desconocidos y los valores de sus sumas.

El reconocimiento de dos valores desconocidos
que pueden ser hallados a partir de la informa-
cién provista en el problema es crucial en el carac-
ter algebraico de la tarea, con independencia del
método de solucion del mismo. Se resalta el carac-
ter relacional que el signo igual tiene en esta tareay
que es asumido como tal por los nifios sin ninguna
instruccién al respecto. Algunos de los procedi-
mientos que se resaltan en una posible solucion de

la tarea son:

e Procedimiento numérico de ensayo y error:
los estudiantes asignan diversos valores nu-
méricos paralos precios de las sombrillas y de
las gorras, los suman y comprueban si cum-
plen simultaneamente las dos condiciones.

e Procedimiento grafico: consiste en escribir
(dibujar) dos sombrillas y una gorra, mas dos
sombrillas y una gorra, y luego asociar dos
sombrillas y una gorra y reemplazarlas por
el precio combinado de ellas. De tal manera
se puede obtener una grafica en donde figu-
ran dos gorras con un precio de 84, y como
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el precio de cada gorra es el mismo, se obtie-
ne asi el precio combinado de dos gorras, de
donde se puede obtener el precio de una sola.
e Procedimiento algebraico: se asignan incogni-
tas para los precios desconocidos de sombrillas
y gorras, y se procede a resolver un sistema li-
neal de dos ecuaciones por dos incdgnitas.

Algunas propiedades que podrian ser usadas en

una solucidn a la tarea son:

e El precio de cada sombrilla es el mismo: el

precio de una sombrilla es el mismo en ambas

condiciones de la tarea, lo cual reduce el na-
mero de incdgnitas.

e El precio de cada gorra es el mismo: los es-
tudiantes asignan diversos valores numéricos
para las sombrillas y las gorras, los suman y
comprueban si cumplen simultaneamente las
dos condiciones.

e El precio de una sombrilla y una gorra, res-
pectivamente, es el mismo en ambas condi-
ciones de la tarea, lo cual reduce el nimero de
incognitas.

e Latarea tiene solucion tnica: la tarea tiene so-
lucién y puede ser hallada.

15
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f'E Figura 3. Una solucion a la tarea de sombrillas y gorras
c
2
- Niveles de algebrizacion La propuesta de introduccion requiere reconocer
0 niveles o grados de algebrizacion de las tareas mate-
O . . . . o ; .
] Las experiencias enumeradas (Cai, 2004) ilustran  maticas que se proponen en el curriculo establecido.
O . . y . [ . , . .
s alternativas de introduccién curricular del dlgebraen  Estos niveles deberian considerar las diversas carac-
8 la escuela primaria. Adicionalmente, diversas inves- teristicas asociadas al razonamiento algebraico ele-
c tigaciones reportan los logros de niflos de escuela ~ mental de una manera progresiva a lo largo de toda
\ . . . . .7 . . . . P4 .
8 primaria cuando trabajan con tareas propias del  la educacién primaria. La identificaciéon de niveles
8 razonamiento algebraico elemental (Amit y Neria,  de algebrizaciéon podria ayudar a los maestros a
4] 2008; Becker y Rivera, 2008, Britt y Irwin, 2008). reconocer caracteristicas algebraicas infusas en las
144
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tareas y a promover el desarrollo del pensamiento
algebraico. Para Blanton y Kaput (2005, p. 414):
“la mayoria de los profesores de escuela elemen-
tal tienen poca experiencia con los aspectos ricos
y conexos del razonamiento algebraico elemental”
y agregan “debemos proveer formas apropiadas de
apoyo profesional que produzca cambio en las prac-
ticas curriculares” (p. 414).

A partir de consideraciones sobre la naturaleza
del algebra (Godino, Castro, Ake y Wilhelmi,
2012) se pueden proponer niveles de algebrizacién
(Godino, Ake, Gonzato, Wilhelmi, 2012). A modo
de resumen se enumeran los niveles de algebriza-
cion y las caracteristicas asociadas a tales niveles.
Para un estudio mas detallado, tanto de la natura-
leza algebraica como de los niveles, se referencian
los dos articulos mencionados anteriormente.

Las actividades se consideran “algebraicas” por
cuanto que exhiben algunas caracteristicas algebrai-
cas y que los estudiantes utilicen estas caracteristi-
cas para resolver tareas matematicas, abordables en
educacion primaria. El nivel se asigna, no a la tarea
en si misma, sino a la actividad matematica que se
realiza, por lo que dependiendo de la manera en
que se resuelve una tarea, la actividad matematica
puede ser clasificada en un nivel u otro.

A continuacion se describen los cuatro niveles
de algebrizacion propuestos por Godino, Ake,
Gonzato, Wilhelmi (2012). Las definiciones se
citan literalmente del texto referido.

e Ausencia del razonamiento algebraico (Nivel
0). Intervienen objetos extensivos (particula-
res) expresados mediante lenguajes natural,
numérico, iconico o gestual. Pueden interve-
nir simbolos que refieren a un valor descono-
cido, pero dicho valor se obtiene como resulta-
do de operaciones sobre objetos particulares.

RAZONAMIENTO ALGEBRAICO ELEMENTAL: PROPUESTAS PARA EL AULA

En tareas de generalizacion el mero reconoci-
miento de la regla recursiva que relaciona un
término con el siguiente, en casos particula-
res, no es indicativa de generalizacion.

e Nivel incipiente de algebrizacion (Nivel 1).
Intervienen objetos intensivos cuya generali-
dad se reconoce de manera explicita mediante
lenguajes natural, numérico, iconico o gestual.
Pueden intervenir simbolos que refieren a los
intensivos reconocidos, pero sin operar con di-
chos objetos. En tareas estructurales se aplican
relaciones y propiedades de las operaciones y
pueden intervenir datos desconocidos expre-
sados simbolicamente. En tareas funcionales
se reconoce la generalidad aunque expresada
en un lenguaje diferente al simbdlico-literal.

e Nivel intermedio de algebrizacién (Nivel 2).
Intervienen indeterminadas o variables ex-
presadas con lenguaje simbolico - literal para
referir a los intensivos reconocidos, aunque
ligados a la informacién del contexto espacial
temporal. En tareas estructurales las ecuacio-
nes son de la forma Ax+B=C. En tareas fun-
cionales se reconoce la generalidad, pero no
se opera con las variables para obtener formas
candnicas de expresion.

¢ Nivel consolidado de algebrizaciéon (Nivel 3).
Se generan objetos intensivos representados
de manera simbolica-literal y se opera con
ellos; se realizan transformaciones en la for-
ma simbolica de las expresiones conservando
la equivalencia. Se realizan tratamientos con
las incégnitas para resolver ecuaciones del
tipo Ax+B=Cx*D, y la formulacion simbdlica
y descontextualizada de reglas canonicas de
expresion de funciones y patrones.

Estos niveles favorecen la atribucién de niveles
o grados de algebrizacién a tareas matematicas
escolares. Adicionalmente, pueden contribuir a

sistematizar la introduccion del razonamiento
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algebraico elemental desde los primeros niveles de
la escolaridad. Esta sistematizacion apoya la pro-
puesta de Kaput (2000) de algebrizar el curriculo

matematico escolar.
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