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Resumen

Este reporte es parte de una investigacién doctoral que se propone anali-
zar formas de pensamiento algebraico en estudiantes de 9-10 afios. Desde
un enfoque microgenético (Vygotski, 1978) y una perspectiva multimodal
de la cogniciéon humana (Radford, Edwards & Arzarello, 2009) que con-
sidera la dimensién multi-semiética, se analiza la actividad matematica
de un estudiante de 10 afios cuando se enfrenta a una tarea sobre gene-
ralizacién de patrones. El andlisis preliminar sugiere que existen algunas
conexiones entre la sintaxis de las “expresiones algebraicas” del estudiante
y los medios semidticos de objetivacién movilizados. Ademas, a través de
uno de sus pronunciamientos, puede evidenciarse como el ritmo, el cual
emerge como medio semidtico de objetivacion, se incrusta en la sintaxis
algebraica.

Palabras clave: Matematicas escolares; algebra; relaciones; pensamiento
algebraico; medios semioticos de objetivacion; gesto; analisis microgené-
tico; multimodalidad; aprendizaje; procesos cognitivos; generalizacién.

Abstract

This report is part of a doctoral research aims to analyze forms of alge-
braic thinking in students of 9-10 years. From a microgenetic approach
(Vygotsky, 1978) and a multimodal perspective of human cognition
(Radford, Edwards & Arzarello, 2009) that considers the multi-semiotic
dimension is analyzed mathematical activity a student of 10 years when it
faces a patterns of generalization task. Preliminary analysis suggests that
there are some connections between the syntax of the “algebraic” student
and mobilized semiotic means of objectification. In addition, through one
of its pronouncements, may be evidenced how the rhythm, which emer-
ges as a means of semiotic objectification, is embedded in the algebraic
syntax.

1 Tesis doctoral en desarrollo, dirigida por los doctores Carlos Eduardo Vasco Uribe de la Universidad Distrital Francisco José de
Caldas, Bogotd-Colombia y Luis Radford de Laurentian University, Sudbury- Canadd, en el énfasis en Educacion Matematica del
Doctorado Interinstitucional en Educacién de la Universidad Distrital.

2 Universidad Distrital Francisco José¢ de Caldas. Bogota, Colombia. Contacto: rodolfovergel@gmail.com
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king; semiotic means of objectification gesture, microgenetic analysis,
multimodality, learning cognitive processes generalization.

Resumo

Este relatdrio é parte de uma pesquisa de doutorado tem como objetivo
analisar as formas de pensamento algébrico em alunos do 9-10 anos. A
partir de uma abordagem microgenética (Vygotsky, 1978) e uma pers-
pectiva multimodal da cogni¢do humana (Radford, Edwards & Arzarello,
2009), que considera a dimensao multi-semidtica é analisado atividade
matematica um estudante de 10 anos, quando se enfrenta uma padrdes
de tarefa generalizagdo. Uma analise preliminar sugere que existem algu-
mas conexdes entre a sintaxe do aluno “algébrica” e os meios mobilizados
semidticos de objetificagdo. Além disso, através de uma das suas tomadas,
pode ser evidenciada como o ritmo cardiaco, que surge como uma forma
de objectivagao semidtico, é incorporado na sintaxe algébrico.

Palavras-chave: Matematica da escola, algebra, relagdes, o pensamento
algébrico; meios semidticos de objetificagao gesto, a analise microgenética,
multimodalidade, os processos de aprendizagem cognitiva generalizagao.

Presentacion del problema

Uno de los intereses actuales en la comunidad de
investigadores, segun Radford, es el disefio y la
aplicacion de actividades globales de clase sobre
generalizacion de patrones, que puedan ofrecer a
los estudiantes la oportunidad de reflejar su pen-
samiento algebraico (ver, por ejemplo, Radford,
2006; Radford & Demers, 2004). A partir de los
recientes resultados de estudios e investigaciones
adelantados en el marco de la semidtica cultural,
se reconoce un espacio para una amplia zona con-
ceptual donde los estudiantes pueden empezar a
pensar en forma algebraica, aun cuando no estén
recurriendo (o al menos no en gran medida) a los
signos alfanuméricos. Esta zona, que podemos lla-
mar la zona de emergencia del pensamiento alge-
braico, “ha permanecido largamente ignorada,
como resultado de nuestra obsesion con reconocer
el algebra sélo en lo simbolico” (Radford, 2010, p.
3), por lo que, como reclama Radford, el pensa-
miento algebraico no se puede reducir al uso de
letras. Radford (2006) afirma que es necesario pro-
fundizar nuestra propia comprension de la natura-
leza del pensamiento algebraico y la manera en que
se relaciona con la generalizacion.

En este sentido, la aparicion de formas de pensa-
miento algebraico se considera como un problema

didactico y en la pretensién de avanzar en la com-
prension de tal fenémeno, nos proponemos identi-
ficar y estudiar formas de pensamiento algebraico
temprano que emergen en alumnos de cuarto y
quinto grados de Educacion Bésica Primaria (9-10
anos) como resultado de su participacion en la
actividad matematica del aula, especificamente en
torno a tareas sobre generalizacion de patrones.

Referente tedrico

Desde un punto de vista hegeliano -teoria del
materialismo dialéctico- la idea de pensamiento se
considera como un proceso de actividad humana.
Incluso, todos los fenémenos, desde el método
del materialismo dialéctico, debian ser estudiados
como procesos en constante movimiento y cam-
bio, de donde se desprende que el movimiento es
una categoria ontologica fundamental en la episte-
mologia hegeliana. Davydov (1978) sefiala que “El
pensamiento de un hombre es el movimiento de
formas de actividad de la sociedad histéricamente
constituidas y apropiadas por aquél” (p. 279).
Muchas de las ideas tedricas desarrolladas por
Radford tienen su fundamento en la epistemolo-
gia hegeliana. En particular, la idea de Saber como
movimiento (Radford, 2013) es pura posibilidad
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y esta constituida de formas de reflexion y accién
histérica y culturalmente codificadas.

El pensamiento algebraico, como forma particu-
lar de reflexionar matematicamente, es caracteri-
zado por Radford (2010) mediante tres elementos
interrelacionados: el sentido de indeterminan-
cia (objetos basicos como: incégnitas, variables
y pardmetros; opuesto a la determinancia numé-
rica), la analiticidad (como forma de trabajar
los objetos indeterminados; reconocimiento del
caracter operatorio de los objetos basicos) y la
designacién simbdlica o expresion semidtica de
sus objetos (manera especifica de nombrar o refe-
rir los objetos).

Los signos no son considerados como meros indi-
cadores de actividad mental, por el contrario, son
parte constitutiva del pensamiento. En este sentido,
la nocién vygotskiana de signo en Radford incluye
gestos, artefactos, ritmo y actividad kinestésica.
Esto es, los signos con los cuales se realiza la activi-
dad matematica condicionan las formas como los
estudiantes se apropian, construyen o re-significan
dicha actividad.

La idea de Medios Semidticos de Objetivacion,
MSO, (artefactos, gestos, simbolos, palabras), en
términos de Radford (2008, 2010), no refiere Uni-
camente a herramientas por medio de las cuales
manipulamos el mundo. Los MSO son mediadores
de nuestros actos intencionales, portadores de una
conciencia histdrica construida a partir de la acti-
vidad cognitiva de las generaciones precedentes.
Radford (2008) sefiala que los estudiantes tienen
que compensar la reducciéon de recursos semiod-
ticos con una concentracién de significados en
el menor nimero de signos o palabras, lo que ha
llamado contraccion semidtica. Dicho proceso de
objetivacion® puede considerarse como una reor-
ganizacion psiquica a partir de la cual se logra una
toma de conciencia progresiva del objeto cultural®.
El concepto de contracciéon semidtica aparece en
el desarrollo de las formas de pensamiento alge-
braico. Radford (2006) plantea tres tipos de estratos
de pensamiento algebraico, caracterizados por los

MSO movilizados por los sujetos en su actividad,
incluyendo movimientos, gestos, lenguaje natural:

1. Estrato de pensamiento algebraico Factual.
Los MSO movilizados son los gestos, los
movimientos, la actividad perceptual y las
palabras. Por ejemplo, el alumno sefiala con
la mirada, con su indice, realiza movimiento
con un lapiz, dice “aqui’, sefiala y dice “mas
27

2. Estrato de pensamiento  algebraico
Contextual. Los gestos y las palabras son
sustituidos por otros medios de expresion
como frases “clave”. Por ejemplo, el alumno
dice “arriba quito uno” 6 “dos por la figura
menos uno’.

3. Estrato de pensamiento  algebraico
Simbdlico. Las frases “clave” son representa-
das por simbolos alfanuméricos del algebra.
Por ejemplo, mediante expresiones como:
n+(n-1) 6 2n-1.

En particular, el gesto, como un MSO, juega un
papel importante en la expresion de las intenciona-
lidades de los sujetos y en su proceso de conceptua-
lizacion. El gesto esta involucrado en la planeacion
conceptual de los mensajes y ayuda a los sujetos a
“empaquetar” informacion especial dentro unida-
des verbalizables. Radford (2009) plantea que “los
gestos son una especie de ventana para acceder al
pensamiento” (p. 113), idea que intenta visibilizar
los trabajos pioneros de Vygotski sobre la relacion
entre gestos y signos:

A gesture is specifically the initial visual sign in
which the future writing of the child is contained
as the future oak is contained in the seed. [...] The
gesture is a writing in the air and the written sign
is very frequently simply a fixed gesture. (Vygotski,
1978, p.107)

La movilizacién de los MSO podria darse en un
mismo momento. La idea de nodo semiotico
(Radford, Demers, Guzman & Cerulli, 2003) es

3 Los procesos de objetivacion se consideran, de acuerdo con Radford, como procesos sociales a través de los cuales los individuos se
familiarizan con las formas culturales e historicamente constituidas de pensar.

4 El pensamiento algebraico, como forma cultural de pensamiento, ha sido desarrollado JI refinado en el curso de la historia cultural.
e

Este pre-existe en una forma ideal desarrollada antes de que los estudiantes participen

actividades de clase.
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un intento de teorizar la interaccién de sistemas
semioticos en la objetivacion del saber. Un nodo
semiotico (Radford, 2009, p. 121) “es una pieza de
la actividad semidtica de los estudiantes donde la
accién y diversos signos (por ejemplo, gesto, pala-
bra, férmula) trabajan juntos para lograr la obje-
tivacion del saber”™. Desde luego, estos procesos
no movilizan solamente recursos cognitivos. Es
ya aceptado en la comunidad de investigadores en
educacion matematica la idea segun la cual, en el
acto de conocer, los sujetos movilizan ademas de
los recursos cognitivos, recursos fisicos y percep-
tuales. La perspectiva de la multimodalidad consi-
dera la inclusion del cuerpo en el acto de conocer.
Estos recursos o modalidades incluyen comunica-
ciones simbdlicas y orales asi como dibujos, ges-
tos, la manipulacién de artefactos y movimiento
corporal (Arzarello, 2006; Radford, Edwards &
Arzarello, 2009).

Metodologia y analisis de datos

Se presenta un caso de un estudiante (LE de 10
aflos de edad) quien estuvo participando durante
todas las sesiones de trabajo (13 en total, en las
cuales se evidencid un rico espectro de recursos
semidticos movilizados por él), sesiones a partir
de las cuales se recolecté la informacién corres-
pondiente a la investigacion doctoral de la que se
hace mencion en este reporte. Las producciones
de LF se encuentran distribuidas en videos, hojas
de trabajo (en las cuales se planteaban tareas sobre
secuencias de generalizacion de patrones), entre-
vistas focalizadas y notas de campo.°

El andlisis de datos se basa en una concepcion
multimodal del pensamiento humano (Radford,
Demers, Guzman & Cerulli, 2003; Arzarello,
2006), de acuerdo con la cual el analisis debe tener
en cuenta la relacion entre los diferentes sistemas
semioticos movilizados durante la actividad (el sis-
tema semidtico del lenguaje escrito, el del lenguaje
hablado, el de los gestos, el de las acciones, etc.)
Esto significa que ni lo escrito, ni lo hablado, ni lo

gesteado por los estudiantes es analizado de manera
aislada. La estrategia analitica, desde esta concep-
cion multimodal, en el caso presentado aqui de LF,
sigue un enfoque microgenético (Vygotski, 1978;
Radford, Edwards & Arzarello, 2009), es decir, se
estudia la formacién a corto plazo de un proceso
psicoldégico determinado (como una especie de
estudio longitudinal a corto plazo). El estudio de
este dominio requiere la observacion y andlisis de
los intentos repetidos de los sujetos en la solucion
de una tarea determinada, en este caso, sobre gene-
ralizacién de patrones. De acuerdo con Radford,
Edwards & Arzarello (2009), el enfoque microge-
nético “centra su andlisis en los gestos, discursos,
actividad perceptual, movimiento corporal y como
éstos se desarrollan y despliegan en una situacién
de interaccion” (p. 92).

Imagen 1
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Fuente: Elaboracién propia

Una secuencia de sefialamientos (gestos indexi-
cales) por parte de LF cuando enfrenta una tarea
sobre generalizacion de patrones figurales.

La coordinacion de deicticos espaciales (“abajo”
y “arriba’) y palabras, se constituye en un nodo
semidtico que caracteriza la actividad reflexiva de
LF mediada por estos MSO. En el siguiente extracto
de video, frente a la solicitud de calcular el nimero
de circulos de la figura 9, sin construirla y explicar
cémo lo hace, se deja ver el pronunciamiento de
LF quien pone en evidencia no s6lo palabras y ges-
tos, sino también ritmo, en el proceso de semiosis
perceptual:

3:46-3:56

5 Radford (2013), inspirado en la epistemologia hegeliana, afirma que el saber es pura posibilidad, es movimiento. El conocimiento,

por su parte, es la instanciacion del saber..

6 Algunas tareas propuestas en la investigacion, en general, tenian una estructura similar, por ejemplo, se les solicitaba a los estudiantes

que siguiendo la secuencia como la que se muestra en la siguiente pagina, dibujaran las figuras correspondientes al término 5 dy al
término 6; calcularan el nimero de cuadros (o circulos) de la figura correspondiente al término 9; calcularan el nimero de cuadr

0S

(o circulos) de la figura del término 100; explicaran la forma como procedieron para encontrar la repuesta de la pregunta anterior.
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“yo digo que son 21, porque por ejemplo abajo
pongo 9, abajo pongo 9 [pausa] [senala la parte
inferior de su guia y con su lapiz corrector hace un
movimiento horizontal indicando la forma en la
que va dispuesta la figura] y le sumo 2 [pausa] y
después arriba pongo otros 9 [pausa] [sefialando
con su dedo donde deberia ir la otra fila y repite el
movimiento del lapiz corrector] pero le sumo 1

El analisis microgenético de la actividad de LF
sugiere el papel central que desempefan los deic-
ticos espaciales, gestos, y el ritmo en la semiosis
perceptiva (Radford, Bardini & Sabena, 2006),
sobre todo en los procesos progresivos de LF de la
aprehension perceptual de un patrén y su genera-
lizacién. El analisis también sugiere algunas cone-
xiones entre la sintaxis de la férmula algebraica y
los MSO movilizados. Por ejemplo, los deicticos
espaciales “abajo” y “arriba” se incrustan, dejan su
huella, en la sintaxis de la férmula:

(Ntimero de la Figura + 2) + (Ntmero de la Figura
+1)

Sin embargo, la conexién puede ser atin mas sutil.
El ritmo, por ejemplo, imprime su marca en la
sintaxis algebraica, lo que corresponde a la pausa
hecha entre las filas. El ritmo es incrustado en la
expresion simbdlica, pues constituye uno de los
elementos significantes de la formula. En términos
de Radford (2013), la férmula podria considerarse
como la instanciacion del saber, entendido como
movimiento. Desde un punto de vista hegeliano, el
saber (Radford, 2013) estd constituido de formas
siempre en movimiento de reflexion y accion his-
torica y culturalmente codificadas, por lo que éste
es pura posibilidad y puede adquirir realidad a
través de la actividad concreta, en este caso com-
puesta por la tarea, el tipo de preguntas formuladas
y la actividad tal y como se desarrolla en la sesion
de trabajo.

En una sesion de trabajo posterior (Sesién No. 3),
se da inicio haciendo una contextualizacién del
trabajo realizado en la sesion anterior, en la cual, la
profesora quien dirige de sesion, interactua con LF
para solicitarle haga una explicacion de la estruc-
tura de la secuencia y socialice el método que uti-
liz6 para reconocerla:

00:00:00 - 00:00:57:

una secuencia aqui en el 1 [sefialando con su dedo
la fila inferior de la Figura 1] es uno y le suman dos
y en la segunda [sefialando con su dedo la fila supe-
rior de la Figura 1] es uno y le suman uno, enton-
ces son tres de sobra [tapando el circulo de abajo
y el de arriba y al mismo tiempo encerrando con
otro dedo las tres unidades sobrantes]; entonces
aqui en la 2 [sefialando con su dedo la fila inferior
de la Figura 2] le suman dos y aqui en la segunda
[senalando la fila superior de la Figura 2] le suman
uno y es la misma tres de sobra [encerrando con
su dedo de nuevo las tres unidades sobrantes al
mismo tiempo que tapa con otro dedo los dos cir-
culos de abajo y los dos de arriba]; aqui tres [sefia-
lando con su dedo la fila inferior de la Figura 3] y
le suman dos y aqui tres [senalando la fila supe-
rior de la Figura 3] y le suman uno, entonces son
tres de la misma forma [encerrando con su dedo
de nuevo las tres unidades sobrantes y tapando al
mismo tiempo los tres circulos de abajo y los tres
de arriba].

El siguiente diagrama intenta explicar el proceso
de semiosis perceptual de LF, en el cual moviliza
tres gestos indexicales:

Imagen 2

Primer gesto indexi

Segundo gesto indexical
e :1_1

Fuente: Elaboracién propia

El primer gesto indexical movilizado por LF le
permite, al tapar el circulo de abajo, reconocer que
hay dos circulos mas en la fila inferior de la Figura
1; posteriormente hace la misma acciéon con la
fila superior (segundo gesto indexical) y reconoce
que hay un circulo que se le suma. Sin embargo, al
mismo tiempo que tapa los dos circulos, el de abajo
y el de arriba, encierra con otro dedo los tres circu-
los (tercer gesto indexical), que posteriormente los
estudiantes llamaran “la torre”. De manera similar
procede con las Figuras 2 y 3, utilizando la misma
estrategia. La torre, como se muestra en el tercer
gesto indexical del diagrama, juega un papel fun-
damental en la aprehension perceptual del patrén.
LF moviliza varios MSO (gestos, palabras y la
accion de tapar con su dedo) sincronicamente. Este
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nodo semidtico, en tanto segmento de actividad
reflexiva mediada por estos recursos semidticos, le
permite a LF identificar el patron, en el cual la torre
funge como instrumento de mediaciéon. Como
afirma Radford (2012), inspirado en Vygotski,
estos MSO se desarrollan de una manera interrela-
cionada, por lo que el desarrollo del pensamiento
algebraico puede ser estudiado (Radford, 2012, p.
691) en términos de la aparicién de nuevas rela-
ciones estructurales sistémicas entre los compo-
nentes materiales-ideacionales de pensamiento. El
desarrollo de la percepcion, segun Radford (2012,
p. 692) “es consubstancial con el desarrollo gestual
y la actividad simbélica”

A esta altura del trabajo, durante las sesiones, no
emergia la indeterminancia algebraica, razén por
la cual se decide plantear el Problema del Mensaje’
como recurso didactico que es movilizado para
intentar lograr un desarrollo en la forma de
pensamiento.

La produccién de LF en relaciéon con el problema
mencionado fue la siguiente:

Profe para saber el numero [sic] de la Figura ala
[sic] Figura le sumo el mismo numero [sic] de la
Figura y al resultado que me de [sic] le sumo 3 y el
resultado que te dio corresponde al numero [sic]
de circulos [sic] de esa Figura

El proceso de movilizaciéon de MSO por parte de
LE desde sus deicticos espaciales, “abajo” y “arriba’,
pasando por las palabras y ritmo, hasta la respuesta
dada al Problema del Mensaje, deja ver una sobrie-
dad en su pensamiento y expresion, una sobriedad
en su forma de significacion, esto es, una con-
traccion semidtica (Radford, 2008). Pero por otro
lado, en la respuesta dada por LF a este problema,
la indeterminancia (“Figura’, esto es, nimero de la
figura) es tratada analiticamente, en el sentido de
analiticidad conferido por Radford (2010), lo cual
sugiere que LF se mueve en un estrato de pensa-
miento algebraico contextual, pues la indetermi-
nancia, en este estrato de pensamiento, se vuelve
objeto del discurso por parte de él.

Conclusiones

Para Frege (1985), las expresiones (n +2) + (n+ 1)
y (n +n) + 3 refieren al mismo objeto. Sin embargo,
estas expresiones no refieren al objeto comun de la
misma forma. La forma como los estudiantes ven
o perciben la secuencia, determina la sintaxis alge-
braica posterior, como es el caso de LF mostrado
aqui. El analisis microgenético sugiere, en general,
que los deicticos, gestos, ritmo y otros MSO no fun-
cionan por separado (Radford, Bardini & Sabena,
2006; Radford, 2010b), de ahi que el constructo
nodo semidtico emerja para explicar la moviliza-
cioén sincroénica de varios recursos semidticos al
enfrentar la tarea y lograr la objetivacion del saber.

La tarea sobre generalizacion de patrones figurales
enfrentada por LF intenta provocar un desarrollo
en su forma de pensamiento. Esto coincide con la
tesis de Vygotski segtn la cual el pensamiento se
puede desarrollar a través de un funcionamiento
interpsicoldgico (interaccién LF y profesora, por
ejemplo), el cual le permite significar la tarea de
un modo culturalmente apropiado. En general, el
disefio de las tareas (que desde luego incluye el
Problema del Mensaje), intenta producir un desa-
rrollo en los estudiantes, el cual puede verse como
un proceso social de aproximacién de significados
subjetivos o personales a los significados histori-
co-culturales plasmados en la semiética algebraica.

El proceso de coordinacion compleja de sistemas
semidticos, de acuerdo con Radford, Bardini &
Sabena (2006), sigue siendo en gran parte desco-
nocido y poco trabajado en la psicologia de la edu-
cacién matematica. Este reporte intenta visibilizar
algunos elementos de esta compleja coordinacién
y sugiere un camino de investigacion por explorar.
En particular, es materia de mas investigacion lo
relacionado con la diferencia cognitiva en la rit-
micidad en los estratos de pensamiento Factual y
Contextual.

7  Este problema se planted de la siguiente forma: La profesora Johanna tiene una bolsa y dentro de ella introduce varias tarjetas, cada
una con un nimero. Cada uno de estos nimeros corresponde a una de las figuras de la secuencia anterior. Ella saca al azar una tarjeta
y la introduce en un sobre asegurandose que ningun estudiante haya visto el numero de la tarjeta. Johanna quiere que el sobre sea en-
viado a la profesora Estella con un mensaje que sera introducido en el sobre junto con la tarjeta que contiene el niimero. Este mensaje
debe explicar a la profesora Estella como calcular rapidamente el numero de circulos que corresponde al numero de la tarjeta.
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