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Abstract
This article analyzes the dynamic of an extended SEIR model for the spread of COVID-19 considering a
system of 7 differential equations whose stages are susceptible, exposed, infected, quarantined, recovered,
dead and vaccinated. The necessary and sufficient conditions are determined for non-negativity, delimita-
tion, existence and uniqueness of the solution of the model, local stability of the equilibrium points and the
next generation matrix method. The simulations made in Python complement the qualitative analysis of the
mathematical model to conclude the behavior of the virus spread over time; the information shown in this
work could also be useful for the development of new prevention measures.
Keywords . Covid-19, differential equation, basic reproduction number, epidemiological model.

Resumen
En el presente articulo se analiza la dindmica de un modelo SEIR extendido para la propagacion del
COVID-19 considerando un sistema de 7 ecuaciones diferenciales cuyas etapas son susceptibles, expuestos,
infectados, en cuarentena, recuperados, muertos y vacunados. Se determinan las condiciones necesarias y
suficientes para la no negatividad, acotacion, existencia y unicidad de la solucion del modelo, estabilidad
local de los puntos de equilibrio y el método de la matriz de proxima generacion. Las simulaciones hechas
en Python complementan el andlisis cualitativo del modelo matemdtico para concluir el comportamiento
de la propagacion del virus en el tiempo; la informacion que nos brinda este trabajo también podria ser
util para la elaboracion de nuevas medidas de prevencion.
Palabras clave. Covid-19, ecuaciones diferenciales ordinarias, simulacién, nimero reproductivo bdsico, modelo
epidemioldgico.

1. Introduccion. El SARS-CoV-2, se ha extendido ampliamente por todo el mundo causando un ma-
sivo contagio en la poblacién que ha requerido de manera urgente una mayor atencién médica. En este
contexto, los modelos mateméticos pueden jugar un papel importante en la comprension y prediccion de
la transmision de enfermedades [5][2]. Ademads, ayudan a implementar medidas apropiadas y estrategias
eficientes para controlar la propagacion de la pandemia y mitigar su impacto.

La Organizacion Mundial de la Salud (OMS) reconoce la labor de los modelos matemadticos, estadisticos y
computacionales en el desempefio de un papel clave para proporcionar informacién, basada en evidencias,
que permita una mejor toma de decisiones con respecto a politicas de salud publica. Estos modelos pueden
ayudar a comprender la transmisibilidad de la enfermedad; a generar predicciones con respecto a las tasas
y la gravedad de contagios; asi como también para brindar un andlisis con respecto a la efectividad de las
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medidas tomadas para mitigarlo.

Para el desarrollo del presente trabajo se tomo de referencia un modelo SIR donde se realizan estimaciones y
predicciones de parametros [12] mientras que [1] propuso un modelo SEIR modificado donde se realiza una
distincion entre sintomdaticos y asintomaticos con el fin de identificar estrategias de observacién adecuadas,
pero este modelo no considerd el impacto de la vacunacion durante la propagacién de la pandemia. En esta
investigacion se analiza un modelo SEIR extendido propuesto por Rabih Ghostine, Mohamad Gharamti,
Sally Hassrouny e Ibrahim Hoteit. Dicho modelo posee un compartimiento de vacunacién para simular la
propagacion del coronavirus (COVID-19) [4]; asimismo, se presentan las simulaciones numéricas hechas
en Python para verificar los resultados obtenidos analiticamente tomando datos aproximados de Peru.

2. Modelo. Considerando las variables (poblaciones epidemioldgicas) y pardmetros (tasas epidemiol6gi-
cas), se formuld el modelo matematico SEIR, para luego ser extendido a 7 compartimientos con el fin de
realizar las simulaciones del COVID-19[9, 10]. Este modelo consta de un sistema de ecuaciones diferen-
ciales no lineales las cuales se mostrardn a continuacion asi como su diagrama de fase:

Figura 2.1: Diagrama de fase del modelo SEIR extendido.

A= BS(OI(t) - aS(t) — pS(2),
BS(HI(t) —VE(t) + 0BV ($)I(t) — nE(),
VE(t) - 81(t) — uI(b),

SI(t) — (1 — w)AQ(t) — kpQ(t) — pQ(t), 2.D
(1 = K)AQ(t) — pR(t),
kpQ(t),

aS(t) — oBV (H)I(t) — uV (t).

Con condiciones iniciales no negativas S(0) = Sy, E(0) = Ey, I(0) = Iy, Q(0) = Qo, R(0) = Ry,

D(0) = Do,y V(0) = V.

Las variables usadas estan definidas en la tabla 2.1

Variable

Descripcion

S(t)

Poblacién de Susceptibles

E(H

Poblacién de Expuestos

I(t)

Poblacion de Infectados
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Q) Poblacion de Infectados en Cuarentena
R(t) Poblacién de Recuperados

D(t) Poblacion de Fallecidos

V(t) Poblacion de Vacunados

Tabla 2.1: Descripcidn de variables del modelo SEIR.

Los pardmetros estdn definidos en la tabla 2.2 :

Pardmetro Unidades Descripcién
A personas/dia Tasa de nacimientos
B dia~! Nuevos residentes por unidad de tiempo
« dia~! Tasa de trasmision dividida entre N
W personas/dia Tasa de vacunacion
y personas/dia Tasa de muerte natural
o dia~* Tiempo de latencia promedio
) dia~! Tiempo promedio de cuarentena
K personas/dia Tasa de mortalidad
A dia™? Dias promedio hasta la recuperacién
p dia~! Dias promedio hasta la muerte

Tabla 2.2: Descripcién de parametros del modelo SEIR.
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3. Analisis Matematico. En esta seccion se demuestra la no negatividad del modelo, acotacién, exis-
tencia y unicidad de la solucién del modelo, equilibrio epidémico y el nimero de reproduccion bdsico, la
existencia y la unicidad del equilibrio endémico del sistema propuesto.

3.1. Existencia y unicidad de la solucion del modelo. Para mostrar la existencia y unicidad de las
soluciones del sistema (2.1), trabajaremos con las funciones F; para ¢ = 1,2, 3,...,7 definidas por las

ecuaciones siguientes:

Fi(S,E,I,Q,R,D,V)=A— BSI —aS — uS,

S,E.I,Q,R,D,V)=BSI —~E +cBVI — uE,

S7E517Q7R7D7V :’}/E_(SI_H’I?

S,E,I,Q,R,D,V) = (1—-k)AQ — R,

CR RN

( )
( )
( )
(S,E,1,Q,R,D,V) =061 — (1 —r)A\Q — kpQ — nQ,
( )
(S,E,I,Q,R,D,V) = rkpQ,

( )

F+(S,E,I,Q,R,D,V)=aS — oBVI — V.

Las cuales estan definidas en

0’ ={(S,E,1,Q,R,D,V)eR":5>0,E>0,1>0,Q>0,R>0,D >0,V >0}.

Consideremos Q°, y la funcién

F

QCR - R

(S,E,1,Q,R,D,V) = F(S,E,1,Q,R,D,V),
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F(S(t), E(t).L(1), Q(t), R(t), D(t), V(1)) = (F1(S(t), E(t), I(t), Q(t), R(t), D(t), V (1)),

F(S(t), E(t), I(1),Q(1), R(t), D(t), V (1)), F5(S(t), E(t), 1(t), Q(t), R(t), D(t), V (1)),

Fy(S(1), E(1), 1(1), (1), R(t), D(t), V(1)), F5 (S (1), E(1), 1(t), (1), B(t), D(t), V(#)),

Fg(S(1), E(t), 1(2), Q(t), R(t), D(t), V (1)), F7(S(1), E(t), 1(1), Q(t), R(t), D(t), V(1))

y X(t) = (S(t), E(t), I(t), Q(t), R(t), D(t), V(t)); asi tenemos el siguiente PVI asociado a X y F’

X' = F(X),
(PVI) (3.1
X(0) = (5(0), £(0),1(0), Q(0), k(0), D(0), V(0)).

Con Ey > 0,1p > 0,Q0 > 0,Ry > 0,Dy > 0,V > 0}. Notamos que el PVI (3.1) es equivalente a
nuestro modelo SEIR extendido definido por el sistema (2.1).

Para mostrar la existencia y unicidad de las soluciones del modelo se usa el siguiente teorema.

Teorema 3.1 (Existencia y Unicidad). Sea F : RZ_ — R localmente Lipschitz y para cada j =
1,2,...,7 se satisface:

Fj(xz) > 0, para cualquier x € RZ_ conz; =0.

Entonces para cualquier Ty € R, existe una iinica solucién de z' = F(x) con 2(0) = xo en R, la cual
estd definida en algiin intervalo [0, b) con b € (0, 00). Si b < oo, entonces

7

[11][8]

Demostracion: Para la funcién F', notamos que:

Se = fl-a-n Sh—o Soops Zo—o G0 Shoo Tlo
%:m, %:_7_% %:ﬁswﬁw %:o, %ﬂ% %ﬂh %20%
%20, %:O, %:(5, %z—)\—i-/i)\—np—u, %:O, %:07 %20;
%:O7 %:O, %:0, (Zlgfzmp, %:0, %20, %ZO;

%:a, %:0, %:—UBV, %:0, %:0, %zo, ‘21;7:—051—”.

Como las derivadas parciales son continuas, por lo tanto son de clase C'; y, por ende, son localmente
Lipschitz.

También notamos:

Fl(S,E,I,Q,R,D,V) = A—ﬁSI—aS—uS, donde SO = O,Eo > 0,]0 > O,Qo > 07R0 >
07D0207YV020-

F1(0, Ey, Iy, Qo, Ro, Do, Vo) = A > 0.
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Fo(S,E,I,Q,R,D,V) = 8SI + ~E + 08V I — uE, donde Sy > 0, Eg = 0,1y > 0,Qo > 0, Ry
07D0 207 yVOZO

v

F2(SO70aIO7QO,R07DO7VO) = BSI + UBVI > 0.

F3(S,E,1,Q,R,D,V) = yE — 6I — ul, donde Sy > 0,Ey > 0,Ip = 0,Qo > 0,Ry > 0, D,
0,yVo>0.

v

FS(SOaEOaOaQOaR()vDO? ‘/0) = ’YE Z O

Fy(S,E,I,Q,R,D,V) =01 — (1 — k)AQ — kpQ — puQ, donde Sy > 0, Ey
07R0207D0207YV020-

Y

07-[0 Z OaQO =

F4(507E0710707R0aD07V0) =61 Z 0.

F5<S7E7I7Q7R7D7V) = (1_/’€)>\Q_MR,d0ndeS() ZO7EO > 0710 > OaQO ZO,RQ :OaDO >
0,y =>0.

FS(S()vEOvIOvQOvaDOaVO) = (1 - H))‘Q Z 0.
FG(SanIaQaRvav) = Kan donde SO > OaEO > 0710 > OaQO > OaRO > 07D0 = 07 yvb > 0.
Fs((S0, Eo, Lo, Qo, Ro, 0, Vo) = rpQ > 0.

F7(S7EaIaQaR7D7V) :(XS—O',BVI—/.LV,dOHdCSO ZOaEO ZOaIO 207Q0 ZO;RO ZOaDO

v

F7(SOaE07107Q0aROaDO;O) =aS Z 0.

Luego, por el Teorema de Existencia y Unicidad, existe una tinica solucioén del PVI en algtin intervalo
[0,T).
Adicionalmente, si 7' < oo, entonces

Jsup {S@)+ E(t) +1(t) + Q(t) + R(t) + D(t) + V(t)} = oco. (3.2)
Sea N(t) = (S(t)+ E(t) + I(t)+ Q(t) + R(t) + D(t) + V'(t)), entonces
N'(t)=A—BS)I(t) —aS(t) — pSt)+ BSH)I(t) —vE(t) + oBV (£)I(t) — pE(t) + yE(t) — 0I(t)
—pl(t) +0I(t) = (1 = K)AQ(L) — kpQ(t) — pQ(t) + (1 = K)AQ(L) — nR(t) + £pQ(t) + aS(t),

N'(t) = A —pu(S(t)+ E(t)+ I(t) + Q(t) + R(t) + V (1)),
N'(t) = A — uN(t).

Resolviendo la EDO obtenemos:

Luego,

se puede deducir,

e >1 entonces N(0)+

==

> N(0)e ™ + A
7

Considerando N (0) = Ny se tiene,

Nit)<—+No=M  Vtel0,T)yparaalgin M > 0.

==

Lo que implica,
sup{S(t)+ E(t)+ I(t)+Q(t)+ R(t)+ D(t) + V(t)} < M, Vtelo,T),
de aqui, sup{S(t)+E(t)+I(t)+ Q)+ R(t)+ D)+ V(t)} < +oo.

Lo cual se contradice con (3.2); por lo tanto la solucién tnica del PVI (3.1) estd definida para todo
t € [0, 00). O
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3.2. No-negatividad del modelo.

Teorema 3.2. Si Sp > 0, Ey >, Ip >0, Qo >, Ry >0, Dy > y Vi > 0, entonces las soluciones
del sistema (2.1) permanecen no negativas para todo t > 0.

Demostracion: Se tiene como hipétesis que las condiciones iniciales son no negativas, ahora probare-
mos que las soluciones del modelo también lo son.

Tomando en cuenta las ecuaciones del modelo (2.1) tenemos:

%S(t) =A—BS(t)I(t) — aS(t) — uS(t) > —uS(t), integrando la ecuacion se tiene: S(t) > Spe ** > 0.

%E(t) = BS()I(t) — yE(t) + 0BV (t)I(t) — pnE(t) > —pE(t), integrando la ecuacién se tiene: E(t) > Ege ** > 0.

%I(t) = yE(t) — 61(t) — ulI(t) > —ul(t), integrando la ecuacion se tiene: I(t) > Ipe ** > 0.
%Q(t) =61(t) — (1 — K)AQ(t) — kpQ(t) — uQ(t) > —uQ(t), integrando la ecuacion se tiene: Q(t) > Qoe "t > 0.

d
—R(t) = (1 — K)AQ(t) — uR(t) > —pR(t), integrando la ecuacién se tiene: R(t) > Rpe * > 0.

dt

d

%D(t) = kpQ(t), como Q(t) > 0 entonces D(t) > 0.

d

%V(t) = aS(t) — oV ()I(t) — uV(t) > —uV (t), integrando la ecuacion se tiene: V' (t) > Voe # > 0.
Por lo tanto, las soluciones del sistema (2.1) son no negativas vVt > 0. O

3.3. Acotacion de las soluciones.
Teorema 3.3. Todas las soluciones del modelo propuesto con condiciones iniciales no negativas estdn

limitadas y N (t) < ﬁ, Vi > 0.

Demostracion: Con el fin de demostrar la delimitacién del modelo, agregaremos la tasa de crecimiento
de la poblacién:

AN(t) dS(t)  dE(t)  dI(t)  dQ(t)  dR(t) dD(t) = dV(t)
dt_dt+dt+dt+dt+dt+dt+dt'

Reemplazando el sistema en (3.3)

(3.3)

djzt(t) =A—BSH)I(t) —aS(t) — uS(t) + BS(t)I(t) — vE(t) + oSV ()I(t) — pE(t) +vE(t) — d1(t)
— uI (1) +81(t) = (1 = MAQ(L) — £pQ(1) = 4Q(D) + (1 = KIAQ(L) — uR(1) + rpQ(t) + S (1)
—oBV()I(t) — pV (t),

dJZt(t) = A~ pS(t) = pBE(t) — ul(t) — pQ(t) — pR(t) — uV (t),

djjzt(t) =A—pN(t). o

Resolviendo la Ecuacidon Diferencial (3.4) por factor integrante se obtiene:

%N(t) +uN() = A,
(dN(t) + uN(t)) el = Aet,

dt
¢ ¢
/d(N(s)e“S):A/ etds,
0 0

N(t)e' — N(0) = %(e“t —1),

de donde se tiene
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Entonces para valores de ¢ muy grandes se tiene,

0< N(t)

IN

A
=

Esto implica que S(t), E(t), I(t), Q(t), R(t), D(t) y V(t) estdn acotadas. O
3.4. Analisis de estabilidad.

El equilibrio epidémico se analiza en términos de R; se dice que hay una propagacion en la epidemia
siy solo si %y es mayor de 1, lo que significa que cada infectado contagia a mds de una persona. Si R es
igual a 1 se dice que hay equilibrio epidémico o endémico y si Ry es menor a 1 la situacion se dirige hacia
el agotamiento epidémico. El equilibrio epidémico X del sistema se obtiene estableciendo las derivadas
del modelo a 0, es decir I = 0.

Para obtener el punto X se igualard a 0 las ecuaciones del sistema (2.1). De la sexta ecuacién obte-
nemos que Q(t) = 0, luego reemplazamos el valor hallado en la cuarta y quinta ecuacién obteniendo que
R(t) =0y I(t) = 0. En la tercera ecuacion reemplazamos el valor de () = 0 y se obtiene que E(t) = 0.

A
De la primera y ultima ecuacién obtenemos que S(t) = —— y V(t) = _ar respectivamente.
p+ pp + a)
A A
X0 — (,0,0,0,0,0, a). (3.5)
pta p(p+ )

Hallaremos R usando la matriz de la siguiente generacion.

Ry es un pardmetro de umbral conocido como nimero basico de reproduccion:

< Si Ry < 1, el equilibrio libre de la enfermedad es localmente asintéticamente estable y la enfermedad
no puede invadir la poblacién.

<& Si Ry > 1, el equilibrio libre de enfermedades es inestable y la invasion es posible.

Sea X = (E,I)7T, escribimos el sistema como:
X' =F(z) — W(x),

donde F(z) = (BSI + oBIV,0)T y W(z) = ((u + 0)E, —vE + (2 + 6))7. La matriz Jacobiana para el
equilibrio libre de la enfermedad es:

-y —p BS+opV

J =
gl =0 —pu
Descomponiendo
o e BS+opv \ [0 BS°+opV° p+y 0
5y —d—p 0 0 -y p+6
Obteniéndose asi F'y W :
0 BSY+opV° + 0
_ B B , I

0 0 -y u+6
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El nimero bésico de reproduccidon Ry es el radio espectral de la matriz de la siguiente generacién
FW~1?]. Donde

1

—_— 0
+
wl = v B K 1 ,
(Y+u)(p+6) p+o
entonces
0 0 L 0
Fw- = 0 BS°+opV 5 v+
0 0 7 1 ’
(v+mwp+d) p+o
0 BSO +opBVO
-1 _ m+y
EW= 7(BS° + 5B8V0)
(1 +7)(p+90)
Calculando los autovalores, se tiene :
\ BSY + opVO
S0+ 0BV
FW'=K= Ly =\ - <7(6 )= ;
5 _ 1(BS°+ 0BV (b +7) (ke +9)
(n+7)(n+6

| (BS° +0BV°)
(n+y)(u+0)

Del método de la matriz de la préxima generacion, tenemos que Ry es el radio espectral de K, por lo
tanto

By

Ry= ——7——(S"+oV"). (3.6)
A PER e )
De (3.5) tomamos S° = yVvo= A,sustituimos estos valores en (3.6) y obtenemos
p+a pp+ o)
R = BYA(p + ao) (3.7)

e+ O (p+ ) (et a)

Donde Ry es usado para medir el potencial de transmision.
Si Ry > 1, la epidemia aumenta potencialmente.
Si Ry < 1, la epidemia puede acabar.

Teorema 3.4. El equilibrio libre de enfermedad X° es localmente asintéticamente estable si Ry < 1 e
inestable si Ry > 1.

El sistema puede ser simplificado eliminando la ecuacién 6 perteneciente a la variable D de los falleci-
dos, el cual se puede determinar como

D=N-S-E-I-Q-R-V.

La matriz Jacobiana para el equilibrio libre de enfermedad X° es

—(a+p) 0 —B3S° 0 0 0

0 —(y+u) B(S°+opV0) 0 0 0

I — 0 y —(6+ p) 0 0 0
0 0 ) —((I1=r)A+Kp+p) 0 0

0 0 0 (1—kr)A - 0

0 0 —opVY 0 0 —u
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Realizamos el cambio de variables, e; = (a+p), €2 = (Y+u), e3 = (0+p) yea = (1—K)A+rp+ p.

e 0 —BS° 0 0 0
0 —e BS°+oBV?) 0 0 0
I — 0 ~ —e€3 0 0 0
0 0 5 —e 0 0
0 0 0 A=rmA —p 0
0 0 —apV° 00 -
Para hallar los autovalores
|[A— M\ =0,
donde
AL = —€1 <0,
Ay = —€4 <0,
A3 =N =—pu <0,
o= o bess ViR ).
]
Sea Ry < 1,

eae3 Ry < €9€3,
deges Ry — 2€0€3 < 2€q€3,
4eges Ry — 2€9€3 + (6% + 63) < 2e9€3 + e% + 6%7
desesRo + (€2 — €3)?) < (€2 + €3)2,
\/(62 —€3)? + 4deaez Ry < €9 + €3,
—(e2+€3)+ \/(62 —€3)? + 4egez Ry < 0,
—(ea + €3 — /(€2 — €3)2 + deaezRy) < 0,

1
—5(62 + €3 — \/(62 - 63)2 + 46263R0) <0,
e < 0.

De la misma forma, para As;

As < 0.

Por lo tanto, A1, A2, A3, A4, A5, A\g < 0. Como los autovalores son negativos, el equilibrio libre de la
enfermedad X es localmente asintéticamente estable.

Sea Ry > 1;
€23y > €2€3,
deges Ry — 2€0€3 > 2€0€3,
4eresRy — 2eqe3 + (€2 + 6%) > 2663 + €3 + eg,
deresRo + (e2 — €3)%) > (e2 + €3)7,
\/(62 —€3)? + 4degez Ry > €9 + €3,
—(ea +€3) + \/(62 —€3)2 4 4egesRy > 0,
—(ea + €3 — /(€2 — €3)2 + deaezRo) > 0,

1
—5(62 -+ €3 — \/(62 - 63)2 + 46263R0) > 0,
A¢ > 0.
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De la misma forma, para A5
As < 0.

Entonces A1, A2, A3, Mg, A5 < 0, Ag > 0. El equilibrio libre de la enfermedad X 0 es localmente
asintéticamente inestable.

3.5. Existencia y Unicidad del equilibrio Endémico.

Se analizara la existencia y unicidad del equilibrio endémico cuando Ry > 1.
Sea X* = (S*, E*, I*,Q*, D*,V*), el equilibrio endémico se obtiene estableciendo las derivadas a cero.

0=A—-p35"I"— aS* — puS*, (3.8)
0= BS*I* — vE* + oBV*I* — uE*, 3.9)
0=n~E* — 6" — pul*, (3.10)
0=0I"— (1 - K)AQ" — kpQ™ — pQ*, (3.11)
0=(1-KAQ* — uR", (3.12)
0= aS* — BV I* — uV*. (3.13)

Para E*: De la ecuacion (3.10) tenemos

0=~E"—06I" — pulI*,
~E* =61 + pl*,
YE* =17(6 + p),
_ "6+ p)

Er=—-"
v

Para Q*: De la ecuacién (3.11) tenemos

0=00I"— (1 - K)AQ" — kpQ" — pnQ*,
0=06I" — Q" (1 — k)X + kp + p),
61" = Q (1 — K)A + Kp + ),
. SI*
@ = 1—rk)A+rp+p

Para S*: De la ecuacién (3.8) tenemos
0=A—-pB5T"—aS* — us*,
0=A—-5"(BI"+ a+ pn),
A=S*(BI" +a+p),

A
S =
BI* +a+p
S*:$.
BI* + (o + p)

Para abreviar las ecuaciones anteriores denotamos a €e; = o+, €2 = Y+, €3 = 6+ p y
€4 = p+ A(1 — k) + Kp. Por lo tanto
I I*6 A
Er="2 =" =
¥ €4 BI* 4 €1

Para V*: reemplazamos los valores de E*, Q* y S* en las ecuaciones (3.9) y (3.13).
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De la ecuacién (3.13) tenemos:
oV I" = aS" — uVv*.
De la ecuacion (3.9) tenemos:
0=08S"I"—(y+ wE* +0pV*I",
0=p85"T"—eE*+cpV*I*.
Reemplazamos (3.14) en (3.15)
0=pS"I"—eE* +aS* — uV™,
—eB* + S*(BI* + «)

V= ,
I

—6263[* A *

I"+a«a

V* — ° ﬁI*+61 (/8 )7
17

v Ay(BI* + a) — eaes(BI* + €1)I*
py(BI* + 1) '

De la ecuacion (3.9) tenemos:
BS*I* — (y+ pw)E* +oBV*I* =0.

Reemplazando los valores de E*, S* y V* se obtiene:

*

A - 163 o %
B[fﬂwq]l (v+u)[ - ]+ 81 [

A’y(ﬁl* + a) — 6263(61* + 61)1*:| -0
ey (BI* + €1) ’

BAT* [1*63
e

L [AY(BI 4+ o) —exe3(BI* 4+ e) "]
BI* + e g ]JFUM [ }_O’

wy(BI* + e1)

wyYBAIL* — I*peges(BI* + e1) + oBI* [Ay(BI" + @) — eae3(BI* + €1)7]

=0,
py(BI* + €1)

pPYBA — peses(BI™ + €1) + 0B [Ay(BI" + o) — eze3(BI™ +€1)I7] = 0,

pBYA — pezesBIT — perezes + oBAYBIT + ofyAa — oBexes(BI" + €1) " =0,

BYA(p + ao) — pesesBIT — pereses + o fAYBI™ — oBeqes(BI* 4+ €1)I" = 0.
De (3.7) se tiene

ByA(p + ao)
pler)(e2)(es)

Reemplazando en (3.16)
Roperex€3 — pieges I — pereges + o f2AyT* — oBezes(BI* +€1)I* =0,

Ry = entonces [ByA(u + ao) = Rouereaes.

pereses(Ry — 1) — peaesSI* + o f2AYT* — o feses(BI* + 1) I* =0,
—pesesBI* + o BPANTF — 0ﬁ21*26263 — oI e1e9€3 + pereses(Ry — 1) =0,

[08%€2e3) "% + [0 Bereaes — a2 Ay + Bueaes) T* + [uereaes(1 — Ro)] = 0.
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(3.14)

(3.15)

(3.16)
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Sea ap = 0f%€e3 >0, a3 =0Beieacs —aB2Ay+ Bueses 'y ag = pereaes(l — Rg) < 0
G/QI*Z +a;I* +ag=0.

Dado que aa > 0y ap < 0 cuando Ry > 1. Solo hay un tnico valor positivo para I*, entonces
el equilibrio endémico es unico X *. Efectivamente, esto cumple ya que los valores mencionados en las
tablas de los pardmetros determinan una solucién positiva para ambos casos porque la solucion explicita de
este polinomio de segundo orden muestra que tendrd dos soluciones reales y distintas por su discriminante
mayor a cero.

4. Implementacion y Andlisis. Se realizé la implementacién del programa en Python para ambos
casos (Arabia Saudita y Pert). En el primer caso, los datos usados se muestran en la investigacion realizada
por los autores mencionados, los cuales fueron extraidos del Centro Saudita para la Prevencién y el Control
de Enfermedades [3]. En el caso de Peru se usaron datos aproximados obtenidos del portal web del Minis-
terio de Salud del Perd. La implementacion se realizé en la plataforma Jupyter Notebook, usando Python
con versioén 3. Python es un lenguaje de programacion interpretado y multiplataforma el cual destaca por
sus diferentes aplicaciones, por ejemplo, en el modelamiento matematico. Posee muchas librerias que faci-
litan la realizacion de estas aplicaciones, en nuestro caso se usaron las librerias Matplotlib para las graficas,
Numpy y Scipy para la parte matemadtica. Asimismo, las ecuaciones del modelo fueron resueltas usando el
comando odeint, perteneciente a la libreria Scipy.

4.1. Arabia Saudita. Los datos usados para Arabia Saudita corresponden a Marzo del 2020 [4]. Las
condiciones iniciales establecidas en la simulacién son I(0) = E(0) = 3 veces el nimero de pruebas
positivas (o = 1). Los recuperados y fallecidos son R(0) = D(0) = 0; la poblacién inicial es N(0) =
34,218,000y S(0) = N(0)— E(0) —I(0) —Q(0) — R(0) — D(0) — V(0). Se consideraron 2 periodos (ver
4.1,4.2), el primero describe el inicio de la pandemia cuando atn no se habian tomado medidas para evitar el
aumento de los contagios, por ello Ry = 2,5, lo que resulta 5; = 8,58 102, El segundo periodo describe el
comportamiento del virus cuando ya se implementaron medidas de prevencion, esta fase estd comprendida
hasta el 30 de Junio del 2020, es por esto que Ry = 1y B2 = 3,43 x 10~°. Los resultados graficados a
continuacién, en 4.3, muestran que, al implementar medidas de prevencidn, los casos se reducen.

Parametro Valor inicial
A 2300 personas/dia
b1 8,58 x 1079 dfa~*
B 3,43 x 1079 dfa~!
a 3,56 x 107* dfa™?
1 3 x 107? personas/dia
~~1 5.5 dias
o 0.05
ot 3.8 dias
K 0.014
At 10 dias
p ! 15 dfas

Tabla 4.1: Descripcion de parametros del modelo SEIR para Arabia Saudita [4].
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Infectados vs Recuperados

—m~ Infectados, f=343% 1077
Recuperados, f =343 x 10-° =
rif"’m

12 |~ Infectados, f=858x 10 MM"’*

+ Recuperados, f=B.58x 10°° e o

Figura 4.1: Infectados vs Recuperados.

Infectados vs Fallecidos

—m— Infectados, f= 343 x107%

Fallecidos, f =3.43 % 1072
5 | —m~ Infectados, f=858x 1077
4 Fallecidos, § =8.58 x 10~°

Figura 4.2: Infectados vs Fallecidos.

133

4.1.1. Impacto de la Vacunacion. El impacto de la vacunacion en Arabia Saudita se mide a medida
que la cantidad de vacunados aumenta; por ejemplo, hasta el 17 de enero de 2021, casi 295,000 personas
fueron vacunados contra COVID-19 segtin el Consejo de Salud de Arabia Saudita, por lo que o = 3% 10™%.
Segtn estudios realizados, la vacuna administrada fue desarrollada por el laboratorio Pfizer-BioNtech, y
ofrece hasta un 95 % de proteccién después de recibir la segunda dosis. Esto darfa un p = 0,05. La simu-
lacién mostrada a continuacion, la cual fue proporcionada por los autores, inicié el 17 de diciembre por un
periodo de seis meses con y sin vacunacién. A medida que la cantidad de vacunados aumentaba, la variable
« también. En la grifica se puede ver que a mayor «, la cantidad de casos activos, recuperados, confirmados
y fallecidos iba en descenso.
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Figura 4.3: Impacto de la Vacunacién en Arabia Saudita [4].
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4.2. Caso Peru. Los datos usados para Perti no son cantidades exactas, como ya se menciond, son
aproximados dado que estos se mantienen en constante actualizacion[6, 7]. Para este caso se tomard como
fecha inicial el dfa 6 de setiembre del 2021, donde I(0) = E(0) = 4 veces el nimero de pruebas positivas.
La poblacién inicial es N (0) = 32,625,948 y S(0) = N(0) — E(0) —I(0) — Q(0) — R(0) — D(0) — V(0).
Se considera 1 periodo, el cual describe el comportamiento del virus en la actualidad, con medidas de
prevencién implementadas donde Ry = 1,1y 5 = 3,51 * 107, Los resultados graficados a continuacién
muestran que en un periodo de 90 dias los casos seguirdn en ascenso, lo cual coincide con las predicciones
dadas por el Ministerio de Salud con respecto a una tercera ola.

Pardmetro Valores Estimados
A 1700 personas/dia
b1 9,6 x 1072 dfa~!
B 3,5 x 1079 dfa~*
a 4x107* dfa~!
I 3,05 x 1075 personas/dia

Tt 6.1 dias
o 0.05
ot 3.5 dias
K 0.02
AL 12 dias
p 1 15 dias

Tabla 4.2: Descripcion de parametros del modelo SEIR para Peru.

Infectados vs Recuperados

- Infectados
+— Recuperados

Figura 4.4: Infectados vs Recuperados.

Infectados vs Fallecidos

—m— Infectados
+— Fallecidos

0 * R e S SR e

0 20 40 60 B0

Figura 4.5: Infectados vs Fallecidos.
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4.2.1. Impacto de la Vacunacién. El impacto de la vacunacion en Perti se mide con la cantidad de
personas vacunados. En este caso se hard una estimacion del desarrollo del virus a medida que los vacunados
aumentan, la cantidad inicial tomada corresponde a las personas vacunados hasta el 6 de setiembre del 2021,
las cuales son 20,032,369 « = 0,02. En Pert se han aplicado dosis de diferentes laboratorios (Pfizer-
Biotech, Sinopharm, Astra Zeneca), por lo que promediando se tendria p = 0,04. A medida que la cantidad
de vacunados aumenta, la variable o también. En la gréifica se realiza una simulacién donde a mayor « la
cantidad de casos activos, recuperados, confirmados y fallecidos ird descendiendo.

Recuperados ) Infectados - . Follecidos

Figura 4.6: Impacto de la Vacunacién en Pert.

5. Conclusiones. Se presentd un modelo SEIR extendido partiendo del trabajo “An Extended SEIR
Model with Vaccination for Forecasting the COVID-19 Pandemic in Saudi Arabia Using an Ensemble
Kalman Filter’presentado por Rabih Ghostine, Mohamad Gharamti, Sally Hassrouny e Ibrahim Hoteit.
Este modelo presenta siete etapas de infeccidn, incluida la vacunacién para simular y predecir el desarrollo
del SARS-COV?2 con datos reales de Arabia Saudita y aproximados de Peru. Las simulaciones realizadas
pueden dar un concepto general del desarrollo del virus con respecto a las etapas de infeccidn; asimismo
se puede analizar de forma gréfica la importancia de las medidas tomadas por el gobierno para reducir la
cantidad de contagios. Con respecto a las simulaciones sobre el impacto de la vacunacién para ambos paises,
es necesario recalcar su importancia como medida de prevencion, ya que disminuye significativamente los
casos de infectados y fallecidos; también es preciso mencionar que la vacunacién salva vidas.
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