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Resumen
Es fundamental en teoría de aproximación, establecer condiciones para pasar de la convergencia puntual
a la convergencia uniforme de funciones en ese sentido Hernández [23] estableció algunos resultados
relativos al problema de aproximar uniformemente funciones continuas con rango pre-compacto. En este
trabajo daremos algunos nuevos resultados al respecto, estableciendo el concepto de A− separación debil
a F, donde A ⊆ C(X) y F ∈ C(X,E).
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Abstract
It is essential in theory approach, establish conditions to move from the convergence point of convergence
uniform duties in this regard Hernández [23] established some results relating to the problem of approxi-
mate uniformly continuous functions with pre-compact range. In this paper we will give some new results
in this regard, establishing the concept ofA− separation weak to F , whereA ⊆ C(X) and F ∈ C(X,E).

Keywords. Analysis, Topology, Approximation.

1. Introducción. En esta sección daremos algunas definiciones y terminología básicas que se usara
en el resto del trabajo. En todo el trabajo se considerará X un espacio de Hausdorff completamente regular
no vació y E un espacio de Banach real.

Denotaremos por,

C(X,E) = {f : X → F/f es continua}

C∗(X,E) = {f : X → E/f es continua y X es pre-compacto}

Si x ∈ E y A ⊆ E definimos la distancia de x al conjunto A por

d(x,A) = ı́nf{‖x− a‖ : a ∈ A}

donde ‖.‖ denota la norma en E y además

Bε(A) = {x : x ∈ E, d(x,A) < ε}.

Si A es un subconjunto de un espacio topológico denotamos por A la clausura uniforme de A en este
espacio topológico.
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Dotamos a C(X,E) con la topología de la convergencia uniforme, así para cada F ∈ C(X,E) y
∀ε > 0 un entorno básico para F está definido por el conjunto de la forma

Nε(F ) = {G : G ∈ C(X,E), ‖F (x)−G(x)‖ < ε para todo x ∈ X}

Si F ∈ C(X,E), G ⊆ C(X,E) y S ⊆ X definimos

dS(F,G) = ı́nf{sup{‖F (x)−G(x)‖ : x ∈ S} : G ∈ G}

( nótese que d(F,G) puede ser +∞)
Escribiremos C(X) por C(X,R).
Si S ⊂ X y F es una función sobre X escribimos F |S para la restricción de F sobre S.
Si G ⊆ C(X,E) entonces G|S = {G|S : G ∈ G}.
Definición 1. Si A ⊆ C(X) G ⊆ C(X,E), y α es un número cardinal definimos

〈G,A〉α = {
∑
i∈I

hiGi/ |I| < α, hi ∈ A, Gi ∈ G }

Es claro que si G es un módulo sobreA, con respecto a la multiplicación puntual de funciones entonces
〈G,A〉ℵ ⊆ G y si A es un sub álgebra de C(X) que contiene la unidad , entonces la inclusión se convierte
en una igualdad.

Escribiremos 〈G,A〉 cuando no existe restricción sobre la cardinalidad del conjunto de índices.
Definición 2. Sea A ⊂ C(X) un subconjunto no vació S de X se llama un A - conjunto antisimétrico

de X si f es un elemento de A y la restricción de f a S es un valor real, entonces la restricción de f a S
es constante. Así para álgebras reales A un conjunto antisimétrico, es igual a un conjunto donde todas las
funciones del álgebra son constantes.

Se define la siguiente relación en X si p ∈ X y q ∈ X diremos que p ∼ q cuando existe un conjunto
A- antisimétrico S que contenga a p y q. Esta relación es de equivalencia en X, las clases de equivalencia
son los conjuntos A - antisimétricos maximales de X. Luego define una única descomposición de X en
conjuntos disjuntos dos a dos, no vacíos.

Denotamos por A(X) la familia de todas los conjuntos A - conjunto antisimétrico de X

A(X) = {S ⊂ X/f |S = constante ∀f ∈ A}

Definición 3. Si A es un sub álgebra de C(X,E) Decimos que A es Puntualmente Constante si
A(X) = {{x} : x ∈ X}

Definición 4. Una familia {hα/α ∈ R de funciones continuas hα : X → I es llamada una Partición
de la Unidad sobre X si

1. Los soportes de hα forma un cubrimiento cerrado finito de X
2.

∑
α hα(x) = 1 ∀x ∈ X

Sea {Uβ/β ∈ I} es un cubrimiento abierto de X se dice que la partición {hα/α ∈ I} de la unidad
está subordinada a {Uβ} si el soporte de cada hβ esta contenido en algún Uβ .

Definición 5. Si A ⊆ C(X), G ⊆ C(X,E) y α un número cardinal, diremos que A α- refina G
cuándo para cada recubrimiento abierto U de X de la forma

U = {G−1i (Bε{Gi(Si)}) : Gi ∈ G, Si ∈ A(X), i ∈ I}

existe una partición localmente finita de la unidad {hj : j ∈ J} ⊆ A que está subordinado a U, con hi ≥ 0
para todo j ∈ J y |J | < α.

Diremos que A refina G cuando no existe restricción sobre la cardinalidad de J.
Definición 6. Sea F ∈ C(X,E) y A ⊆ C(X), diremos que A separa F cuándo para todo número

r y t con 0 < r < t y cada S ∈ A(X), existe una función h ∈ A y una constante real p tal que
h(F−1(Br{F (S)}) ≥ p > 0 y h(X\F−1(Bt({F (S)}))) = 0

Observación 1. Es importante notar que siA = C(X), entonces toda función F ∈ C(X,E) estáA−
separado por A.

Definición 7. DadoF ∈ C∗(X,E), se dice queA- separa debilmente aF, cuando para todaB(a, r) ⊆
E y δ > 0 existe f ∈ A tal que cumple:

1. 0 ≤ f ≤ 1
2. f |F−1(B(a,r)) = 1 y f |X−F−1(B(a,r+δ)) = 0
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SeaF ⊂ C∗(X,E) se dice queA separa débilmente aF siA-separa débilmente aG, para todoG ∈ F
Definición 8. Sea F ∈ C(X,E) y A ⊆ C(X), diremos que A separa F cuándo para todo número

r y t con 0 < r < t y cada S ∈ A(X), existe una función h ∈ A y una constante real p tal que
h(F−1(Br{F (S)}) ≥ p > 0 y h(X\F−1(Bt({F (S)}))) = 0

Observación 2. Es importante notar que siA = C(X), entonces toda función F ∈ C(X,E) estáA−
separado por A.

Definición 9. DadoF ∈ C∗(X,E), se dice queA- separa debilmente aF, cuando para todaB(a, r) ⊆
E y δ > 0 existe f ∈ A tal que cumple:

1. 0 ≤ f ≤ 1
2. f |F−1(B(a,r)) = 1 y f |X−F−1(B(a,r+δ)) = 0

SeaF ⊂ C∗(X,E) se dice queA separa débilmente aF siA-separa débilmente aG, para todoG ∈ F

2. Algunos resultados previos. Denotaremos por F − G a la familia {F −G/G ∈ G}
Lema 1. Si A ⊆ C(X),G ⊆ C(X,E) y F ∈ C(X,E).

1. Si A α-refina a F − G, entonces dX(F, 〈G,A〉)α) ≤ sup{dS(F,G) : S ∈ A(X).}
2. Supongamos que A(X) es Puntualmente Constante y G contiene todas las funciones constantes.

Si A α-refina {F} entonces dX(F, 〈G,A〉α) = 0
Para la prueba ver [23].
Lema 2. Si A ⊆ C∗(X) y G ⊆ C∗(X,E). Entonces dX(F, 〈G,A〉)ℵ = dX(F, 〈G,A〉ℵ). Para la

prueba ver [23].
Lema 3. Sea A es un subálgebra cerrada uniforme de C∗(X) que contiene a la unidad y F ∈

C∗(X,E). Si A separa F entonces A ℵ- refina {F}. Para la prueba ver [23].
Usando los Lemas anteriores, se obtiene el siguiente resultado
Teorema 1. Si A ⊆ C∗(X) , G ⊆ C∗(X,E) es tal que para cada elemento de A(X) es Puntualmente

Constante y G contiene las funciones constantes. SiA separa F ∈ C∗(X,E), entonces dX(F, 〈G,A〉) = 0
Para la prueba ver [23].

3. Algunos nuevos resultados. Teorema 2. Si A separa a F ∈ C∗(X,E). Además si G ⊂ C(X,E)
un subálgebra que contiene a las constantes, entonces 〈A,G〉0, aproxima uniformemente a F. Prueba:

Sea ε > 0 y como F tiene rango pre-compacto, existe

{x1, x2, . . . , xn} ∈ X tal que F (X) ⊆ B(F (x1), ε)∪, . . . , B(F (xn), ε)

Denotando por Bj = B(F (xj), ε) y Bj = B(F (xj), 2ε) y como A-separa a F ∈ C(X,E), se tiene que

∀j 1 ≤ j ≤ n, existe hj ∈ A tal que

• 0 ≤ hj ≤ 1
• hj |F−1(Bj) = 1 y hj |X−F−1(Bj) = 0

Luego ∀x ∈ X, se cumple que
∑n
j=0 hj(x) > 0. puesto que x ∈ F−1(Bj) para algún j.

Definiendo por recurrencia

g1 = h1

gi = (1− h1)(1− h2) . . . (1− hi−1)hi donde 1 < i ≤ n

Por inducción sobre n ∈ N se demuestra que

n∑
i=1

gi(x) = 1, ∀x ∈ X

Tomando

G(x) =

n∑
j=1

gj(x)F̃ (xi) ∈ 〈A,G〉N

donde F̃ (xi) es una constante.
Luego se tiene que :

‖F (x)−G(x)‖ = ‖
n∑
j=1

gj(x)F (x)−
n∑
j=1

gj(x)F̃ (xj)‖ ≤
n∑
j=1

gj(x)‖F (x)− F̃ (xj)‖
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observando que x ∈ F−1(Bj) entonces ‖F (x)− F̃ (xj)‖ < ε, por lo tanto
Dado F ∈ C∗(X,E) existe G ∈ 〈A,G〉 tal que ‖F −G‖ ≤ ε para todo ε > 0. con lo que el teorema

queda probado.
Teorema 3. Si F ∈ C ∗ (X,E),G ⊆ C∗(X,E) y A separa débilmente a F − G entonces

dµ(F, 〈G,A〉0) ≤ sup{dS(F,G) : S ∈ A(X)}

Prueba:
Sea r = sup{dS(F,G) : S ∈ A(X)}
Si r = +∞ no hay nada que probar.
Si r < +∞ entonces, tomado ε > 0,∀S ∈ A(X) existe GS ∈ G tal que

r ≤ ‖F (x)−GS(x)‖S < r + ε

donde xj ∈ Sj . Como A separa a F − G entonces ∀j, 1 ≤ j ≤ n existe hj tal que
1. 0 ≤ hj ≤ 1
2. hj |(F−GSj

)−1(B(F−GSj
)(xj),ε) = 1 y hj |X−(F−GSj

)−1(B(F−GSj
)(xj),2ε) = 0

Luego
∑

1≤j≤n hj > 0 puesto que x ∈ (F −GSj
)−1(B(F−GSj

)(xj),ε).
Definiendo por recurrencia

g1 = h1

gi = (1− h1)(1− h2) . . . (1− hi−1)hi donde 1 < i ≤ n

Por inducción sobre n ∈ N se demuestra que

n∑
i=1

gi(x) = 1, ∀x ∈ X

Tomando G =
∑

1≤j≤n hjGSj se demuestra como el teorema anterior, que ‖F −G‖ ≤ ε, con lo que
termina la prueba.

Corolario 1. Sea F ∈ C ∗ (X,E) de manera queA separa a {F −G : G ∈ G}. SiA es puntualmente
constante y G aproxima puntualmente a F, entonces 〈G,A〉0 aproxima uniformemente a F.

Prueba:
Por el teorema anterior

dµ(F, 〈G,A〉0) ≤ sup{dS(F,G) : S ∈ A(X)}

Como S = {x} y si G aproxima puntualmente a F , luego d{x}(F,G) < ε para todo ε > 0, x ∈ S
Por lo tanto dµ(F, 〈G,A〉) < ε.
Lo que significa que 〈G,A〉0 aproxima uniformemente a F.
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