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RESUMEN. En este articulo analizaremos si, combinado con el uso de programas como
GeoGebra, el introducir el estudio de la funcién de Lambert en bachillerato y primer
curso de Célculo de diferentes titulaciones universitarias podria ser provechoso para el
alumnado, de cara a la adquisicion de los conceptos matemadticos que habitualmente se
espera que aprenda.

Hemos procurado hacer una exposicion rigurosa y detallada que el alumnado pueda
seguir de manera auténoma a partir de algunas indicaciones de su profesor, de manera
que se pueda utilizar este articulo para una pequefia investigacion en el aula.
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ABSTRACT. In this article we will analyze whether, combined with the use of programs
such as GeoGebra, introducing the study of Lambert’s function in High School and first
year of Calculus of different university degrees could be beneficial for students, in order
to acquire the mathematical concepts that they are usually expected to learn.

We have tried to make a rigorous and detailed exposition that students can follow
autonomously based on some indications from their teacher, so that this article can be
used for a small investigation in the classroom.
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1. Introduccion

Sin unas consideraciones previas, es de esperar que descartdsemos plantearnos la
introduccion del estudio de la funcién de Lambert en la iniciacion al calculo matematico,
pues los temarios suelen estar ya de por si bastante cargados. No hay tiempo para més.

Sin embargo, podemos pararnos a analizar si, el estudio de esta funcidn, a través
de sus propiedades y definicién puede servir como apoyo a la competencia matematica:
“conexiones entre bloques de conocimientos”.

Ademas, al combinarlo con el uso de programas como GeoGebra, podemos evitar el
dedicar tiempo a aquellas partes que quedan fuera del curriculum de bachillerato, realizando
esos cdlculos con el ordenador, a la vez que trabajamos la competencia “pensamiento
computacional”.

Por otra parte, como beneficio, el alumnado conocerd una importante funcién en
matematicas que podra resultarle sumamente titil o necesaria segtn el futuro académico
que elija.

Asi pues, para decidir si nos interesa introducir esta funcién en nuestras clases de
bachillerato y primer curso de Célculo de distintas titulaciones universitarias, procederemos
a analizar como podriamos utilizarla en nuestra aula de matemadticas, y qué ventajas nos
aporta.

2. En busca de la funcion de Lambert

En primer lugar, la propia forma de definir la funcién de Lambert, que suele denomi-
narse W, nos servird para, de entrada, analizar el concepto de funcién inversa. Para llegar
a la funcién de Lambert, podemos analizar los tipos de ecuaciones que dan origen a esta
funcion.

Concretamente, queremos resolver el siguiente problema, similar a los que habitual-
mente se proponen en bachillerato:

Problema 1. Estudie la funcién f(z) = x - e®. Indique si la funcién admite inversa en
algin intervalo real'.

Dependiendo de en qué momento del curso nos encontremos, nuestro anélisis de la
funcién podra ser mas o menos exhaustivo.

Normalmente, procederemos calculando:

1. Dominio.
2. Corte con los ejes y signos de la funcién.
3. Continuidad y derivabilidad. Intervalos de monotonia.

4. Puntos criticos, intervalos de curvatura.

1 Aunque suele ser la forma de plantear los problemas, notar que la funcién f no est4 bien definida, pues no se ha
indicado para qué valores se aplica. Se suele sobreentender que esto es parte del problema: calcular el dominio de
definicién.
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5. Célculo de asintotas.

6. Estudio de posibles simetrias.

7. Recorrido.

8. Esbozo de la gréfica de la funcién, donde se muestre la informacién recopilada.
Ademds, ya que se pide expresamente en el enunciado, analizaremos cudndo la funcién
admite inversa.

Nuestro objetivo en el aula es introducir la funcién de Lambert precisamente como la
inversa de la funcién anterior.

Pero simplemente con la bisqueda de esta funcidn, ya se deben poner en marcha los
conocimientos de andlisis de funciones. En este caso, para un ejemplo que no reviste
especial dificultad.

La solucién resulta sencilla, hasta el momento de encontrar la inversa. Veamos cdmo
seria:

1. Dominio: R, por ser producto de funciones cuyo dominio es R.

2. Signos y corte con los ejes: como e” > 0, el signo de la funcién coincide con el de
Yy = x 'y por tanto,
« el Unico punto de corte con los ejes es el origen.
+ es negativa en (—o0, 0) y positiva en (0, +00).
3. Es continua y derivable en todo R por ser producto de funciones continuas y

derivables, tantas veces como queramos.

« Utilizando la regla de la cadena, la derivada es
f@)=e"+z-e"=(1+z) e

Notar que f'(x) = e* + f(z).

» Igualmente, su segunda derivada es f”(z) = e¢* + (1 + x) - €®.
Notese que f”(x) = 2e® + f(x).

+ (Cudl serd su derivada n—ésima?
Esta podria ser una cuestion para plantear a nuestros alumnos, cuya solucidn, a
la vista de lo anterior, es ficil ver que f("(z) =n-e® +z-e® = (x +n) - €.

Para estudiar los puntos criticos, calculamos cuando se anula la derivada, resolviendo
(x 4+ 1) - €e® =0, cuya solucién es x = —1, donde la funcién toma el valor f(—1) =
—el=-1,

Estudiando los signos de la derivada, obtenemos que f es

+ decreciente en (—oo, —1),
» creciente en (—1, +00),

» tiene un minimo relativo (que es absoluto) en (—1, ~1/).
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4. Los signos de la segunda derivada, f”/(x) = (z + 2) - ¢* determinan la curvatura

de la funcién. De manera anéloga al punto anterior, f” se anula inicamente para
x = —2, donde toma el valor f(—2) = —2/.2. Por tanto, f

+ es concava (curvada con las ramas hacia abajo) en (—oo, —2),
+ es convexa (curvada con las ramas hacia arriba) en (—2, +00),
+ su tnico punto de inflexion es (—2, =%.2).
. Al ser producto de un polinomio y una funcién exponencial, f no tiene asintotas

verticales ni oblicuas, es decir, lim z - e* = +o0.
00

Segtin los conocimientos de célculo de nuestros alumnos, se puede hacer el calculo

de lim x-e® = 0 analiticamente, con la regla de L'Hopital o bien “visualizarlo”
I—>—00

con ayuda del ordenador, evaluando en —1, —10, —100, —1000, . . .
Con ello, concluimos que tiene una tnica asintota, horizontal, x = 0 hacia —co.

Podemos hacer el estudio habitual de las simetrias par/impar de la funcién, que no
presenta. Calculando f(—x) = —x - e~ %, en general no coincide con f(x) 6 —f(x).
Pero también es posible razonar, sin cédlculos, el hecho de que no puede presentar
simetrias respecto a ningtin eje ni respecto a ningin punto. Por ejemplo, a partir del
hecho de tener una dnica asintota, y = 0, y solamente hacia —oco.

Para razonarlo, bastaria preguntarse ;con qué otro elemento se podria corresponder
esta asintota?

Esto puede dar pie a una pequefia investigaciéon matemadtica sobre qué debe ocurrir
con los diferentes elementos que estudiamos en una funcién, si presenta algun tipo
de simetrfa, aprovechando la potencia de programas como GeoGebra para obtener la
visualizacién inmediata de diferentes ejemplos.

Por ejemplo:

« Si la funcién tiene un tnico extremo relativo (como la nuestra), tan solo podria
tener simetria respecto un eje vertical: el que pasa por ese punto, y no podria
presentar simetria central. ;Como lo razonard nuestro alumnado?

Ademas, nuestra funcién sirve como ejemplo de que puede haber un tnico
minimo relativo, pero no presentar simetria axial.

- (Habria alguna forma de extender este razonamiento a varios extremos relativos?

7. Con lo anterior, el recorrido de la funcién es (—1/,, +00).

8. Utilizando los datos, la grafica resultante deberia ser similar a la de la figura 1.

Una vez analizada la funcién y obtenida la gréfica (figura 1), llegamos a la parte mds

interesante del problema: estudiar la existencia de inversa. En ocasiones, nos limitamos
a obtener la inversa de fracciones racionales (hipérbolas) por métodos algebraicos. Este
ejemplo servird para que los alumnos interioricen mejor este concepto y otros relacionados.

Con la informacién que ya tenemos, la funcién es decreciente hasta x = —1, y creciente

apartirde x = —1.

Esto hace que la funcién no sea inyectiva, y un buen ejercicio para nuestro alumnado

el analizar cudndo no lo es, y qué ocurre con la inversa.
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T

Figura 1. Representacién de f(z) =z - e

Concretamente:

« Todos los valores entre 1/, y 0 se alcanzan dos veces:

— Una vez en el tramo decreciente, y

— otra vez en el creciente, en el intervalo (—1, 0), pues a partir de z = 0, la funcién
es positiva.

« al ser mondGtona en (—oo, —1), en ese tramo admite inversa, que denotaremos W_,
utilizando el subindice —1 para indicar que es la “rama” que llega hasta z = —1.

+ Al ser monétona en (—1, 4+00), también admite (otra) inversa en ese otro tramo.
Denotamos esa funcién mediante Wy, haciendo notar que es la rama que pasa por el
origen.

Es frecuente utilizar la notacién W para referirnos a las dos ramas a la vez. Esto serd
especialmente cémodo a la hora de resolver ecuaciones, donde podemos emplear
la notacién W en los cadlculos (de forma analoga a la notacién +,/ con las raices
cuadradas), y comprobar al finalizar si pueden usarse las dos ramas, una, o ninguna.

« Asi pues, la funcién no es biyectiva, por lo que no tiene inversa propiamente dicha.
En estos casos podemos referirnos a la “inversa” utilizando dos funciones: W_; y
Wy, 0 una funcién con “dos ramas”?. Cuando vayamos a calcular la “inversa”, habra
que especificar claramente cudl de las dos funciones utilizaremos.

Esto no es algo novedoso o raro. Igual ocurre con la raiz cuadrada, inversa de la
funcién cuadratica 2. Al calcular su inversa, podemos considerar la “rama negativa’:
—+/x, o bien la “rama positiva”: y/.

2 Ademads, podemos aprovechar para indicar que hay quien, para admitir la inversa como una tnica funcién, se
refiere a ella como funcion “bivaluada”.
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Definicién 1. Denominaremos funcién “W de Lambert” o “log—producto” a la funcién
inversa de f(z) := x - ¢® definida anteriormente (en realidad, las dos ramas Wy y W_1)3.

En particular, si para ciertos x, k nimeros reales, ocurre

x-e® =k, entonces z=Wy(k), yo x=W_1(k),

segtin k esté en el dominio de la funcién correspondiente. Estudiamos los dominios en
la seccioén § 4.1, dedicada a las propiedades de Wy y W_;. En la figura 2 (pag. 98) se
muestran las graficas de ambas funciones.

3. Cronologia histérica de la funcion de Lambert

En 1758, el alemén de origen francés Johann H. Lambert (Miilhausen, 1728 — Berlin,
1777) sacaba a la luz en la prestigiosa publicacion Acta Helveticae . .. un trabajo con el
titulo «Observationes variae in mathesin puram», en el que consideré la solucién de la
ecuacion

% —2b = (a — b) ca®t?

conocida hoy dia como ecuacion trascendental de Lambert (consultese [7]).

El suizo Leonhard Euler (Basilea, 1707 — San Petersburgo, 1783) tuvo noticias de
los trabajos de Lambert al respecto en 1764, afio en el que Lambert se mud6 de Zurich
a Berlin. Entre 1770 y 1771, ambos tuvieron varias discusiones privadas acerca de la
expansion en series de algunas funciones. En 1783, Euler publicé un trabajo sobre la
ecuacion trascendental de Lambert en el que introducia un caso especial que se reducia a
w-a" = Inz, el cual resulta practicamente la definicién de la funcién W (z), aunque Euler
propuso una definicién mds parecida a —WW (—zx). Euler considerd soluciones mediante
series en este trabajo, en el primer parrafo, cita a Lambert especificamente como el primer
en considerar dicha ecuacidn.

La ecuacion trinomial considerada por Euler era x = =™ + ¢, que transformé aplicando
un sencillo cambio de variable. Euler proponia una solucién a estas ecuaciones que consistia
en desarrollos en series de potencias. Una vez resuelta la ecuacion, el genio suizo consider
el caso particular de la ecuacion trascendental de Lambert en el que a = b. Tomando
limites, obtuvo la siguiente expresion

Inz = cx®

Considerando entonces a = 1, llegd a una solucién expresada en forma de serie convergente
para la ecuacion resultante, expresando la variable x en términos de c. Tras considerar
sucesivas manipulaciones respecto de la variable = se obtiene la forma estandar de la

3 Al igual que ocurre con la funcién logaritmo, la funcién de Lambert puede definirse para los niimeros complejos.
Pero, como el objeto de este articulo es la didactica durante la iniciacion al calculo, nos cefliremos siempre al
caso real.
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funcién de Lambert (constltese [5]). El suizo lleg6 finalmente a la expresion de una nueva
funcién, conocida como funcién T.

T(z) = Z n"*1%7;

n>1

En 1844, el aleman Gotthold Eisenstein (Berlin 1823 — 1852) consider6 la serie de
infinitas potencias de potencias (constltese [4])

h(z) = 2%
que podia expresarse de manera cerrada teniendo en cuenta la funcién de Lambert como

ey - WD)

Inz
En 1925, los hingaros George Pélya (Budapest, 1887 — Palo Alto, 1985) y Gabor
Szegd (Kunhegyes, 1895 — Palo Alto, 1985) describieron la inversa de W - "V, ademds
de ser los primeros en utilizar W () como notacién de la funcién de Lambert (constltese

[9D.

Sin embargo, la verdadera importancia de dicha funcién no se produjo hasta finales
del siglo XX. En 1993, los estadounidenses Tony C. Scott, J. F. Babb, A. Dalgarno y
J. D. Morgan descubrian la relacién de la funcién de Lambert con la mecdnica cudntica, en
particular da una solucidén exacta a los valores propios de la energia del sistema cudntico
correspondiente al modelo descrito por el operador de Dirac para duplicar asi para el caso
de igualdad de cargas, un problema fundamental en el campo de la fisica (constltese [10]).

En 1993, el editor jefe de la Maple Transactions, el canadiense Robert M. Corless,
junto al equipo de desarrolladores del sistema computacional de dlgebra Maple realizaron
una prospeccioén bibliografica y descubrieron que esta funcién aparece en un gran niimero
de aplicaciones précticas (consultese [2]).

En el afio 2000, Banwell y Jayakumar descubrian que la funcién de Lambert sirve para
relacionar el voltaje, la corriente y la resistencia en un diodo (constltese [1]).

En 2004, Packel y Yuen aplicaron la funcién de Lambert a estudios de trayectorias
balisticas de proyectiles con resistencia por friccién del aire (constltese [8]). Se han
descubierto aplicaciones en campos tan dispares como la mecdnica estadistica, quimica
cudntica, combinatoria, cinética de enzimas, fisiologia de la visién, hidrologia o andlisis de
algoritmos (constltese [6]).

4. Analisis de la funcion de Lambert
Una vez que hemos definido nuestra funcién, nos gustaria hacer un anélisis similar al
realizado para f(x) = x - *.

Quizds, un primer intento empezaria por encontrar la expresion algebraica de esta
inversa. Sin embargo, puede demostrarse que no es posible expresarla como combinacién
de funciones elementales.
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Asf pues, tendremos que hacer todo el andlisis de las funciones Wy y W_; exclusiva-
mente a partir del hecho de ser inversas de la funcién x - e, teniendo en cuenta que se va a
hacer un abuso del lenguaje en tanto en cuanto no existe una inversa propiamente dicha,
pues la funcién x - e” no es inyectiva en todo su dominio.

Este es precisamente uno de los motivos por el que es interesante estudiar la funcién
de Lambert con nuestro alumnado.

Para comenzar, como conocemos que la gréifica de la funcién inversa es la simétrica
respecto la diagonal del primer y tercer cuadrante, podemos obtener directamente la grafica
de las dos ramas de la funcién de Lambert, que es uno de los objetivos del estudio de la
funcidn, y a la vez nos servird para ir comprobando las propiedades que obtendremos a
continuacion.

r-e’
T L3

(1,e)

Figura 2. Representacion de las dos ramas de la funcién de Lambert; Wo y W_;.

4.1. Propiedades de la funciéon de Lambert

Con la grifica en mente, y considerando las propiedades de la funcién inversa, podemos
proceder a hacer el estudio de la funcién:

1. Como al calcular la inversa, dominio y recorrido intercambian sus papeles, podemos
concluir directamente que:

+ El dominio de W es [~Y/., +o0) y su recorrido [—1, 4+00), pues la funcién
x - e es creciente en el intervalo [—1, +00) y, en ese intervalo, alcanza todos
los valores entre ~Y/, y 4+00.

+ El dominio de W_; es [~Y,0) y su recorrido (—oo, —1], pues x - ¢” es decre-
ciente en (—oo, —1] y, en ese intervalo, valora entre 0 y —/., aunque sin alcanzar
el 0.
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+ Como curiosidad notar que, siempre que podamos calcular W_; (x), también
serd posible calcular Wo(z). Aproximadamente, —1/, ~ —0,368.

2. La funcién Wy es negativa en (—1/,0) y positiva en (0, +00). Corta a los ejes en el
origen.

La funcién W_; es siempre negativa y no corta a los ejes.

3. Como la inversa de una funcién continua y diferenciable también lo es (en su domi-
nio, obviamente), resulta que las funciones Wy y WW_; son continuas y diferenciables;
de hecho, podemos derivarlas tantas veces como queramos.

Sin embargo, abusando del lenguaje, en el andlisis de este tipo de funciones reales
es habitual indicar ciertos tipos de “discontinuidad”, que no resultan de disconti-
nuidad en el sentido topoldgico, pero son ttiles a la hora de entender la funcién.

Concretamente:
+ Como tanto W, como W_; estdn definidas en © = —1/, pero no a la izquierda
de ese punto, se dice que tienen una discontinuidad esencial en x = —1/,.

» Ademas, al hacer la simetria, la asintota horizontal + = 0 de x - €* se corres-
ponde con una asintota vertical y = 0 de W_, y se dice que W_; tiene una
discontinuidad de salto infinito* en = = 0.

Derivada de W.

Calcular la derivada de nuestra funcién es también un ejercicio interesante para
nuestro alumnado, pues exige aclararse con los conceptos de funcién inversa y

derivada de la funcidn inversa.

de
Considerando que paray =z -e*, ' = (x +1)- e yx te] W(y),

utilizando la derivada de la funcién inversa,

1 1 T
W/ - = =
W=050e ~ 070 LT (I4a)y
)
(1+W(y) v
Una vez expresada W' (z) = %, podemos obtener las siguientes derivadas

de la manera habitual (derivada de una funcién racional).
Notar que el cdlculo es vélido tanto para W, como para W_1.

Podemos aprovechar para comprobar que en el punto z = 1/, la recta tangente a la
gréfica es vertical.

+ En primer lugar, pues para la recta y = ~/, que es la tangente a x - e* en

(=1, ~Y,), su simétrica es la vertical x = —1/,, tangente a las gréficas de Wy y

W_qien (“1,-1).

4 Nétese el abuso de lenguaje, pues la funcién ni siquiera est4 definida en dicho punto.



100

J. C. Rodriguez y J. M. Sanchez Mufioz. Una introduccién de la funcién...

4.

« En segundo lugar, a través del célculo de

lim  W{(z) =40 lim W’ (z) = —o0,
xHil/eJr $’_>71/e+

para el que basta analizar el signo del factor W(x) + 1 en el denominador de la
derivada, que tiende a 0.

 Notar, una vez mas, la analogia con la raiz cuadrada, donde el origen se co-
rresponde con el minimo de y = 2 y la tangente en el origen a la gréfica de
y = ++/x es vertical.
Una pregunta que surge de modo natural en el aula es: ;podriamos generalizar
este hecho?

Para el estudio de la monotonia de la funcién, basta considerar que la inversa de
una funcién creciente es creciente, y la de una funcién decreciente, también es
decreciente’.

Por tanto W es monétona creciente y 1//_; es mondtona decreciente y ninguna
de ellas presenta extremos relativos.

Adn asi, es importante hacer ver que el punto (~1/,, —1) es minimo absoluto de
Wy y maximo absoluto de W_;. Igualmente es importante notar que no ha sido
necesario estudiar la expresion de la derivada para obtener estas propiedades.

La grafica de estas funciones (figura 2), que obtuvimos anteriormente, facilitard
enormemente la comprension de estas propiedades que acabamos de deducir.

. De igual forma, podemos estudiar la curvatura de ambas funciones.

Si una funcién es concava en un intervalo, su inversa es convexa en el intervalo
correspondiente, y viceversa.

Para razonarlo, basta considerar que si la grafica de la funcién estd por debajo de
la recta que une dos puntos, al hacer la simetria respecto la diagonal y = =z, esta
situacion se invierte, pasando a estar por encima®.

Por tanto (obsérvese figura 2, pag. 98):

» Wy es una funcién céncava (curvada con las ramas hacia abajo).
« W_; es convexa en el intervalo (—1/, —2/2), y concava en (—%,2,0).
El punto (~2/.2, —2) es de inflexién de WW_.
 Por dltimo, como y = x - e” no presentaba simetrias, las funciones Wy y W_;
tampoco.
Con esto, hemos terminado un anélisis completo, que incluye la grafica, de la funcién
de Lambert; una funcidén que no es posible expresar como combinacién de funciones
elementales, y cuyo célculo para valores concretos resulta complicado.

3 Si estos hechos no se han visto con el alumnado previamente, es un buen momento para hacerlo, acompafidndolo
de diferentes ejemplo visualizados en el ordenador.
6 Igual que con el caso anterior, el estudio de la funcién de Lambert nos Ileva, de manera natural, a investigar y
razonar sobre propiedades sencillas de las funciones inversas, y recordar propiedades globales de las funciones
sin necesidad a recurrir a los cdlculos explicitos.

Esto resultard muy positivo para el alumnado, ayudéndole a separar los conceptos teéricos del algoritmo de
célculo que suela emplear.
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Este es un hecho importante para destacar a nuestro alumnado, pues muestra la capaci-
dad de las matemdticas para obtener conclusiones simplemente con el razonamiento,
sin necesidad de realizar complicados cdlculos.

4.2. Valores de la funcién

Una vez que hemos definido esta nueva funcién, puede que a los estudiantes les inquiete
un poco su manejo.

Algo que puede preocuparles es el hecho de saber calcular valores suyos de manera
exacta. Sin embargo, estamos en la misma situacién de las funciones trigonométricas, o de
la funcién logaritmo. Tan solo conoceremos valores exactos en casos muy concretos. Los
demads, pueden obtenerse evaluando la funcién directamente con programas como GeoGe-
bra, de igual forma que utilizamos la calculadora para evaluar las funciones trigonométricas
o logaritmos.

En el caso de GeoGebra, nuestras funciones estdn predefinidas como LambertW (x)

y LambertW(x, -1).

Si los alumnos han aprendido métodos de aproximacién de soluciones; por ejemplo, el
método de la biseccidén, también es un buen momento para aproximar algunos valores de
W como solucién de z - e* = k, y contrastarlos con los valores ofrecidos con GeoGebra,
o los casos particulares que estudiaremos a continuacion.

Resultard muy util redactar una tabla de valores a partir de la funcién y = x - €”, que
nos ayudard a afianzar el concepto de funcién inversa. Para ello, bastard ir evaluando la
funcién en un conjunto de puntos, y luego intercambiar los valores de = e y.

Ademads, el célculo de ciertos valores de la funcién de Lambert es un buen ejercicio
para que nuestro alumnado practique con las propiedades de exponenciales y logaritmos,
acotando sus valores para determinar a qué rama corresponden los datos obtenidos.

Una vez obtenidos valores concretos, resulta muy gratificante para el alumnado com-
probar utilizando GeoGebra que, efectivamente, el valor que ellos obtienen para la funcién,
es el correcto.

Por ejemplo, tomemos el pardmetro k£ > 0 para evaluar y = xe”.
« Como ke* > 0, por definicién W (kek) = k.

En particular, Wy (0) = 0, Wy(e) = 1, Wy(2¢?) = 2.
Igualmente, considerando el recorrido de Wy y W_;,

Wo(—ke™®) = -k, si0<k<1
W_i(—ke ™) =—k, si k>1.
Por ejemplo, W_1 (=%) = =1, W_y1 (=%2) = =2, W (~Ya,6) = ~ Yo
« ParaIn(k), como In(k) - e*®) = Ek1n(k), Como In(k) > —1, para k > 1/, =~ 0,368:
n(k)) =In(k), si k> ~ 0,368
n(k)) =In(k), si0<k<1,~0,368.
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Expresado mediante % y usando las propiedades de los logaritmos

Wo <_ln(Tk;)) =—In(k), si 0<k<e

W_y <—1n(7k)> = —In(k), si k>e.

Con esto en mente, podemos derivar algunas cuestiones para que el alumnado razone sobre
las funciones logaritmica y exponencial. Por ejemplo:

Ejercicio 1. Utilizar las igualdades anteriores para resolver los siguientes calculos:

1. Caleula Wo(2In(2)) y Woy (—22).
2. Calcula y simplifica W (3751n(5)).
3. Comprueba que W_; ( 1n(2)) —41n(2).

4. Wo(1) = e=Wo) = —In (Wo(1)).
Indicacién: utilizar que de W (x)eV(®) = gz, resulta W(z) = ze
eV = Wy, resulta W(z) = In(z) — In (W(x)).

7W(z)’ y de

Soluciones:

1. Directamente, Wy (21n(2)) = In(2), tomando k = 2 > V..
Como 3 > e, W_; (—lné?’)) = —1In(3).

2. Para resolverlo, habra que tener en mente tanto la factorizacién de niimeros como las
propiedades de los logaritmos.

En este caso, W (375In(5)) = W (3-5%In(5)) = W (5% In(5*)), por lo que solo
puede calcularse la rama Wy (5% In(5%)) = In(5%) = 31n(5).
3. Este ejercicio hard que nuestros alumnos tengan que probar y experimentar con

diferentes potencias de 2. Como pista, se puede sugerir que prueben con exponentes
negativos.

Para k = Yot < 1/,, tenemos ¢ In () = — & In(2) = -2,
Por tanto W_; < In 2)) W_1q (% n(z%)) = 111(24) = —41n(2).
) si estd defin

Nétese que, aunque Wy (— n(2)/, definida, no podemos aplicar los razona-

mientos anteriores. ;Por qué?
4. Segin la indicacién, W (z) = ze=" @),y W(z) = In(z) — In (W (2)).
Valorando en z = 1, tenemos las igualdades Wy (1) = e=""o() = —In (W (1)).

Normalmente, no podremos expresar los valores de W mediantes funciones elementales
salvo en casos similares a los del ejercicio anterior.
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5. Aplicacion a la resolucion de ecuaciones

Ademas de la importancia en si para asentar conocimientos en el alumnado al deducir
las propiedades de la funcién de Lambert, podemos mostrar su utilidad para resolver
ecuaciones en las que se mezclan funciones exponenciales y polindmicas.

La funcién de Lambert nos permite resolver ecuaciones del tipo = - e* = k, que tendran
0,1 o 2 soluciones, segun k pertenezca al dominio de las ramas de W.

Por ejemplo, z - e* = —1 no tiene solucién, x - e* = 1 tiene una tnica solucién, Wy (1)
y z - e® = %2 tiene las soluciones 17 = Wy(—2,2) = —0,41y 20 = W_1(~%,2) = —2.

Existe una gran variedad de ecuaciones, en las que interviene una parte polinémica y
otra exponencial o bien logaritmica, que pueden transformarse en una expresién como la
anterior y, por tanto, ser resueltas.

En la bibliografia podemos encontrar la expresion genérica, con pardmetros, de muchas
de ellas. Pero como puede resultar demasiado abstracto para el alumnado, vamos a analizar
algunos casos particulares que sirvan para ilustrar el procedimiento general.

5.1. Ecuaciones delaformax -a® = b

Hemos definido la funcién de Lambert como inversa de y = x - e”, pero igualmente
podriamos pensar en dar la inversa para un producto del tipo y = « - 2%, del mismo modo
que elegimos la base de la exponencial en los logaritmos.

Pero ya con los conocimientos adquiridos con el estudio de los logaritmos, sabemos
que esto no es estrictamente necesario, pues siempre se puede hacer un cambio de base y
expresar cualquier exponencial de base positiva como una exponencial con base el nimero
e.

x
a® = (eln(a)> — " ln(a).
Interiorizar este hecho nos proporcionard una buena base para definir, en un futuro , la
funcién exponencial compleja.
La clave para resolver todo este tipo de ecuacion serd transformar las expresiones en la
forma x - e* = k, de manera que, por definicién de W, sea x = W (k).
Ejemplo 1. Encontrar las soluciones reales de x - 5* = 375.

Este es un ejemplo sencillo que puede resolverse mentalmente, pero servird para ilustrar
el proceso genérico en que queramos resolver, por ejemplo, z - 5* = 10.

Para resolverlo, basta hacer el cambio de base en la potencia, escribiendo la ecuacién
como z-e* (%) = 375 y multiplicar por In(5) para que el factor coincida con el exponente
y poder aplicar la definicién de W.

z In(5) - e® ") = 3751n(5).

Como 3751n(5) > 0, solamente podemos aplicar Wy (y no W_y).
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Por tanto, considerando los valores de W (véase seccidn § 4.2 y el ejercicio 1),

Wy (3751n(5))
N In(5)

5.2. [Ecuaciones tipo a® = bx + ¢

Resulta util plantear este tipo de ejercicios a nuestro alumnado, para ayudarles a
distinguir la diferencia del cambio de signo en un factor y en el exponente de una potencia,
en un contexto donde les servird de ayuda en la resolucién de ecuaciones.

Ejemplo 2. Encontrar los puntos de corte de la exponencial y; = 2% con la recta y, = 4x.

Se trata de resolver 2* = 4x. Una de sus soluciones, x = 4, podria hallarse mental-
mente. Por otra parte, es un buen ejercicio para el alumnado que se inicia en el andlisis
matemadtico el comprobar, con los teoremas matematicos que conocen, que debe existir
otra solucién entre 0 y 1.

16 A

12 4

Figura 3. Representacion de y; = 2% y y2 = 4x.

Para encontrar las soluciones, ya conocemos la posibilidad del cambio de base para
expresar la ecuacién en la forma x - e® = k. Asi pues, bastard usar las propiedades de las
potencias, multiplicando por 27%, para tener la parte lineal y exponencial en el mismo
miembro.

4z - 277 =1 multiplicando por 277
1
ze~ () =1 cambiando de base
In(2
—zIn(2)e M = ni ) ajustando a la forma x - €

—x1n(2) =W (7111(2)) aplicando W
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w (=)
r=— M despejando x.
In(2)
Como el argumento de W,
_®@) o 75t
4 ’ e’

podemos aplicar tanto Wy como W_1, que nos dardn las dos soluciones que sabemos
existian. Ademads, una de ellas es un entero (véase seccion § 4.2 y el ejercicio 1):

Wo (—2) W (1)

N 47
In(2) In(2)

r1 = — %0,31 y Ty = — =4.

Ejemplo 3. Resolver la ecuacién 3z + 6 = e~ 7.

Procediendo como en el caso anterior, habra que dividir por el coeficiente de = para
llegar a una expresioén de la forma ze”, y habra que multiplicar por una potencia de e para
ajustar el exponente.

Bz +6)e” =1 multiplicando por e”
(x +2)e” = % dividiendo entre 3
(z +2)e* T2 = %2 multiplicando por €2
r+2=W (632) aplicando W.

2 . 4 . .z
Como - > 0, no se puede aplicar W_, por lo que la dnica solucién es

e2

x =W (3) — 2~ —1,05.

Cabe comentar para concluir, que pueden trabajarse otro tipo de ecuaciones como por
. c
ejemplo 2% - b = k, ** = b, 0 ax®In(x) = b, entre otras.

6. Aplicaciones practicas de la funcion de Lambert

La vigencia actual de la funcién de Lambert se debe fundamentalmente al amplio
espectro de aplicaciones practicas que tiene dicha funcion en distintas ramas de la ciencia.

A partir de la dltima década del siglo XX, su presencia se hizo mucho més notable,
y muchos investigadores empezaron a utilizarla como herramienta de resolucién de una
gran cantidad de problemas. Por ejemplo se utiliza en mecanica de fluidos, para describir
los frentes y depdsitos de flujo granular y de escombros, y los frentes de fluidos viscosos
en sucesos naturales y en experimentos de laboratorio mediante la funcién omega de
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Lambert—Euler, o en la formulacién explicita de la ecuacién de Colebrook para encontrar
el factor de friccién de Darcy que se utiliza con la finalidad de determinar la caida de
presion a través de un tramo recto de tuberia cuando el flujo es turbulento.

En ingenieria mecdnica se utiliza en el estudio del flujo dependiente del tiempo de
fluidos newtonianos que se produce entre dos yacimientos con diferentes niveles de
superficie libre cuando se utilizan bombas centrifugas, de manera que proporciona una
solucién exacta para el caudal de fluido tanto en régimen laminar como turbulento.

La funcién de Lambert se emple6 en el campo de la neuroimagen para vincular los
cambios en el flujo sanguineo cerebral y el consumo de oxigeno dentro de un véxel cerebral,
con la correspondiente sefial dependiente del nivel de oxigenacion de la sangre.

Se empled en el campo de la ingenierfa quimica para modelar el espesor de la pe-
licula del electrodo poroso en un supercondensador basado en carbono vitreo para el
almacenamiento de energia electroquimica. Resulto ser la solucién exacta de un proceso
de activacion térmica en fase gaseosa en el que el crecimiento de una pelicula de carb6n y
la combustién de la misma pelicula compiten entre si.

La funcién de Lambert se emple6 en el campo del crecimiento de la pelicula epitaxial
en la determinacion del espesor de la pelicula de inicio de dislocacion critica. Este es el
espesor calculado de una pelicula epitaxial donde debido a principios termodindmicos,
dicha pelicula desarrollard dislocaciones cristalograficas para minimizar la energia eldstica
almacenada en ella. Con anterioridad a la aparicion de la funcién de Lambert, el espesor
critico tenia que determinarse resolviendo una ecuacién implicita. Dicha funcién convierte
el problema en una ecuacién explicita que simplifica el manejo analitico del problema.

Dentro del campo de la matematica, se utiliza en la generacion de las funciones de los
nimeros de Bernoulli y el género de Todd mediante la ecuacién

X
Y =——
1—eX
que puede resolverse mediante las dos ramas reales Wy y W_:
Wi(YeY) —Wo(YeY) =Y — Wy(YeY) paray < —1,

X(Y) =
Wo(Ye¥)—W_1(Ye¥)=Y —W_1(YeY) para —1<Y <0,

Esta aplicacion muestra que la diferencia de rama de la funcién W se puede emplear para
resolver otras ecuaciones trascendentales.

También es utilizada para las trayectorias ortogonales de elipses reales. Dada la familia
de elipses centradas en el origen de coordenadas y excentricidad e

2’ + (1-e%)y? =&

las trayectorias ortogonales de dicha familia se obtienen mediante la ecuacién diferencial

(Gro)ar=(5-)e
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cuya solucion general resulta la familia

y2 =W <$2 67207902)

Existen muchos mds campos y ramas de la ciencia en las que dicha funcién resulta
fundamental. Por nombrar algunas, soluciones exactas de la ecuacién de Schrodinger,
soluciones exactas de las ecuaciones del vacio de Einstein, equilibrio termodindmico,
separacion de fases en mezclas de polimeros, epidemiologia, determinacién del tiempo de
vuelo de proyectiles o propagacién de ondas electromagnéticas de superficie entre muchos
otros.

7. Conclusiones y valoracion

A lo largo de las secciones anteriores, hemos visto que el estudio de la funcién
de Lambert no presentaria, de manera intrinseca, nuevas dificultades para el alumnado.
Todas las cuestiones planteadas se resuelven mediante aplicacion de los conocimientos de
bachillerato y primer curso de Cdlculo de distintas titulaciones universitarias, afiadiendo la
aplicacién de la definicién de W en la conclusion.

Pero, en el proceso de estudio de esta funcién y su aplicacion a la resolucion de ecua-
ciones, vamos haciendo un repaso de los diferentes conocimientos de analisis matematico
que debe alcanzar un estudiante de bachillerato y primer curso de Calculo de diferentes
titulaciones universitarias. Ademads, con la ventaja de ir continuamente interconectando
unas dreas especificas con otras. Asi,

« Como hemos visto en la seccion § 2, recordaremos el analisis completo de una
funcién y el estudio de su grafica para poder definir la funcién W.

« El andlisis de la funcién de Lambert, mostrado al comienzo de la seccién § 4, y en
§ 4.1, nos lleva a repasar todas las propiedades de las funciones inversas, desde
la obtencién de la gréfica hasta su derivada, pasando por el cdlculo del dominio,
recorrido, monotonia y curvatura.

 Obtener una tabla de valores para una funcién puede parecer un ejercicio trivial en
bachillerato. Sin embargo, el calculo de valores de W en la seccién § 4.2 sirve para
hacer un repaso detallado de las propiedades de logaritmos y exponenciales, asi
como para razonar con desigualdades.

Incluso, si queremos, puede servirnos para repasar los métodos que conozca el
alumnado para aproximacion de soluciones.

Igualmente, la aplicacion de la funcién de Lambert a la resolucién de ecuaciones, vista
en los ejemplos de la seccién § 5 no supone afiadir dificultades sino repasar la aplicacién
de las técnicas habituales para resolucion de ecuaciones y, una vez mads, propiedades de
exponenciales y logaritmos. Asi, comprobamos cdmo, de manera natural,

« se hace necesario aplicar con soltura cambios de base, tanto en logaritmos como en
exponenciales,
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« hacemos uso de comparaciones y desigualdades, para comprobar si es posible aplicar
Wo y W_i.

« aplicamos teoremas de andlisis matemadtico para justificar la existencia de raices en
un intervalo, o unicidad de soluciones, pero también las calculamos explicitamente,
como en el ejemplo 2.

« utilizamos las propiedades de las exponenciales para transformar sus exponentes.

En todo proceso educativo, suele resultar conveniente utilizar distintos enfoques pa-
ra asegurar el 6ptimo aprendizaje por parte del alumnado. En este caso, como hemos
mencionado, el uso de la funcién de Lambert nos dara un nuevo enfoque, englobando
e interconectando gran parte de los conocimientos necesarios al iniciarse en el andlisis
matemadtico, sin afadir mayores obstdculos para el aprendizaje.

Es por ello que consideramos una buena apuesta didéctica el introducir este estudio
como parte de la practica docente en bachillerato o primer curso de Calculo de distintas
titulaciones universitarias. No tanto como contenidos evaluables, sino como otro medio
mds para que el alumnado alcance, o compruebe que ha alcanzado, los conocimientos
necesarios en esta etapa.

Este estudio puede plantearse bien como actividades de aula, o bien como un pequefio
trabajo de investigacion. Por ejemplo, proporcionando este articulo e invitando al alumnado
a la comprension del mismo y resolucion de los ejemplos incluidos u otros similares. As{
pues, consideramos que utilizar la funcién de Lambert en niveles de bachillerato o primer
curso de Célculo en titulaciones universitarias, seria beneficioso para nuestra labor docente.
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