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ResuMEN. Los estudiantes de secundario conocen los conceptos matemdticos de diferen-
tes maneras durante sus trayectorias escolares. Y, si no tienen la posibilidad de enfrentarse
a problemas desafiantes a fin de no solo decidir a cudles de esos conceptos recurrir para
resolverlos, sino también remediar los errores que aparecen en sus producciones, es muy
probable que puedan tener dificultades para otorgarles sentido. Uno de los errores mas
frecuentes que se manifiestan en la resolucién de problemas geométricos, se vincula con
la aplicacién de la proporcionalidad directa para calcular perimetros y areas de figuras
geométricas o dreas y volimenes de cuerpos geométricos cuando varian una o mas de sus
dimensiones lineales. Considerando lo antes mencionado, con este trabajo se intenta com-
partir situaciones de ensefianza que fueron propuestas a estudiantes de un tercer afio de
secundario. Las mismas se basan en la construccién de figuras geométricas y de cuerpos
geométricos de diferentes tamafos y formas para favorecer, a partir de su uso como ma-
terial didéctico, el aprendizaje de contenidos relacionados con la proporcionalidad y la
semejanza.

ABsTRACT. High school students knew about the mathematical concepts in different ways
during their school trajectory. And, if they do not have the possibility of facing challenging
problems in order not only to decide which of those concepts to use to solve them, but
also to remedy the mistakes that appear in their productions, it is very likely that they
may have difficulty making sense of them. One of the most frequent errors that appear in
the resolution of geometric problems is related to the application of direct proportionality
to calculate perimeters and areas of geometric figures or areas and volumes of geometric
objects when one or more of their linear dimensions vary. Considering the aforementioned,
this work tries to share teaching situations that were proposed to high school students.
They are based on the construction of geometric figures and geometric shapes of different
sizes and forms in order to favor, though their use as didactic material, the learning of

contents related to proportionality and similarity.
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§1. La ensefianza de contenidos geométricos en la educacién secundaria

Para Alsina, Burgués, y Fortuny (1988), en la ensefianza de la geometria no se
deberia:

... sucumbir a las limitaciones formales, simbdlicas y algebraicas
de los conocimientos matematicos: sera precisamente en este pri-
mer estadio de sensibilidad donde el tacto, la vista, el dibujo y
la manipulacién permitirdn familiarizar al alumno con todo un
mundo de formas, figuras y movimientos sobre el cual asentar
posteriormente los modelos abstractos. (p. 11).

Sin embargo, la utilizacién de materiales manipulativos como recursos didacticos
para la ensefianza de contenidos geométricos va perdiendo presencia en los disefios
curriculares o textos para la educacion secundaria. Asi los estudiantes dejarian atras
ciertos aprendizajes geométricos y no los revisitarian en situaciones problematicas
a fin que reconozcan a la geometria como un medio para describir y modelizar el
mundo fisico.

Es de esperar que, si durante sus trayectorias escolares se acostumbraron a
resolver ejercicios y problemas por medio de la proporcionalidad directa, apli-
quen sus propiedades para fundamentar las leyes de formacién de los perimetros,
de las areas y de los volimenes de figuras y de cuerpos geométricos —segiin
corresponda— cuando varian una o méas de sus dimensiones lineales.

La ensefianza de la geometria debe propiciar entonces avances en el desarrollo
de habilidades especificas clasificadas por Bressan, Bogisic, y Crego (2006) en
cinco areas: visuales, de dibujo y construccién, de comunicacion, de pensamiento y de
aplicacion o transferencia. Las habilidades visuales y las habilidades de dibujo y
construccion contribuyen durante la etapa de trabajo exploratorio a la identificacién
de conceptos, relaciones y propiedades geométricas de manera intuitiva para luego
avanzar paulatinamente a sus demostraciones segtin los conocimientos disponibles
de los estudiantes. Al respecto, de Guzman (2010) puntualiza que:

Las ideas, conceptos, y métodos de la matemadtica presentan una
gran riqueza de contenidos visuales, representables intuitivamen-
te, geométricamente, cuya utilizacién resulta muy provechosa,
tanto en las tareas de presentacién y manejo de tales conceptos y
métodos como en la manipulacién con ellos para la resoluciéon de
los problemas del campo. (p. 15).

El desafio para los docentes es proponer actividades a sus estudiantes que
se resuelvan por medio de representaciones en diferentes marcos con recursos
didacticos variados y que ademaés puedan sostenerse en el tiempo para ayudarlos
a reconstruir significativamente sus conocimientos. En este sentido, Duval (2006)
sefiala que:

Revista de Educacién Matemdtica, Vol. 36 N° 2 — 2021



Geometria en la escuela secundaria: materiales diddcticos para el estudio de figuras o cuerpos geométricos 49

... la actividad matemadtica requiere una coordinacién interna, que
ha de ser construida, entre los diversos sistemas de representacién
que pueden ser elegidos y usados; sin esta coordinacién dos re-
presentaciones diferentes significaran dos objetos diferentes, sin
ninguna relacién entre ambos, incluso si son dos “contextos de
representacion” diferentes del mismo objeto. (p. 145).

Considerando lo expresado por los autores citados y por otros especialistas
que acuerdan con estas concepciones, en este articulo se presentan propuestas
didéacticas sobre problemas que abordan contenidos relacionados con la semejanza
de figuras geométricas y de cuerpos geométricos pretendiendo contribuir a la
ensefianza de la nocién de proporcionalidad con el propésito de remediar algunos
errores persistentes que se observan en los procedimientos, fundamentaciones y/o
respuestas de los estudiantes de secundario.

§2. ;Materiales didacticos o recursos didacticos?

Alsina y cols. (1988) consideran los materiales como todos aquellos objetos,
aparatos o medios de comunicaciéon que pueden ayudar a describir, entender y
consolidar conceptos fundamentales en las diversas fases de aprendizaje. Para
Hernén y Carrillo (1988) y para Area, Parcerisa, y Rodriguez (2010) los recursos
incluyen a los materiales didacticos. En cambio, Coriat (1997) diferencia materiales
de recursos, entendiendo por recurso didactico a cualquier material no disefiado
especificamente para el aprendizaje de un concepto o procedimiento que el docente
decide incorporar en sus ensefianzas y por material didactico al que disefia con
fines educativos.

Gonzalez Marf (2010) nombra algunos recursos' que los docentes usan en sus
clases: pizarron, tizas, diversos tipos de papeles, calculadoras, tablets, celulares,
computadoras, fotografias, medios audiovisuales y de comunicacién, instrumen-
tos de geometria e Internet. Y también clasifica los materiales didé4cticos segin
diferentes criterios. En este trabajo se hara referencia a aquél que distingue los
materiales manipulables de los materiales no manipulables o virtuales particularmente
disefiados para el aprendizaje de la geometria.

Entre los materiales que se encuentran en el primer grupo estan los: policubos,
poliminds, bloques, cuerpos geométricos, geoplanos, rompecabezas bidimensio-
nales y tridimensionales, mosaicos y las teselaciones. Y en el segundo grupo se
encuentran softwares diddcticos (Poly Pro, GeoGebra, Stella 4D, Areas, Geometer’s
Sketchpad, etc.), videos educativos (en Youtube, en Canal encuentro, en Educ.ar,
etc.) y textos on-line (libros, enciclopedias, revistas, etc.).

1Se han agregado ejemplos actualizados de otros recursos, materiales manipulables y no manipula-
bles o virtuales.
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Los docentes tendran también que realizar una revision del uso de los materiales
confeccionados por ellos considerando el punto de vista disciplinar para, como se
indica en Giarrizzo (2016), “... adecuarlos a los propésitos especificos formulados
para cada momento de la secuencia de ensefianza atendiendo la diversidad de
conocimientos disponibles de cada grupo de alumnos” (p. 25).

Lo importante, independientemente de cada criterio de clasificacién, es que la
eleccion de estos soportes sea plural y esté basada en una evaluacion adecuada
para que efectivamente favorezcan la comprensién de las diferentes nociones
geométricas que inter-juegan y problematizan cada situacion.

§3. Situaciones de ensefianza

Se presenta a continuacién una secuencia de actividades que realizaron estu-
diantes’ de tercer afio de una escuela secundaria y que integran contenidos de
diferentes campos matemadticos para dar respuestas a situaciones intra matematicas
o extra matemaéticas interesantes con el propdsito de que se involucraran y reflexio-
naran sobre lo producido formulando conjeturas, estableciendo nuevas relaciones,
comunicando modos de resolver, validando sus producciones, planteando nuevos
problemas y/o proponiendo proyectos que requieran de las nociones geométricas
como herramientas de resolucion.

En la presentacion de cada una de las actividades, se incluyen algunas de las
producciones de los estudiantes con intervenciones de la docente y comentarios
que amplian y explican sus vinculaciones con el uso de los materiales didécticos
para favorecer sus aprendizajes.

3.1. Primerasituacién. Enla Figura 1 se detallan las actividades propuestas a los
estudiantes a fin de diagnosticar sus conocimientos disponibles. Fueron resueltas
en cuatro pequefios grupos’ (1,2, 3y 4). La docente decidi6 no indicar las medidas
iniciales de las dimensiones lineales de las figuras y de los cuerpos geométricos
en cada actividad para provocar intercambios durante la puesta en comun que
propiciaran la argumentacién de los procedimientos utilizados y algunos intentos
de generalizacion.

¢(Es cierto que dos de las siguientes proposiciones son verdaderas? Dibujen

las figuras y los cuerpos geométricos. Realicen los calculos correspondien-

tes y justifiquen sus respuestas.

a. Sise duplica la longitud de la arista de la base de un prisma y su altura,
su volumen también se duplica.

2La edad promedio de los estudiantes es de 15 afios. Todos ellos concurren a una institucién escolar
de la Provincia de Buenos Aires (Argentina).
3Formados por seis integrantes cada uno: Al, A2, A3, ..., A24.
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b. Altriplicar las longitudes de los lados de un pentdgono y las amplitudes
de sus dngulos se puede construir otro pentdgono semejante.

c. Para que aumente el perimetro de un trapecio isésceles en 5 cm, basta
con que aumente en 5 cm la longitud de su base mayor.

d. Es suficiente que las longitudes de las generatrices, de las alturas y de
los radios de las bases de dos conos se reduzcan a la mitad para que la
superficie total se reduzca a su cuarta parte.

Ficura 1. Actividades de diagnostico.

Cuando los estudiantes tuvieron que dibujar las figuras y los cuerpos geomé-
tricos e iniciar algtn procedimiento de resolucién formularon preguntas que evi-
denciaron errores y olvidos: “Profe... jse olvid6 de poner cudnto miden los lados!”,
“¢Cudantos lados tiene un prisma?”; “Siempre me confundo, ;jpara el volumen va
cm? o cm3?”; “;Coémo se hacia un pentdgono?”; “;Es ésta la generatriz del cono?
(sefiala la altura)”; “La férmula que encontré en Internet para calcular el drea del
circulo nombra el radio, ;cudl es?” ...

Luego de resolver las actividades, los estudiantes expusieron sus producciones
grupales y respondieron las repreguntas y las nuevas preguntas formuladas por
la docente para que pudieran validar sus justificaciones y comparar los diferentes
procedimientos de resolucién. Se comparten algunos de los intercambios que
sucedieron entre los alumnos y la docente (D) del curso durante la puesta en

comun.

D: Vamos ahora a corregir lo que hicieron. Recuerden que lo importante es que
expliquen como fueron resolviendo las actividades y que no solo compartiremos
los procedimientos correctos, sino también los que no terminaron y los que
presentan algiin tipo de error. Asi que espero que todos participen. Comencemos
con la actividad a.

A2: Es Verdadera, porque si se duplican las medidas, todo se duplica.

D: ;Dibujaron los cuerpos geométricos? ;Alguno de los otros grupos pudo dibu-

jarlos?

A7 pasa a dibujarlos. La docente lo ayuda con la representacion tridimensional
de los 8 prismas pequefios que estdn contenidos en el prisma més grande porque
tiene dificultades con el trazado de la perspectiva. Les solicita que los representen
también usando el GeoGebra para la clase préxima. A22 pide pasar y lo explica de
otro modo:

A22: Prisma 1: arista de la base = 2 cm y altura = 4 cm.
El volumen es: V = 2% - 4 = 16.
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Al12:

A3:
AS8:

A7:

A21:
Al:

Ab:
Al:

Ab:

Al

Prisma 2: arista de la base = 4 cm y la altura = 8 cm.
El volumen es: V = 42 - 8 = 128, 8 veces mds.

Pero, todos eligieron medidas diferentes. ;Y llegaron también a que el segundo
volumen se obtiene multiplicando por 8 el primer volumen? Vamos a intentar
demostrar si se cumple para cualquier medida. Voy a nombrar con la letra a la
arista de la base y con la letra h la altura: Vi = a> - hy Vo = (2-a)* -2 - h.
¢Como podemos escribir Vs de una forma equivalente?,

cquién me va dictando?

Hay que poner: Vo = 4a® - 2 - h, que después da: Vo = 8a* - h.

¢Entonces?

jAhi esti el 8!

Si se duplica la longitud de la arista de la base de un prisma y su altura, su

volumen se tiene que multiplicar por 8.

: (Y si se triplican o se reducen a la mitad las medidas? ;Y si las bases no son
cuadradas? Piénsenlo para mafiana... Ahora continuamos con la actividad b.

jA mi nunca me dan justo los lados del pentigono cuando lo quiero dibujar
con el compas!

No dice que es un pentigono reqular. Podés dibujar cualquiera.

Pero tenés que medir después los dngulos. Yo lo dibujé reqular porque todos
miden 72°.

: Y resulté verdadera o falsa?
Verdadera, porque se mantiene la proporcionalidad.

jFalsa! Los dngulos interiores suman en total 1080°. ;No ves que un dngulo
interior es de 108° y por 3 te da 324°?

Y?

: (Cudnto suman los 5 dngulos interiores si se triplican?

Varios alumnos lo calculan y obtienen 1620°.

D
A22

A10

D

: Si no es un pentigono regular, ;puede ser otro poligono regular?

: Esperen. Tengo que despejar n de la férmula de los dngulos interiores. [Ya
estd!l. Me da 11 lados.

: Yo no hice la cuenta. Traté de dibujarlo... Pero no me dan justo los dngulos
interiores.

. ¢Alguno se acuerda como hacerlo?
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Como nadie responde la docente les recuerda cémo expresar la amplitud del
angulo interior en grados, minutos y segundos.

D: Vamos a corregir lo que hicieron para responder la actividad c.

A4: Verdadera, porque si la base menor mide 2 cm, los lados iguales miden 3 cm y
la base mayor mide 5 cm, el perimetro es de 13 cm. Y si le sumo 5 cm a la base
mayor da 10 cm. Entonces calculamos el perimetro sumando 2 cm + 3 cm +
3cm + 10 cmy da 18 cm. O sea, 5 cm mds.

A13: Yo hice varios dibujos y la profe me ayudo a ver qué me faltaba calcular. Y me
dio falsa porque el perimetro del sequndo trapecio es 21,54 cm y no se obtiene
sumdndole 5 cm al del primer trapecio.

D: Contales a tus compaiieros como lo pensaste y hacé los dibujos en el pizarron
para que lo puedan entender.

En la Figura 2 se muestra lo realizado por A13: primero realiza dos dibujos (1) y
(2), pero al agregar los 5 cm no obtiene un trapecio isésceles. La docente lo orienta
para que trace la altura H y para que dibuje aparte los tridngulos rectdngulos
que tienen en comun esa altura. Como no distingue los tridngulos le propone
que sombree uno de ellos (3) y (4). Finalmente, A13 calcula H y X aplicando el
Teorema de Pitdgoras.

e Mmoo
R~ i 43T T3
i
x :“’l\}}
Zl[&' = H’ !'jx;f (h)
S’
14

Toumitio= 21 54 %‘*‘—fw/

Ficura 2. Representaciones de A13 para resolver la actividad c de
diagndstico.
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D: ;Alguna prequnta?

La docente aclara las dudas de algunos alumnos.

]

D: ;Corregimos la actividad d?
A17: Falsa, porque se tiene que también reducir a la mitad. Es una regla de tres.
A24: A mi me dio verdadera.

D: ;Cémo lo justificaste?
A24: No los dibujé... Lo pensé con las formulas...

D: Vamos a ver tu resolucion.

A24 pasa al pizarrén y escribe:

Primer cono:
AT =ar(r+g) =3,14-3-(3+5) = 75,36;
Segundo cono:
AT =7r(r+g¢)=3,14-1,5-(1,5+2,5) = 18,9;

y 75,36 = 18,9 - 4.
Si las longitudes de las generatrices, de las alturas y de los radios de las bases de
dos conos se reducen a la mitad, la superficie total se reduce a su cuarta parte.

Entre las dificultades transversales y mds comunes en las resoluciones de todos
los casos planteados se diagnosticé la imposibilidad, por parte de los estudiantes, de
procesar imagenes mentales que les permitieran anticipar si las transformaciones
geométricas propuestas eran verdaderas o falsas, dibujar cuerpos geométricos
en perspectiva, indicar unidades de medida y usar diferentes instrumentos de
geometria.

Durante los intercambios producidos en la puesta en comuin reconocieron sus
errores y tomaron apuntes sobre las aclaraciones dadas por la docente y los aportes
de sus comparieros. Resulté fundamental la confianza dada por la docente al habi-
litar la participacion de todos los alumnos independientemente de las actividades
que lograron resolver.

3.2. Segunda situacién. Se mantuvieron los mismos integrantes de los cuatro
grupos de trabajo que participaron en la primera situacién. La docente decidi6
no indicar los recursos para darles a los estudiantes la posibilidad de elegirlos.
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En actividades anteriores ya habian representado todos los hexaminés® que pue-
den formarse y, de las 35 posibilidades, reconocieron las 11 que se usan como
desarrollos planos para construir un cubo. El resto de los desarrollos planos, que
necesitaron para construir los cuerpos geométricos para resolver las actividades
de esta situacion (Figura 3), los buscaron en diferentes libros y en algunos sitios
de Internet”.

1. Construyan un prisma de base hexagonal, una pirdmide de base hexagonal, un
cubo y un prisma de base cuadrada. Elijan las longitudes de las dimensiones
lineales de modo que:

a. el volumen del prisma de base hexagonal sea el triple del volumen de la
pirdmide de base hexagonal.

b. el drea total del cubo sea la cuarta parte del drea total del prisma de base
cuadrada.

2. Construyan tres cuerpos geométricos cuyas dimensiones lineales respondan a
alguna ley de formacion y establezcan relaciones entre sus dreas laterales, sus
dreas totales y sus voltimenes. Enuncien conclusiones.

Ficura 3. Actividades para relacionar las dreas y los voliimenes de
cuerpos geométricos.

Grupo 1. Sus integrantes buscaron informacién en Internet y encontraron activida-
des mediadas por el software GeoGebra. Copiaron las respuestas y concluyeron
que la relacién era falsa: “el volumen del prisma de base hexagonal no es el triple
del volumen de la pirdmide de base hexagonal si tienen bases y alturas iguales”.

En las Figuras 4 y 5 se observan los sectores de las actividades que los estudiantes
consultaron para calcular los volimenes del prisma y de la pirdmide usando
GeoGebra. Al confrontar estas respuestas con las de los otros grupos surgié la
necesidad de realizar los cdlculos completos para corregirlos:

14,24 -3 = 42,72 + 51,96

y

51,96 : 3 = 17,32 # 14,24
Reconocieron que las aproximaciones influyeron en los resultados que copiaron.
La docente intervino para que calcularan los voliimenes reemplazando la apotema
de la base por v/3 y asi pudieron establecer que la relacién entre los voltimenes de

4Un hexamin est4 formado por seis cuadrados unidos por los lados, de tal forma que cada dos de
ellos tienen al menos un lado en comun.

Luego de intercambiar algunas direcciones acordaron consultar: Matemiticas visuales. Pris-
mas y sus desarrollos planos en http://www.matematicasvisuales.com/html/geometria/
planenets/prismas.html
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la pirdmide V; y del prisma V; era verdadera:

P-ap " 12-v3 -
2 2
1 3 3 V3
y e
P 12-v/3
Vo= — P = 22V 5 - 303,
2 2
medida lado base  n° lados base {7 Volumen
[¢] o )
2 6 V = Area base x altura
desarrollo @ 5 Ve Per |'rne;ro xap
o y_Bx2x1732

2
V=51.96 uf

altura

FiGura 4. Volumen del prisma hexagonal usando GeoGebra®.

Total surface = 42 85
Volume = 14.24

Ficura 5. Volumen de la piramide hexagonal usando GeoGebra’.

Grupo 3. Los estudiantes consideraron un cubo de 2 cm de arista y un prisma en el
que la arista de la base también era de 2 cm y la altura de 8 cm porque pensaron que
tenian que cuadruplicarla para que el area total se cuadruplicara. Obtuvieron que
el drea total del cubo era de 24 cm? y que el area total del prisma de base cuadrada
era de 72 cm?. Entonces, con estas medidas llegaron a enunciar que: “el 4rea total
del cubo es la tercera parte del area total del prisma de base cuadrada”.

La docente les propuso cuadricular las bases y las caras laterales de esos cuerpos
tomando como unidad 1 cm y que contaran los cuadrados de 1 cm? de 4rea que se

®En https://www.geogebra.org/m/sHJka8JA#material/fReDuvii2 se accede a la activi-

dad completa.

"En https://www.geogebra.org/m/na69s9vm se accede a la actividad completa.
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Base Apothem = 1.42
Q Base area = 8.55
Height One lateral side area = 5.7
G Lateral surface = 343
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A OEk

Desarrollos planos Paint Dados convencionales Ladrillos encastrables

Ficura 6. Materiales utilizados por los estudiantes para representar
diferentes situaciones.

habian formado. Otros grupos eligieron diferentes materiales como soportes para
resolver esta actividad (Figura 6).

El siguiente intercambio entre estudiantes da cuenta de cémo el uso de estos
materiales favoreci6 la interpretacion de las unidades de longitud, de superficie y
de volumen.

A13: jEn el cubo son 24 cuadraditos y en el prisma son 72!

Al4: ;Entonces en el otro problema tenemos que pensar que son cubitos de 1 cm de
arista? (Hay que imaginarse que los llenamos con agua y los vamos poniendo
adentro! Y ahi tenemos el volumen...

A15: Si! Pero también podemos imaginarnos el cubo mdgico que estd formado por
27 cubitos de 1 cm de arista. Si cada cubito tiene 1 cm3 de volumen, contindolos
sacamos el volumen del cubo grande.

A16: Se ve que en cada cara hay 9 cuadraditos de 1 cm?. Y si sumamos todos los
cuadraditos de las seis caras hay 54, que es el drea total del cubo grande. Por
eso se pone “centimetros cuadrados”. Porque son cuadrados de 1 cm de lado.

A14: En el volumen va “centimetros ciibicos” porque son cubitos de 1 cm de arista.

A13: jAhora entendi la diferencia!

Grupo 2. Calcularon el area total de un cubo de 2 cm de arista: 24 cm?. La cuadru-
plicaron y plantearon la siguiente ecuacién: 96 = 8 + 8z . Luego enunciaron: “para
que el area total del cubo de 2 cm de arista sea la cuarta parte del &rea total del
prisma de base cuadrada, la base tiene que ser la misma y la altura tiene que medir
11 cm”. La docente les propuso que, con el mismo procedimiento, consideraran
que la arista de la base aumentara sucesivamente en 1 cm para encontrar, si es
posible, una ley de formacion.

Grupo 4. Sus integrantes comenzaron calculando las areas laterales y totales de los
prismas de base cuadrada manteniendo la longitud de la arista de la base constante
de 3 cm y sus alturas de 3 cm, 6 cm, 9 cm y 12 cm. Como la docente observé que
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los célculos estaban desordenados, les sugirié que tabularan las alturas, las areas
laterales y las areas totales de los prismas (Tabla 1).

Area de la base | Altura | Area lateral | Area total
9 cm? 3 cm 36 cm? 54 cm?
9 cm? 6 cm 72 cm? 90 cm?
9 cm? 9 cm 108 cm? 126 cm?
9 cm? 12cm | 144 cm? 162 cm?

TaBLa 1. Areas laterales y totales de los prismas (Grupo 4).

Observaron y enunciaron que la ley de formacion de las dreas laterales es la
misma que la ley de formacién de las alturas: “si se multiplica la altura del primer
prisma por dos, por tres y por cuatro pasa lo mismo con las &reas laterales”. El
siguiente didlogo para hallar la ley de formacién entre las dreas totales de los
prismas tuvo lugar entre los estudiantes y la docente:

D: Si no se obtienen las dreas totales al multiplicar los 54 cm* por 2, por 3 y por
4, jserd posible que se obtengan al multiplicarlas por otros niimeros?

A19: Puede ser, pero no me doy cuenta para calcularlo.
A20: Vamos probando hasta que dé.
A21: ;Y 54 por qué niimero nos da 90?
D: Ese tipo de pregunta, ja qué les recuerda?
A22: ;Ecuaciones?

A19: (Escribe en su cuaderno.) 54 -z =90 — = =90:54 =5/3.
jPero es una fraccion!

D: ;No es un niimero?

A20 resolvi6 las otras ecuaciones y expreso las dreas totales segtin se muestra en la
Tabla 2.

Area total
54 cm? = 54 cm? - 3/3
90 cm? = 54 cm? - 5/3
126 cm? = 54 cm? - 7/3
162 cm? = 54 cm? - 9/3

TaBLa 2. Relacion entre las areas totales de los prismas segin A20.
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A partir de las intervenciones realizadas por la docente pudieron generalizar la
relacién entre las 4reas totales de los prismas con la siguiente férmula:
2n+1

AT, = 54
3

Grupos 1y 3. Los integrantes de ambos grupos eligieron tres prismas de base
cuadrada siendo la arista de la base de 1 cm y las alturas de 1 cm, 2 cm y 3 cm.
Utilizaron diferentes recursos (Figura 7).

LEMGTH = B

WIDTH=4

HEIGHT= 5

—_—

CREATIVE NET
.

OFTIONS
-

Cubitos en cartulina GeoGebra 3D Surface Area:
de 1 cm de arista Intuitive Introduction.®

Ficura 7. Representaciones de prismas de base cuadrada.

Calcularon sus &reas laterales, sus areas totales y sus volimenes. Los dos grupos
llegaron a las mismas conclusiones: “la ley de formacién de las dreas laterales y

de los volimenes es la misma que la ley de formacién de las alturas” y “la ley de
n+2

formacién de las 4reas totales es: AT,, = 16 - ”. Considerando el trabajo de

los estudiantes cabe indicar que:

Para el estudio de las magnitudes espaciales como el perimetro, el
area y el volumen no es suficiente con reemplazar los datos en las
férmulas correspondientes para calcular determinadas incégnitas.
Las construcciones con diferentes materiales de los objetos consi-
derados sera un recurso fundamental para la comprensién y para
la integracién de los contenidos mediante la visualizacién de las
modificaciones producidas en ellos durante toda la resolucién del
problema. (Giarrizzo, 2007, p. 66)

8GeoGebra Resources. Con los deslizadores se pueden variar las dimensiones lineales de los prismas,
la visualizacién interna de las unidades de area, los desarrollos planos, las caras laterales y las
bases.

Revista de Educacién Matemdtica, Vol. 36 N° 2 — 2021



60  Alicia Mirta Giarrizzo

3.3. Tercerasituacién. La docente organiza nuevamente los grupos de modo que
estén formados por estudiantes que hayan logrado diferentes avances en sus apren-
dizajes para que compartan sus producciones anteriores con otros compafieros. En
la Figura 8 se detallan las actividades correspondientes a esta situacion.

En las Tablas 3 y 4 se muestran algunos datos correspondientes a las figuras
geométricas y a los cuerpos geométricos que forman series de tres elementos.

a. ;Cuales son las leyes de formacion de cada serie? Si se agregaran tres nuevas
figuras geométricas y tres nuevos cuerpos geométricos a cada una de las series
anteriores, ;qué medidas les corresponderian a sus elementos? Expresen ver-
balmente y simbélicamente, de ser posible, las leyes de formacién encontradas.

b. ;Se cumplirin las mismas leyes de formacion para los perimetros y las dreas
de las figuras geométricas que forman cada serie? ;Y para las dreas totales y
los voliimenes de los cuerpos geométricos que forman cada serie? ;Por qué?

c. ¢Encontraron otras relaciones? Exprésenlas verbalmente y simbélicamente, de
ser posible.

Ficura 8. Actividades para definir las leyes de formacién de diferen-
tes series de figuras y de cuerpos geométricos.

Rombos Pentagonos regulares
Diagonal mayor Bcm 16cm 24cm
Angulo que determina la diagonal
mayor con el lado 30° 45° 60°
Lado 2cm 4cm 8cm
Perimetro
Area

Tabla 3. Datos de las figuras geométricas de las series.

Piramides de base Prismas de base cuadrada Conos
hexagonal
Arista de la base 4cm 4em 4cm 4cm 8cm 12cm
Altura 5cm 10cm | 15cm 10cm 20cm 30cm 6cm 10cm 14cm
Radio de la base 5cm 5cm 5cm
Area total
Volumen

Tabla 4. Datos de los cuerpos geométricos de las series.

Grupo 1. Encontraron dos leyes de formacién para los rombos: “las diagonales
mayores de los rombos se forman suméndole 8 cm a la diagonal anterior” y “las
diagonales mayores de los rombos se forman duplicando y triplicando la diagonal
mayor del primer rombo”.

Después de varios intentos para dibujar los rombos trazando las diagonales
mayores y los d&ngulos que éstas determinaban con el lado solicitaron la ayuda de
la docente:
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Al: ;Coémo sabemos donde terminan los lados?
D: Piensen en las propiedades de los cuadrildteros.

A2: Las diagonales son perpendiculares y se cortan en su punto medio. [Es eso!

Al dibujar los rombos, reconocieron que con los datos del segundo rombo que-
daba dibujado un cuadrado y con los datos del tercer rombo la diagonal mayor ya
no lo era. La docente dedic6 unos minutos para aclarar sus dudas. Luego midieron
con la regla los lados y las diagonales menores para determinar sus longitudes.

D: Busquen otra forma de calcularlo. ;Recuerdan el tema anterior que vimos?
Resolvieron problemas parecidos.

A4: Seno, coseno...

D: ;Con cudl o cudles de esas funciones pueden calcular los lados de los rombos y
las diagonales menores?

A3: (Busca en su cuaderno.) [Listo! Con el seno y la tangente de los dngulos
que nos diste en la tabla.

Grupo 3. Para la serie de las pirdmides de base hexagonal aseguraron que como la
base era constante y las alturas respondian a multiplos de 5, cada volumen también
aumentaria 5 veces mds que el volumen anterior como se evidencia en la siguiente
interaccion:

D: Intenten expresar los voliimenes con niimeros irracionales.
Al4: ;Por qué?
D: Porque me parece que se pueden encontrar algunas relaciones...
A15: A ver si me acuerdo... (Los volimenes estan registrados en la Tabla 5)

A13: Por eso no podiamos encontrar la relacion, profe. ;Conviene siempre dejar las
raices sin calcular?

D: Depende de cada situacion. En este caso, si se calcula la V3, ;Como decidimos
cudantos decimales considerar?

Arista de la base 4 cm 4 cm 4 cm

Altura 5cm 10 cm 15 cm

Volumen 404/3 cm? | 80v/3 cm?3 | 120v/3 cm?3

TaBLa 5. Volumenes de las piramides de base hexagonal (Grupo 3).
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Se dieron cuenta que la ley de formacién de los volimenes era la misma que la
ley de formacién de las alturas:

‘/2:2‘/17 ‘/3:3‘/17 h2:2h17 h3:3h1-

Decidieron comprobar estas relaciones construyendo las pirdmides. Se encon-
traron con el desafio del armado de sus desarrollos planos y propusieron dos
procedimientos: calcular las apotemas laterales a partir de la apotema de la base
y de las alturas de las pirdmides o, calcular los lados congruentes de las caras
triangulares de las piramides a partir del radio de la base y de las alturas de las
piramides.

Grupo 4. Registraron la variacién de las areas totales de los prismas de base cua-
drada (Tabla 6).

Aristadelabase| 4cm 8 cm 12 cm 16 cm 20 cm 24 cm
Altura 10 cm 20 cm 30 cm 40 cm 50 cm 60 cm
Area total 192 cm? | 768 cm? | 1728 cm? | 3072 cm? | 4800 cm? | 6912 ¢cm?

TaBLA 6. Areas totales de los prismas de base cuadrada (Grupo 4).

Fundamentaron la no existencia de proporcionalidad directa con los cocientes
que obtuvieron entre las dreas totales y las aristas de las bases, expresados en cm:
48,96, 144,192, 240 y 288. Pero descubrieron que las diferencias entre esos cocientes
eran constantes e iguales a 48 cm. Después pensaron en calcular las diferencias
entre las areas totales. Obtuvieron los siguientes valores expresados en cm?: 576,
960, 1344. 1728, 2112. Y al intentar con la segunda diferencia, encontraron una
constante igual a 384 cm?. Decidieron representar graficamente la relacion (Figura
9)” y reconocieron que su comportamiento correspondia a una funcién cuadratica.

Con ayuda de la docente enunciaron: “sila segunda diferencia entre las imagenes
de los valores sucesivos del dominio de una funciéon es constante, la funcién es
cuadrética”. Lograron escribir la férmula de la funcién que expresa la variacion
de las areas totales de los prismas en funcién de la arista de la base: AT = 12 - a?.
Calcularon los volimenes de los prismas y escribieron la férmula de la funcién
que expresa la variaciéon de los voliimenes de los prismas en funcién de la arista
delabase: V =25 - a>.

Calcularon los cocientes sucesivos entre las longitudes de las aristas de las bases
de los prismas y obtuvieron esta sucesién particular Si: 2/1, 3/2, 4/3, 5/4, 6/4.
9Se ha trazado la linea que une las coordenadas que representan graficamente la situacién para

que los estudiantes visualicen el comportamiento de la funcién cuadratica que en este caso es
discontinua.
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FiGURA 9. Areas totales de los prismas en funcién de la arista de la
base (Grupo 4).

Continuaron con los cocientes sucesivos entre las dreas totales de los prismas y
obtuvieron la sucesién que se forma con los cuadrados de los ntimeros de la su-
cesion anterior, Sy: 4/1,9/4, 16/9, 25/16, 36/25. Finalmente, los cocientes entre
los voliimenes de los prismas forman una sucesion cuyos términos son los cubos
de los ntmeros de la primera sucesién Ss: 8/1, 27/8, 64/27,125/64, 216/125. Es-
cribieron las férmulas de sus términos generales y estudiaron analiticamente los
comportamientos de sus representaciones gréficas.

1 1)? 1)3
n—2|— , Para S: a,, = %, Para Ss5: a,, = %

Cabe sefialar que no siempre los estudiantes indicaron las unidades de medida

Para S;: a,, =

correspondientes a cada magnitud y en consecuencia enunciaron equivalencias
falsas al comparar solamente las medidas entre las areas y los voliimenes.

§4. Sobre la evaluacién y los proyectos. Una forma diferente de evaluar

Por cuestiones de espacio se indican algunas orientaciones sobre la evaluacién
que fue realizada por los estudiantes en dos momentos. Primero se apel6 a una
actividad que podian resolver en sus casas de modo individual consultando lo
registrado en sus carpetas, otros textos y/o sitios de Internet. Para justificar sus
respuestas, los ejemplos o contraejemplos debian ser diferentes a los dados en las
actividades grupales. Se realizaron tutorias virtuales y se destinaron ademads las
dos clases siguientes a la correccion de la actividad entregada.

A posteriori se realizé una evaluacién en la escuela que fue resuelta en pare-
jas formadas por la docente cuyos integrantes habian alcanzado indicadores de
avance similares en sus aprendizajes. En las actividades se les proponia inventar,
representar y analizar las leyes de formacién de dos nuevas series: una formada
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por 5 poligonos regulares semejantes y otra formada por 5 cuerpos geométricos
semejantes.

Los proyectos'® pusieron en juego los saberes y habilidades logrados por los
estudiantes durante la resolucién de las actividades propuestas por sus docentes'’
y se basaron en la construccién de figuras y cuerpos geométricos de diferentes
tamafios con igual o diferente forma para que los alumnos de jardines de infantes
y escuelas primarias pudieran usarlos como recursos didécticos.

§5. Para finalizar...

La inclusién de la construccién de figuras y de cuerpos geométricos en la pla-
nificacién de las situaciones propuestas favorecié la ensefianza y el aprendizaje
de los conceptos geométricos a través de su manipulacioén, observacién o lectura
ofreciéndoles oportunidades de aprender algo, o bien de intervenir en el desarrollo
de alguna funcién de la ensefianza (Gimeno Sacristdn, 2001).

Las producciones de los estudiantes, las intervenciones de la docente, los mate-
riales y recursos didécticos y las orientaciones didécticas que complementaron las
actividades seleccionadas pretendieron mostrar otros alcances que las relaciones
de la proporcionalidad y semejanza tienen con los contenidos de los distintos
campos matematicos que figuran en los disefios curriculares para la ensefianza de
la matematica en la escuela secundaria.

Es importante que los docentes instalen diferentes condiciones didacticas durante
la gestion de las clases para que los estudiantes logren avanzar en sus aprendizajes,
déndoles la oportunidad de que decidan entre los procedimientos posibles de
resolucién y los recursos diddcticos —provisorios y mejorables— cudl o cudles
son los més adecuados para resolver cada problema geométrico. De este modo se
podran evaluar los procesos de adquisicién de los conocimientos con preguntas,
repreguntas, comentarios y sugerencias —orales o escritas— para establecer si
verdaderamente las resoluciones erréneas o incompletas se producen por no inter-
pretar las consignas, desconocer las nociones involucradas o no poder anticipar
determinadas transformaciones geométricas.

Es fundamental que también se valore la devolucién de lo producido a los
estudiantes, inclusive en las evaluaciones, por medio de diferentes tipos de inter-
cambios —presenciales y/o virtuales— no solo para revisar las propias précticas y
retomar la ensefianza de aquellos aspectos de los contenidos cuyos aprendizajes
aun no han sido logrados, sino también para promover que los estudiantes analicen

19Pyeden consultarse proyectos similares en Compiano, B., Giarrizzo, A. y Schell, H. (1999). Mate-
mdtica y su ensefianza. Problemiticas integradoras desde el dlgebra, (p. 101-104). Buenos Aires: Edicial y
en Giarrizzo (2007).

HLos estudiantes de otros terceros y cuartos afios también realizaron proyectos similares y expu-
sieron los materiales diddcticos en una muestra institucional abierta a la comunidad.
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y transformen sus conocimientos. Para cerrar este trabajo, se recupera una cita de
una publicacién de Sadovsky (2005) que resulta relevante para lo discutido en el
presente articulo:

Hay un asunto de confianza como trasfondo del tipo de vinculo
que se entabla entre el alumno y el docente a raiz de los inter-
cambios que sostienen: shasta qué punto el docente confia en las
posibilidades del alumno de producir ideas?, shasta qué punto las
prestigia como parte de la produccién relevante de la clase?, ;hasta
qué punto el alumno confia en que el docente no juzgara de mo-
do negativo las marchas y contramarchas propias de la gestacion
de conocimiento?(...) que el estudiante produzca conocimiento
ubica al profesor en un vinculo de intercambio intelectual en el
que todas las ideas del alumno —erréneas, provisorias, imprecisas,
pertinentes, brillantes— puedan tener un valor para la produccién.

(p- 15)
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