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RESUMEN. En este trabajo vamos a describir y analizar una actividad de modelizacién ma-
tematica realizada con alumnos del dltimo ano de una escuela secundaria de la ciudad de
Neuquén, Argentina. El objetivo principal de esta actividad es ofrecer a los alumnos un es-
pacio en el que puedan tener la experiencia de producir conocimiento matematico a partir
de una cuestién inicial planteada en forma abierta, en este caso extra-matemaética. Este ti-
po de actividades en donde la modelizacién matemética cobra un rol protagénico, proveen
una visién integrada de la matemaética y permiten reconstruir en el aula una parte esencial
del “quehacer” de la disciplina.

ABSTRACT. In this paper we will describe and analyze a mathematical modeling activity
carried out with students from the last year of a secondary school in the city of Neuquén,
Argentina. The main objective of this activity is to offer students a space in which they can
have the experience of producing mathematical knowledge from an initial open question
raised in an open form, in this case extra mathematical. This type of activities in which
mathematical modeling takes a leading role, provide an integrated view of mathematics

and allow to reconstruct in the classroom an essential part of the "task" of discipline.

§1. Introducciéon

Uno de los problemas mds resonantes en la educacién actual, en la escuela se-
cundaria, es la pérdida de sentido del estudio de la matemdtica. Este fenémeno se ma-
nifiesta de mualtiples maneras que van desde la falta de motivacién de los alumnos
para estudiar matematica hasta la invisibilidad de la matematica escolar en la so-
ciedad (Fonseca, 2004); (Otero et al., 2013).
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En la ensefianza actual predomina un modelo didactico en el cual los estudian-
tes se han convertido en receptores de un discurso expositor del profesor, que
tienen que repetir de manera automatizada. En la clase de matematica es muy co-
mun que el estudiante solo se limite a dar respuestas a preguntas que él no se ha
planteado, y ademas estas respuestas suelen ser acotadas y sin demasiada com-
plejidad. Por otro lado, muchos de los objetos que se estudian en la escuela actual,
hace tiempo que han perdido su razén de ser como objeto de estudio para dicha
institucién. Ante la crisis del modelo mencionado y convencidos del poder que
le otorga a cualquier grupo de estudiantes realizar una construccién colectiva del
saber a partir de la problematizacion, es que proponemos esta actividad, cuyo ob-
jetivo principal es ofrecer a los estudiantes un espacio en el que puedan tener la
experiencia de producir conocimiento matematico a partir de un proceso de mo-
delizacion. Esta propuesta surge de la certeza que es posible “hacer matemaética”
en el aula, y que esto es mucho més que resolver problemas, como lo expresan
(Segal & Giuliani, 2008):

También es encontrar buenas preguntas, buscar medios para responder-
las, desarrollar nuevos métodos, conjeturar propiedades, validar solucio-
nes, interactuar con otros miembros de la comunidad matemdtica de per-
tenencia, confrontar resultados, técnicas, validaciones. Teoremas y defi-
niciones son a la vez productos y herramientas de todo este trabajo de
construccion de conocimiento matemdtico. (p.7)

Para integrar la actividad de modelizacién en la ensefianza matemitica, la teo-
ria antropoldgica de lo didactico (TAD) propone un dispositivo denominado re-
corridos de estudio e investigacién (REI) (Chevallard, 2004; Gascén, 2010; Otero
et al., 2013), estructurado esencialmente para hacer posible una ensefianza fun-
cional de las matematicas y para posibilitar su ensefianza como una actividad de
modelizacion.

§2. Marco tedrico

Aspectos generales de la Teoria Antropolégica de lo Didactico. El marco tedrico
adoptado para el desarrollo y andlisis de esta actividad es la Teoria Antropol6-
gica de lo Didéctico (TAD) (Chevallard, 1999, 2001, 2013; Chevallard, Bosch, &
Gascon, 1997). Para la TAD, la modelizacién no es tinicamente un aspecto de las
matematicas sino que toda actividad matematica puede ser interpretada como
una actividad de modelizacién. Como lo afirman (Chevallard et al., 1997):
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Un aspecto esencial de la actividad matemdtica consiste en construir un
modelo matemdtico de la realidad que se quiere estudiar, trabajar con
dicho modelo e interpretar los resultados obtenidos en ese trabajo para
contestar a las cuestiones planteadas inicialmente. Gran parte de la acti-
vidad matemdtica puede identificarse con una actividad de modelizacion
matemdtica. (p. 51)

Desde esta perspectiva, la modelizacién matematica debe formar parte inte-
grante de cualquier proceso de estudio de las matematicas.

Por otra parte la TAD propone describir el hacer matemético en términos de
organizaciones matemadticas relativamente estructuradas llamadas praxeologias
(Chevallard, 1999). Estas entidades estdn compuestas por cuatro elementos dis-
tintivos que se articulan permitiendo emerger el saber como fruto de la actividad
realizada. Es decir, hay un tipo de tarea o problema que se quiere realizar o re-
solver para la cual existe alguna técnica disponible en la Institucién, que permite
realizarla o resolver el citado problema de manera inteligible, explicable y vali-
dada por medio de una tecnologia en el marco de una teoria que fundamenta y
organiza los discursos tecnolégicos.

Segun (Chevallard, 2013), los saberes son obras (u organizaciones matemaéti-
cas). Una obra tiene siempre una o varias razones de ser, que motivaron su crea-
cién y que motivan su empleo y manifiesta que el problema en la ensefianza de
la matematica actual es debido a que la epistemologia escolar dominante elimi-
na las “razones de ser” de las obras que se proponen estudiar en una institucién.
Este fenémeno lo relaciona con otro al que denomina monumentalizacién del sa-
ber, caracterizado por presentar a los objetos de estudio como obras terminadas
(monumentos), como objetos ya creados, que a lo sumo se pueden visitar.

La TAD propugna la necesidad de superar el paradigma escolar de la visita de
las obras, por medio de un nuevo paradigma, el del cuestionamiento del mundo, cen-
trado en la necesidad de aportar respuestas a cuestiones probleméticas que sur-
gen en la vida en sociedad y que se necesitan abordar para mejorar tanto nuestra
comprensién del mundo como las formas de vivir colectivamente. En este nue-
vo paradigma, el estudio de obras preestablecidas no desaparece pero si queda
condicionado a la necesidad de utilizarlas para resolver problemas y cuestionar el
mundo que nos rodea.

A fin de avanzar hacia el paradigma del cuestionamiento del mundo, en el mar-
co de la TAD se propuso un nuevo dispositivo didéctico, los recorridos de estudio
e investigacion (REI), que integra la razén de ser de los saberes escolares en el co-
razon del proceso de estudio (Chevallard, 2013; Barquero, Bosch, & Gascén, 2011)
y favorece el desarrollo de las condiciones que se requieren para hacer posible una
actividad matematica funcional. Diversos trabajos dan muestra de la investigacion
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realizada en este sentido (Barquero, 2009; Ruiz-Munzén, 2010; Licera, 2017; Lucas,
2015).

Un REI parte de una cuestion )y “viva” para la comunidad de estudio, que
guiard el trabajo durante todo el recorrido y oficiard de motor para la busqueda
de respuestas y nuevas cuestiones. Esta “cuestion generatriz” (), debe ser consi-
derada por la comunidad de estudio como una cuestioén a resolver, en un sentido
fuerte y debe ser lo suficientemente problematizadora para demandar la puesta en
marcha de una verdadera investigacién por parte de los estudiantes (Chevallard,
2001, 2013)).

La cuestion Q, junto con las diversas cuestiones que se derivardn de su estudio,
van a ser en realidad el origen, motor y razén de ser de todo el proceso de estudio.
Esto no significa que () sea inmutable sino que, al contrario ), evoluciona y se
desarrolla a lo largo del proceso de estudio.

El proceso de modelizacién. Las actividades de modelizacién proveen una visién
integrada de la matemaética y permiten reconstruir en el aula una parte esencial
del “quehacer” de la disciplina. Hay ciertos aspectos esenciales en un proceso de
modelizacién que se desarrollardn de acuerdo a cuatro estadios (Bolea, 2003):

(1) Planteamiento de la situacién problema y delimitacién de las cuestiones a
estudiar.

(2) Construccion del modelo, determinacién de las variables, planteamiento
de hipétesis, relaciones y formalizaciéon de dichas relaciones.

(3) Trabajo con el modelo para dar respuesta a las cuestiones planteadas.

(4) Interpretacion de los resultados y planteamiento de nuevas cuestiones.

En todo el proceso, que acabamos de describir, los saberes no aparecen aislados,
sino relacionados a través de una problemadtica, por lo tanto, la actividad de mo-
delizacién permite realizar en el aula un trabajo anédlogo a la actividad cientifica,
centrado en la produccién matematica de los alumnos. Ademas, al requerir que
los alumnos tomen decisiones sobre la pertinencia de los recursos que ponen en
juego y se hagan responsables de sus resultados, validdndolos y confrontandolos
con sus pares, es decir, que realicen un trabajo de reflexién sobre los problemas le
imprime a la clase de matematica un valor formativo que va mas alla de la mate-
matica.

Los momentos diddcticos. La consideracién de diversos procesos de construc-
cién matemaética permite detectar aspectos invariantes presentes en todos ellos,
esto es, dimensiones o momentos que estructuran cualquier proceso de elabora-
cién matemadtica, independientemente de sus caracteristicas culturales, sociales,
individuales o de otra indole.
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La nocién de momento didictico fue introducida por (Chevallard, 1999) y se uti-
liza no tanto en el sentido cronolégico como en el sentido de dimension de la ac-
tividad. Asi, el proceso de estudio se sitia en un espacio determinado por seis
momentos didacticos: 1) el momento del primer encuentro con un determinado ti-
po de tareas; 2) el momento exploratorio del tipo de tareas y la elaboracién de una
técnica; 3) el momento de construccion de un entorno tecnoldgico- teérico (que expli-
que y justifique las técnicas puestas en funcionamiento, asi como que permita la
construccion de nuevas técnicas); 4) el momento de trabajo de la técnica (que provoca
la evolucién de las técnicas existentes y la construccién de nuevas técnicas); 5) el
momento de la institucionalizacion (que delimita y precisa aquellos elementos consti-
tuyentes de la organizacién matemaética construida) y 6) el momento de la evaluacion
de la praxeologia construida. Ahora bien, la estructura del proceso de estudio no
es lineal.

Cada momento puede ser vivido con distintas intensidades, en diversos tiem-
pos, tantas veces como sea necesario a lo largo del proceso de estudio, e incluso
es habitual que algunos de ellos aparezcan simultdneamente. Lo que si es impor-
tante destacar es que cada uno de los seis momentos del estudio desempefia una
funcién especifica necesaria para llevar a buen término el proceso y existe una
dindmica interna global que se manifiesta en el caracter invariante de ciertas rela-
ciones entre dichos momentos.

§3. Metodologia y desarrollo del taller

El disefio, desarrollo y andlisis de esta actividad se realiz6 en el marco del pro-
yecto de investigacion titulado “La modelizacién matematica en la formacién del
profesorado”, financiado por la Secretaria de Ciencia y Técnica de la Universidad
Nacional del Comahue, Neuquén, Argentina. El objetivo general de este proyecto
de investigacion es el de avanzar en la elaboracién y difusién de nuevas propues-
tas diddcticas, tanto para la ensefianza de la matematica como para la formacién
del profesorado, que permitan integrar la actividad de modelizacién y potenciar
una ensefianza funcional de las matemaéticas.

El taller fue pensado como una actividad de extensién del proyecto, para ser
desarrollada con estudiantes del altimo afio de la escuela secundaria. En él se
aborda la resolucién de un problema que surge de una situacion real que los estu-
diantes deberadn afrontar con los conocimientos que posean y crean convenientes.
Para su desarrollo es primordial encontrar un modelo matemaético que permita, a
través de su andlisis, dar respuesta a la cuestién planteada.

La cuestion generatriz que gui6 el recorrido realizado en el taller fue seleccio-
nada del libro La Modelizacién Matemitica en el Aula. Posibilidades y Necesidades, de
Silvia Segal y Diana Giuliani (Segal & Giuliani, 2008) y redisefiada e implemen-
tada por integrantes el grupo de investigacion. El problema consiste en buscar la
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manera de graduar una varilla que permita medir el nivel de agua en un bebedero
correspondiente a un determinado volumen.

Relato de la experiencia. La experiencia del taller que desarrollamos en este traba-
jo sellevé a cabo con estudiantes que estaban cursando el altimo afio (6° afio) de la
Escuela Provincial de Educaciéon Técnica N° 7 (EPET 7) de la ciudad de Neuquén.
La eleccion del lugar para llevar a cabo el taller se debi6 a una solicitud realizada
por una docente de Matematica de dicha institucién al grupo de investigacion.

Es importante destacar que debido ala modalidad de escuela técnica, durante el
ciclo superior (5° y 6° afio) los estudiantes no tienen ninguna materia especifica de
matematica. Ellos cursan su dltima materia con contenido matematico especifico
en 4° afno, la materia se denomina Anélisis Matematico.

La docente que nos propuso realizar el taller en la EPET 7 es Profesora en Ma-
temadtica y es docente de esta instituciéon en 1° y 3° afio. Su interés estaba puesto
en poder brindar a los estudiantes del Gltimo afio un espacio de encuentro con
miembros de la comunidad Universitaria que ayudara, de alguna manera, a reto-
mar los contenidos matematicos estudiados en afios anteriores y a la vez sirviera
de incentivo a los estudiantes para seguir estudios universitarios particularmen-
te relacionados con las ciencias exactas, ya que muchos de ellos sentian temor e
inseguridad de tomar esa decisién.

La propuesta del taller realizada desde el proyecto de investigacién fue acepta-
da por las autoridades de la EPET 7, pero debido a lo mencionado anteriormente,
los estudiantes no contaban con horas de matematica donde pueda ser desarrolla-
do el taller, por lo que los encuentros se realizaron dentro de espacios curriculares
cedidos por docentes de otras asignaturas de la escuela. Fueron cuatro encuentros,
uno por semana, y el tiempo de duracién de cada uno fue de 80 minutos aproxi-
madamente. Asistieron a los encuentros entre 15 y 20 alumnos de un total de 25
alumnos que estaban cursando 6° afio.

Las coordinadoras del taller fueron una docente del Departamento de Mate-
maética de la Universidad Nacional del Comahue y una estudiante del altimo afio
del Profesorado en Matematica de la misma Universidad, ambas integrantes del
grupo de investigacion antes mencionado.

Algunas caracteristicas generales del taller son:

e El trabajo se realiza en grupos de 2 o 3 integrantes.

e Luego de cada encuentro, los estudiantes entregan en forma escrita todo
lo desarrollado por el grupo durante ese dia.

e La asistencia al taller no es obligatoria, es un taller dictado en forma extra-
curricular, aunque en horario de clases.
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e El taller no cuenta con una instancia de acreditacién pero si se les otorga
a los estudiantes un certificado de asistencia expedido por la Universidad
Nacional del Comahue.

A continuaciéon describiremos en forma resumida los cuatro encuentros reali-
zados.

§4. Primer encuentro

En el primer encuentro se les pidi6 a los alumnos que armaran grupos de dos o
tres integrantes, los cuales se mantendrian durante los demés encuentros. Se con-
formaron siete grupos, se le entreg6 a cada uno un folio con el problema a resolver
y hojas en blanco en las cuales debian desarrollar su trabajo, luego esas hojas de-
bian ser entregadas a las coordinadoras del taller al finalizar cada encuentro. Esto
nos permiti6 realizar un andlisis detallado de sus producciones.

El problema, al que denominamos “El problema del bebedero” se plante6 de
la siguiente manera:

En el campo, algunos bebederos para animales tienen una forma como la que se mues-
tra en la imagen (Figura 1). Necesitamos incorporar sobre una de las caras del bebedero,
en forma vertical, una varilla graduada que indique el nivel de agua correspondiente a
100, 200, 300,... litros. ;Cémo podriamos hacer para graduar la varilla si no tenemos la
posibilidad de incorporar agua al bebedero?

Ficura 1. Bebederos.

Una vez presentado el problema, los grupos comenzaron a debatir y analizar
la situacion planteada. En este momento del “primer encuentro” con el problema,
lo que surgié como propuesta inicial es hacer un dibujo del bebedero, a continua-
cién los grupos plantearon la necesidad de conocer las medidas por lo que las
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Ficura 2. Dibujo del bebedero.

coordinadoras les facilitamos las medidas internas del bebedero. El dibujo con el
que finalmente se trabajo6 en el taller se muestra en la Figura 2:

Este momento del “primer encuentro” con la cuestién a estudiar, es muy impor-
tante para que los alumnos se apropien de la situaciéon, busquen herramientas que
les permitan dar algun tipo de respuesta, se hagan nuevas preguntas y comien-
cen a elaborar estrategias de resoluciéon. Es un momento de mucha libertad en el
cual ponen en juego sus conocimientos y hacen uso de las diferentes herramientas
matematicas y tecnolégicas que dispone cada uno de ellos.

Luego de un tiempo de exploracién por parte de los estudiantes, las coordi-
nadoras intervenimos con preguntas estratégicas para ayudar a la indagacion del
problema:

Si tuviéramos la posibilidad de verter 100 litros de agua y hacer una marca en la varilla,
¢donde pondrian la marca de los 200 litros?

La respuesta de varios de los alumnos fue que pondrian la marca de los 200 li-
tros repitiendo la marca de los 100 litros dos veces. Esto da cuenta de lo arraigada
que estd en los estudiantes la técnica de resolucién de un problema con magnitu-
des a partir de la proporcionalidad. En este sentido, la investigacion desarrollada
por (Garcia, 2005) permite entender esto como un claro fenémeno de desarticula-
cién en la escuela secundaria entre el estudio de la relaciéon de proporcionalidad
y el resto de las relaciones funcionales.

Unos pocos alumnos detectaron que, por la forma del bebedero, no era correcto
repetir la misma marca dos veces. Luego de debatir esta situacién con toda la
clase, se lleg6 a la conclusion de que la graduacién de la varilla no seria en forma
proporcional.

Para continuar, se les pregunt6 qué otras cuestiones habian surgido en los gru-
pos y una de ella fue:

;Cudntos litros de agua tiene el bebedero cuando estd lleno?
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A partir de esta cuestién los grupos comenzaron un trabajo exploratorio para
poder hallar la capacidad del bebedero en litros. Algunos alumnos inmediata-
mente comenzaron a calcular el volumen del bebedero, sin embargo esta relacién
entre la cantidad de litros y el volumen de la figura no fue obvia para todos.

Este trabajo fue muy interesante ya que en los grupos emergieron diferentes
técnicas para hallar el volumen, que fueron discutidas y validadas entre ellos. Ca-
be destacar que los alumnos no recordaban cémo determinar el 4rea de la cara
trapezoidal, sin embargo para sortear este obst4culo, transformaron el trapecio en
figuras de &rea conocida como tridangulos o rectangulos.

Una de las técnicas desarrolladas por uno de los grupos consistié en dividir la
cara trapezoidal del prisma en dos figuras, un trapecio rectangular y un tridangulo
rectdngulo, luego desplazaron el tridngulo rectdngulo completando un rectangulo
de base 0,7 metros y altura 0,4 metros, asi mantuvieron la misma profundidad
del prisma original pero su cara pasé a ser un rectdngulo. Finalmente, como se
muestra en la Figura 3, calcularon el volumen del bebedero como

V=04x0,7x4=1,12m3.

Yol. 0u-0F-4 . 402w

{1000 L

Ficura 3. Técnica para calcular el volumen.

Otra técnica desarrollada por uno de los grupos consistié en dividir el trape-
cio en tres partes, en un rectdngulo y en dos tridngulos rectangulos. Calcularon
el volumen de cada cuerpo: un prisma de base rectangular y dos prismas de base
triangular, manteniendo la profundidad, finalmente sumaron los resultados ob-
tenidos (Figura 4).

Mientras los alumnos buscaban estrategias para calcular el volumen, surgieron
cuestiones en los grupos como por ejemplo: ;Cémo calcular los litros a partir del
volumen? ;En qué unidad de medida conviene trabajar?

Se les propuso entonces que hicieran uso de internet o que consultaran en algin
libro las respuestas a esas cuestiones. Algunos grupos recordaban la equivalencia
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FiGura 4. Técnica para calcular el volumen.

1 dm? =1 litro, por lo cual pasaron todas las medidas a decimetros, otros gru-
pos decidieron trabajar en centimetros ya que recordaban las unidades que tienen
los envases de gaseosa (1/2 litro = 500 cm3). Dando como resultado final que la
cantidad de litros que puede contener el bebedero cuando esta lleno es de 1120
litros.

Enla puesta en comiin, al finalizar esta primera actividad, cada grupo expuso la
técnica desarrollada para determinar el volumen del bebedero. Luego se buscaron
similitudes y diferencias entre las distintas propuestas.

A continuacién se realizé una actividad que consistié en que cada grupo de-
terminara, con la técnica que habia desarrollado anteriormente, una férmula del
volumen de un bebedero similar pero de altura H, base mayor B, base menor b.
Asi en la pizarra se fueron escribiendo las distintas férmulas, dando cuenta de los
diferentes modelos utilizados por cada grupo y los pardmetros que determinan
dicho modelo. (Figura 5)

G ’ x s P

G(Wo!l: \Ju:H;Q_@
- (o=b), g

Pl
e H.2.® - -1, H. 2
7

65002 Vet - W { b+ Bt ]
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Ficura 5. Férmulas para el cdlculo del volumen
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La escritura del volumen por medio de parametros dio lugar a la siguiente cues-
tién planteada a los alumnos: ;Para determinar el volumen de un prisma rectangular
con la forma del bebedero, se puede usar cualquiera de las formulas desarrolladas en el
pizarrén? ;Son formulas equivalentes?

Esta actividad tenia como objetivo que los alumnos realicen un trabajo alge-
braico. El trabajo realizado por los grupos fue un trabajo muy rico en cuanto a
validacién de férmulas y equivalencia entre las mismas, lo que llevé a un trabajo
algebraico intenso, que dejoé en evidencia las dificultades de los alumnos en este
tipo de tareas.

El empleo de parametros da al dlgebra elemental su pleno alcance y pone de
manifiesto la funcién de las expresiones algebraicas, sin embargo, en la escuela
las letras juegan tinicamente el papel de incoégnitas, los parimetros estin ausentes
(Bolea, 2003).

§5. Segundo encuentro

Como se incorporaron algunos estudiantes que no participaron del encuentro
anterior, se retomaron cuestiones puntuales y estos nuevos alumnos se integraron
a los grupos ya formados. Para continuar les preguntamos:

¢Serd posible graduar la varilla ahora que conocemos la cantidad total de litros del be-
bedero?

En general los grupos que llegaron a responder esta pregunta lo hicieron por
medio de la regla de tres simple, es decir plantearon la cantidad total de 1120
litros a una altura de 40 cm y de manera proporcional calcularon la altura co-
rrespondiente para los 100 litros, 200 litros, etc. Aqui nuevamente nos volvimos a
encontrar con este obstaculo didactico que tiene que ver con el tipo de tareas que
se resuelven habitualmente en la escuela, en este caso relacionando magnitudes
en forma proporcional o inversamente proporcional, y dejando de lado aquellas
que tienen que ver con relaciones funcionales mas complejas (Garcia, 2005).

Es por esto que se les propone a los grupos pensar en cudntos litros de agua
habria en el bebedero si el nivel de agua llega hasta la mitad. Algunos respondie-
ron rdpidamente que habria 560 litros, es decir, la mitad de la cantidad total. Sin
embargo esta conjetura fue refutada por otros comparieros que daban cuenta de la
forma del bebedero y la no proporcionalidad. Algunas de sus expresiones fueron:
“la parte de abajo es mds chica que la de arriba”, “abajo se llena mas rdpido que
arriba, por lo tanto tiene menor cantidad de agua”.

Para tratar de responder la cuestion planteada, emergié entre los alumnos la
pregunta “;cudl es la medida de la base mayor del trapecio isésceles que forma el agua
dentro del bebedero?”, asi el problema derivé en la resolucién de esta nueva cuestion.
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Algunos grupos la respondieron en forma intuitiva de la siguiente manera: “si
dividimos a la mitad la altura del tridngulo de base 1dm y altura 4dm, aparece
otro tridngulo cuyas medidas son la mitad del tridngulo anterior, entonces la base
mide un medio, por lo que la base mayor del trapecio medirad 0,7 dm” sin poder
justificarla ni dar cuenta que lo que estaban utilizando era semejanza de tridn-
gulos; otro grupo usé como técnica de resolucién relaciones trigonométricas (ver
Figura 6).
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Ficura 6. Uso de la tangente como herramienta.

Continuamos el recorrido con las siguientes preguntas: ;Cudntos litros de agua
habria si el nivel del agua llegara a los 10 cm? ,; a los 12 cm? y a los 7 cm?

Unicamente los grupos que habian llegado a justificar la respuesta anterior uti-
lizando la tangente o semejanza de tridngulos pudieron responder estas nuevas
preguntas.

Luego de compartir el trabajo realizado por todos los grupos llegamos a la con-
jetura de que hay una relacién entre la altura del nivel de agua que hay en el
bebedero y el volumen que determina la misma.

Se les propone buscar dicha relacién, esta es una parte del proceso de modeli-
zacion a la cual los alumnos no estan habituados, ya que tienen que identificar las
medidas que permanecen fijas y las que no. La siguiente figura muestra como se
identificaron las variables. (Figura 7)
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=

Ficura 7. Identificacién de variables.

Ficura 8. Relacién entre z y h.

Si bien, en este encuentro no se llegé a justificar completamente la conjetura
planteada, algunos grupos lograron determinar la relacién entre hy z: « = 2. En
la Figura 8 se muestra lo desarrollado por uno de los grupos.

Este segundo encuentro finalizé con la puesta en comun de lo desarrollado por

cada grupo en la bisqueda de la relacién entre i y x.

§6. Tercer encuentro

En este encuentro se trabaj6 en la biisqueda de la relacién entre el volumen y
la altura del nivel de agua a partir de la relacién hallada en el encuentro anterior.
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Para establecer dicha relacién, cada grupo persisti6 en la utilizacién del mode-
lo para el calculo del volumen que habian propuesto en el comienzo del recorrido
(a pesar de haber compartido con otros grupos férmulas méas simples). Esto llevé
a que en algunos grupos la férmula final a la que llegaban fuera muy extensa, y
complicada de manipular, por lo que las coordinadoras les sugerimos que inten-
taran llegar a una férmula simplificada. Esta tarea no fue f4cil para ellos ya que
nuevamente el obstaculo del trabajo algebraico se hizo presente.

En la Figura 9 se muestra como un grupo utiliza la férmula del volumen que
hallaron en el primer encuentro y la relacién establecida entre = y h para escribir el
volumen en funcién de la altura del nivel de agua. Luego por medio de un trabajo
algebraico logran llegar a una férmula simplificada.

Ve to(2) 4 a0.p

\/=10. h% + L¥o.h ( Inihm \5

Ficura 9. Volumen en funcién de la altura del agua.

Finalmente se realizé una puesta en comun de las férmulas que habia obteni-
do cada grupo, y concluimos el tercer encuentro institucionalizando una férmula
simplificada que permite expresar el volumen (en dm?) en funcién de la altura del
agua: v(h) = 10h? + 240h.
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§7. Cuarto encuentro

En el cuarto y dltimo encuentro debiamos dar cuenta de la respuesta que da-
riamos a la pregunta inicial ;Cémo graduamos la varilla?. Luego de realizar entre
todos un repaso de todo el recorrido realizado hasta el momento, se les propuso
a los grupos que completaran la siguiente tabla:

litros | 100 | 200 | 300 | 400 | 500 | 600 | 700 | 800 | 900 | 1000 | 1100 | 1120 v

altura
del agua

Como ya habian trabajado con la equivalencia entre un litro de agua y un deci-
metro cubico, los alumnos relacionaron en forma inmediata los litros con el volu-
men y usaron la férmula de volumen en funcién de la altura del agua institucio-
nalizada en el encuentro anterior para completar la tabla. Primero reemplazaron,
en la férmula mencionada, el volumen por los litros establecidos en la tabla, y a
continuacién el objetivo era determinar la incégnita i de la ecuacién cuadrética
obtenida.

La mayoria de los grupos aplicaron la técnica de “Baskara” para resolver la

ecuacion cuadratica, descartando uno de los resultados por ser negativo. (Figura
10)

) \ oo Y Vi TS

Ficura 10. Resolucién correcta de ecuacion cuadrética.

Dos de los grupos intentaron despejar h cometiendo errores algebraicos y lle-
gando a resultados absurdos, como lo muestra la Figura 11.

Los integrantes de estos dos grupos llegaron a observar que el resultado obte-
nido no era correcto, pero no supieron cémo abordar la resolucién de la ecuacién
cuadréatica de otra manera. Finalmente los demés grupos compartieron sus reso-
luciones y entre todos los alumnos completaron la tabla, logrando asi graduar la
varilla. De esta manera se dio por finalizado el recorrido.

Con respecto a la tiltima columna de la tabla, la intencién de las coordinadoras
era aproximarse al estudio de la funcién inversa, pero por falta de tiempo no se
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i AT

Ficura 11. Resolucién errénea de ecuacion cuadrética.

logré este objetivo. Otra parte de la actividad que no pudo ser realizada es un
trabajo con el software Excel. Se habia pensado que podria surgir del propio grupo
de estudiantes, como esto no fue asi, simplemente al finalizar el recorrido se les
mostré cémo se podria haber completado la tabla de manera muy rapida a partir
de este medio tecnolégico.

§8. Reflexiones finales

Mediante el desarrollo de este taller los estudiantes pusieron en juego conoci-
mientos relacionados con la manipulacién de expresiones algebraicas, con el siste-
ma métrico decimal, con el cdlculo de areas, con la nociéon de semejanza de tridn-
gulos, tangente y dependencia funcional entre variables. Si bien no fue llevado
a cabo en esta oportunidad, también se podria haber indagado y profundizado
sobre el modelo cuadrético y sobre nuevos modelos en funcién de la forma del
bebedero.

La eleccién de las herramientas necesarias para abordar la cuestion recay6 en
todo momento sobre los alumnos, esta actividad, realizada en grupos, los llevé
a buscar diferentes estrategias de resolucion, validar los resultados y reflexionar
sobre lo que cada grupo desarrollaba, y a la vez les permitié descubrir algunos
errores que habitualmente se cometen al realizar operaciones algebraicas.

Como también se afirma en (Barquero, 2009), destacamos la importancia que
ha tenido el momento exploratorio y el del trabajo de la técnica en la evolucién del
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taller. Potenciar la “vivencia” de estos momentos permitié a los alumnos respon-
sabilizarse de muchas tareas que en la cultura mas “tradicional” estdn comple-
tamente ausentes, como son la formulacién de hipétesis, el planteo de cuestiones
problematicas a tratar, la eleccién de las herramientas matematicas adecuadas, etc.

La mayoria de los alumnos demostré muchisimo interés por llegar a resolver
los diferentes desafios que les fueron propuestos en cada encuentro, y a pesar de
que no todos pudieron estar en los cuatro encuentros realizados, ante la ausencia
intentaban acoplarse a la actividad que se estaba realizando y asi poder trabajar
junto a los demds compafieros, esto dejé en claro el interés que gener6 la actividad
planteada.

En la elaboracién de secuencias de ensefianza y aprendizaje a partir de REI,
aparece en todo momento la necesidad de elaborar un nuevo contrato didéctico,
que provoca cambios en las responsabilidades del profesor y el alumno y también
en el modelo epistemolégico actual de la actividad matemaética. Si bien esta no es
una tarea sencilla dentro de una institucién escolar, en este caso no se tuvo mayo-
res dificultades por tratarse de un taller extra curricular y con docentes ajenos a
la institucion.

Un aspecto negativo que se destaca en esta implementacion se refiere al poco
tiempo del que se dispuso para realizar el recorrido. Al no conformar parte de
ningtn espacio curricular, las horas debian ser cedidas por los docentes y esto no
fue bien recibido por algunos colegas de otras disciplinas.

Para finalizar, queremos agregar que estamos convencidos de que la manera
de aprender matemaética es “haciendo matematica”, que debemos darle a los es-
tudiantes esta oportunidad maravillosa de descubrir el potencial del saber mate-
matico, sin embargo sabemos que llevar este tipo de dispositivos al aula conlleva
un proceso de cambio en las diferentes concepciones de la matematica que pue-
dan tener los docentes, por esto es fundamental contar con espacios y tiempo para
que los docentes puedan interactuar entre pares y con colegas de otras disciplinas
para repensar sus proyectos de ensefianza.
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gSabias que... por Leandro Cagliero y Ricardo Podesti

se puede obtener el drea de un circulo a partir del drea de un tridngulo?

Es decir, ;sabias que, se puede deducir la férmula del 4rea de un circulo co-
nociendo la férmula del area del tridngulo y que 7 es la razén entre la longitud
de la circunferencia y su didmetro? Se hace asi: Supongamos que tenemos un cir-
cunferencia C' de radio r. ;Cémo obtenemos el drea dentro de C' a partir de un
triangulo? Pues, jdesenrollando el circulo!

Podemos pensar que el circulo C estd formado por infinitos circulos concéntri-
cos C; todos con el mismo centro y radios t que van de 0 a , donde C,. = C.

Si desenrollamos los circulos (pensemos que son hilos) obtenemos segmentos
de longitudes 27t con 0 < ¢ < r. Como resultado obtenemos un tridngulo rectan-
gulo T" con base b igual a la longitud de la circunferencia y altura h igual al radio
de C, por construccion.

Sabiendo que 7 es la razén entre la longitud de la circunferencia y su didmetro,
obtenemos que b = 277

b= 2nr

De esta manera, obtenemos la conocida férmula para el area del circulo

A(C) = A(T) = sbh = 1 (27r) - 7 = 7.

El area del circulo fue estudiada por los antiguos griegos. Eudoxo de Cnidos, en el siglo V
a.c., hall6 que el drea del circulo es proporcional al cuadrado del radio. Arquimedes usé la
geometria Euclidea para demostrar que el area del circulo es igual al drea de un tridngulo
rectdngulo cuya base es la circunferencia del circulo y cuya altura es el radio de la misma.
Previo a Arquimedes, Hipdcrates de Quios fue el primero en demostrar que el drea de un
disco es proporcional al cuadrado de su didmetro, como parte de la cuadratura de la ldnula
de Hipdcrates (ver ;Sabias que...? del Vol. 33, No. 3, 2018), pero no identific6 la constante de
proporcionalidad.
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