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SOBRE CARTAS, DESCARTES,
Y UN PROBLEMA DE JOSEPHUS

Carlos D’Andrea y Adrian Paenza

§1. Introduccién. El Problema

Muchos de los problemas de matematica que Ud. encuentra en un libro, en la
contratapa de un diario, o en un desafio de esos para entretenerlo arriba del bus,
metro o tren, tienen origenes insdlitos, y una etapa de elaboracién que incluye a
varias personas que van “degustando” y modificando el enunciado junto con sus
posibles soluciones. Como si todo un equipo de cocina estuviera dedicado a la
creacion de un plato que Ud. degustara al final. Como suele ocurrir en la gastro-
nomia, Ud. no puede ver lo que ocurre en la cocina (y a veces es mejor que no lo
vea), pero es un proceso realmente interesante que merece la pena documentarse
y en algunos casos compartirse. Aqui le presentamos uno de ellos.

A fines de marzo de 2014, Adrian le escribi6 el siguiente mensaje a Carlos:

...te escribo en este caso porque queria contarte un problema que me envia-
ron, cuya solucion CONOZCO, pero no porque la hubiera detectado yo, sino
porque fue incluida por el sefior que me la presenté (Luis Crippa, un lector de
Pigina 12).

Me resulta muy interesante el problema y lo voy a escribir acd, pero me intere-
saria saber cémo pensarlo porque hasta acd, no pude llegar a la solucién que él
propone y que es hiper-elegante y muy interesante también... pero estoy seguro
que a vos (o a Martin Sombra, o a alguno de tus amigos de la Universidad de
Barcelona) se les va a ocurrir, y entonces me dard oportunidad de poder escribir
sobre el problema. Acd va...
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Suponé que hay un mazo de cartas numeradas y ordenadas en forma creciente.
No importa el niimero, digamos que estin apiladas de esta forma:

1,2,3,4,5,...,(n-1),n.

El proceso que se le hace a este mazo es muy sencillo: uno toma el mazo, pone la
primera carta al final de la pila (es decir, la primera ahora pasa a ser la tiltima
carta en el mazo), y tira (descarta) la sequnda, pone la tercera al final del mazo,
y tira la cuarta, pone abajo la quinta, y descarta la sexta... efc... etc.... y asi se
repite esto hasta que queda una sola carta. EI objetivo es encontrar la 1iltima
carta en funcion de n, el niimero inicial de cartas.

Las primeras en descartarse son las pares, claramente, pero llegar hasta la que
era la iiltima carta en la formacion inicial, dependerd de la paridad y otras cosas
de ese tipo. De hecho, tengo soluciones parciales (y también la solucion final,
pero no sé como pensarlo)... Nada mds por ahora... Si tenés tiempo y ganas...

alli fue.

Le sugerimos “jugar” un rato a este juego con un mazo con pocas cartas (es
decir, n pequefio) para asegurarse de haber entendido las reglas del mismo. Por
ejemplo, si uno tuviera un mazo de 5 cartas ordenadas asi: 1-2-3-4-5, la secuencia
de cartas descartadas serfa: 2,4, 1, 5. Asi que la carta “ganadora” -la que nunca fue
retirada del mazo- seria la nimero 3. Y si hubieran 8 cartas, se descartarian en este
orden: 2,4,6,8,3,7,5, y “ganarfa” la carta nimero 1.

§2. Un problema recuerda a otro

Como en la casa de Carlos no hay mazos de cartas (y Carlos estaba en su casa),
tuvo que buscarse un computadora que simulara el juego. Unos minutos maés tar-
de, con unas lineas de cédigo, consigui6 calcular la siguiente tabla. Llamaremos
f ala funcién que a cada n le asigna la carta “ganadora” del juego, es decir que
f(n) es la tltima carta que queda luego de realizar el descarte de todas las otras.
La tabla de los primeros valores de f es esta:

n_| f(n) n_| f(n)
11 1117
2 |1 129
3|3 13|11
4 |1 1413
5|3 15|15
6 |5 16| 1
7 |7 173
8 |1 185
9 |3 197
10 |5 209
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Sobre cartas, descartes, y un problema de Josephus 9

Los ntimeros que aparecen en esta tabla en principio no dicen mucha cosa, o al
menos a Carlos no le decian mucho. ;A usted si? Este es un buen momento para
que piense, a ver si la tabla le sugiere algo, si encuentra algtin patrén, férmula,
etc... Esta claro (y le proponemos demostrar esto que sigue como ejercicio) que si
n es una potencia de 2, la tltima carta que quedaré en el “mazo” serd la nimero
1, es decir f(n) =1 si n = 2* para algan entero no negativo k.

Pero habia algo en esta tabla que le sonaba familiar a Carlos, y se le vino a
la cabeza el Problema 3 de la 29° Olimpiada Matematica Internacional que tuvo
lugar en Canberra, Australia, en 1988, que dice asi [4]:

Una funcion g se define sobre los enteros positivos como

g(1) =1,
9(3) =3,
9(2n) = g(n),

g(dn+1)=2g(2n+1) - g(n),
g(d4n+3) =3g(2n+1) - 2g(n).

Determina todos los enteros positivos n menores o iguales que 1988 para los
cuales g(n) = n.

Este enunciado poco tiene que ver con cartas y descartes, pero lo que en reali-
dad recordaba Carlos no era tanto el enunciado del problema, sino la solucién que
encontré (no él, la que encontré escrita por ahi) del mismo y que comenzaba con
algo asi: “hagamos una tabla de los primeros valores de ¢g”. Y la tabla era ésta:

n_|g(n) n_|g9(n)
1 [1 1113
2 |1 123
3 |3 13|11
4 |1 147
515 15| 15
6 |3 16 | 1
7|7 17 | 17
8 |1 189
9 19 19 | 25
105 20 |5

Que tampoco le decia mucho a Carlos esta tabla. Lo bueno venia en el paso
siguiente de la resolucién que encontr6 él de ese problema: “Escribamos ahora en
binario esta tabla”, es decir, escribamos los valores de n y g(n) en base 2:
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n o] [n g
1 1 1011 | 1101
10 1 1100 |11

11 11 1101 | 1011
100 |1 1110 | 111
101 | 101 1111 | 1111
110 |11 10000 | 1

111 | 111 10001 | 10001
1000 | 1 10010 | 1001
1001 | 1001 10011 | 11001
1010 | 101 10100 | 101

Y acto seguido venia en esa resolucién que encontré Carlos, la frase “conjetu-
ramos inmediatamente que g(n) = el nimero que resulta de escribir "el reverso’
de n en base 2”. Observe la tabla y vera que “al dar vuelta” (es decir leer de de-
recha a izquierda) los digitos de -por ejemplo- 1100, se obtiene el niimero 0011,
que misteriosamente coincide con el valor de g de este niimero. Y asi con todos
los otros pares de la tabla. Una vez hecha esta conjetura, no es dificil demostrar-
la por induccién utilizando las propiedades de g que se dan en el enunciado, y el
Problema 3 de la IMO se convierte en “calcular cudntos niimeros enteros positivos
menores o iguales que 1988 son capictias en base 2”, un ejercicio facil de resolver.

§3. La Conjetura

Volviendo a nuestro problema, como a Carlos no se le ocurria ningtn patrén
mirando la tabla de f(n) en notacién decimal, hizo lo tnico que se le vino a la
cabeza en ese momento, la pasé a binario:

f(n) n f(n)
1 1 1011 | 111
10 1 1100 | 1001
11 11 1101 | 1011
100 |1 1110 | 1101
101 |11 1111 | 1111
110 | 101 10000 | 1
111 | 111 10001 | 11
1000 |1 10010 | 101
1001 | 11 10011 | 111
1010 | 101 10100 | 1001

Con todo el “pre-calentamiento” hecho hasta aqui, uno tendria que estar ten-
tado a decir “conjeturamos inmediatamente que....” pero... ;qué es lo que conje-
turamos? Le sugerimos a Ud. que piense un rato estudiando esta tabla para ver si
aparece alguna conjetura antes de seguir.
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Ahora viene la nuestra.

Conjetural. f(n)es el niimero que resulta de “quitarle” a n -escrito en binario- el primer
digito de la izquierda, y colocarlo como uiltimo digito (a la derecha).

Por ejemplo, si el nimero es -en binario- 100111, al quitarle el digito de la iz-
quierda y agregarlo al final de todo, queda 001111, o sea que f(100111) deberia ser
11111, lo cual se puede confirmar rdpidamente. Y claramente si n es una potencia
de 2, en binario tendria que escribirse como 1000...000, y de alli sale rdpidamente
que

f(n) = £(1000...000) =000...0001 =1
que es lo que ya sabiamos.

Quizas Ud. haya llegado a alguna conjetura pero que no involucra para nada
los ntimeros binarios y se sienta desanimado. No tire por la borda lo que haya
pensado porque quizas esta en lo cierto, o por buen camino. Hay una manera de
enunciar la conjetura de mas arriba sin pasar por la escritura binaria.

Conjetura 2. Sin =2/ +kcon 0 <k <27, entonces f(n) =2k + 1.

Le proponemos como ejercicio demostrar que ambas conjeturas dicen la misma
cosa. Para ello es suficiente con recordar que todo entero positivo n se escribe de
manera Gnica como n = 27 + k con j, k enteros no negativos y 0 < k < 27. De hecho,
271 es la primer potencia de 2 mayor que n, y j + 1 es la cantidad de digitos que
tiene n en base 2.

¢Coémo se podria demostrar cualquiera de las conjeturas de més arriba? El Pro-
blema 3 de la IMO de 1988 se resolvia rapido"porque habian algunas propiedades
de la funcién g que uno podia utilizar luego para demostrar por induccién que
esa funcién daba vuelta todos los digitos en binario del ndmero inicial, pero en
nuestro juego no existen tales propiedades. ;O si? Quizas habria que encontrar
algunas propiedades de f que también cumpla esa operacién extrafia de quitar
un digito en binario y trasladarlo hacia la derecha. Jugando un poco con sus pro-
piedades, Carlos encontro las siguientes caracteristicas de tal funcién. No es dificil
de demostrar por induccién el enunciado siguiente, que también dejamos como
ejercicio para el lector:

Proposicién 1. Si h se define sobre los enteros positivos como:
h(l) =1,
h(2n) =2h(n) -1,
h(2n+1) =2h(n) +1,
entonces h(n) es el niimero que resulta de quitarle a n su digito mds significativo (el de la

izquierda) cuando se lo escribe en base 2, y agregarlo como digito de las unidades (el de la
derecha), siempre en la misma base.
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Obviamente que “el resto” del trabajo es mostrar que h(n) y f(n) -nuestra
funcién que cuenta las cartas ganadoras- son la misma funcién. Esta claro que
f(1) =1=h(1),y también es facil de demostrar que f(2n) = 2f(n) - 1, ya que esto
solamente dice que al comenzar con un mazo con un nimero par (2n) de cartas,
después de la primer pasada nos quedan solamente las cartas impares. O sea que
la ganadora de ambos juegos —de un mazo de 2n cartas numeradas de 1 a 2n 'y
de un mazo de n cartas numeradas 1,3,5,7,...— es la misma carta, solo que hay
que “traducir” la numeracién natural de la primera con respecto a la segunda, y el
“diccionario” justamente es f(2n) = 2f(n) - 1. En la seccién que sigue, se muestra
con més detalle este argumento.

La que no resultaba facil (al menos no le resultaba facil a Carlos) de mostrar
era la otra propiedad, que f(2n + 1) = 2f(n) + 1. Luego de varios frustrados in-
tentos, Carlos decidi6 hacer caso a Adridn y llevar el problema a sus amigos de
la Facultad de Matematicas e Informatica de la Universidad de Barcelona, Martin
Sombra -mencionado por Adrian en su mensaje inicial- uno de ellos. Martin no
estaba ese dia por alli, pero comparte oficina con Juan Carlos Naranjo, quien tuvo
que escuchar las exploraciones, conjeturas y frustraciones de Carlos, y como era
de esperarse una hora y media mads tarde Juan Carlos tenia el problema resuelto.

§4. Solucién de Juan Carlos Naranjo

Recordemos que f(n) es la carta que queda tdltima. Esta claro que f(1) = 1.
Vamos a demostrar estas dos igualdades:

f@2n)=2f(n)-1 y f(2n+1)=2f(n)+1.
Veamos la primera de ellas. Después de la primer “pasada” con un mazo de 2n
cartas, quedan éstas: 1,3, 5,...,2n+ 1. Notar que obviamente hay n cartas después
de la primer ronda, y que el juego comienza otra vez como si fuera desde uno,
pero en lugar de tener las cartas numeradas del 1 al n, son todas impares. Luego,
jugar con cualquiera de los dos mazos (el que tiene los primeros n ntimeros y el
que tiene los primeros n niimeros impares) es esencialmente lo mismo si uno hace
la correspondencia:
1«1

2«3
3«5

m<«—2m -1

n <«— 2n - 1.
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Y bajo esta correspondencia se tiene entonces que en el mazo de n cartas quedara
dltima en el proceso de descarte la carta m (i.e. f(n) = m), si y solamente si la
ultima carta que quedard en el proceso de descarte en un mazo de 2n cartas es la
2m—1,0sea
f(2n)=2m-1=2f(n) - 1.

Para ver la segunda igualdad, es decir que f(2n+1) = 2f(n)+1, hacemos lo mismo
que antes: en el proceso de descarte después de la primer pasada al mazo con 2n+1
cartas quedaran: 1, 3,5, . . ., 2n + 1, pero notar que aqui el 1 se tacha de la lista ya
que aparecerd en posicion par durante la segunda pasada, con lo que en realidad
es como si comenzaramos el juego con 3, 5, ... 2n + 1 y este juego sera equivalente
al inicial 1, 2, ..., n via la correspondencia m <— 2m + 1 como arriba. De aqui se
deduce entonces la segunda identidad,

f@n+1)=2f(n)+1

y esto completa la demostracion.

Con la resolucién de Juan Carlos, estamos en condiciones de demostrar lo que
queriamos:

Demostracién de la Conjetura 2: Por doble induccién, primero sobre j y luego
sobre k. Para j = 0 es obvio ya que k solo puede valer 0, y el enunciado es trivial
en este caso.

Si j > 0, usamos ahora induccién en k£ = 0,...,2/ — 1. Para k = 0, se tiene, por la
primera de las propiedades demostradas de f,

f(y=2f(21)-1=2-1=1.
Y en general, si 0 < k < 27, entonces hay dos opciones:
k es par, es decir k = 2t con t < 2771, Aqui, usamos la primera de las propie-
dades de f junto con la hipétesis inductiva, calculamos
f(27+ k)= f(27 +2t)
- 122 + 1))
=2f(2 7+ 1) -1
=2(2t+1)-1
=4t +1
=2k +1,
y la identidad vale en este caso.

k es impar, es decir k = 2¢t + 1 con ¢ < 2/-1. Aqui usamos la segunda de las
propiedades demostradas arriba de f junto con la hipétesis inductiva, y nos
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queda
f(2T+k)=f(2+2t+1)
=f(2(27 1 +t) +1)
=2f(2 1 +t)+1
=2(2t+1)+1
=2k+1,
que es lo que queriamos demostrar.

Carlos recopil6 toda esta informacion y se la pasé a Adridn con el mensaje si-
guiente:

hola Adrian,

te escribo con copia a Juan Carlos Naranjo, quien acaba de rematar tu problema
de las cartas. Yo a lo que llegqué ayer fue —después de calcular varios ejemplos
a mano— que la formula deberia ser f(27 + k) = 2k + 1 con k entero entre 0
y menor que 27 (todo entero positivo se puede escribir de manera unica asi, y
aqui f(m) es la niltima carta que “sobrevive” al proceso en una baraja de m
cartas). Estuve por un buen rato intentando una demostracion por induccion
pero no me salio.

Este mediodia le pasé toda esta informacion a JC (problemas + conjetura +
ensayos de demostracion), y una hora y media mas tarde, me viene él con una
demostracion que es relativamente ficil de hacer de estas identidades:

f@m+1)=2f(m)+1
F(2m) =2/ (m) -1

(esto lo podés demostrar esencialmente mirando las dos primeras “corridas”
del proceso de descarte de la baraja).
Con ésto, sale ficil por induccion que

f(2+k)=2k+1,
que es lo que se nota cuando uno hace la lista de los primeros valores de f.

Ahora tenemos curiosidad por saber cudl es la solucion que tenés vos. Después

te paso con mds cuidado una demostracion de las identidades de Juan Carlos.

Un abrazo,

Carlos

Lo interesante del mensaje que envié Carlos a Adridn fue que se habia omitido

totalmente la escritura en base 2, como si Carlos tuviera “vergiienza” de admi-
tir que algo asi de complicado podria ocurrir. Por otro lado, Adridn decia tener
“la solucién” asi que o iba por alli la cosa o tendria que simplificarse. El equipo
Barcelona estaba intrigado. La respuesta de Adridn no tardé en llegar:
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... te escribo desde el teléfono y por eso ni puedo ser extenso ni preciso pero
después amplio, pero lo impactante es la solucion que me mando el lector que
me apuro a contarte y ver si a ustedes se les ocurre por qué es cierta:

Si uno escribe el niimero de cartas en base dos, y luego hace la siguiente mo-
dificacion:

Saca el uno del principio de esa escritura y la agrega al final, el nuevo niimero
que queda escrito en base 2 es la tinica carta resultante.

Por ejemplo, si (1101)y = 13 es el niimero inicial de cartas, saco el primer
“uno” y lo agrego al final, obtengo 1011 que es 11; lo mismo con, digamos,
24 = (11000)5 lo transformo en (10001), = 17. Comprobalo vos.

Espero haber hecho bien las cuentas porque estoy a punto de tomar un subte
pero esa es la idea. Vi la demostracion de Juan Carlos Naranjo (agradecésela
por favor). Estd muy muy buena, pero es imposible que la escriba en el diario...
en uno de los libros... quizds, pero ciertamente no la puedo publicar en Pigi-
na 12 porque tendria que escribir un ‘tratado’” primero para escribir el niimero
en binario, y después, hablar de induccién y doble induccion... transforma en
virtualmente imposible para mi escribir el problema...

SIN EMBARGO, me parecié precioso el problema, la demostracion y las refle-
xiones de ustedes...

COMO SIEMPRE, gracias!!!

§5. La soluciéon de Alejandro de Miquel

A Carlos y a Juan Carlos también les pareci6 precioso el problema, y como en
ese momento en la facultad estaban los dos a cargo del entrenamiento de un grupo
de alumnos que iban a participar en un torneo universitario de matematicas, les
propusieron este problema como parte del entrenamiento. La idea era ver qué po-
dian hacer, y con alguna esperanza de que existiera alguna simplificacién de la re-
solucién del problema. Pasaron varios dias, y no hubo respuesta alguna por parte
de los alumnos, hasta que una noche se encuentra Carlos en su bandeja de correo
electrénico con un texto de unas pocas lineas escrito por uno de ellos, Alejandro
de Miquel, donde en la primer mitad del mismo se demostraba cuidadosamen-
te (por induccién) que si n es una potencia de 2, entonces f(n) = 1. Carlos no le
presté mucha atencion a esa resolucién. Seguramente Alejandro entendié mal el
enunciado o estaba resolviendo casos particulares. Pero al cabo de unos dias hubo
algo que lo hizo volver al escrito y mirarlo mas detenidamente. Lo transcribimos
textualmente aqui para que Ud. pueda apreciarlo y sacar sus conclusiones.

Observemos primero que si tenemos n = 2™ cartas, entonces la carta que nos
quedard al final serd la niimero 1. Esto se puede ver por induccion: estd claro
que si tenemos n = 20 = 1 cartas, entonces la 1iltima que queda es la niimero 1.
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Supongamos que esto es cierto para un cierto 2%, k € N. Supongamos que
tenemos una pila de 2*** cartas. Las primeras 2* cartas que quitaremos serdn
todas las que sean de niimero par. Tras haber quitado la carta niimero 21 nos
quedard una pila de 2% cartas cuya primera carta serd la carta niimero 1, que,
por hipétesis de induccion, serd con la que nos acabaremos quedando al final de
todo.

Por lo tanto, deducimos que sin = 2™ +k, con k < 2™ -1, entonces la carta que
nos quedard al final serd la misma que esté encima de la pila justo tras haber
quitado las k primeras cartas. Como quitamos una carta de cada dos, la carta
que buscamos serd la niimero 2k + 1 (observemos que 2k +1 < 2™ + k).

Lo que Alejandro nos estaba “ensefiando” en la tiltima parte de su razonamien-
to era lo siguiente: si yo tengo un mazo de 2™ cartas, sé muy bien que la carta ga-
nadora es la ntimero 1. Si mi mazo tiene més cartas que 2™ (por ejemplo, 2™ +k con
k > 0), con sacar las k primeras cartas sabré con seguridad que la carta ganadora
serd aquella que quede al principio del mazo (ya que en ese momento tendré un
mazo con 2™ cartas, y en esos mazos siempre “gana” la primer carta). Calcular
cudl es esa carta, la que queda primera luego de descartar (nunca mejor dicho) %
cartas, es esencialmente hacer la operacién f(n) que describimos mas arriba.

¢No le parece maravilloso ese razonamiento? No necesita Ud. ni pasar por bi-
nario, ni por doble induccién, ni por nada. La resoluciéon de Alejandro fue com-
partida y celebrada por Carlos y Juan Carlos, y luego transmitida a Adridn:

... En nuestra facultad tenemos un grupo de alumnos (unos 4 o0 5) que van a
competencias de matemdtica universitarias, y junto con Juan Carlos nos en-
cargamos un poco de su entrenamiento. Les propuse el problema de las cartas
que me pasaste hace un par de semanas, y mird la solucion elegantisima que
encontré uno de ellos (va en el archivo adjunto).

Esencialmente se basa en esta idea (que me costo un rato entenderla leyendo
su escrito pero porque era tan simple!): si yo sé que cuando la baraja tiene 2™
cartas la que estd al principio es la que va a “ganar” (este argumento es ficil de
mostrar), lo tinico que tengo que hacer es “sacarme tantas cartas de encima”
hasta que en el mazo me quede una cantidad de cartas que sea igual a una
potencia de 2, y eso es todo!

Esta solucion me parece simplisima, no usa induccion ni nada por el estilo
(técnicamente necesitds induccion para demostrar que f(2™) = 1 para todo
m, pero eso es muy facil de ver o de creer). A mi me parece muy buena la
resolucion, y -como cada vez que me encuentro con algo asi- me produce esa

sensacion mezclada de entre “jiibilo” ( ;suena muy papal esta palabra, no?)
por ver algo tan bonito y frustracion porque no se me ocurrié antes a mi :-)
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La respuesta de Adridn también lleg6 en ese tono:

... recién veo la demostracion que me parecio SENCILLAMENTE ESPEC-
TACULAR, y una vez mds... muestra lo increible que es la matemitica con
alguien que es capaz de encontrar una solucion totalmente naif, sin saber si
el problema era ficil, dificil, complicado técnicamente... nada... fue y lo hizo,
lo pensé y lo hizo... buenisimo!!!! Te agradezco muchisimo que me lo hubieras
mandado y me gustaria en algiin momento utilizar el nombre del estudiante
(pero nunca lo haria si no fuera que vos le pedis y/o preguntds si me autorizaria
a mencionarlo si es que escribo la historia... que te parece?)

Obviamente Alejandro autorizé a Adridn a utilizar su nombre en lo que sea,
pero el problema todavia tenia més jugo para ser exprimido: durante el mes de
mayo cumplen afios Carlos, Juan Carlos y otros colegas de su facultad (y también
Adriédn). Para celebrarlo, suelen reunirse en la casa de Juan Carlos (si Ud. pasa
por Barcelona durante ese mes y nos avisa, podria recibir una invitacion a la fies-
ta, aunque Adridn se queja de no haber sido nunca invitado). Carlos decidi6 llevar
“el juego de las cartas” a la reunién donde habian varios matematicos y sus fami-
lias. Para ello se imprimié “un mazo de 100 cartas” que en realidad eran tarjetas
numeradas del 1 al 100, y las tenia ordenadas (del 1 al 100). Se present6 como ha-
ce “el mago en la reunién”, pidié a uno de los nifios alli presentes que dijeran un
numero del 1 al 100. Este iba a ser el ntimero con el que ibamos a “jugar”. Por ejem-
plo, si el nimero elegido era 79, el mazo con el que nos ibamos a quedar tendria
las primeras 79 cartas.

Acto seguido, Carlos explicé las reglas del juego, y pregunté antes de comen-
zar si serian capaces de adivinar cudl seria la tltima carta que iba a quedar en el
mazo. Mientras la gente hacia sus apuestas, Carlos comenzaba a deshojar el mazo
de cartas. Obviamente que el juego consigui6 atraer a buena parte de los partici-
pantes (después de todo, se trataba de una reunién de matematicos), y tuvimos
conjeturas de lo mas desopilantes (como que f(n) era el primo “mds préximo” a
n, que los expertos en teoria de nlimeros se apuraron a conjeturar con demasiado
optimismo) mientras iba cambiando el nimero de cartas del mazo y seguiamos
jugando “en vivo” al juego.

En unos pocos minutos José Ignacio Burgos, que trabaja en el ICMAT de Ma-
drid y que también estaba presente en la fiesta (pese a cumplir afios en diciembre),
habia conseguido encontrar la férmula y una demostracién de la misma. Esto me-
rece ser comentado porque el contexto en donde estdbamos era una reunién de
esas tipicas de amigos, con ruido, conversaciones, bebidas, y demés. Y atin asi José
Ignacio consigui6 concentrarse y encontrar una demostracion que era totalmente
distinta de la que teniamos nosotros, que no la reproducimos aqui primero por-
que no la recordamos bien (no habia ni papel ni l14piz para documentarla), pero
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también porque al contarle la que habia conseguido Alejandro, él y nosotros coin-
cidimos en que la de Alejandro era por lejos la mds simple de las que habiamos
visto, dimos por acabado el juego y continuamos con la juerga.

§6. ;Epilogo o Prélogo?

El “disparador” de toda esta aventura no fue ni Carlos ni Adrian, sino un email
enviado por Luis Crippa a Adrian a principios de 2014, que transcribimos a conti-
nuacién. El motivo por el cual no comenzamos con esta carta al principio de este
relato es que no solamente ese texto contiene el problema que nos tuvo entreteni-
dos por varios meses, sino también la solucién del mismo que Adridn muy genero-
samente la ocult6 al principio para no arruinarles la diversion (que fue abundante)
a los otros. Aqui va:

Don Adridn, me tomo la libertad de enviarle un problema que me mantuvo
entretenido durante unos dias, espero que le guste:

Tengo un mazo de cartones del tamarfio y forma de cartas, numerados del 1 al
1997 y ordenados en forma consecutiva de menor a mayot, de forma tal que
el carton 1 estd en la parte de arriba del mazo, mientras que el niimero 1997
estd al final. Voy a hacer una seleccion de esos cartones empleando la siguiente
metodologia:

Tomo el primer carton (con el niimero 1) y lo coloco debajo (al final) del mazo.
El cartén que sigue (con el niimero 2), lo descarto. EI préximo cartoén, con el
niimero 3, también lo coloco debajo del mazo y el siguiente (con el niimero 4)
lo descarto. Obviamente, con este procedimiento, en la primera "vuelta”solo
nos quedan los cartones que tienen niimeros impares.

Continiio con este procedimiento de pasar un cartén al fondo del mazo y des-
cartar el siquiente, hasta que al final me quedo con un solo carton.

La prequnta es: Qué niimero tiene ese carton?

Lo interesante es encontrar una formula general que permita determinar el nro.
del carton que queda al final, en funcién sélo del nro. de cartones.

Pero una forma totalmente insélita (por lo menos para mi) fue la que vi publica-
da en una columna de problemas matemdticos en una revista de divulgacion:

Escribo el n° de cartones en base 2:

(1997): 11111001101

Permuto el digito correspondiente a la potencia mds alta de 2 (en este caso es
1) y lo coloco en la posicion de la potencia cero:

Con este procedimiento, el niimero 11111001101 pasa a ser: 11110011011 y
este ultimo niimero resulta ser la representacion en base 2 del niimero que
figura en el carton que nos queda al final, que en base 10 es: 1947.
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Excelente sus columnas en Pigina 12!
Saludos!
Luis

Ademads del “nodo Barcelona”, hay un equipo muy grande de personas con
profesiones de lo més diversas que piensan, se divierten, y trabajan con Adridn
este tipo de problemas y entretenimientos matematicos. Otro de los involucrados
en la resolucién de este enunciado fue Juan Sabia, matematico de la Universidad
de Buenos Aires, quien escribi6 lo siguiente a Adrian en esos dias:

Hola, Adriin. Qué tal?

Creo que resolvi el problema, pero usando algo de matemdtica (principio de
induccion, por ejemplo...)

Te cuento: Si hay n cartas, llamo f(n) a la tiltima carta. Se puede ver que

F) =1 f@k)=2f(k)-1 y [fCk+1)=2f(k)+1

(esto sale analizando si el niimero es impar o par, y viendo que uno hace lo
mismo con las cartas impares que le quedan).

Ahora bien, sin = 2" +r, con 0 < r < 2" (es decir, escribo a n como la potencia
de 2 mds alta menor que n y veo el r que sobra), resulta que por induccion la
funcién anterior es f(n) = 2r + 1.

Entonces, si me das un niimero cualquiera (37), lo escribo como la potencia de
2 mds cerca y veo qué sobra (37 = 32+ 5) y resulta que la iiltima carta va a ser
2:5+1=1L

Hay una forma linda de calcular este niimero en binario. Al desarrollo en
binario de n le tachds el primer uno y le agregds un uno al final! Traté de
pensar si se me ocurria algo con esto (para que sea mds accesible la solucién)
pero por ahora, nada...

Si se me ocurre algo mejor, chiflo.

Beso,

Juan

Si Ud. es fan incondicional de los libros y articulos de Adridn se estard pregun-
tando ahora que dénde y cudndo apareci6 este articulo con el juego de las cartas.
He aqui el desenlace: tres afios después, en junio de 2017, Carlos estaba leyendo la
version preliminar del libro de Adridn que acab6 publicandose a fines de ese afio
[1], y se encuentra con “El problema de Josephus” que es lo suficientemente famo-
so como para merecer una pagina en Wikipedia [2], y bastante macabro también:
esencialmente hay una rueda de personas que se van matando “alternadamente”
(el primero mata al segundo, el tercero al cuarto, etc, etc, etc.) hasta que sobrevive
una sola persona. ;Y quién es esta persona? En la presentacién que hace Adridn de
ese problema (que Ud. puede encontrar también gratis en [3]), habia un analisis
exhaustivo de casos y heuristicas bastante interesantes y también complejas, que
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hizo que Carlos llevara la situacién a la hora del café con sus colegas del departa-
mento. Y fue José Ignacio Burgos -que justo ese dia estaba de paso por Barcelona
tomando café con el resto- quien nuevamente luego de pensar un rato dijo “;No
habjamos resuelto ya este problema hace tiempo?” Y ahi caimos todos -y mas tar-
de caeria Adridn- que estdbamos esencialmente ante la misma situacién que la del
mazo de cartas, solo que “el modelo” era distinto: Ud. cambia “cartas” por “pri-
sioneros”, “descartar” por “matar”, y “una baraja” por “una rueda” y obtiene el
mismo problema!

Este fenémeno puede parecer extrafio, pero es algo muy habitual que ocurre en
matematica y con seguridad en otros aspectos de la vida: resolvemos un proble-
ma determinado y luego nos volvemos a encontrar con la misma situacién pero
en un contexto totalmente diferente. Y en ese caso, “resolver” el problema consis-
tir4 esencialmente en mostrar que ambas situaciones son equivalentes, y que la
resolucién de uno también sirve para el otro. A veces incluso ocurre que nos en-
contramos con exactamente el mismo enunciado unos afios después y sin recordar
que ya “lo tenfamos resuelto”, jproducimos una nueva resolucién totalmente dis-
tinta del mismo! Esto nos ha pasado, mucho, y si bien puede ser preocupante que
cuanto mas mayor es uno mas le pasan estas cosas (Adridn afirma que no sola-
mente es el mayor de todos en edad, sino atin sumando las edades de todos los
matematicos involucrados en este articulo), lo bueno de estos “olvidos” es que nos
obligan a pensar de nuevo, y a veces conseguir incluso mejores soluciones o solu-
ciones alternativas a un mismo problema que jamads las habriamos encontrado de
no haber sido por este olvido.

En el caso de nuestro problema de cartas/Josephus, todavia no hemos encon-
trado nada que nos guste més que la resolucién de Alejandro de Miquel, y por eso
decidimos escribir esta nota, para poder compartirla con Ud. y con la seguridad
de que nuevas y bellas resoluciones de este enunciado, asi como generalizaciones
en direcciones de las més diversas aparecerdn a partir de aqui. El mazo queda en
sus manos ahora, y a Ud. le toca barajar...
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