
EJER~ICJOS Y PROOL[~~S 

1) Sea 1 la unidad imagin<~ria (P = -1). l.Paril c:u~nto!; valores ele· n 

es ·(n + 1 )• un entero? 1 C. S~nchP.Z] 

2) ¿cu.\ndo e!; 'Jiñ > 'm 7 1 Gentilr.). 

3) Cillcular la razfln entrP. las ~rr11s di! los dos c11sqw~tes esf~ricos en 

que la superficie esf!\ric:a qur.dil óivididil por el plano de unil cara 

del cubo inscripto. 1 C. S.1nc:hez) 

4) Un huso en una esfera es la partr. de supr.rficle comprendido entre dos 

rneridlilnos. Oemost.rilr que el ~rr~a de un huso es el producto del di:í~ 

tro de lil esfer11 por 1il longi tucl del <~rc:o ele ecuador determinado por 

el huso. [C. S~nchP.z) 

, 5) Cuiltro esferas de raclio i, lres aonyaclas P.n el piso y la cu~rta sobre 

ellils, son todils tangentP.s entre si. Circ:unscrthil~e ~obr~ ellas ~n '· 

tetraherlro equil He ro de 1 aclo a . ¿cu~n to Vill e a 7 [ C. SAnchez) 

fi) (}:!~strar que tres puntos collnei\les distintos no pueden estar sobre 

una circunfP.rencla de rarlio finlt0. (C. S~nchezl 

7.) L11 ~um-1 rfe las medidas rie los ~nc¡ulns dr. un poliedro convexo es 4 rec 

t11s por (V-2) sir.n(lo V el nf•rnero de v~rtices. (C. SAnchezJ 

A) Convl!ngamos en mecli r "nqulos en 9rildos sexagesimilles. Sea A la merll 

da de un ~ngulo rrenor que un recto. Probar q11e 

a) cos A PS l rrac;l onal sillvo que A .. OQ l'l A ., fiOQ. 

h) sen A es irracional salvo que A OQ 6 A 30 

e) tg (A) es 1 rracional salvo que A " OQ (¡ A = 45Q. 

.0'Jldil: 

1) Co1'11pruehe por inducción que 

SS 

n n-1 
2 cos(nA) • (2 co~A) +~n-I (2 co~A) + ... + {2 cosA) a 1 + a 0 

con i\0 a 1 ••• a 0 _ 1 enteros. 

il) Demuestre que si n es una ra~z racional de 

o 

con a
0 

a 1 ••• a
0

_ 1 enteros, entonces ex es un entero. 1 J. Varg~s] 
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9) .Pruebe que los números cuya expanslr>n decimal se da a continuacl6n 

son. irracionales 

0,1234567891011 .. . 

0,246810121416 .. . 

0,357Y11131~17 .. . 

U,l010010U01000Ul0000U .. . 

0,20200200020000200000 .. . 

0,357111317192329313741434751 ... 

O~a,ala,a.· ~;. 

donde a 1 "' 1, a i = 1 s1 1 es primo y ai z U si i > 2 y no 

· e~ primo. { J, · Vargas] 

lO) Sea x un número irracional pósilivo y n un número natural. Probar 

que existe un natural m tal que· 

m 1 
O<x--<­n n 

Ayud11: Escriba nx • a 1 + a1 con a 1 natural y O <. a 1 < 1. {J. Vargas) 

{J. Vargas) 

11) Sea x un número 1 rraci o na 1 pos it 1 vo y n un número natural , encuentre 

un natural m tal que 

O<x-!!!.<_!_ 
n nt 

Ayuda: Escriba X e a, + al con a. natural y o< al < 1, ahora di­

vida el segment~ de origen O y extremo 1 en n partes Iguales y .•. 

{J. Vargas] 

12) Sea p un n{Jmero natural que no es el cuadrado de un número natural. 

Probar que si m, n son naturales, entonces 

\IP- W \ > ~f- s1 .!!!>2 IP n 

l¡p-.!!! l > 1 1 
S 1' m < 2/P 

1 n 3/P ñí n 

Ayuda: Si .!!! < 2/j) 
n 

escriba 

l
rp . .!!! 1 .. 1< /¡) -w )(/P 

n 1 ( lp + !!!. ) 
n 

m"' 1 
y dedulca que IIP - ñ 1 > ñJ ----

.!p + ~) 
n 

y 



Si m > 2 r'p 
n 

Deduzca <lUe s 1 m es grande y 

es grande. (J. Vargas) 

'· 
es pequeno, entonces · m 

13) Sea p un número 

Probar que hay a 

~ tal que 

natural que no es el cuadrado de un número natural. 
lo sumo un,núrrero fin1to de fracciones reducidas 

1/ii m 
n 

Encuentre los posibles valores de m. 

Analice afirmaciones del mismo tipo para 

1 .¡-p - ~ 1 < 1 
n ñT ' · · · 

(J. vargas) 

14) Si a0 a 1 ... a
0 

son nlimeros enteros con an ; O y ~ es uha 
fracciOn reducida que es rafz de anx" + an_

1
xn-l + .•. +a

1x + a0 .. Q 

entonces s divide a a
0 

y r dtvide a a0 
Analice el valor de verdad de la redproca de esta af1rmac10i'l. 
{J. Varga~) 

15) Use los polinomios x2 -2, x2 -3, x' -2, etc. para deducir que 
12' , IJ , ~~ son irracionales. [J. Vargas] 

16) Pruebe que ~ - 13 , '¡;- - 13 , l'l + 13 , 'l¿ + 13 son números 
x " 

1
/l - 13 , entonces x + .¡J = ~ , 1rracfonales. Ayuda: sea 

de esto (x+/3) 3 "'2, 
(x2 + 1) 1 

.. 12 x ... 

lo CUal Simpllca X2 + 1 a 2 X /3 de esto 
1 J. Vargas) 

17) Dados un número finito de puntos en el plano con la propiedad que 
toda tecla que uné dos de ellos contiene otro punto de los dados, 
probar que los puntos son co11neales. 1 E. Gentfle] 
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