LA ENSERANZA DE LAS PROBABILIDADES Y DE LA ESTADISTICA
AL NIVEL SECUNDARIO

Luis A. Santals

1. PROBLEMAS GENERALES

En 1a mayorfa de los pafses, 1a Estadistica no figura en los planes
de estudio del ciclo secundario de la ensePanza. Hay algunas excepciones,
principalmente de escuelas especiales (ensehanza comercial o técnica) en
las que esa ensefianza se ha introducido, pero de todas maneras se puede A
afirmar que la gran mayorfa de 1a poblacicn estudiantil, entre las edades
de 12 a 17 afos, no es introducida en las 1dea§ ni en las técnicas de la
Estadistica.

Sin embargo, hay también consenso unsnime de que esta enseflanza de-
be introducirse, no s6lo en el nivel medio, si no incluso en los @ltimos
grados de l1a escuela primaria. La Estadistica, acompafiada de unas nocio-

-nes de probabilidad, es una herramienta indispensable para tomar parte
activa en el mundo de hoy y para poder comprender el complejo andamiaje
de interrelaciones y correlaciones que lo sustentan.

Por esto, ante la inminencia de que la Estadistica empiece a intro-
ducirse de manera gerieralizada en 1a ensefanza nedia, conviene meditar
mucho y recabar opiniones para que esta introducci6n, que ya ha tardado
demasiado tiempo, se haga por lo menos de la manera mejor y mis eficaz.

'Hay varios problemas uryantes que son, a nuestro entender, de prfmg'
ra prioridad, a saber:

1. Formacidn de profesores. Hay que introducir o intensfficar los
cursos de Estadistica y Probabilidad en los institutos o escuelas en que
se forman los profesores de enseffanza media. Hay que introducirlos en
Estadfstica y también en 1a metodoloofa y didictica de su enseflanza. No
bastan cursos mis o menos estandard de Estadistica, si no se considera,
al mismo tiempo, la manera de hacer la transferencia de estos conocimien
tos a niveles cada vez mis {nferiores de la ensenanza. Hay que aprendef
la Estadfstica de nivel terciario, pero luego hay que saber hacer la
transferencia al nivel secundario, 1o que no es trivial ni f&cil: se ne-
cesita mucha experimentacién. ’

Para los profesores en actiyidad. que no estqdiaron estadistica du-
rante su formaci6n, es urgente organizar cursos de actualizaci6n eh 19s’
que se les informe de esta disc{plinq y de su didécti;a.



2. Publicaci6n de textos. Existe Una gran abundancia de textos de
‘Estadfstica para el nivel terclario, pero son précticamente inexisten-
tes los textos para la escuela media, sobre todo para los primeros afios
de Ta misma, en los cuales debe tniciarse al alumno en los conceptos y
técnicas de la Estadfstica. Habrfa que alentar 1a publicacién de textos,
para luego someterlos a la experimentacién. Por tratarse de la enseilanza
de un ‘tema nuevo, para este ciclo, conviene experimentar textos ycolee-
ciones de ejercicios y luego evaluar detenidamente estas experiencias,
de manera de ir obteniendo los contenidos que se pueden dar a cada edad
y la forma mis adecuada de ensefarlos.

3. La Estadfstica inteqrada o separada de la Matemitica. Hay opinig
nes diversas sobre la conveniencia de separar 1a ensefanza de 1a Estadis
tica de los cursos regulares de HMatemitica (como se hace con 1A Fistta)
o de su integracién con estos cursos. A nuestro entender, deberfa inte-
grarse como parte esencial de 1a enseflanza de 13 Matemdtica. Con ello 93
narfan ambas discipiinas. Tanto para los alumnos que luegn van a seguir

‘estudios-terciarigs. como para aquellos en que 1a sequnda cnseflanza es
terminal, la contfnua comparacién del pensar probabilista de 1a Estadis
tica, con el pensar determinista do Ta Matemdtica, es altamente formati
va. La vida de todos los dfas necesfta de los dos y una buena enseflanza
debe saber balancear Yy coordinar el uno con el otro,

_ : Al decir que la Estadistica debe formar parte de los cursos de Ma-
tematica, no nos Fefe?imos a qué en los programas de esta 0ltima deban
afadirse una, dos o m&s unidades de Estadistica, que el profesor dard
por separado cuando 1legue el turno. Entendemos que debe hacerse una ver
dadera integracion Y que, en toda oportunidad que se presenle, el profe-
sor de Matemdtica debe utilizar conceptos y métodos de la Ectadistica,
como fuente de ejercicios y como ampliacion de 1gg conceptos determinis-
tas. Gréficos, cambios de escala, valores medios, interpolaciones.y ex-
trapolaciones; correlaciones, etcétera, son ideas y prdcticas muy Gtiles
a 1a matemStica misma. El método de Monte Carlo, la stmulacion, el usd
de tablas de nlmeros al azar, son Gtiles para resolver problemas de pu-
ra matemitica'y se pueden buscar ejemplos al alcance de los alumnos de
los primeros afios de 1a escuela medfa.

‘La ensefanza de 1a Estadfstica debe Ir unida conlaidea de probabi
11dad. Yy unprob]éma importante de 1a &iddctica actual consiste en nstu-
~diar las edades_minimas en que las ifdeas probahilistas pueden ser asimi
ladas por los alumnos. ay un trabajo inicial de Piaget e Inhelder (1951),
y posiblemente haya otros posteriores, pero creemos que deberfa estimular
se la experimentacitn en este terreno, por 1a importancia que van adqui-
riendo las {ideas probabilistas y estadisticas en todos los campos de la



técnica y de las ciencias positivas y humanas.

La ensefanza de la Estadistica ha preocupado desde hace varfos anos
al 1S 1 (International Statistics Institute) que ha organizado varias reu
niones al respecto, a saber: "New techniques of Statistical Teaching"
(Oisterwijk, Holanda, 1970), "The Teaching of Statistics at the Secondary
School level” (Viena, 1973).'“The Teaching of Statistics ip Schools” (var
sovia, 1975). En el corriente afo se han tratado y discutido temas de en-
sefianza de la Estadfstica, a todos los niveles, en la reunién 43 del 1S1
celebrada en Buenos Aires del 30 de noviembre al 11 de diciembre (1981).
E1 proximo afo tendrd lugar la importante "Inlernational Conference on
Teaching Statistics", University of Sheffield, Inglaterra, del 8 al 13
de Agosto de 1982, en la cual deberdn discutirse los mis importantes te-
mas que tiene actualmente planteados la ensefianza de la Estadistlca en
todos los niveles,

Il.‘LAS OPINIONES DE PIAGET E INHELDER,

La obra de Piaget- Inhelder a que hemos hecho referencia es el 1ibro
titulado "La Genese de 1-idée Ae Hasard chez 17enfant" (Presses Universi
taires de France. Parfs, 1951). Las conclusiones a que llegan los autores,
después de realizar y analizar moltiples experiencias, son las siguientes:

a) En un prider periodo, hasta los 7-8 aiios de edad, el nifo no dis

tingue entre lo que es "posible” que ocurra y lo que "necesariamente" de

be ocurrir. Su pensahiento oscila entre lo previsible y 1o imprevisible
y no hay para 61 nada previsible de manera sequra, ni nada fortuitdo o '{m- '
previsible. Como carece de un sistema de referencia consistente en opera-
ciones deductivas, no tiene conciencia del azar ni de Ja probabilidad.

b) A partir de los 7-8 afos, empieza a practicar operaciones 16§ico—
arftméticas, y empieza a desarrollarse en su pensamiento la idea de azar.
E1 descubrimiento de la nccesidad deductiva u operacional, le permite con
cebir, por antftesis, el cardcter no deducible de las transformaciones
fortuitas, y por tanto, empieza a diferenciar lo "necesario" de los sim-
plemente "posible”. Si un conjunto A es la unién de los cenjuntos X e’
Y, y un elemento x pertenece a A, entonceé pertenece a X 6 a Y, y
esta nocibdn de distintas posibilidades implican la idea de probabilidad.
Habrfa que experimentar cémwo, variando el tamafo de X e Y, el nifio va
intuitivamente midiendo Ta probabilidad de que el elemenlo pertenezca a
X oaV¥.

c) Entre los 11-12 afos, siempre scqin Piaget-Inhelder, el alumno
estd en condiciones de estructurar un sistema de probabilidad, engloban-
do lo fortuito a la operacion determinista, mediante la construccion de
sistemas combinatorios. Comprende que un caso aislado es intedeterminado

e imprevisiﬁle. pero que el conjunto de los casos posibles es determina
£



do, y trata de relacionar (a través de 1a comhinatoria) el conjuntn da
los casns favorables con el.de los posibles. La idea da orobabil{dad

va unida al ghnesis de las operacionns combinatnrias. A través da 13

ruletd, monedas, dados, va concibiendo, exoerimentalmanta, 1a Iny de

los grandes nimeros.

La introduccion de 1a Probabilidad y de 1a Estadfstica en Ja es
cuela media estd, por tanto, plenamante justificada desde nl puntn da
vista de las posibilidades de aprendizaje da los alumnns.

PP

1I1. UN EJEMPLO.

Ina técnica que debe introducirse en los cursns da matemitica de
Ta escuela media, es 1a de la simulacidn de los prablemas medimnte es
quemas prohabilisticos.'que luego pueden resolversa evperimentalmente
con aproximacifn suficiente para las necesidadns préacticas, Vamas a

considerar un ejemolo,

Dos fugadores P y 0 jueqan a cara y ceca, tirando alternativa-
mﬂntn la monoda, de manera que al tirar ) gana Ta partida si sala ca
ra'y al tirar Q, gana la partida si sala ceca. Jurgan hasta qua nnn
de los jugadores gana, LCu&l es la probabilidad de qu2 gare el que em
pieza primero?

La solucibn tedrica, como veremas al final, eas 2/3. Ello confirma
el dicho popular de que “quien pega primero paga dos vecas", puss la
probabilidad de ganar &1 que Juega segundn n< 1/3 y 1a de ganar el gua
juega primero es 2/3, o sea, dos veces la anterior. Si no se sabe resol
ver tedricamente el problema, puede procederse exparimentalmente. Se
puede realizar 1a experiencia un nGmero grande da vaces (por ejemplo
unas 100 veces) y constatar la proporcidn de las partidas en que gana
el que sale primero y aquallas en que gana el sequndo. Prro también
puede resolverse, sin necesidad de monada algma, par simulaci6n por
una tabla de nGmeros al azar. Supongamas qua se asfgnan a P los nGme
ros pares y a Q los impares, de mannrra que basta seguir los nGmeros
de la tabla para tener resultados exparimentales, o sea una sucesitn
de juegos “simulados"® que parmiten llegar al resultado, con suficiente
aproximacién, 1a cual dependers de 1as partidas jugadas.

S{ no se dispone de una tabla de nfimerns al azar, se puedan tomar,
por ejémplo. las Gitimas cifras de los nGmeros de una guia telaftnica.
Estos nGmeros no son realmente nimenoa ol azan, vero para cilcules
aproximados .y .como ejercitacitn para comprender el método, pueden tn-
marse como tales. Para el problema anterior, tomemos la gufa de telé-
fonos de 1a ciudad de Buenos Aires y empecemos, por ejemnlo, con la
G1tima cifra de cada uno de los ntmerns correspondientes a la letra A,



Supongamos que empieza P, o sea, el judador que gana si sale cara,
a lo que hemos dicho corresponde un nimero par {inclufido el cero).
Las partidas sucesfvas son

7-4-3-6-7-3. (gana Q)

2 (dana P)

0 (dana P)

4 (gaﬁé P)

9 -1 ~ (gada Q)

4 ' (gaﬂa P) .
4 (gana P)

0 (g&na P)

4 (gana P)

9-0-0 (gﬁna P)

etcétera

Procediendo hasta 100 partidas, el resultado es que P gana 72.y”
Q@ gana 28. Por tanto la probabilidad de ganar P es 0,72. Comparando
con la probabilidad tebrica 2/3 = 0,666... se ve que la diferencia

no el. muy grande y seguramente disminuirfa si se siguieran mds parti-
das.

Se podria pedir también cuil es el valor medio del nOmero de Juga
das de cada partida. Por ejemplo, en el caso ‘anterior, la primera par-
tida tiene 6 jugadas, la segunda, tercera y cuarta, tienen una sola,
la quinta tiene dos jugadas, etcétera. Tomando la tabla de las 100 par
tidas consideradas, resulta (experimentalmente) que el valor medio del
nGmero de jugadas por partida es 1,8. E1 valor tedbrico es 2.

Solucidn tedrica. La probabilidad dd ganar P (jugador que empie-
za) en la primera jugada es 1/2, en la tercera Jugada es (1/2)3, en
la quinta jugada (1/2)5,... Por tanto, la probabilidad de ganar P
es

T (1/2) + (1/2)3 + (1/2}5 +...=2/3

La esperanza matemdtica o valor medio del nimero de jugadas por
cada partida es f

T.(1/2) + 2.(1/2)2 + 3.(1/2)3 + 4.(1/2)% + ... = 2

La primera serie se suma ficilmente pues es una serie geométrica.
La segunda ya no estd al alcance de los primeros afios de escuela media,

pues es el valor, para x = 1, de la serie derivada de la geométrica

cuya razbén es x/2.
”
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“El uso de Yas tablas de nomeros al azar es {mportante desde ef.puﬂ
to de vista'didictico, porque evita el uso en clase de monedas, dados o

ruletas, cuyo uso en clases numerosas puede originar confusitn.

IV. OTROS EJEMPLOS.
Del mismo estilo que el problema anterior, proponemos los siguientes:

1. Supongamos que la probabilidad de nacer varén o mujer es la misma,
e 1gu81 a 1/2, y que los padres siguen tenfendo hijos hasta tener una hija
mujer. Se pide: a) iCu8l es el valor medio del nGmero de hijos?: b) ¢Cud
serd 1a relacidn entre el nomero total de varones y el de mujeres? Solu-
cién: a) 2 ; b)1. .

2. Se distribuyen al azar 9 cartas entre 9 sobres. iCu8l es el valor
medio del nOmero de cartas que van a parar en el sobre correcto?
Solucion: 1 .

3. Cada paquete de una marca de galletitas contiene una figuFita. las
cuales se suponen'distribuidas uniformemente entre todos los paquetes. La
coleccibn completa de las figuritas consta de 6. Se pide el valor medio del
nimero de paquetes que hay que comprar para tener la coleccidn completa,
Solucion: 14,7 , o sea, 15 paquetes.

Se puede resolver con una tabla de nomeros al azar, en la cual no se
tengan en cuenta los nGmeros 0, 7, 8, 9.

4. A partir del problema anterior, si los paquetes de galletitas con
figurita cuestan $ 10 m&s que los que no contienen figurita y la coleccién
completa de estas Gltimas se vende por separado al precio de $ 200, convie
ne mds comprar esta coleccibn o galletitas con figuritas?



TABLA DE NUMEROS Al AZAR

08730 46968 57727 02862 84521 89917 14264 064582 27581 74914 A4818
08751 44191 53263 55877 73328 45003 13484 05729 04427 78220 76217
087352 34398 06224 33816 72811 34792 63524 23099 40080 55316 32791
08733 74978 03005 07713 00184 47458 $7074 13049 05127 61346 38744
08754 22146 16086 3R337 11323 7208) G350 56485 12948 30934 56629

08756 40039 64003 4745 00821, 2:100 00586 52854 07373 57683 63391
08756 682337 84456 15477 57873 78198 70698 47480 26203 42053 25502
08787 37592 04093 17322 41890 B0873 27459 R4244 97917 23758 4200
08758 11023 53748 84743 62267 19201 59253 37137 55489 56732 23807
08759 10337 92634 54713 139974 GO4B2 31749 10810 S52R5 70057 31117

08760 67592 82547 019116 56520 42239 64164 20308 9B784 379833 6RE3S
08761 93507 52000 18543 46R02 54872 30543 36982 89783 87083 00298
08782 24432 37280 64342 72346 15361 06321 59697 60262 31624 76034
08763 38918 31838 27107 80884 42320 09702 00049 45003 75827 08033
OR7B4 ° 74621 86754 18288 23340 ARO07 43372 116R2 50RE5 31791 17854

-0876% 91033 56081 16619 72314 78212 20533 472K3 78039 19064 10200
08766 42376 67672 91036 34846 44013 35362 .28805 985505 02161 31754
08767 06366 30615 03723 80158 25376 G4856 195G4 12028 764987 43950
08768 02708 67089 80871 42548 25946 27826 15413 94875 64696 10638
.08769 81088 85352 11048 22300 26364 74404 08848 00744 76515 24159

08770 63059 77417 53500 560N u74B2 S0T11 QL4551 14315 60403 18459
08771 59541 30913 €£0422 86303 24641 24328 10016 56207 79830 55841
08772 39183 20923 4065k1 93403 59289 73102 635474 77039 74173 02285
08773 67433 10012 GUL95 76378 1J8nl QY715 70018 98178 5H4R4B 78342
08774 61753 71u36 90451 WGI56 49927 29527  G2874 71252 54624 32313

oB715 78108 11100 6319¢ 37448 69035 13860 36535 67706 69038 99124
08776 03237 15809 73080 30771 79322 51861 04403 31206 78918 78893
087177 37554 88263 89924 1,72 13172 25180 20036 49860 48019 54484
08778 62131 17117 21292 51345 33350 76925 68579 25711 84440 133R6
08779 26889 74703 13203 (2245 59386 45389 64918 15587 73815 R4R42

08730 16948 58289 07171 02980 BOAGO A3IA25 3GH30 24914 34035 20920
08781 04911 05875 12988 46093 60168 76011 50465 65845 88725 04611
08702 05714 36HST 1GRH1 71308 005437 75046 92452 69721 48222 30832
087083 86053 B1415 43GN1 B3G57 09G4 02807 08747 89108 27124 33203
08734 38306 01041 31006 86377 0IBRY 46019 02708 87233 18BB2 0BOAS

08735 05453 54051 03089 67627 77818 008684 60443 45424 85208 57732
08786 . 71851 77460 27851 95556 51364 89232 44404 71038 22524 22994
08787 80203 20058 00100 25751 520831 45531 99732 34007 64544 49921
08708 . 13507 80273 39661 206128 67517 56633 97475 84244 88082 85808
08789 67926 %4113 16770 64G21 14395 63870 15744 36269 82307 T2R77

08790 72567 34426 (4622 11535 7J260 05728 222598 480G2 95489 823R6
08781 28868 56494 115K7 R4516 31459 13851 10683 6A7R1 1A773 019836
08792 69574 0R44  B4GGH 20493 98014 85057 GNG60O7 76960 74220 37717
08793 71200 33079 25741 77634 54450 47742 59757 86499 37031 803386
0/7R4 89ARS 80822 45124 DR2T1 7332 BGOSN 58150 92578 3IP42R 41870

08705 38748 28114 02010 57794 65577 03942 48568 43159 18704 17460
08798 50547 JAIN1  OTR12 62345 49612 28841 20001 55883 51604 58543
OR707, 490337 29010 20652 R4463 95867 57869 24416 SA610. 34103 20083
08758 11830 143A3 02858 85688 34286 43548 15701 17783 01348 29104
OR79A 34224 64184 74270 25777 . 47837 20288 63757 4R969  R1343.18213



08801
08801
GRROZ
08RO3
0RRN4

08R05
0”806
08807
08808
08809

" QRB10O

0RB11
QRR12
08813
(RR14

0RR1S
08816
03817
0RB818
0AR19

08820
08821
08822
08823
OR824

08825
08826
0RR27
08828
08R29

08830
08R31
08832
088233
ORBI4

08835
08836
OR837
0ORA38
08839

08840
08841
08842
08843

08A44

tea4s
08”46
QRr47
08r4g
0RR49

05572
37781
23711
42879
03R30

60461
328086
79865
45132
20609

67014
88507
66733
88118
235843

414R8
03977
80248
fRD80O
74209

94674

- 38188

31472
43623

306268
60687
60RB2
84167
3R432

A4123
47591
37778
33201
74821

4A343
693R6
83R23
n2917
3RTN2

77944
17243
J4R07
74227
42148

R8711
48271
82488
10670

31498 '71227

69372
93672
77861
37074
72087

55224
69249
01R87

"31409

58780

33738
58603
72131
22211

. B7948

09036
29956
/1967
446322
68A11

20337
54133

. 7516R

JR472

. 29810

22346

15698
83701
77880
10172

84672
88070
71821
40680
283580

85100
74362
29532
31610
38790

85363
142659
89047
08121
21508

768029
ALR29
5A464
70879
R2191

23086
12462
ARLRT2
44287
A2R32

74738
98004
06621
(n483
41842

253863
35684
a8109
73970
2044

57402
273A2
41568
11808
RA516

84008
23883
49280
82733
41079

10758
42529
32201
75241
44386

50142
20342
71661
61342
2R672

3356)
08959
87903
82577
RR74R

29273
05722
41383
57378
02187

092250
RABTT
A3858
Q3N2R8
23767

Al611
29007
£0120
14508
TARR]

17290
068489
T48R2
64366
27277

32880
8317R3
51601
42039
A7294

91034
4508BR
81114
11313
BADBRY

39356
331025
07862
78357
17264

36294
31484
87079
53163
03758

44767
$3323
18465
84628
74407

58434
31R59
28385
14049
R1722

16633
72818
G395
"RO0AT
45679

94229
37181
RORRA
51n42
2R49A

73288
78673
48720
19477
0n1R8

40529
29994
71007
37152
AAR 1A

99532
47449
10015
20227

57538

58635
82R72
77754
03429
43763

43592
65179
23455
15764
3420

44654
24702
20857
25932
22252

84373
120609
4R752
114R4
67232

28501
35229
40179
A5258
3anlo

39348
09452
05902
26108
215036

07154
78032
18435
95482
28236A

15614
a0sa3
SAN19
63026
490020

54120
863549
A2163
50488
33048

75619
25764
97153
11143
7nR9J

11807
63111
RARORB
11451
BAXAA

17484
0424
31878
05756
an612

62365
51823
TRA28
76619
ORA30

28482
05038
69451
8940
02R22

66512
17804
25722
53R95
433419

ARTNA
45948
87285
72245
34177

QRT5R
40222
7B445
73799
A54R5

62R24
/0619
27471
72334
20308

RO489
1507
A58R4
70838
1502

80763
59641
20248
00181
0rAgy

41023
44285
PORIE
22)54
11RRA

13564
91753
65R74
54423
T)2R3

71692
23562
17772
53524
02036

64071
A3R43
40515
650R6
62R758

R1564,
9798R
GRIAT
57252
38475

a5Rr06
03915
23223
72035
35073

2P5R7
8RE607
11701
NRB1
RRO3]

S568R0
20716
BTA5
29251
77403

82738
37592
SR244
3je13
65172

25398
64R39
83141
01235
TR307

27914
RN947
JRT00
RAT82
83243

12096
614R3
49192
54093
64531

08912
40386
55247
99845
26R5B

A69R6
22894
33A39
37106
AR211

35414
02004
P1R23
87708
768187

95274
S1AAR2
07051
17523
BR7IL

SR406
67428
ar760
44472
48257

26027
75120
BRATN
5232
§1R21

R1338
ROS5AR
780232
91598
RG348

07330
26945
0N731
09110
46205

40681
R3213
N&1RA
09403
OR1A7

Inn41l
R6227
01627
55820
anoln

16566
11084
315201
12120
JRN40

20098
03GR57
77690
192350
41727

61377
3Ra3]}
53565
JRANSA
18304

891R5
51714
560032
3R83R5
1P256

19543
oRnRR
47801
06854
1791

A5563
N411R
ARO54
6R374
023an

38204
20324
27808
IR1R?
4080

2A10R
4KE40
32062
oRans
037R53

Q0161
522R8
21901
460R5
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GRUPOS DE TRANSPORMACIONES DEL PLANO VIA LOS NUMEROS COMPLEJOS a

Enzo R, Gentile

0. INTRODUCCION . _ .

El objeto de esta axposicién es la determinaci6n de ciertos gru-
pos de transformaciones del plano utilizando Ta estructura adiciona)
dada por {dentificacion del plano coordenado R! con el cuerpo de los
nimeros complejos {Plano de Gauss). M3s precisamente determinaremos
el grupo eucll{deé E(R') de R? , es decir el grupo de todas las trans
formaciones de R! que preservan la distancia euclidea:

X = (X1 ,%1) ’ Y = (Yi.y1) ’

d(x,y) = A((xs ~y1)* + (x2 -y2)?)

0 sea, fE€E(R') s! y s6lo si cvalesquiera sean x,y en R
d{x,y) = d(f(x), f(y))

Se suéle decir que una tal transformacién es “rigida". Las migmas
consideraciones permitirdn obtener un grupo mis grande que el euclideo,
a saber el grupo de similitudes #e R, Sim(R*). Una similitud es, por
definicib6n, toda transformaci6n f de R con la propiedad que existe
r€R, r>0 tal que

d(f(x), f(y)) = r.d(x,y)

En otros términos, las similitudes son las composiciones de transforma
ciones rigidas y homotecias.

" Recordemos que (de acuerdo con el famoso Programa. de Enfangen® de
Felix Klein, octubre de 1872) cada grupo G de transformactones de R
da lugar a una geometrla, et decir, el estudio de las propiedades de
subconjuntos de R! d{nvariantes por G. Asf E(R'), determinars la
geometrfa buclidea, En esta geometria podemos por ejemplo analizar la

* Se refiere a la disertacién Inaugural del matemStico alemin Felix

Klein (1849-1925) al Incorporarse como profesor en la Universidad de

la cludad de Erlangen (Alemania Federal). Su titulo: 'Vergleichende °
Betrachtungen Uber neuere geometrische Forschungen', en octubre de 1872.
El “Programa' de Klein consiste en clasificar cada rama de la geometria
como teorfa de fpvariantes de un cierto grupo de transformaciones. Asl
la Geometrfa Euclidea es el“estudio de los invariantes del grupo de trans
formaclones del plano que preservan la distancia, la Geometria Proyec-
tiva, la Topologid, etc. entran en este ''programa'’,



nocién de congruencia de polfgonos. Dos polfgonos P y p* son congauen
Les si existe f € E(R') tal que f(P) = P' . En particular, podemos
analizar tridngulos y obtener los conocidos criterios de iqualdad (o

mejor, congruencias). En cambio utilizando Sim(R’) podemos obtener
os conocidos criterios de semejanza.

Este bunto de vista, en nuestra opini6n, reviste gran importancia

pues todo se logra a través de los nimeros complejos y ademds de elemen
tal resulta natural. '

1. GRUPO DE TRANSFORMACIONES

Sea X un conjunto no vacfo: Se 1lama thans fonmacibn sobre X (o en

X, o de X) a toda aplicacién f:x —= ¥ biyectiva. Por ejemplo Id, 6
Id 6 1 definida por Idy(x) = x

1a .1lamada trans formacign Adentiddd.

» Y X E€X, es una transformacion,

Con Tran(X) denotaremos 12 totalidad de transformaciones de X .

Si f,g€ Tran(X) podemos definir 1a composicion de f con g:

f.g: X = X
(f.g)(x) = f(g(x)) , V x€x.

Ademds siendo cada f € Tran(X) biyectiva ests definida 1a transfor
maci6n inversa f-t¢ Tran(X) por:

F0(y) = x *== f(x) =y

La composicitn de aplicaciones es asocfativa y define sobre Tran(X)
una estructura de grupo: el gaupo de Lhans formaciones de X. (Supondremos
al lector familiar con 1a definici6n y propiedades basicas de grupos).

1.1, EJemplos

1) Sea x=1q1,2, ..., n. Entonces Tran(X) se denomina el gaupo

Alméxaico de grado n y se derota por Sp - Los elementos de Sp suelen de -
notarse por matrices

. 1 2 .. i ... n
o Ty ry L f(1) f(n)

Debajo dé cada { € X ests sy fmagen (i) por f. Por ejemplo sf
fES, es. - :



