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IRRACIONALIDAD DE /m , . m € N.

En esta breve Nota demostraremos el resultado, bien conocido, de

“ la irracionalidad de /m, cualquiera sea m natural no cuadrado. El

interés de 12" presente demostraci6n estd en que no utiliza la factori
zacion entera, como es habitual en este tipo de demostraciones® Se uti
liza simplemente el Principio de Bueqa Ordenacidn en N q&e establece
que todo conjunto no vacio en N posée un elemento minimo y su conse-
cuencia inmediata, el algoritmo de; division entera. La motivacién de
tpdo 1o que sigue estd dada pd; un ejé;gicio interesante en Andlisis

I que establece que si p/q es uha_fréccién éon p,q €N tal que

aproxima a /2 en menos de d >0 entonces 1a fraccion

p+2q

p+ 9
ap;oxima a /2 en menos de d/2. Se intuye c1a;amente que aqui hay
una idea para demostrar la irracionalidad de /2. En efecto, sea
p/q uha fraccidn con p,q.E N talque /2 = p/q ¥ ;al que el de-
nominador q es minimoi(entéé todas esas fracciones). Es claro que
si no hay fracciones p/q iguales a v2 ,-sé sigue que V2 es irra-
cional (como debe ser!). '

Sea p'/q una fraccién “"anterior" a la p/q. en la construccion
procedente. Por esto entendemos que
L]

Para obtenerla simplemente resolvemos el sistema lineal

p=p'+29

q=p +q

y obtenemos



o
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2q-p

Notemos que,
p' >0 . En efecto, p' <0 = 2q<p =4 <p* =2<1.
' >0 . En efecto, p* = 2-q* = (p=q)(p+q) = ¢* = p- > 0.
q'<q . Enefecto, q' >q = p>2q = p* >4’ = 1>2,

Se tiene entonces

(512 50 - nl2 2,02 -8gp -2(p2 +q2 =2
|3 ZL_“J _, . 4q2+p2? -4qp - 2(p? +q2 - 2pq)
Q] 2 [P-q 2 (p-q)2

Por lo tanto -(';—:=_/f~con p' >0, q¢'>0 y q'<g
una contradiccién. Se sigue que v2 es irracional.

Sea ahora m € N, no cuadrado en N. Por analogfa con lo anterior
sea p/q. con p,q €N, tal que (p/q)2 =m, es decir p/q =/m . Su
pongamos q minimo con esa propig@ad. Es c-laro que q>1, pues q =1

p? = m, caso excluido.
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Escribamos, utilizando el a1goriimo de divisidn en Z:
p=ti+r , 0<r<g (r=0 = m=t2)

Sean  p'=.Im-tp] y Q' =p-tq.

Notemos que, ’
p’ >0. En efecto, mq = tp = m'q* = t'p® m=1t>.
q' >b . Klar,
q' <gq. Klar.

Se tiene entonces

[R']z cm= m2q2 + t2p2 - 2mtpq - m(p? + t2q2 - 2tpq) _ 0.

4 (p - tq)?

Por 1o tanto p'/q' =/m , q' <q, una contradiccidn. ole.n.
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