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LA INVERSION CON RESPECTO A UNA CIRCUNFERENCIA

Juan A, Tirao

En el nlmero anterior ce esta revista definimos 12 inversibn con
respecto a una circunferencia C de centro 0 ¥ radio r como aqueﬂa
transformacidn, que a cada punto‘ p £o del plano de C Te hace to-

rrespond.er el punto p' de la semirrecta o-B tal que

op-op' =1
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Esta deﬁmcwn no asigna una 1maqen al centro 0 . Pero como cuan

do 3 se acerca a 0, p' se aleja cada vez mis en el plano, decimos

que la imigen de o en 1a inversidn es e) punto del infinito. Claramen

te “a inversidn es una biyeccidn cuya inversa es ella misma. Ademas in

tercambia el interior y el exterior del circulo C y los Gnicos puntos

del plano que quedan fijos son los puntos de la c1rcunferenc1a c.

También demostramos que 1a inversién con respecto a C transforma:
a) Una recta que pasa por o en una recta que pasa por o.
b) Wa recta que no pasa por O en una circunferencia que pasa por b
c) Ura circunferencia que pasa por 0 en una recta due no pasa por O.

d) Ura circunferencia que no pasa por © en und circunferencia que no

pisa por 0.




Otra propiedéd §mportante de a inversidn, que probamos en el ni

mero anterior, es la siguiente: la inversi6n conserva la congruencia

.de los &ngulos entre dos curvas secantes, aunque invierte su sentido.
!

Para finalizar este rdpido repaso recordemos, mirando sdlo la
Fig. 2, como se contruye el inverso p' de un punto p exterior a C,

usando solo el compés.

n

FIG. 2
Para construir el inverso de p cuando p es interior a C, pr_i_b

merc prolongamos ©p cor el compds tantas veces (digamos n) como

° para salir fuera de € s deterrﬁinando un punto gq exterior a C. LQe-

go construimos q' inverso de q. Entonces el punto p' &€ o'f) tal que

op” = n-oq" es el inverso de p.

Veamos cdmo podemos construir un instrumento mecanico para diby

Jar el inverso de un punto. Como se ve en la Figura 3

m

FIG. 3 Inversor de Peaucellier "

el apavrai;o consta de seis varillas rigidas, dos de longitud a cua
tro de longitud menor b. Las varillas ‘estén articuladas en los puntos

0, P» P'5 myn; todo el instrumento puede moverse sujeto a estas con

diciones.
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Es evidente que 0, p ¥y p' estdn alineados. Para calcular

op - op’ denotemos con X el centro del rombo pmp'n y observemos

que .ok

oprop' = (ox -px)(ox +xp") = ox* -~ px?
om® - mx* - (pn® - mx‘)"'= at - b

"

Como la cantidad a* -b* es constante, vemos que p y p' son puntos
inversos con respecto a la circunferencia de centro .o y radio
r = (a® - b?)}/2. De esta manera podemos dibujar el inverso de cual~

quier punto q de la corona circular definidé por a-b <og<a+b.

Este instrumento fue inventado por'Péautellier,bficial naval fran
cés, en 1864 con el propbs{to, en la Epoca de 14 maqdina de vapor, de

convertif un movimiento circular en rectilineo.

Aplidacién al problema de Apolonio.

Un buen ejemplo de la ut{lidad de la iﬁversibn es la siguiente sg
Jucibn geométrica del prob]eh& de Apolonio (20b afos a.C.). Este es
uno de los mis famosos problemas cldsicos de cbnsiﬁuccién, en el cual
se dan tres circunferencias de1'p1ano y se pide trazar otra, tangente
a las tres. En general el problema tiene ocho soluciones que correspon '
den a las condiciones de que las circunferenc;as pedida% sean tangentes

interior o exteriormente a cada una de las circunferencias dadas. Se

debe admitir que algunas de las circunferencias dadas o de las solucio




nas, degeneren en un punto 0 én una recta, También puede suceder que

el nimero de soluciones sea menor y hasta que no exista solucion real

del problema como ocurre si las tres circunferencias dadas son concén

tricas.

Mediante una inversi6n, el problema de Apolonio correspondiente
a tres c1rcunferenc1as dadas se transforma en el mismo probiema para
otras c1rcunferenc1as Ahora, si podemos resolver el problema para
esta terna de circunferencias, lo hébr§w05 resuelto para aquella, in

virtiendo cada una de las soluciones halladas (ipor qué?). Veamos un

' egemp]o supongamos que partimos de tres C1rcunferenc1as de centros -

a, byc como se indica en ]a F1g 5

FIG. 5

Si queremos detemminar la circunfeféncia tangente exteriormente a fas
tres circunferenciéé’dadas, podemoﬁ reemplazar &stas por otras .tres
que tengan réspectivameﬁte los hismoé céntros y cuyos rédio;_se hayan
incrementado una misma cantidad d de tal ménera que dos de ellas

sean tangentes en un punto m.
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FIG. 6

Ev1dentemente, si hallamos la c1rcunferenc1a H de centro o y rad1o r

tangente extemormmte a estas tres, la circunferencia del mismo centro

»

y radio r +d serd laci rcunferencia buscada. A continuacidn invertimos
toda la figura respecto de una circunferencia de centro m. Las circunfe
rencias de centro b y ¢ se trensforman en un par de rectas paralelas

B' yC' .y 1a circunferercia de centro a en una circunferencia A' con-

tenida en la franja limitada por B'y C'.
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La circunferencia desconocida H se transforma en una circunferencia
H' tangente a A', B' y C' y su radio es la mitad de la distancia
entre B' y C'. Su centro es uno dé los dos puntos de interseccion
de la paralela media entre 8' y C' con la circunferencia del mismo
centro que A' y radio igual al radio de A'.més el radio-de H'.
Finalmente construyendo la iﬁversa de H' obtencmos la ciréunferen-

cia H, buscada.

Construdeiones geométricas. Teovema de Mascheront.

Los problemas de construccién usando solamente Ta regla y el com
pas han sido siempre Qn tema favorito en geometrié. En todos estos
probliemas la reg]u se utiliza como borde rectilineo para dibujar rec
tas, no para medir distancias. En principio, cgéé esperar que si per
mitimes usar solamente el compds la clase de construcciones posibies
sea mis restringide. Naturalmente que nc podénos tfazar la recta que
une dos puntos sin la reg.a, pero podemos suponer que la: recta esté

dada por dos de sus puntos. Veamos algunod ejemplos de conftrUCciones

usando 5610 el compds.

Duplicacién de un segmento ab.

Esta construccién la vimos en el ndmero anterior de esta revista.
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Como no tenemos regla, el segmento ab viene dado solamente por sus
extremos. Con centro en b trazamos una cxrcunferenCIa de radio ab

y marcamos sobre gsta a partir de a los puntos m, n, c, tales que
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am = mn = nc = ab. fniondes cies el punto buscado, ya gue los trian
gulos aﬁb, bﬁn, b%c son equﬁiétéros y en consecuencia los puntos a,
b,'c. estén alineados. ‘
phora, que sabemos duplicar un segmento y hallar el inverso de un

punto usando solamente el comhés podemos determinar }ambién el'ﬁunto me
dio;dé un segmente (ver Ejercicic 3). Otra éonstruccién interesante es
la de determlnar el centro de una c1rcunferenc1a dada. Elegimos un punto
p de la c1rcunferenc1a y con centro en €1 trazamos otra c1rcunferenc1a
de menor radic que corta a la dada en los puntos my n. Con estos cen
tros trazamos arcos de radio pm que se cortanen p y Q. Comparando

con la Fig. 2, vemos que el invérso de q respecto de la circunferencia

con centro en p es precisamente el centro buscado g’

FIG. 9

1 matemitico italiang Mascheroni (1750-1800) esfab1ecio. para
sorpresa de mUChos; que toda construccidn geométric& postble mediante
la regla y €l compds puede lograrse s6lo con ei compds. Naturalmente
que no podemos dibujar 1a recta que pasa por dos puntos sin la regla,
pero s podemos admitir que Ta recta estd dada si conocemos dos de

sus puntos. Es con esta salvedad como debemos entender el teorema de

Mascheroni. !

Toda construccidn con regla y compés consiste en la aplicacifn de

una sucesidn finita de algunas de las siguientes operaciones elementa-
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a) Trazar una circunferencia dados su centro y su radie.

b) Determinar los puntos de interseccidn de dos circunferencias se-

cantes.

¢) Hallar los puntos de 1ntersecc16n de una recta y una circunferen
" ¢ia, cuando éstas se cortan,

d) Hallar el punto de interseccidn de dos rectas no paralelas.

Evidentemente,que para establecer el teorema de Mascheroni sflo
basta demostrar que las dos Gltimas operaciones pueden realizrse usan
do solamente el compas.

Para resolver ¢) consideremos una circunferencia.C de centro o
y radio r y una recta dada por los puntos a y-b .que dista de o me

ncé que r.

Con centros a ty b trazamos do§ arcos de circunferencias de radios
ao y bo, respect1vamente. Estos se cortan en 0y p, salvo cuando
a,0yb EStanalineados Este caso lo cons1deraremos a continuacién
Hal]amos e1 inverso p de p con respecto a C y con centro en p'
trazamos la circunferenc1a de rad1o op', determ1nando sobre C los
puntos m y n. Paka denostrar que m y n son los puntos de inter-

secc16n de la recta at con 1a c1rcunferencia C, basta verificar
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que m yn equidistah de 0 yp. Pero'-evsto resulta de recordar que -

para construir el inverso de p' se trazan dos arcos de¢ radio r con
centros en m y 0.

Si la recta 3B pasa por o la construccién anterior no es vali-
da. En este caso con centro en a trazamos uha circunferencia que cor-

te a C én dos puntos distintos m y n.

m .
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EY problema se reduce entonces a saber bisectar, s6lo con el compds, un
arco de circunferencia. Sean m y n los extremos de un arco de circun

1] s el
ferencia de centro o.
14
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Con centro en m y n trazamos dos arcos de radioc om y a partir de

!

o con;truimos sobre ellos dos arcos op y o4 congruentes. al arco




dado mn (Fig. 12). Con centro en p 6 q describimos un arco que

corta al mn. EI punto de interseccibn és el punto medio buscado.

Para hallar el punto de intersecci6n de dos rectas basta saber
déterm}nar la circunferencia inveréa de la recta que pasa por dos
puntos dados. Pero esta éonstruccién fue dada en la primera parte
de la solucion de c). Con ésto queda demostrado el Teorema de Mas

cheroni.

Problemas

-1.b.Sean A y B dos circunferencias (pensamos a las rectas como
casos particulares de circunferencias) y sean WY ‘g las
inversiones con respecto a A y B respectivamente (si A es

una recta,_~tA es la correspondiente simetria axial). Veri-

ficar experimentalmente, usando una reqla no graduada y un

compéds, que

dénde B' = %(B).

b. Deducir que el centro de la inversa de una circunferencia es
“el inverso en la circunferencia de inversién, del inverso del
centro de la circunferencia de inversidon en la circunferencia

dada.

2; Considérénse simultaneamente las figuras 6 y 7.
a. ¢(Cudntas soluciones tiene el problema de Apolonio cuando las
circunferencias dadas A, By C estin ubicadas como en la Fi

gura 67

b. Construif, usando solamente la regla (no graduada) y el com-
pds, todas las soluciones del problema de Apolonio para las

‘circunferencias A', B* y C* dadas en la Figura 7.

c. Establecer cualitativamente la .correspondencia entre las s0

Y]

3

-




2

-

luciores de los problemas de Apoloﬁio referidos en a. y b.,_gehe-

rada por la inversidn de centro m considerada.

Determinar el punto medio de un segmentd, usando solamente el com-
pés.

Interpretar Ta soluc16n de 1a parte c. del Teorema de Mascheroni’ a

1a_1uz‘de1 EJerc1czo_1.b.
Justificar-]a construccibn dada en la Figura 12.

Dados so]amente 105 puntos a, b, m, n de las rectas secantes 33

 y mn » halIar efect1vamente usando solo el compés su punto de 1n—

tersecc16n.
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