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En este trabajo se prueba que el poligono de N lados de mayor
drea inscripto en una circunferencia dada, es el poligono regular de

N lados.

Esto se obtendrd como corolario de un resultado mis general:
dado un sector circular, el poligono inscripto de N lados cuya 4rea
resulta mayor es aquel cuyos vértices se distribuyen en forma equidis

tantes entre si sobre el arco de circunferencia.

La demostracién es de tipo constructivo, acotando el 4rea de
un poligono inscripto cualquiera por las 4reas de otros poligonos ins

criptos ''regulares'.

Primero se trabaja dejando libre un punto sobre el arco de cir-

cunferencia, luego dos puntos y finalmente N puntos.

Sea o el dngulo central del sector circular AOOAN+I de radio r

(ver figura 1). Sin pérdida de generalidad podemos suponer que r = 1.

Situamos un punto A; sobre el arco de circunferencia AOAN 4+, Y 1lama-
mos a al dngulo determinado por OA) y OA;. Si 0 <o < n. Pediremos
solamente que el 4ngulo o cumpla: 0 Sa <o y si 1<o<2n pedire-

mos ademis que el angulo a cumpla la condicidﬁ:

(*) o-n1S<aSsn
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esta condici6én es equivalente a pedir que el 4ngulo o cumpla:

(**) O<asSTm y0<o-u<l

Diremos que el poligono AOAIANﬂO estd inscripto en el sector

circular AOOANﬂ si el 4ngulo a cumple la condici6én (*) o su condici6n

equivalente (**). Si a = o/2 el drea del poligono %AIANHO es:

A = 2 sen (o/4).cos (o/4) (ver figura 2)
Si ahora tomamos el punto A, tal que el &ngulo a cumpla (*), el &drea
del poligono AoAlANﬂO estard dado por:

A(a) = sen (a/2). cos (a/2) + sen (0-a/2). cos (o-a/2)
= sen (a/2).cos (a/2)+(sen(a/2).cos(a/2)-
cos(o/2).sen(o/2)).(cos(o/2) .sen(a/2) +sen(o/2) .cos(a/2))
= sen(a/2).cos(a/2).(1-cos?(a/2) +sen?(a/2)) +
+cos(0/2) .sen(o/2) . (cos?(a/2)-sen?(a/2))

= 1/2(sen a(1-cosc) +seno.cosa)

0 NH

“Fig. 1 Fig. 2

Para cada sector de dngulo central o queremos ver cuil es el angulo a
que cumple la condicién (*), tal que el drea del poligono AoAlANﬂO resulte

mixima; para ello hacemos:
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A' (a) = 1/2 (cos a.(1-cos o) -sen o. sen a) = 0

de donde obtenemps la siguiente ecuacidn:

tg a = tg (0/2)

por lo tanto a = (0/2) + k, con k ¢ Z. Pero, como el dngulo o Jdebe

cumplir la condicién (*), resulta a = o/2.
Ahora, A" (a) = (-sen a.(1-coso) - seno. cosa)/2 de donde
obtenemos
A"(0/2) = (-sen (0/2).(1-cos o) -sena.cos (0/2))/2.
Entonces, si suponemos primero que = <o <2m tenemos,

sen (0/2) > 0 sen ¢ <0

1-coso>0 cos (0/2) <0
por lo tanto A" (o/2) > 0; es decir que en a = ¢/2 hay un miximo de

la funcién A (a).

Por otra parte, si 0 <o < v como el drea del tridngulo
AAy4 0 es comin a la de los cuadrildteros A AjA,,0 y AR A O

siendo ahora A; el punto sobre el arco de circunferencia A Ay, tal

que o resulte igual a o/2 y el punto A, otro punto sobre el arco de

circunferencia AOAN 1 (ver Figura 3), para comparar cudl de los cua-
driliteros es el que tiene mayor drea, basta comparar las dreas de
los triangulos AoAlANﬂ y AoAzANﬂ . Como ambos tridngulos tienen
la misma base basta comparar sus alturas h) y h, , pero es claro que
h; >h; . Por lo tanto, el cuadrilidtero de drea miaxima es aquel tal
que el dngulo a sea igual a o/2 . Hemos probado entonces el siguien

te resultado,

Proposicién 1: Dado un sector circular de 4ngulo central a <2x el
cuadrildtero inscripto que tiene mayor 4rea es aquél tal que el dngu

lo a sea igual a o/2.
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Fig. 3
Sea Ao ”0 un sector circular y A,..., AN puntos sobre el arco
de circunferencia A Ay, . Sea a; el angulo determinado por Ai-loAi
i=1,..., N+1 (ver figura 4). Supondremos primero que 0 < N <7
para todo i = 1..., N+1; esto asegura que el poligono AJA,...AAN,,
estd inscripto en el sector circular AOOANﬂ y que los puntos

A, yraeuy AN estdn sobre el arco de circunferencia AOA'N+1' Cada sector

1
- Ay 0 i=1,..., N+ serd 1lamado un subsector de AoANﬂo‘

Fig. 4

Supongamos primero que N = 2. Es decir, tenemos un sector circular
AJA,,, de dngulo central o y Z puntos A, y A, sobre el arco de cir-

cunferencia A

0PN+ 1 tales que, el poligono AoA‘AZA.\!H esté inscripto .
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en el sector AOOAN“.

Supongamos que el punto A, determina junto con el punto Ab el sub
sector de adngulo central a(a <o). Es claro por lo ya demostrado para
un solo punto libre, que el &drea del poligono OAoAlAzANﬂ es mayor que
el drea del poligono OAoAlA;’\ﬁ’ donde el punto A; se consigue hacien
do la bisectriz del dngulo o - a. Ahora tomemos OAoAi‘AéANu , donde
el punto A{ se consigue haciendo la bisectriz del angulo central del
subsector AOOA; . Es claro que este poligono tiene mayor drea que el
poligono QAoAlAzAN+l' Prosiguiendo de esta forma se logra acotar el
area del poligono inicial AoAlAzANn por las dreas de otros poligonos
inscriptos en el sector AOOANﬂ que convergen al drea del poligono
OAATAJAL, |, €l cual es tal que cada subsector A OA}; A’;OA; y
A;OANﬂ tienen dngulo central o/3. (ver Figura 5).

Definimos ap =a ;
= 1

a; = a@ngulo central del subsector A2 OAN e
= . 2

a3 = &ngulo central del subsector AZOAN+1

en general, ;2n +, = dngulo central del subsector A'zl% -

y az = dngulo central del subsector A OA]
a, = dngulo central del subsector A OA?

en general, app = 4ngulo central del subsector A OAT
El procedimiento descripto anteriormente muestra que,

a = a

o = L5 .200+!51!10

s -o-m (2-200(1)2a
2. 22

— _o-ap _(22-21420) o+(-1) 3%

2 3

. i Z
= 9.3y (23-22421-2%04(-1)%
2 5
2z
en general después de n pasos tendremos,
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n-1 i
°n = zin (G (NP2 EN oD )

operando se tiene:

n-1

;h = { (G e
N

por lo tanto cuando n + =; ap +(0/3). Entonces, hemos probado el si-

guiente resultado.

Proposicién 2: Dado un sector circular OAoANﬂ de angulo central ¢ y
dados los puntos A; y A, sobre el arco de circunferencia AoANﬂ; el po

*
1igono inscripto de drea mixima QAOA:AZAN + €S aquel tal que cada uno
*®

*
de los subsectores OAoAl, OA'I‘A’Zk y AZAN'HO tengan el mismo &ngulo cen

tral, es decir que cada uno de ellos sea igual a (o/3).

Fig. §

Dado un sector circular Al - de angulo central 0 < ¢ < 2n y
N puntos Al,..., AN sobre el arco AoANﬂ' tal que cada subsector
A; ,0A; i =1,..., N+1 tenga dngulo central a; < w veremos que el
poligono inscripto de mayor &rea es aquel cuyos subsectores son todos

iguales.

Supongamos que el subsector AOOA, tiene dngulo central a con
O0<a <rw. Procediendo a acotar las 4reas de los poligonos como en
los casos anteriores y teniendo en cuenta que en este caso el angulo

— - n —
a,n-, Serd el dngulo central del subsector A}pANﬂ y el angulo %
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serd el angulo central del subsector AOOAI)' ; se obtienen polfigonos ins

criptos tales que los dngulos centrales de los mencionados subsectores

son:

&y =2 ;0 - (° 0;5-1)10)

5, = 08 . (N!-N)o +(-1)2a
N N2

en general después de n pasos tendremos:
n-| i -
(EENIENY e 4 (D™
Gn ) m
de donde se obtiene

_ =)t -n"
B
Por lo tanto cuando n + = ; u‘n+(o/N+1). Hemos probado entonces el

siguiente resultado

Teorema 3: Dado el sector circular OA,A\,, de @ngulo central o y da
dos N puntos A;,..., Ay sobre el arco de circunferencia AoANﬂ; el
poligono inscripto de N+3 lados cuya 4rea resulta mixima es aquel

tal que cada subsector tenga &ngulo central (o/N+1).

Corolario 5: Dada una circunferencia y dado un poligono de N vérti
ces inscripto en dicha circunferencia, el poligono inscripto de 4rea

mixima es el poligono regular de N vértices.

Demostracién: Sean los puntos A,..., AN los vértices de un poligo
no inscripto en una circunferencia (para una distribucidn dada de N
puntos sobre la circunferencia); supongamos primero que cada subsec
tor A;0A; ,, mod (N),determina el &ngulo central a; <7 Seaa <=

el dngulo detemminado por el origen y dos vértices consecutivos, su-

pongamos que se trate del adngulo que forman los puntos O, A; y A;.
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El drea del poligomo A,,..., Ay resultari menor que el drea del

P 1
poligono con vértices A AAlAL ... Arl‘l-lp‘;l donde los puntos Aé,.. o A

son tomados sobre la circunferencia de manera tal que los subsectores
1,1 .1 1 1 - — -
A0A3,A30A,,. .., AN OAN tengan el mismo dngulo central a; = s
= N-1
Procediendo como en los casos anteriores podemos continuar acotando

superiormente el 4rea del poligono dado inicialmente por el drea de
otros poligonos inscriptos en la circunferencia tal que los &ngulos '

centrales de los subsectores sean respectivamente: V

a = a

=Ngi=ia s (N-1)°u +(-1)!a

N-1 N-1
o, = 2l . (D! -(N-1)%0 + (D)%
N-1 (N-1)2

en general, después de n pasos tendremos:

GZy CO-HED™ e+ (D)%

2 |
[

(N-1"

de donde se obtiene

1=3 n
=(_(._‘_D_+ 1 1) o

. (N-1)P N (N-n

Por lo tanto cuando n - «; ;n + (a/N).

Todo esto 1o hemos hecho bajo el supuesto de que cada &ngulo aj
cumpla la condicién antes mencionada o;j < w parai =1,..., N. Aho
ra, si dada una distribucién de N puntos sobre la circunferencia
existiera algGn &ngulo ay 2 1 el poligono estaria contenido en un

semicirculo por lo tanto tendriamos:

i) En el caso N = 4, el 4rea del poligono inscripto regular es
A, = 2 (recordar que r = 1)y el drea del semicirculo es
(n/2) < 2. Por lo tanto estos poligonos no son de interés

en la bisqueda de los poligonos inscriptos de drea mixima.
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ii) En el caso N 24, dado un poligono inscripto en la circun-
ferencia, (siempre suponiendo que estd contenido en el semi
circulo, es decir que exista un angulo ay 2 w) con vértices

LS aaon A'N' éste tampoco resulta de interés en la bGsqueda

del poligono inscripto de N vértices cuya drea sea mixima,

ya que:
KN>TM,>(I/2) para todo N > 4

donde KN es el drea del polfgono inscripto regular de N vértices.

Las desigualdades anteriores resultan evidentes ya que una vez
encontrado el poligono inscripto de cuatro vértices, cuya 4rea es
mixima (esto es, el cuadrado A;,..., Ay) agregando un punto As dis
tinto de A;,..., A, sobre la circunferencia, se obtiene el poligono
de 5 vértices Aj,... WA, ,Ag Cuya Grea As es mayor que A, (ver Figura
6), por otro lado este no es el poligono de 5 lados inscripto de
drea mixima ya que no es regular, por lo tanto As 2 A,. Agregando
mis puntos se obtiene KN > 1A, para todo N > 4.

Es claro que también es vdlida la desigualdad: IN > K" para cada
N > M; donde Ay Y Ay son las dreas de los poligonos regulares de N y M

vértices respectivamente.

As

Ay Ay

Fig. 6
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Finalmente consideramos el caso N = 3. Si el tridngulo A A, A, inscrip
to en la circunferencia es tal que existe un &ngulo a; 2> m, es decir que
A, A; A3 esté contenido en el semicirculo, veremos que tampoco resulta
este tridngulo de interés en la bGsqueda del tridngulo inscripto de drea
mixima. Para ello vamos a comparar el irea K3 del mayor triangulo conte
nido en el semicirculo con el drea A3 del tridngulo equilidtero inscripto
en la circunferencia (recordemos que siempre nos referimos a la circunfe
rencia y al circulo de radio 1). Veamos que Ay > K;. Es claro que el
triingulo inscripto, contenido el semicficulo, que tiene mayor drea es el
tridngulo de vértices AjA;A; donde un lado, A)A3 por ejemplo, coincide

con el radio de la circunferencia y el punto A, es equidistante de A, y A3
(ver Figura 7). Su drea es X3 = 1. Si ahora consideramos el adrea del
triangulo equildtero inscripto en la circunferencia su drea es A = 37;5- =

Por 1o tanto A3 > A3

Az

/

Fig. 7

Al( ]A3

Con esto hemos probado que cualquiera sea el nimero de vértices de un po
ligono inscripto en wna circunferencia, el que tiene mayor drea es el poligo

no regular.
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