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l'DTICIA HIS10RICA ACERCA DE LA PALA.BPA 10Kl 

Pier Baldaccini 

~s referimos, desde luego, a la palabra que desi~ al sólido 

geométrico. La not1cia es, quizás, útil porque en castellano esta p~ 

lahra tiene, por lo menos, dos acepc10nes totalmente clistintas. Esta 

part1.-ularidad es exclusiva de este idioma, ya que en los otros utili 

zados en contextos científicos no se encuentra. 

En efecto, en castellano se ha producido una especie de deforma­

ción ortográfica de una de las palabras, que en su más cercana etimo-

logia, el latín, era "taur>Us", derivada a su vez del griego. Esta pa-

labra se ha transformado en "toro" para designar al conocido animal. 

Sin embargo el adjetivo correspondiente es "taUJ>ino". 

~uy distinta es la etiwología, también latina y griega de la pa-

labra que designa a la superficie geométrica que nos interesa. Lapa-

labra "wro", usada en este contexto, deriva de la palabra latina "~ 

J>Us-tori ", que a su vez proviene del verbo "toJ>queo-tol'ques-tol'si-to!: 

tum-torquel'e", a su vez derivado del griego y tal vez del sánscrito y 

que significa 11tol'Oe1' 11 , lo cual nos ubica en el verdadero sentido de 

la palabra en cuentión. 

El primer uso de esta palabra "tor>Us-tol'i" en forma sistemática 

se debe a VITRlNIO, arquitecto romano del siglo I de la era cristiana, 

DU.IY famoso y cuya obra escrita, en diez tomos, ha llegado parcialmente 

a nosotros. El llamaba "toro" a una moló.ua en las bases de las colum-

nas, moldura ésta de forma análoga a la del sólido que nos interesa. 

Aún hoy, en Arquitectura se usa la palabra en este sentido. 

La evolución posterior de la palabra no tiene tanto interés, in-

cluso fue dejada de lado. I<EPLER, por ejeJJl>lo, usa la palabra "anul-us", 

o sea anillo, en lugar de "tol'us". Sin embargo, posterionnente se la 

volvió a utilizar y su uso se generalizó en t~temática y en ftrquitectura. 
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SOBRE EL fDLICDl'D DE AREA ~IAXIr.1A INSCFIP10 EN UNA lTRClR\'FEPEN( lA 

Luis G. Quintas 

En este trabajo se prueba que el polígono de N lados de mayor 

área inscripto en una circunferencia dada, es el polígono regular de 

N lados. 

Esto se obtendrá como corolario de un resultado más general: 

dado un sector circular, el polígono inscripto de N lados cuya área 

resulta mayor es aquel cuyos vértices se distribuyen en forma equidi~ 

tantes entre si sobre el arco de circunferencia. 

La demostración es de tipo constructivo, acotando el área de 

un polígono inscripto cualquiera por las áreas de otros polí~onos ins 

criptas "regulares". 

Primero se trabaja dejando libre un punto sobre el arco de cir­

cunferencia, luego dos puntos y finalmente N puntos. 

Sea o el ángulo central del sector circular A OA... de radio r 
o "N+! 

(ver figura 1). Sin pérdida de generalidad podemos suponer que r = 1. 

Situamos un punto A1 sobre el arco de circunferencia A A.._ y llama­
o·N+l 

mos a al ángulo determinado por OA
0 

y OA1 . Si O .;; o .;;; 11. Pediremos 

solamente que el ángulo a cumpla: O .;;; a .;; o y si 11 <o< 211 pedire­

mos además que el ángulo a cumpla la condición: 

("') 
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esta condici6n es equivalente a pedir que el ángulo a c~la: 

(**) 

01remos que el polígono AQA1~+10 est& inscripto en el sector 

circular AoO~+l si el ángulo a cumple la condición (*) o su condición 

equivalente(**). S1 a= o/2 el área del polígono AQA 1~+10 es: 

A= 2 sen (o/4).cos (o/4) (ver figura 2) 

Si ahora tomamos el punto A1 tal que el ángulo a cumpla (*), el área 

del poHgono AQA 1~. 10 estar& daoo por: 

A(a) =sen (a/2). cos (a/2) +sen (o-a/2). cos (o-a/2) 

=sen (a/2).cos (a/2)+(sen(a/2).cos(a/2)­

cos(o/2).sen(o/2)).(cos(o/2).sen(a/2)+sen(o/2).cos(a/2)) 

sen(a/2).cos(a/2).(1-cos2(o/2)+sen2(o/2))+ 

+oos(o/2).sen(a/2).(cos2(a/2)-sen2(a/2)) 

1/2(sen a(l-coso)+sena.cosa) 

A¡ A¡ 

. Fig. 1 Fig. 2 

Para cada sector de ángulo central a quererros ver cu&l es el ányulo a 

que cumple la condici6n (*),tal que el área del polípono A A¡~10 resulte o . 

máxima. para ello hacemos: 
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A' (a)- 1/2 (cos u (l-eos o) -sen o. sen a) o 

de donde obtenemos la siguiente ecuación: 

tg a tg (a/2) 

por lo tanto a (o/2) + k, con k ¡; Z. Pero, corro Pl ángulo o .lebe 

cumplir la cond1ci6n (*), resulta a = a/2. 

Ahora, A" (<1) =(-sen o.(l-cosa)- seno. cosa)/2 de d(\nde 

obtenemos 

A"(a/2) =(-sen (a/2).(1-cos o) -sena.cos (o/2))/2. 

Entonces, si suponemos primero que 11 <a < 211 tenemos, 

sen (o/2) >O sen o <O 

1 - cos a > O cos (a/2) <O 

por lo tanto A" (o/2) >O; es decir que en a = a/2 hay un má.xillX> de 

la función A (a) . 

Por otra parte, si O ...: o ..; ... como el área del triángulo 

A0~+ 1 0 es conún a la de los cuadriláteros A0A 1~+lo y A0A2~. 10 

sienoo ahora A1 el punto sobre el arco de circunferencia A0~+l' tal 

que a resulte igual a o/2 y el punto A2 otro punto sobre el arco de 

circunferencia A0~+l (ver Figura 3), para comparar cuál de los cua­

driláteros es el que tiene mayor área, basta comparar las áreas de 

los triángulos A0A 1~+l y A0A2~+l . Coro ambos triángulos tienen 

la misma base basta comparar sus alturas h1 y h2 , pero es claro que 

h¡ > h2 . Por lo tanto, el cuadrilátero de área máxima es aquel tal 

que el ángulo a sea igual a a/2 . HellX>s probado entonces el siguie!!_ 

te resultado, 

Pr-oposición 1: Dado un sector circular de ángulo central a < 2..- el 

cuadrilátero inscripto que tiene mayor área es aquél tal que el án~ 

lo a sea igual a a/2. 
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Fig. 3 
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Sea Ao~+lO un sector circular y A1 , ••• , ~puntos sobre el arco 

de circunferencia Ao~+l. Sea ai el ángulo detenninado por Ai _1 OAi 

i = 1, ... , N+1 (ver figura 4). Supondrewos primero que O~ ai ~ • 

para todo i = 1 ... , N+l; esto asegura que el polígono A0 A1 .. -~+l 

está inscripto en el sector circular A00~+l y que los puntos 

A
1

, ... , ~ están sobre el arco de circunferencia A0~+l. Cada sector 

Ai-~OAi i = 1, ... , N+1 será llamado un subsector de A0~~10. 

Fig. 4 

Supongamos primero que N= 2. Es decir, tenewos un sector circular 

A QA_. de ángulo central a y 2 puntos A1 y A2 sobre el arco de ci r-
o .111+1 

cunferencia Ao~+ 
1 

tales que, el polígono A0A¡AzA_!+l esté inscripto 
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Supongamos que el punto A1 detennina junto con el punto A
0 

el suQ. 

sector de ángulo central a(a <a). Es claro por lo ya demostrado para 

un solo punto libre, que el área del polígono OA0\A2~+l es mayor que 

d 1 1 . ha . el área el polígono O~A1 A2~+l' donde el punto A2 se cons1gue c1e~ 

do la bisectriz del ángulo a - a. Ahora torneros O~ A~ Ai'\¡ H , donde 

el punto A~ se consigue haciendo la bisectriz del ángulo central del 

subsector A00~ . Es claro que este polígono t]ene mayor área que el 

polígono OA0A1 A2~+l" Prosiguiendo de esta forma se logra acotar el 

área del polígono inicial A0A1A2~+l por las áreas de otros polígonos 

inscriptos en el sector A00~+l que convergen al área del polígono 

* * * A*
1
oA* Y OA0A1 A¿~+l' el cual es tal que cada subsector A

0
0A1 ; -~ 

A~O~+l tienen ángulo central a/3. (ver Figura S). 

DefinillPS 

en general, 

y 

en general, 

a 0 = a ; 

a 1 = ángulo central del subsector A~ O~+l 

a 3 ángulo central del · subsector A~O~+l 

ángulo central del n 
a2n+l subsector A20~+l 

az ángulo central del subsector A00A~ 

Q'+ = ángulo central del subsector A00A~ 

azn ángulo central del subsector A
0

0A.? 

El procedimiento descripto anteriormente muestra que, 
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operanó::> se tiene: 

_ (- 1)n-I ( 1)n 
~ = { + 1} !!..._-__ a 

2n 3 2n 

por lo tanto cuando n + <»; an + (a/3). Entonces, heJOOS probado el si­

guiente resultado. 

Proposición 2: Dado rm sector circular OA0~+1 de ángulo central a y 

dados los prmtos 1\1 y A2 sobre el arco de circunferencia A A.. . • el nn_ o· "N+1 • .-~ 

lfgono inscripto de área máxima OA0A~A:~+l es aquel tal que cada rmo 
1t 1t 1t * de los subsectores OA

0
A1 , OA 1A2 y A2AN+J o tengan el rnisroo ángulo cen 

t:al, es decir que cada uno de ellos sea igual a (a/3). 

A¡ 

Fig. S 

Dado rm sector circular A OAN de ángulo central O .;;;; a .;;;; 2n y o +¡ 

N puntos A1 , ••• , ~sobre el arco A0~+!' tal que cada subsector 

Ai _1 OAi i = 1, ... , N+ 1 tenga ángulo central ai .;;;; 1r veremos que el 

polígono inscripto de mayor área es aquel cuyos subsectores son todos 

iguales. 

Supongaros que el subsector A
0

0A 1 tiene ángulo central a con 

O .;;;; a .;;;; 11 • Procediendo a acotar las áreas de los pol fgonos com:> en 

los casos anteriores y teniendo en cuenta que en este caso el ángulo 
n 

a2n-¡ será el ángulo central del subsector ~~+! y el ángulo Q2n 
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será el ángulo central del subsector A00A~ ; se obtienen polígonos in~ 

criptas tales que los ángulos centrales de los mencionados subsectores 

son: 

a¡ = ~ 
N 

Ctfo+(-1) 1a) 
Nl 

a
2 

= o-a¡ = (NLtf) a + ( -1) 2 a 

N N2 

en general después de n pasos tendrem:>s: 

de donde se obtiene 

n 
+1}--L+~ 

N+1 ~ 

Por lo tanto cuando n + "' an + (o/N+1). Heros probado entonces el 

siguiente resultado 

TeoNma 3: Dado el sector circular OA
0

AN+l de ángulo central a y ~ 

dos N puntos A1 , ••• , A... sobre el arco de ciromferencia A AN ; el "'N o +¡ 

poHgono inscripto de N+3 lados cuya área resulta máxima es aquel 

tal que cada subsector tenga ángulo central (o/N+1). 

CoroLario 5: Dada rma ciramferencia y dado rm poHgono de N vérti 

ces inscripto en dicha circunferencia, el polígono inscripto de área 

máxima es el polígono regular de N vértices. 

Dellr]stración: Sean los pl.D'ltos A1 , ••• , ~ los vértices de l.D1 poHg2_ 

no inscripto en una cirCl.D'lferencia (para lDl8 distribución dada de N 

puntos sobre la circunferencia) ; supongamos primero que cada sub se E_ 

tor AiOAi+l rod (N),detennina el ángulo central ai.;;;; ... Sea a .;;;; .. 

el ángulo detenninado por el origen y dos vértices consecutivos, su-

pongamos que se trate del ángulo que forman los puntos O, A1 y A2 • 
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El área del polígono A1 , ••• , ~resultará menor que el área del 

H ~rt· A A A1A1 A_l A_l. do de 1 
1 

A_
1
. po gono con ve 1ces 1 2 3 4 .•• 'N-l'N n os puntos A2 , ••. , .N 

son tomados sobre la circunferencia de manera tal que los subsecLores 
1 1 1 1 1 o-a 

A20A3,A30Ai, , ••• , AN-
1
0AN tengan el mismo ángulo central a1 = N-T 

Procediendo c()]l() en los casos anteriores poderos continuar acotando 

superiormente el área del polígono dado inicialmente por el área de 

otros poligonos inscriptos en la circunferencia tal que los ángulos 

centrales de los subsectores sean respectivamente: 

a
0 

= a 

= ~ = (N-1)
0

o +(-1) 1a 
a¡ 

- 1 N-1 

= ~ = ((N-1) 1 - (N-1)
0
)o +(-1) 2a 

a2 
N - 1 (N - 1) 2 

en general, después den pasos tendremos: 

de donde se obtiene 

a n 

n-1 · 1 
{ i ~o (-(N -1)) 1 }( -1) n- a + ( -1) na 

(N-1) n 

_ = ((-l)r,-• (_ 1,nn .... _ ___. ___ + 1} ~ .~ 

<1n (N-l)n N (N-l)n 

Por lo tanto cuando n ... oo; ~ ... (o/N). 

Todo esto lo herros hecho bajo el supuesto de que cada ángulo ai 

cumpla la condición antes ~ncionada ai ~ • para i = 1, ... , N. Aho 

ra, si dada una distribución de N puntos sobre la circunferencia 

existiera algún ángulo ai ~ n el polígono estaría contenido en un 

semicírculo por lo tanto tendríamos: 

i) En el caso N = 4, el área del polígono inscripto regular es 

A
4 

= 2 (recordar que r = 1)y el área del semicírculo es 

(n/2) < 2. Por lo tanto estos polígonos no son de interés 

en la búsqueda de los polígonos inscriptos de área máxima. 
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ii) En el caso N ~ 4, dado un polígono inscripto en la circun­

ferencia, (siempre suponiendo que está contenido en el semi 

círculo, es decir que exista un ángulo a. ~ w) con vértices 
l 

A¡,· .. , ~· éste tanp:>co resulta de interés en la búsqueda 

del poHgmo inscripto de N vértices cuya área sea máxima, 

ya que: 

~;;;.. ~ > (n/2) para todo N ;;;.. 4 

donde ~ es el área del polígono inscripto regular de N vértices. 

Las desigualdades anteriores resultan evidentes ya que una vez 

encontrado el polígono inscripto de cuatro vértices, cuya área es 

máxima (esto es, el cuadrado A¡, ... , Al.) agregando m punto As dis 

tinto de A¡, .•. ,~ sobre la circunferencia, se obtiene el polígono 

de S vértices A¡, ... •A.. ,As cuya área As es mayor que A,. (ver Figura 

6) , por otro lado este no es el polígono de S lados inscripto de 

área máxima ya que no es regular, por lo tanto As ;;;.. A... Agregando 

más pmtos se obtiene~;;;.. A. 4 para todo N;;;.. 4. 

Es claro que taJ!lbién es válida la desigualdad: ~ ;;;.. ~f para cada 

Ñ ;;;.. R; donde ~ y Art son las áreas de los polígonos regulares de N y H 

vértices respectivamente. 

Fig. 6 
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El área del polígono A1 , ••• , ~resultará menor que el área del 

H ~rt· A A A1A1 A_l A_l. do de 1 
1 

A_
1
. po gono con ve 1ces 1 2 3 4 .•• 'N-l'N n os puntos A2 , ••. , .N 

son tomados sobre la circunferencia de manera tal que los subsecLores 
1 1 1 1 1 o-a 

A20A3,A30Ai, , ••• , AN-
1
0AN tengan el mismo ángulo central a1 = N-T 

Procediendo c()]l() en los casos anteriores poderos continuar acotando 

superiormente el área del polígono dado inicialmente por el área de 

otros poligonos inscriptos en la circunferencia tal que los ángulos 

centrales de los subsectores sean respectivamente: 

a
0 

= a 

= ~ = (N-1)
0

o +(-1) 1a 
a¡ 

- 1 N-1 

= ~ = ((N-1) 1 - (N-1)
0
)o +(-1) 2a 

a2 
N - 1 (N - 1) 2 

en general, después den pasos tendremos: 

de donde se obtiene 

a n 

n-1 · 1 
{ i ~o (-(N -1)) 1 }( -1) n- a + ( -1) na 

(N-1) n 

_ = ((-l)r,-• (_ 1,nn .... _ ___. ___ + 1} ~ .~ 

<1n (N-l)n N (N-l)n 

Por lo tanto cuando n ... oo; ~ ... (o/N). 

Todo esto lo herros hecho bajo el supuesto de que cada ángulo ai 

cumpla la condición antes ~ncionada ai ~ • para i = 1, ... , N. Aho 

ra, si dada una distribución de N puntos sobre la circunferencia 

existiera algún ángulo ai ~ n el polígono estaría contenido en un 

semicírculo por lo tanto tendríamos: 

i) En el caso N = 4, el área del polígono inscripto regular es 

A
4 

= 2 (recordar que r = 1)y el área del semicírculo es 

(n/2) < 2. Por lo tanto estos polígonos no son de interés 

en la búsqueda de los polígonos inscriptos de área máxima. 
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ii) En el caso N ~ 4, dado un polígono inscripto en la circun­

ferencia, (siempre suponiendo que está contenido en el semi 

círculo, es decir que exista un ángulo a. ~ w) con vértices 
l 

A¡,· .. , ~· éste tanp:>co resulta de interés en la búsqueda 

del poHgmo inscripto de N vértices cuya área sea máxima, 

ya que: 

~;;;.. ~ > (n/2) para todo N ;;;.. 4 

donde ~ es el área del polígono inscripto regular de N vértices. 

Las desigualdades anteriores resultan evidentes ya que una vez 

encontrado el polígono inscripto de cuatro vértices, cuya área es 

máxima (esto es, el cuadrado A¡, ... , Al.) agregando m punto As dis 

tinto de A¡, .•. ,~ sobre la circunferencia, se obtiene el polígono 

de S vértices A¡, ... •A.. ,As cuya área As es mayor que A,. (ver Figura 

6) , por otro lado este no es el polígono de S lados inscripto de 

área máxima ya que no es regular, por lo tanto As ;;;.. A... Agregando 

más pmtos se obtiene~;;;.. A. 4 para todo N;;;.. 4. 

Es claro que taJ!lbién es válida la desigualdad: ~ ;;;.. ~f para cada 

Ñ ;;;.. R; donde ~ y Art son las áreas de los polígonos regulares de N y H 

vértices respectivamente. 

Fig. 6 
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Finalmente consideramos el caso N e 3. Si el triánRUio A
1 
~ A3- inscriE 

to en la circt11ferencia es tal que existe 1.11 ángulo ai ~ n, es decir que 

A1 A2 A3 esté contenido en el semicírculo, vereros que tampoco resulta 

este triángulo de interés en la búsqueda del triángulo inscripto de área 

máxil!a. Para ello varos a COIIqlarar el área A3 del mayor triángulo conte 

nido en el semicírculo con el área 7\3 del triángulo equilátero inscripto 

en la circmferencia (recorderos que sienpre nos referirnos a la circmfe 

rencia y al círculo de radio 1). Vearos que A3 ;;;. A3. Es claro que el 

triángulo inscripto, contenido el semicficulo, que tiene mayor área es el 

triángulo de vértices A1A2A3 donde 1.11 lado, A1A3 por ejemplo, coincide 

con el radio de la circunferencia y el punto Az es equidistante de A1 y A3 

(ver Figura 7). Su área es A3 = 1. Si áhora consideramos el área del 

triángulo equilátero inscripto en la cirCll'lferencia su área es A = 3{3 > 1. 

Por lo tanto A3 >A3 

Fig. 7 

Con esto heros probacb que cualquiera sea el número de vértices de 1.11 po 

lígono inscripto en una circunferencia, el que tiene mayor áre~ es el poli~ 

no regular. 

Instituto de ~temática Aplicada 

Universidad Nacional de San Luis. 
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SOBRE TRIANGULOS RECTANillLOS 

Jorge A. Vargas 

No existe un triángulo rectángulo cuyos lacbs midan números 

naturales y las longitudes de sus catetos son ruadrados de números 

naturales. 

En efecto, supongal1lJs que existe un tal triángulo. Sean x,y 

los catetos y Z la hipotenusa del triángulo. Por hipótesis, exis 

ten naturales p, q tal que 

Además, por el teorema de Pitágoras se tiene que 

z2 = x2 + y2 

Notemos que Z;;;. 2, puesto que Z = 1, implica X= 1, y= 0 

o x = O, y = 1, lo cual es absurdo. Sea A = { Z e: : existen na-

turales p,q con Z2 = p4 + q4 } • Como estamos suponiendo que exi~ 

te un triángulo ... , teneros que A es no vacío. Por el principio 

de Buen Orden A tiene un primer elemento que por lo observado es 

mayor o igual a 2. 

Fi j eros de alxlr a en mas , p , q, Z tal que 

z2 = P" + q'* 

Z = primer elemento de A 

Es fácil ver que como Z es primer elemento de A, entonces Z, 

p, q son copriiOOs. En Courant y Robins. Que :s la matemática E.D. 

Aguilar pág. 49. Esta probado que existen naturales m,n tal que 


