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GEOMETRIA DE LOS CASOS DE FACTOREQD

Jorge Vargas

El objeto de este articulo es mostrar algunas aplicaciones geomé

tricas de los casos de factoreo.

La letra F designard indistintamente el conjunto de los niimeros
racionales Q, reales R o complejos € (Para el lector informado, F de-

signard un cuerpo arbitrario de caracteristica cero).

Un polinomio en una (dos, tres,.. .) variable a coeficientes en

F es una expresién formal del tipo,
LA LT T (una variable)

ann X" Y™ + 2 X"' Y™ + ... (dos variables)

n-1,m

Denotemos por FIX](F[X,Y), F[X,Y,2],...) el conjunto de polinomios
en una variable (dos variables, tres variables,...). Notar que
FIXJCFRIX,Y) CFIXY,2} C ... . Por comdidasd denotaremos por

F[...] cualquiera de los conjuntos F [X], F XN R XY 2Ny

Observacién: Como R C C se tiene la inclusién R [...]Jc C {...] , esto
es, todo polinomio a coeficientes reales puede pensarse como un poli-

nomio a coeficientes complejos.

En la escuela media aprendimos a sumar y multiplicar polinomios

y definimos:




S50

Un polinomio no nulo P divide al po-
linomio Q si es posible encontrar un
polinomio R tal que

Q = P.R

Ejemplo. X% + Y divide a X' - Y2 puesto que,
X* - Y2 = (X2 -Y)(X2 +Y)

Claramente, un polinomio constante no nulo divide a cualquier po

linomio P, por ejemplo:

divide a P puesto que,
+n

P:(-@%.P)ﬁ’*'

También P divide a P puesto que P = P.1.

Un polinomio no constante P en F[...]
se dice primo si los Gnicos divisores
que tiene en F [...] son:

a) los polinomios constantes no nulos
b) los polinomios <cP donde c es un ele-

mento no nulo de F arbitrario.

Ejemplo: X2 + 1 es'primo en R[ X] puesto que, si X2+ 1 = P(X)q(X)
con p(X) e R[X ]y qX) e R[X ], com el grado del producto es la
suma de los grados de los factores resultan las alternativas,

grado (p) = grado (q) = 1

grado (p) = 2 y grado (a) =0
Si se da la primera', entonces p(X) = aX +b y q(X) = cX +d con
a#0 y c#0. Miltiplicando y recordando que dos polinomios coin
ciden si y solo si sus coeficientes coinciden, resulta a2 +b2 = 0,

Con la suma de dos nimeros positivos nunca es nula, se tiene a =b =0

lo cual es imposible. Esto concluye la justificacién de que X? +1




es primo en R[X ]. Sin embargo, X2 + 1 o es primo en C [ X] puesto
que X2 + 1 = (X+i)(X-i) enC[X]. Este ejemplo muestra que el he
cho de que un polinomio sea primo depende del cuerpo donde pensemos a

sus coeficientes.

Ejercicio. P(X,Y,Z) = aX +bY +cZ es primo
P(X,Y) = X2-Y o P(X,Y) = X2 +aY (a # 0) son primos.
P(X,Y) = Y +aX?+ bY2 es prim.
P(X,Y) = X2+YZ es primo en R[X,Y] y no es prim en

CIXy].

Para completar el panorama sobre polinomios primos en una variable

probamos,

Proposicidn: a) Si p e F [X] tiene grado uno entonces, p es primo.
b) Si p ¢ R [X] tiene grado dos entonces, p es primo

si y solo si su discriminante es negativo.

Prueba: a) Si p(X) =aX +bcona # 0y escribimos a p como produc
to de dos polinomios entonces, al menos uno de ellos tie
ne grado uno y el otro grado cero. Esto dice que p es
primo.’

b) Por ser p de grado dos, p es reducible si y solo si p se
puede expresar como producto de dos polinomios de grado
uno, esto es, si y solo si p tiene raices reales, lo cual

sabemos equivale a que su discriminante es no negativo.
Se puede probar que:

1) SipeR[X]es primo, entonces grado de p es uno o dos (ver [ 1]

pag. 249).
2) SipeC[X]es primo, grado de p es uno (Teorema de Gauss, ver
[1] pag. 248).

R e
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Ejercicio. 1) X3 +2 es primo en Q [ X] .

2) De ejemplos de polinomios de grado dos o tres primos en

QIXx]

3) Si p(X) es primo en Q [ X] iserd P(X) primo en R [X]?

Ahora enunciaremos un teorema que mostrariZ que los polinomios pri

mos son los "atomos'" del conjunto de todos los polinomios.

Teorema. Si p es un polinomio no primo en F [...] entonces existen

polinomios primos p,,..., Py en Fl...], tales que p =p; ... Pr.

Ejemplo. X? -1 = (X-1)(X+1) en RI[X].
X3-1=(X-1)(X2+X+1) enRI[X].
X3 +X2 -X-1=(X+1) (X+1)(X-1) en R [X]
X2 -Y2 = (X-Y)(X+Y) enR([X]
X4 +Y2 = (X2-iY) (X2+iY) en C [X]

Notar que en el ejemplo X3 +X2 -X -1 = (X+1)(X+1) (X 1) el factor pri
m X +1 ocurre dos veces. Por tanto, el teorema de descomposicién pue

de reenunciarse asi,

Dado un polinomio p de grado mayor o
igual a uho, es posible encontrar poli
nomios primos p;,..., pr distintos y
nGmeros naturales k;,..., kp tales que

ky k
P=Dy --- Pt

Otro hecho importante es el siguiente,

Teorema. (Unicidad de la descomposicién en factores primos)
Sip, Pys +++» Pp» Qpr--+» 9g SON polinomios a coeficientes en F,
Pys +++» Pp SON primos y distintos doé a dos, q, ..., Qg Son primos

y distintos dos a dos y vale que,
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kl kl‘ t tg
P=P -.. Pr =9, ... Qg
Entonces, r = s, q, = algln Pj ¥ t, = al correspondiente exponente k;

de p;, q, = a otro Pj ¥ t, = al correspondiente exponente k;, etc.

Prueba. Ver [ 1] pag. 242.

Este teorema dice que, si de alguna forma descompusimos a p como
producto de polinomios primos y también lo descompusimos usando un ca
mino distinto, entonces los factores primos que obtuvimos son exacta-
mente los mismos, como asi también sus multiplicidades (ie. los expo-

nentes a que aparecen elevados cada factor primo).

Una manera de descomponer un polinomio en producto de polinomios

primos es usando los casos de factoreo. Por ejemplo,

aX? +2bX3 - aXy2 - 2bXy?2

X(aX? +2bX2 -aY? - 2bY2)

X [a(X2 -Y2)+2b(X2 - Y2)]
X(X2 -Y2) (a +2b)
(@a+2b) X(X-Y) (X+Y).

Los teoremas anteriores nos dicen que si hubieramos usado cualquier

otro camino para hacerlo, el resultado final serfa el mismo.

Pregunta. Si f y g son polinomios en una variable ;Cuidndo es
H(X,Y) = £(X) -g(Y) primo en F[X,Y] 7.

Por ejemplo, sugerimos probar:

N fX) - f(Y) = (X-Y)q(X,Y)
2) Si £(X) = p(u(X)) y 2(Y) = p(v(Y)) entonces
£X) - £(Y) = (u(X) -v(Y)) M(X,Y)
3) Si grado (f) es coprimo con grado (g) entonces f(X) - g(Y)
es primo.
4) St £i,0:0, f,, son polinomios en una variable y X;, Xz, ...,X,

son variables distintas entonces,
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h(X),..., X) = £1(X;) +£2(X3) *---*fn(X,,) es primo si n > 3.
En particular X" +YK +Z", con n, m y k no nulos, es primo.
Ahora describimos 1la parte geométrica de estos teoremas y por

ende lo prometido sobre la geometria de los casos de factoreo.

Si P es un polinomio en una variable con
coeficientes en F, un cero o una rafz de

P en F es un elemento a de F tal que,
P(a) = 0

Ejemplos: a) 1 es un cero de X? -1.
b) X2 +1 no tiene ceros en R puesto que, un n{mero no ne-
gativo X2 mas uno:siempre es positivo.
c) X?+1 tiene en C los ceros i y -i.
Ejercicios: a) Construir polinomios de grado 2,4,6,8, ... que no ten

gan ceros en R.
b) a es uncero de P si y solo si (X-a) divide a P.

c) Usando el teorema de Gauss probar que todo polinomio
en una variable a coeficientes complejos, tiene al

menos un cero en C.

d) Probar que todo polinomio a coeficientes reales de

grado impar tiene al menos una raiz en R.

e) SiPeR[X] yaeC es una raiz de P, probar que
a (el complejo conjugado de a) es una rafz de P.

f) Si a e C probar que (X-a)(X-a) e R[X].-

g) Usar el teorema de Gauss para probar que todo polino-
mio primo a coeficientes reales tiene grado uno o

dos.

h) (A lo sumo cuantos ceros tiene un polinomio en una
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variable?

i) Sea P e F[ X ]tal que grado (P) < 3. Probar que P es

primo en F[X ]'si y solo si P no tiene ceros en F.

Si Pe FIX,Y], un cero de P es un par (a,b) de elementos de
F tal que P(a,b) = 0.

Ejemplo. (1, -1) es un cero de X2 -Y2,
(/Z, /3) es un cero de X2 -Y2 +1

Si P es un polinomio en dos variables V(P) denotard el conjunto de !

ceros de P es decir,
V(P) = {(a,b) € FxF: P(a,b) = 0}

Ejemplos. a) Si P(X,Y) = X-Y,
V(P) = {(a,b)e FxF: a = b)

Conjunto que dibujado en FxF (R?) resulta ser una recta.

a=b
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b) Si P(X,Y) = X+Y, V(P) = {(a,b): a = -b} es decir la rec

ta indicada en el dibujo.

a=-b

¢) Si P(X,Y) = X2-Y2. Entonces P(X,Y) = (X-Y)(X+Y). Ahora
un producto de dos nimeros es cero si y solo si uno de los
factores 1o es. Por lo tanto, P(a,b) = (a-b)(a+b) es igual
a cero si y solo si a-b=00a +b =0. Lo que permite
concluir que V(X2-Y2) es la uni6én de las rectas que obtuvi
mos en a) y b). Este ejemplo muestra un caso particular

del siguiente resultado mas general.

Proposicién. i) Si P es una potencia de un polinomio Q, entonces V(P) =
=V(Q
ii) Si los factores primos distintos de P son Py,...Pg.

Entonces V(P) = V(P;) V...V V(Pg).

Prueba. i) Como P(X,Y) = Q()(,Y)ln para algln entero positivo m, se tiene
que Q(a,b) = 0 si y solo si P(a,b) = Q(a,b)m =0 1lo cual dice
que V(P) = V(Q).
31)0S1 Py, e Ps son los factores primos distintos de P, enton

1 Ks
ces vale que P = P, ... Ps

con k;, ..., kg enteros positi
k
vos fijos. Como P(a,b) = Pl(a,b)k‘ ..+ Pg (a,b) Sy un pro-

ducto de nimeros es no nulo si y solo si al menos un factor lo
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es, tenemos que P(a,b) = 0 si y solo si Pj(a,b) = 0 para al

gin j. Esto dice que V(P) = V(P,) V... U V(PS) .

Esta proposicién nos dice que para dibujar el conjunto de ceros de
un polinomio, basta dibujar el conjunto de ceros de cada uno de sus fac
tores primos. Como un posible método (cuando es aplicable) para encon-
trar los factores primos de un polinomio es usando los casos de facto-

reo, obtenemos asi una aplicacién a la geometria de los casos de facto

reo.

Nota. Esta proposicién vale no solamente para polinomios en dos varia

bles, sino en una, dos, tres, cuatro, ... variables.

Ejemplo. Si P(X,Y) = X* - Y" sabemos que,
P(X,Y) = (X-Y) (X+Y) (X2+Y2)

y que esta es una factorizacién en primos en R [X,Y ]. Mientras que su

factorizacién en primos en C [ X,Y ] es,
P(X,Y) = (X-Y)(X+Y) (X+iY) (X-iY).

Por la proposicién anterior, o repitiendo la prueba de la proposicién se
tiene que el conjunto de ceros de P en R x R es la unién de, el conjun-
to de ceros de X-Y, con los ceros de X+Y, con los ceros de X2+Y2, Aho-

ra en R x R se tiene que,

X-Y=0

X+Y=0
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X2+Y2=0

*> X

Por lo tanto el conjunto de ceros de X“-Y* en R x R es,

Mientras que el conjunto de ceros de X“-Y" en C x C es la unién de, los
ceros de X-Y, con ceros de X+Y, con ceros de X+iY y ceros de X-iY. Esto

es, el conjunto de ceros de X*-Y* en C x C es la unién de las siguien-

tes rectas enCxC, X =Y, X = -Y, X = iY, X = -iY.

Para mas ejemplos de polinomios reducibles o primos y el dibujo de
sus ceros en R xR, sugerimos consultar [2 ] o, tomar cualquier libro de

/ -
tercer afo del secundario y de alli sacar ejemplos.

Ejercicios. 1) Cualquier recta en F xF es el conjunto de ceros de un po
linomio de la forma P(X,Y) = AX#BY-Ccon A#0 o B # 0.
2) P(X,Y) = AX+BY -C es un polinomio irreducible.
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3) Si PeC [ ... ] es un polinomio no constante enton-
ces V(P) es no vacio.

4) Si Pe R[...] entonces V(P) puede ser vacio.

Un teorema importante, debido a David Hilbert (1862-1943) dice
lo siguiente, " S7 P es ur.z polinomio irreducible en C[...] y Q
un polinomio que se anula en V(P) (esto es, para todo (a,b) e Cx C
tal que P(a,b) = 0 entonces, Q(a,b) = 0) entonces P divide a Q.
(Wota: Aqui no hemos enunciado el resultado en su mayor generalidad).
Por ejemplo, si Q es un polinomio que se anula en el conjunto de ceros
de P(X,Y) = X2-Y, entonces existe un polinomio R tal que Q = (X2-Y)R.
Notar que el resultado es falso en R [ X,Y ] puesto que, X+Y se anula
en V(X2+Y2) y sin embargo X2+YZ no divide a X+Y.

Una consecuencia de este teorema es el siguiente resul tado.

Teorema. Si P ¢ C[X,Y] es un polinomio homogéneo entonces P se facto

rea como producto de polinomios primos del tipo AX +BY.

Bosquejo de la prueba: Recordemos que el grado de un monomio se define

igual al natural que se obtiene al sumar los exponentes de cada varia-
ble y que un polinomio se dice homogéneo cuando todos sus monomios tie

nen el mismo grado.

Ejemplo. X2 +Y2 +XY es homogéneo.

X2 -Y + X no es homogéneo.

Ejercicio. Si P(X,Y) es homogéneo y P(a,b) = 0 entonces
P(ta, tb) = 0 para todo t en F.

Por lo tanto, si un polinomio homogéneo se anula en un punto de C x C
se anula también en toda la recta que une dicho punto con el origen.
Por un ejercicio anterior una tal recta es el conjunto de soluciones
de un polinomio primo del tipo AX +BY. Por el teorema de Hilbert P

tiene un factor del tipo AX +BY. Ahora, haciendo induccidn sobre el
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grado de P se prueba el teorema.
Ejercicios.
1) Factorear los siguientes polinomios en polinomios primos en C [ X,Y ].

X3 -y3 +x2%y, X3 +Y3 | X4 +YY, X2 +aXY +cY?
X5 +YS, X3 +3XY2 +3X2Y +Y3, XM a+yD

2) Factorear los polinomios X3 +Y3 +23 y X2+ Y2+Z22encC[X,Y,2].

3) Comparar 1) y 2) :Qué conclusién se extrae?.

Miscelaneas.

En trigonometria aprendimos que los puntos de la circunferencia
x2 + y2 = 1 (en nuestro lenguaje, los ceros del polinomio P(X,Y) =

= X2 + Y% - 1) estdn parametrizados por el 4ngulo 6 , y se tiene que
X=cos 6, y=sen6, 0<o<2n
Es facil verificar que todos los puntos de la circunferencia x? +y2 = 1,

salvo el (1,0) estdn parametrizados por,

t2 -1 -2t
*Twer o Y Twer o tek

Surge entonces la siguiente pregunta. Dados P en € [X,Y ] y su conjunto
de ceros V(P),ies posible encontrar funciones racionales de la variable

t, u(t) y v(t) tales que,
(x,y) € V(P) siy solo si (x,y) = (u(t), v(t)) para algGn t € C

La respuesta parcial es,

1) Si grado de P es 2 entonces, si es posible.

2) Si grado de P es 2 3 puede que si, puede que no. Por ejemplo,
y2:x24x3' x.t2_1’ y=t(t2_])

x? +y3 =1 | no es posible.
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Bosquejo de la justificacién de (1). Fijamos P primo y un punto
(Xo» ¥o) € V(P). Considerar la familia de rectas y -y, = t(X-Xg).

Si (x,y) € V(P) entonces,

0 = P(x,y) = P(x, yp *t (x-X;))

Por lo tanto x y X, son raices de la ecuacién de grado dos en X si-

guiente,
0 =P(X, yo + t (X - xg))

Dividimos esta ecuacién vpor el coeficiente de X?. Si A es el coeficien
te de X en la ecuacién resultante, entonces A = X + Xg lo cual dice que
x = -A+X,. Ahora, reemplazando este valor de x en y - yo = t(X-Xo)
obtenemos y = y, + t (-A). - Como A es una funcién racional de t hemos

probado (1).

Ejercicios. 1) Aplicar este proceso a: x2 + y2 = 1 con (X0,Yo) = (1,0)
yay? =x2+x?con (x5, Yo) = (0,0).
2) Probar que una parametrizacién de los ceros de

x2 + y2 = 22 esti dada por,

x=2w, y=u?-v2, z=u?+v2,
Notar que esta férmula permite construir tridngulos recténgulos.

3) Fije 2n nGmeros complejos a,, ..., azp con aj ¥ 0

. 1
para cada i. Sea aj = aj + —— . Mostrar que la

i
funcién (x,y) + (u,v) con u = x + ;l(- y V= ‘;\;r

determina una funcién de V(P) en V(Q) donde,
2n "
= V2 _ -
P(X,Y) = Y igl(x ai)(X “i)
2
Qu,v) = vZ - T (u-aj)
i=1

¢(Es esta funcién racional?.

Un problema central en Matemitica es el siguiente, "S7 P(X,Y,...)

es un polinomio cuyos coeficientes son mumeros enteros decribir los ce-
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ros enteros de P'".
Por ejemplo, es fdcil ver que los ceros de X2 + Y2 - 22 son
x=r2uv, y=ru?-v?), z=r(2+ v?)

los cuales son enteros si r, uy v lo son. La conjetura de Fermat (1a
cual todavia no ha sido probada) dice que, si P(X,Y,Z) = X" +y"- 2"
los (inicos ceros enteros de P son:

1) Si n es par 2 3, (z1, 0, 1) y (0, 1, 1)

2) Si n es impar 2 3, (1,0,1) y (0,1,1)

Es un ejercicio relativamente ficil probar que aX + bY - ¢ tiene ceros
enteros si y solo si el miximo com(n divisor de a y b divide a c. Tam-
bién es ficil describir los ceros de aX + bY - ¢ cuando existen. Se

jnvita a los lectores a escribir articulos sobre estos temas.
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