ALGORITMO DE EUCLIDES Y ALGUNAS APLICACIONES

Isabel Dotti - Alicia Garcia

El objetivo de este trabajo es presentar el algoritmo de divisidn
en los enteros y algunas aplicaciones que ilustren su importancia y

belleza.

Debido a que estamos plenamente convencidas, de que la mejor ma-
nera de estimular y lograr el aprendizaje de la matemitica es a tra
vés de planteos y soluciones de problemas, dedicamos gran parte de

estas notas a la presentacién y solucidén de algunos de ellos.

Si bien no contamos con suficiente experiencia docente primaria y
secundaria, creemos que los resultados y ejemplos que aparecen son fa

cilmente adaptables para ser accesibles e interesantes a los alumnos.

En el desarrollo, Z denotard el conjunto de nmeros enteros y N

el de los naturales.

Algoritmo de divisién cn Z (Algoritmo de Euclides)

Teorema 1: Sean a y b enteros b > 0. Entonces
i) existen enteros q y r tales que:
a=bq+r con 0<r<b
ii) Sia=bg+r con 0<r<b
y a=bq"+r' con 0<r'<b

entonces

q=q YT =i




q y T se denominan respectivamente el cociente y el resto de la divi-
sién de a por b. (La parte (i) asegura la existencia de cociente q

y resto r y la parte (ii) da la unicidad de q y 71).

Demostracién: Imaginemos los n(meros enteros representados sobre el
eje real. Los mlltiplos enteros de b (los nGmeros de la forma bq
con q e Z) seran

-3b -2b -b 0 b 2b 3b

El punto que representa al n(mero entero a debe caer en alguno de los
intervalos que determinan dos m@ltiplos consecutivos de b. Elijamos
qeZ tal que bq<a<b(q+l), entonces a = bq + r siendo
0<r<b = amplitud de cada intervalo.

Ejemplo:
b=3

1 2 2

[3 3 3

3 3 3 0 3 3 5
a=8 8=6+2= 3.2+2 (=2, r=2,
a=-8 -8=-9+1 =3(-3)+1 (q=-3, r=1),
a=9 9=23.3 (q=3, r=0, ,
a=2 2=3,0+2 (=0, r=2). |

Para quien no le satisfaga el argumento anterior, que lo destacamos
por su gran intuitividad (ino es acaso &sta la forma en que vemos los
enteros?), daremos una demostracién analitica. Para esto, nos apoya-
remos en el Principio de Buena Ordenacién del conjunto

No= {(keZ/k=20}. Estedice que cualquier subconjunto no va-

cio de N, tiene primer elemento.

-



i) Formemos el conjunto S = {a-kb: ke Z y a-kb =2 0}.
ComobeZ yb>0 resulta b>1, entonces -|alb <'-|a|< a
y por lo tanto a-(-|alb) 20 lo cual prueba que S # 4.
Claramente S C N,. Como N, estd bien ordenado, existe un elemen

to minimo en S que denotaremos por r. Notemos que:

r=a-agb para alglin q ¢ Z
r=20

r<a-kb Vk e Z tal que a-kb > 0.
Veremos ahora que r <b. Si r2b, r-b=>0;
a-(q+1)b=(a-gb)-b=r-b>0 y en consecuencia
a-(q*1)b=r-beS. Comob>0, -b<0 y r-b<r con lo
cual 1llegamos a una contradiccién (por ser r el elemento minimo

de S) que provino de suponer r > b. Resulta entonces r < b.
ii) Sea a=qgb+r con 0<r<b
a=qb+r1r con 0<r'<b.
Restando las dos igualdades anteriores obtenemos
(@-q')b=r-r
por lo tanto sus valores absolutos son iguales, o sea
la-q'| b= |r-r]|.
Si q#q , |q-q'| 21 y de la Gltima igualdad concluimos
Ir-r'|2b (%
.Cano r 20, r-r" <r<b, o sea
T < bi(%4)
Por ser r' <b <b+r resulta
b<r-7 (**%)

(**) y (***) equivalen a
Ir-riI<b




1o cual contradice (*). Por lo tanto debe ser q = q' ; usando las expre

siones de a es inmediato que r = r'.

Observacidén 2: Notemos que si a y b son enteros, b < 0 entonces

-b >0 vy por el teorema 1 existen finicos enteros q y r tales que
a=(-b)gq+r con 0<r<-b.

Del teorema 1 y de la observacidn 2 resulta probado el siguiente:

Teorema 3: Sean a y b enteros, b # 0. Entonces:
i) Existen enteros q y r tales que
a=bq+r con 0<r<|bl

ii) Si ademds, a =bq +r' con 0<r <|bl entonces q=4q Yy
r=r.
En las condiciones del teorema anterior se dice que b divide al
mimero a © que a es miltiplo de b (se denota por bla 6 a =b) siel

resto r en la divisién de a por b es 0.

Con los siguientes ejemplos y problemas ilustraremos el contenido y

la importancia del teorema 3.

Ejemplo:
Si a= 219, b= 15 = q= 14 y r=09.
Si a= 219, b=-15 = q=-14 y r=9
Si a=-219, b= 15 = q=-15 y r=6
Si a=-219, b=-15 = q= 15 y 71 =6.

Problema 4: El cociente y el resto de la divisi6n de a por 7 sonq y S
respectivamente. JCuil es el cociente y el resto de la divisién de a-15
por 77

Solucién: Sia=7q+5 entonces a - 15=7q+5-15=7q - 10.

Como -10 = 7(-2) + 4 resulta




a-15=17q+7.(-2) +4 = 7(q-2) +4.

Concluimos asi,que el cociente es q-2 y el resto es 4.

Problema 5: El cociente y el resto de la divisién d2 a por 11 es
21 y r respectivamente. ;Qué se puede decir del cociente y el resto
de 1la divisién de a + 701 por 117

Soluctédn: a=11.21 +r con o0<r<m1
701 = 11.63 + 8

entonces, a + 701 = 11(21+63) +r+8, o sea
a+701 =11.84 +r+8.

Como r + 8 es 1la suma de dos restos en la divisién por b = 11, siem-

pre es menor que 2b. Entonces basta considerar los casos:

i) 0Sr +8<b =11,
ii) b=11<r+8<2b = 22.

En el primer caso, es claro que el cociente serd 84 y el resto r + 8.

En el segundo caso,
r+8 = 11+(r+8-11) = 11+(r-3) donde 0<r-3<11 vy asi
a+701= 11.85+ (r - 3) '

resultando el cociente 85 y el resto r - 3.

Problema 6: (descamposicidn b-&dica). Sean a y b enteros, a=> 0 y
b> 1. ;Existen enterqs cj ym > 0 tales que 0<cj <b y
m 5
a = .Z, cibl?
Solucién: Pensemos primero en un ejemplo con a = 2.537 y
b = 10.
a=2530+7=253x10+7 = (250+3)x 10+7 =
= (25x10+3)x10+7 = [(20+5)x10+3]1 x 10+7 =
=[(2x10+5)x10+3]x10+7 = 2x103+5x102+3x10+7




Lo que hicimos en este ejemplo se puede generalizar facilmente. En efec

to (usaremos repetidas veces el algoritmo de divisién):
a = bq, +r1, con 0<r <b.
Notemos que por ser a2 0 y b > 1 resulta
0< q, <a
Si q; <b entonces tenemos la soluci6n del problema conm = 1,
Co =T ¥YC =Qq.

S8i q; 2 b entonces q; =bq, + T, con 0<r,; <b, resultando
0< q, <gq,.

Ademis,
a = b(bqz +13) +1) = b?q2 +bry + 1.

Siq; <bentonces m=2, cog=1), C} =T, C, =qz es la so-

lucién buscada.

Si q,2 b iteramos el proceso. Este proceso concluye en un nf-

mero finito de pasos puesto que, en el i-€simo paso
0< qQ; < Q- (entendemos q, = a)

y por lo tanto existe m tal que gqp <b < Ap-1-

Ejercicio 7: Probar que el m y los cj del problema anterior son Gni
cos (de alli que se llama a la descomposicidén anterior, representa-

cidén b-adica del nimero a).

(Ayuda: Suponer dos descomposiciones de a y usar adecuadamente la uni

cidad del cociente y resto).

Congruencias

Sean a, b, me Z, m > 0. Se dice que a es congruente a b médu-

lom, a = b(m), si mla-b.

Ejemplos: a) 21 = 9(6) b) -5 = 7(3)



¢) Los n(meros pares son aquellos que son congruentes a 0 o mbdu

lo 2.

A continuacién deduciremos, de la definicidén de congruencia, varias
propiedades que serdn de suma utilidad en el tratamiento de muchos pro

blemas como veremos luego.

Proposicién 8: Si a, b, ¢, d y m son nGmeros enteros y m > 0, enton

ces se cumple:
(i) a=a(m),
(ii) a=b(m) = b = a(m),
(iii) a=z=b(m y b=c(m = a=c(m),
(iv) a =z 0(m <« mla,
(v a=bm y c=d(m =a+c =b+dm) vy
ac = bd(m). En particular sin=20, nel vy
a = b(m) entonces na = nb(m) y a" = b"(m),
(vi) a =b(m) = ayb tienen el mismo resto en la divisién ente
ra por m.

Demostracién: La demostracidén de las 4 primeras propiedades es
inmediata y queda como ejercicio para el lector (Por las 3 primeras ,
la relacién de congruencia es de equivalencia y por lo tanto produce

una particién en Z que veremos en observacién 22).

Supongamos que a = b(m) y c¢ = d(m). Entonces existen k,£ ¢ Z

tales que:

(a+c)-(b+d)=(a-b)+(c-d) =mk +mf =mk+2),
ac-bd = c(a-b) +b(c-d) = cmk + bm& = m(ck+b4&)

lo cual prueba (v).

Veamos (vi): Sean




=

a=gq;m+Ty 0<ry<m,

btqu*q) 0<1,<m

y supongamos que T, 2 1,. Entonces a-b = (qa-qb)m+ X~ Th

donde 0<r,-1, <m

Por 1o tanto m|a-b = m|(aa-qy)m+ra-Th = mM|Ta-Th = ra-TH=0
(esto Gltimo resulta por ser 0 el Gnico mGltiplo de m no negativo y menor

que m).

Sir, < Ty consideramos b -a y repetimos el argumento anterior.

Ejemplo: Queremos determinar todos los a ¢ Z tales que a = 3 (5).
Usando 8 (yi), a = 3 (5) = a y 3 tienen el mismo resto en la di-

visibn por 5, o sea a=q 5+3 conqe Z

=17 =La = = 3 8 13

N N N NN N

Notar que {ae Z: a=3 (5)} = {aecZ: a=8 (S5} =

{aeZ:a=b (5 y b=3(51}.

Problema 9: El resto de la divisidn de a por 7 es 5.;Cuidl es el resto
de la divisién de a - 15 por 7?

Solucién: Por 8 (vi), debemos encontrar r tal que 0 Sr <7 y
a 15 :=r(7).

Como a =5 (7) (ver 8 (vi)) y -15= -8 (7), resulta de 8 (v)
que a-15= -3 (7). Usando que -3 =4 (7) y 8 (iii) obtenemos
T =4,

Notemos que &€sta es otra forma de resolver parte del pr:blema 4.

Problema 10: ;Cuil es el Gltimo digito de 18 7?
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Solucién: Usando el problema 6,
1837 = ¢y 10" + ¢ 0™+ ..+ ¢ 104co =10 k + ¢, donde
0<c¢;<10 i=1,...,n

Encontrar la cifra de las unidades de 1837 equivale a determi

nar c,. Por lo tanto, c, debe satisfacer

1837

m

¢, (10) y 0 <cqg<10.

Como 183 = 3 (10) resulta, de 8 (v), 1837 = 37 (10) con lo cual
se ha simplificado el problema puesto que de 3" = 1 (10) y

33 2 7 (10) se obtiene 37 = 7 (10). Como consecuencia Co = 7-

Ejercicio 11: ¢Cuiles son las cifras de las decenas de los nime-
ros 1837 y 5234.523 2

Problema 12: ;Por qué para saber si un nGmero es m@ltiplo de 2 bas-

ta con considerar su Gltimo digito?

Solucién: Notemos que si aeZ ya = l':, entonces -a = k Por
lo tanto bastard analizar el caso a = 0.
De 6, a = a, 10“+an_, 1001 ay 10+a;, con 0<a; <10.
Como 10 = 0 (2), resultade 8 (v) 10" =0 (2) y
a, 10" = a0 (2), VneN. Usando nuevamente 8 (v)
ap 10M+...+a; 10+ a;=0+... +0+a, (2), por lo tanto a = ay(2).
De 8 (vi), a y ag tienen el mismo resto en la divisién por 2 y en con

secuencia:

a=2 o= ao-i

La Gltima equivalencia es lo que conocemos como regla de divisibili

dad por 2.

Problema 13: Hallar una regla de divisibilidad por 3.

Solucién: Como 10 = 1 (3), entonces 10" = 1 (3) para cualquier
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n e N. Por lo tanto aj 10™ a, (3) Vne N y en consecuencia:

a=ap 1()“+an_l 10"+ ... +a; 10+ ag T a tap + ... va1 g 3.
De 8 (vi) concluimos que a = 3 (o sea el resto de la divisi6n de a
=3,

por 3 es 0) sf y sblo si a +ap-1 + ... + 35

Problema 14: Hallar una regla de divisibilidad por 8.
Solueidn: 10 = 2 (8); 102 = 10.10 = 4 (8); 10° = 10.102 = 0 (8);
10" =10"3 103=20(8 sin=>4. Por lo tanto,

a=ap 10"+...+a, 10+ a = 4a, +2a + a (8).

Es simple ahora formular la regla buscada.

Ejercicio 15: Hallar reglas de divisibilidad por 4, 5, 6, 7, 9, 1,
13:

Ejercicio 16: Seam e N. ;Cudl es el nlmero miximo de potencias na-
turales de 10 que hay que analizar para hallar una regla de divisibi-
lidad por m?.

Notar que para cualquier m ¢ N existe una tal regla.

Ejercicio 17: Sea a un entero par mGltiplo de un n(mero impar n.
Probar que a es miltiplo de 2 n.

Observacién 18: (Prueba del nueve). Es muy comln, sobre todo en la
escuela primaria, ensefiar la "prueba del 9" para que los alumnos ve-

rifiquen si realizaron correctamente una multiplicaci6én entre nimeros

naturales. Recordemos dicha prueba:

731
x 46 2
4386 2x2
2924 1
33626

¢{Qué hemos hecho?. Dados a; y a, n(meros naturales,

al n'
Xa
Bl x)Xa's
33 3'2
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donde a', a) , a% y x son nGmeros enteros tales que 0 <a'j < 9

i=1,2,3 0<x<9 yx=aa, (9.

Si se ha realizado correctamente la multiplicacién entonces x = a% .
En efecto: si a) =a) (9) y az =a) (9) , entonces por 8 (v)
aj = ajaz = ajay (9). luego los restos de las divisiones de a3 y
aa por 9 deben-coincidir, o sea x = a% .

Debemos destacar que productos incorrectos pueden ocasionar pruebas
correctas. Para ilustrar veamos que en cualquiera de los 3 casos si-

guientes se satisface la regla y s6lo una de las igualdades es correc-

ta:

734 x 21 = 15414; 734 x 21 = 14514; 734 x 21 = 15594.

Por lo tanto, la conocida prueba s6lo nos asegura que si x # a3 enton-

ces el resultado de la multiplicacién es incorrecto.

\
|
\
|
Problema 19: El producto entre un nmero natural de 3 cifras y 3 termi
na en 785. (Cuil es el nimero?

|

Soluctén: Sea x = a 102+b 10 +c el nGmero que queremos determinar. \

Como 3x = 3a 102+3b 10+3 c, resulta 3c = 5 (10) y por lo tanto

¢ = 5 (considerando todos los ¢ tales que 0 Sc <9, c=5 es el Gni

co que satisface 1o deseado). Entonces 3x=3a 102+ (3b+1)10+5.
Anidlogamente, 3b + 1 = 8(10) obteniendo b =9 'y

3a + 2 = 7(10) resultando a = 5. Por lo tanto x = 595 satisfa

ce lo propuesto.

(Tiene este problema otra solucién?. La respuesta es negativa pues
to que los nlmeros a, b y ¢ anteriores estuvieron univocamente deter

minados.
Otra solueién: Como x < 1000, 3x < 3000; por hipbtesis

3x = 10° d+785 = d 785. Luego los d posibles son 0,1 y 2 obte-

.
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niendo 785, 1785 y 2785 de los cuales 1785 es el tinico mGltiplo de 3.

En consecuencia x = 1785 + 3 = 595 es la Gnica solucién del problema.

Problema 20: iExiste un nfmero de 3 cifras tal que al multiplicarlo

por 6 resulte un n(mero que termine en 5427. (Es Ginico?

Solucién: Los ejemplos 757 x 6 = 4542 y 257 x 6 = 1542 resuel-
ven el problema.

;Son &stas las 2 Gnicas soluciones?

n
Problema 21: Sean n y m enteros positivos distintos iSon 22 +1

2m .
y 2° + 1 coprimos?

Solucién: Sea d > 0 un divisor comln de 2" 1y 22" 4 1. Enton

ces:
n
22

-1 (d)
™ .
22

-1 (d)

sin<m 2 2L L ()7 @ (por ¥). Como
M o5 par (m-n > 0), 22" -1(d),
o0 sea 2 = 0(d). Entonces 2 = kd y por lo tanto d=10 d=2. Comod
es divisor de 22™ + 1 (impar) sblo puede ser d = 1.

1 (d) y usando (*) resulta 1

n
Concluimos que 22 +1 y 22"+ 1 son coprimos cuando n # m.

_Nota: En el articulo "Cinco pruebas para un teorema de Euclides"
0. Campoli, Revista de Educacién Matemitica, Vol. 1 N° 2 1982, hay
otra prueba de este hecho, del cual resulta en forma inmediata la

existencia de infinitos nGmeros primos.

Proposicidn 23: Seam>0 yA,-= {aeZ: az=r(m} . Entonces

i) UV A =1Z
cmr

i) ApNAg=¢ 6 Ap=Ag
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Demos tracidn:

i) Seaa € Z. Por el teorema 1, a =qm+r con 0<r<m

y por lo tanto a = r(m), o sea a e A.. Hemos probado que

Z Creuz Ar y como la otra inclusién es obvia concluimos que
r& Ar = Z.

ii) Supongamos que A, NAg # ¢ y sea a € A. N Ag. Entonces
azr(my a=zs(m); por lo tanto r = s(m). Esto G1timo nos
permite probar que Ay = Ag.

En efecto, si b e A, b = r(m) y por lo tanto b = s(m), o sea

b e A;. En forma aniloga se prueba que Ag C A,.

Observacidn 23:

i) Si 0<r<m entonces T ¢ A, puesto que r serd el resto

de la divisién entera de r por m.

ii) {Ags ALy «evp Ap-1} es una particidn de Z.

m-1
Notemos que en 22(i) hemos probado que Z C =0
m-1
Z= Yy Ar

Ay y por lo tanto

Sea a =r(m) y .a =s(m) con 0<r, s <m. Por el teorema 1,
r =s con lo cual concluimos que si A, N Ag # ¢ entonces
= A.
Es usual denotar [r] = A, y llamar Zg= {{o), 11),..., [m-1] }.

Z nos proporcionard un ejemplo de conjunto finito (de m elementos)

donde es posible definir algunas estructuras algebraicas.

Definimos en L. las siguientes operaciones:

[a] + [b] = [a+b] (= resto de la divisién de a+b por m)

[a] . [b]=[ab] (

resto de la divisién de ab por m)

Con estas operaciones resulta:
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Maicidn 24: (T, ,+) es grupo abeliano y (lm' +,.) es anillo con

mutativo con unidad (= [1]).
Demostracién: ejercicio.

Problema 25: (Es (lm.*,.) cuerpo?

Solucién: Notemos que,por 24,s6lo necesitamos ver si cada [a] # [0]
tiene inverso respecto de la operacién - (que denotaremos por [a]) -t )=

Como [117} = [ 1] podemos ademds considerar [a] # [1].
Como Zp = {{0), (1]} resulta inmediato que Z; es cuerpo.
Z,= (0], (11,021} yl2]. (2] = l4]-l11resulta[21'l-l21
y Z3 cuerpo.

z, = (01, (1], (2], [3]}. Podemos hacer la siguiente tabla:

CRINARINEZINER
fol|(ol|to)|ltol}|lo]
SRIRCRINGRINERIRER
(zi1{to1jrzijroljrzl
(31{to1fr3rfrz1jirl

De lo cual concluimos melsl" = [3] y quenoexiste-IZ]'l

(observar la 4ta fila de 1a tabla), por lo tanto Z, no es cuerpo.

De los ejemplos analizados resulta que no es posible dar respues
ta afirmativa ni negativa al problema planteado. Sin embargo, note
mos que para el casom = 4 el elemento [ 2 ], que no tiene inverso,
satisface [2].[2]=1[0]. Como [3].[4] = [0] enZ),,
no existe (317 y (41" en Z,, (supongamos que existe 1317,
entonces (317131041 = [317.10] y por lo tanto [4] = (0] en
Z,, lo cual es una contradiccién). Esto motiva el siguiente hecho

general:
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"Si m no es primo entonces Z, no es cuerpo'.

Prueba: Como m no es primo, existen m; y m, tales que m = m; m;
y 1<my<m i=1,2. Entonces, [0] = [m]=[m my] =
[m].[mz] de lo cual concluimos que Z, no es cuerpo puesto que

[m] ([mz]) no tiene inverso multiplicativo (repetir argumento uti

lizado en el casom = 12).

Nota: Sugerimos la lectura del articulo ";Qué dia de la semana
fue el 1 de enero de 1901? ;Qué dia de la semana seri el 1 de ene
ro del 2001? Enzo R. Gentile, Revista de Educacién Matemitica,
Vol. i, N° 3, 1982. En este trabajo se encuentra una interesante

aplicacién de congruencia modulo 7.

Facultad de Matemitica, Astronomia y Fisica
Universidad Nacional de Cérdoba.







