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PROBLEMAS DE MAXIMOS Y MINIMOS EN GEOMETRIA

Hugo Cuenya - Marta Bastén

El objeto del siguiente articulo es presentar algunos problemas de méxi
mos y minimos que surgen en la Geometrfa Fuclideana utilizando el método de

"comparaci6n de figuras" para la solucibén de los mismos.

Dado que los conocimientos requeridos para su resolucién son de uso fre
cuente en la Escucla Media, pensamos que estos problemas pueden ser de in-

terés para los Profesores.

1- Entre todos los rccténgulos de perimetro constante determinar el de drea
mdxima.
Comenzamos con la siguiente discusidn:

Supongamos que nos dan el perimetro igual a 10. Podemos considerar

por ejemplo rectingulos de las siguientes dimensiones 2 ¥ 3 %- y 134- .

S S - . 14 25
3 Y 3 . Al calcular las dreas obtenemos respectivamente 6; T
Observamos que el 4rea mis grande se alcanza en el cuadrado. Probaremos

este hecho en general mediante comparaci6n de figuras.

Supongamos tener el recténgulo ABCD como en la Fig. 1 de perimetro P

que no sea un cuadrado.

Claramente habri un lado, digamos AB , mayor que £ y otro AD menor que
3
;- . En base a esto construimos el cuadrado FGBE de lado % como en la figu

ra.
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Figura 1

Para conseguir nuestro propdsito bastari probar que el drea del rec-

tingulo CLFil es mayor que la del ADIIG. Notemos que

AB+BC =5 = CB+BE ycomo AC+UB=AB y BE = BC+CE  se tiene
AC = CF ; por otra parte sabemos que FE es mayor que AD de donde se dedu-

ce que cl frca del CEFH es mayor quc la del ADIG.

Observacién: Si x e y son las dimensiones de un rectingulo hemos pro-
2 i .
bado que x.y < (5-;1) , que sc puede escribir también  Vx.y <x—;1 .

Esta Gltima desigualdad se suele establecer de la siguiente manera: “La
media geométrica de dos numeros positivos, es menor o igual que su media
aritmética”.

n virtud dec que la desigualdad entre la media aritmética y geométrica
se mantiene para tres n(meros positivos, podemos afirmar que entre todos
los paralelcpipedos rectos, donde las sumas de las aristas es constante,

cl de mayor volumen es cl cubo.

2- Entre todos los tridngulos inscriptos en una circunferencia dada el de

mayor 4rea es el equildtero.

Consideremos cl tridngulo ABC de Fig. 2 no equildtcro y observemos que

la circunferencia de longitud C queda dividida en tres arcos. Es claro que
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deben haber dos arcos de longitudes respectivamente mayor y menor que C/3,

digamos que estos son BC y AB.

Marquemos el arco CB' con longitud igual al AB a partir de C a lo largo

de CB como se muestra en Fig. 3.

Figura 2 Figura 3

El tridngulo CAB" es el simétrico de ACB respecto del difmetro que pasa
por el punto medio del arco AC.

Ahora marquemos el arco AB' de longitud C/3 a partir de A en direccién
a B. Como la longitud de AB es menor que C/3, B' pasari a B. Sin embargo
B' no puede pasar a B'" pues si esto ocurriera la longitud de AB' seria ma-
yor quc la longitud de AB", que es igual a la de BC por reflexién. Luego
como B' estd entre B y B" resulta mis alto que B respecto a AC. Como los
trifngulos ACB y ACB' tienen la misma base AC y la altura de ACB es menor
que la de ACR' respecto de AC, ACB ticne menor &rca que ACB'.

Hemos encontrado asi un tridngulo inscripto ACB' de &rea mis grande que
el ABC y con un lado AB' igual al lado de un trifngulo equildtero inscrip-
to. Si el tridngulo AB'C formado no resultara equilitero repetimos este
proceso con AB' en lugar de AC y encontraremos entonces otro tridngulo ins

cripto AB'B'", de drea mayor que AB'C; que ahora resulta equilétero.
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3- Entre todos los polfgonos de n lados inscriptos en una circunferencia

dada, el de mayor drea es cl regular.

Notar que esto es una generalizacibn del problema descripto en 2-. En
primer lugar observemos que dado cualquier poligono inscripto en una cir-
cunferencia podemos inscribir otro poligono que tenga los mismos lados pe-
ro en cualquier otro orden. En efecto basta dibujar los radios que llegan
a los vértices del poligono y cortar el circulo a lo largo de esos radios.
Los scctores que se obtienen pueden ser reordenados de cualquier manera y

es claro que el nuevo poligono tiene igual &rea que el original. Ver Fig. 4.

Figura 4

Si el poligono no es regular uno de los n arcos en que el poligono divi
dc a la circunferencia deberé ser menor que C/n y otro mayor que C/n, don-
de C como antes es la longitud de la circunferencia. En principio no pode-
mos asegurar como en el caso del triingulo que estos sean contiguos; sin em
bargo, por la obscrvacidn precedente podemos suponer, sin quitar generali-

dad, quc scan contiguos.

Supongamos que el mis pequeiio es AB y el mis grande es BC, medimos un ar
co de longitud C/n desde A cn la dircccibn de B y llamarcmos a su extremo
B', como antes B' estard entre By su simétrico respecto del didmetro que
pasa por el punto medio del arco AC. [Entonces el nuevo poligono con B' en

lugar de B y conservando los otros vértices tiene un drea mayor que la del



polfigono original. Una ilustracibn de esto se ve en la Fig. S.

Figura S

Reiterando este procedimiento a los n-1 lados restantes, previa reorde-
nacién de los mismos si fuera necesario, conseguimos un poligono regular
inscripto de drea mayor que la del original. Otra demostracidn de este he
cho puede verse en el articulo "Sobre el poligono de &rca méxima inscripto
en una circunferencia" L.G. Quintas. Revista de Educacién Matemitica. Vol.

2 N° 2, 1985,

{ 4- Entre todon los tridngulos circunscriptos a una circunferencia dada el

de mayor &rea es el equildtero.

R

Figura 6
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Consideremos el tridngulo circunscripto KRS de la Fig. 6 y suponcmos los
arcos AB, AB' y BC como en 2-. Veamos que el nuevo trifingulo circunscrip-
to TSM tangente a la circunferencia en los puntos A, B' y C ticne drea me-
nor que el original. Serd suficiente ver que el irea del tridngulo OTK es

menor que la del ORM.

Como se cumple que los segmentos de tangentes a una circunferencia tra-
zadas desde un punto exterior a ella son congruentes y a mayor arco de cir
cunferencia corresponden mayores scgmentos tangentes, sc ticne OB' = OB y
TB' menor que BR (por ser el arco AB' menor que BC). Luego OT es menor que
OR.

Por otra parte, al ser BC mayor que AB', es B'C mayor que AB. Entonces

B'™ es mayor que KB, de donde obtenemos que OK es menor que OM.

Finalmente, si consideramos la simetria axial respecto de la recta que
une el centro de la circunferencia con 0, observamos que el simétrico del

trifingulo OTK es parte propia del tridngulo ORM.

EJERCICIOS

1- Entre todos los trifingulos rectfingulos cuya suma de cateto es constante

demostrar que el de irea mixima es isbsceles.

2- Entre todos los trifngulos rectidngulos de perimetro constante probar que

el de hipotenusa minima es el isbsceles.

3- Entre todos los trifingulos rectingulos de perimetro constante el de 4rea

mixima es el isésceles.

4- Entre todos los paralelogramos de perimetro constantc determinar el de

drea mixima.

5- Entre todos los rectiingulos inscriptos en un cuadrado ¢l de drea mixima

es un cuadrado.

6- Generalizar el problema 4- a poligonos inscriptos de n lados.



7- Entre todos los poligonos de n lados inscriptos en un sector circular

encontrar ¢l de 8rca mixima.

8- Dc todos los tridngulos recténgulos de hipotenusa constante cuil es el

de mayor &rea.

9- Dados los puntos A y B y la recta I como en Fig.. Probar que la linea
quebrada ADB con igual &ngulo de incidencia que de reflexién es mis cor

to que cualquier otra ACB.
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