Espacios Semimétricos

Maria Luisa Oliver
Introduccion :

Cuando se trata de determinar si un par ( U, d ) es 0 no un espacio
métrico, la parte “dificil” suele ser probar si la funcion distancia verifica la
llamada desigualdad triangular. Y es asi que de alguna manera, la
importancia de dicha propiedad se asocia con esa dificultad. El proposito de
este articulo es resaltar la importancia de la mencionada propiedad por la via
inversa, es decir, estudiando ciertas propiedades bastante extrafias y aun
sorprendentes que poseen algunos espacios en los que la funcion distancia no
verifica la desigualdad triangular.

Definicion :
Dado U, conjunto no vacio, munido de una funciéon que es
simétrica y definida positiva ; mas precisamente

s:UxU —)[O,oc)
es una funciudn tal que
1) s(u,v)=s(v,u) paratodou,vdeU.

2) s(uv)>0, para todo u, vde Uy la igualdad se verifica
siy so6lo siuy v coinciden

Un par (U, s) se denomina un espacio semimétrico.
S lo denominaremos una medida en U.

De su misma definicion se desprende que es muy sencillo encontrar y
construir ejemplos de espacios semimétricos.
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Ejemplos :

1.- En particular, los espacios euclideos y en general los espacios métricos
son ejemplos que surgen automaticamente ya que la familia de todos los
espacios métricos es subconjunto de la familia de todos los espacios
semimétricos.

2.-ParaU= [0,%]u{l} se define la funcion distancia s :
s(vu) =|u-v| paratodou, v =e[0,%]

() =5(0) =50.1) = 0,) paratodo v =& (0.1]

s(1,0) =s(0,1) = 1.

1
3.-Sea U = {O,I}U{_ , n=23,.. } consideremos s definida por
L LI izjiz2,j22,
s(u,v):lu—vl en cualquier otro caso.

0 si u=vy
4.- Dado U, no vacio, definimos s por: s(u,v) =
1 Si u#v

5-U=%RxR =Plano Euclideano. Consideramos definida por
s:UxU —)[O,oo)

s(P,0)=|P-9f ,

es decir, s es el cuadrado de la distancia euclidea.
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6.- Sea U = Rx R = Planas, Euclideano. Fijemos una recta L en U. Aqui

s es la métrica euclidea usual excepto cuando los puntos P y Q se encuentran
ambos ubicados sobre L y en este caso la distancia entre los puntos es el
doble de la correspondiente distancia euclidiana.

Para fijar ideas supongamos que la recta L es el eje x. Para todo
punto P y Q del plano definimos una funcién

s, Q)= |P-0|

a menos que P y Q estén simultaneamente sobre el eje x ; en tal caso

s (P, Q) =2|P-0]|.

Este plano se lo denomina plano de Moise, pues esta geometria fue
introducida por E. E. Moise para demostrar que el axioma de congruencia
Lado - Angulo - Lado (L A'L) para triangulos es independiente de los otros
axiomas . Ver [1]. En lo que sigue indicaremos este espacio con M.

Ejercicios :

En cada uno de los ejemplos del 2 al 6 verificar si se cumple o no la
desigualdad triangular, es decir verificar si cierto o no, que:

para toda terna de puntos p,q y r de U x U se verifica que s(p,q) <s(p,r) +s (r.q)

Con el fin de llegar a definir la nocion de abierto en un espacio
semimétrico comenzamos por definir conceptos tales como limite de una
sucesion y punto de acumulacion de un conjunto.

Debido a que la funcion distancia en los espacios semi-métricos sélo
se le exige que sea definida positiva y simétrica nos apoyaremos en la nocion
de convergencia de una sucesion de numeros reales para definir punto limite
de una sucesion.

Punto limite:

Dada una sucesion de elementos u, en un espacio semimétrico S,
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diremos que u, elemento de S, es un punto limite de dicha sucesion, sii la
sucesion s (u,,,u), de niimeros reales no negativos converge a 0, esto es,

u es un punto limite de u, < s(u,, u) —0

Sucesion de Cauchy:

Una sucesién u, en un espacio semimétrico (U, s) se dice de
Cauchy sii
lim s(u,,u;,)=0.
i,j—> ©

Observemos mediante ejemplos que el hecho de ser una sucesién de Cauchy
no es condicién necesaria ni suficiente para asegurar la existencia de
un Unico punto limite de tal sucesion.

Ejemplos :

Un ejemplo trivial seria el conjunto Q de los racionales con la
distancia euclidea, donde cada sucesion de racionales que define un niimero
irracional es un ejemplo de sucesién de Cauchy que no tiene un punto limite
en el espacio.

: . ; 1
En el espacio semimétrico del ejemplo 2, consideremos la sucesion =
que es de Cauchy puesto que
Ve Iny Vi>n, j=i+k,

1
i+k

ii+k)| <7 =&

=|"|1

Pero sin embargo, encontramos que la sucesion tiene dos puntos limite, 1y
0, ya que
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1 1 1
Ve dn,: n>n, , s(1,=-)=s5(0,—)=—<¢.
n n° n

En cambio si consideramos la misma sucesion pero en el espacio
semimétrico del ejemplo 3, encontramos que tiene a 0 como su Gnico punto
limite aunque dicha sucesion no es de Cauchy puesto que

(l l) 1RSI -5
=) = Al ;
si’j J

Punto de acumulacion:

Sea A un subconjunto de un espacio semimétrico S. Un elemento u
de S se llama punto de acumulacién de A sii para cada e > 0 existe un v
de A tal que s(u, v)<e.

Conjunto cerrado :

Un conjunto F de un espacio semimétrico se dice cerrado sii contiene
todos sus puntos de acumulacion.

Conjunto abierto:

Un conjunto O de un tal espacio se dice abierto sii su complemento
es cerrado.

Ejemplos:

En el espacio semimétrico del ejemplo 2, el punto 1 es punto de
acumulacién de

1
A= {OE} por lo que A no es un conjunto cerrado y B = {1} no es abierto.

’2)3,""n,
Unico punto de acumulacién, el 0 y por lo tanto A es cerrado y su

11
En el ejemplo 3, el conjunto A4 :{0 e } contiene a su
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complemento B = {1} es abierto.

El plano de Moise y algunos resultados inesperados :

Ya en los parrafos anteriores vimos que la modificacién de la funcién
distancia puede producir algunos cambios inesperados. Analizaremos
algunos resultados que origina la funcién distancia definida en M y que, por
lo inusuales, desafian nuestra intuicion, siempre dirigida por una mente
euclidea.

1) Recordando que en el plano euclideano munido de la métrica usual una
consecuencia de la desigualdad triangular es que

|P-0|=|P-R|+|R-0] siysslosi P,Qy R son colineales,
Ahora, es facil verificar que s no es una métrica euclideana para M, ya
que P=(-1,0), Q=(1,0)yR=(0, ﬁ) no estan alineados y sin embargo

s(P,Q=s®R)+s(R, Q).

A

R(0,43)
Fig. N° |

v

P(-1,0) Q(1,0)

2 es distancia Moise.
ii) Dadas las rectas x=a y x=b, a#b, la recta de ecuacion

x =aT+b es el lugar geométrico de todos los puntos del plano que
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equidistan en la métrica de Moise de ambas pero sin embargo no todos los
puntos de esta recta estan a igual distancia de Moise de las rectas dadas ya

+b +b
que los puntos (=), con (5) ¥y (“2=,) (ay) =0, distana

. b-a . S
Moise — es decir que “estan mas cerca” de ambas rectas que el punto

b
(%, 0)que diste (b-a) de ellas.

b-a
P 2 S
b-a :
i Fig. N°2
b-a: b-a
......................... ‘>".)
X = —
< a+b * b

Tridngulos en M :

Habiéndose utilizado originalmente el plano de Moise para demostrar
la independencia de los axiomas de congruencia de triangulos no es de
extrafiar que ocurra que un triangulo sea isosceles sin tener dos angulos
congruentes Moise, como ocurre en el triangulo representado en la fig. N° 1,
0 mas aun que la propiedad de un triangulo de ser equilatero no equivale a
ser equiangulo.

Analice Ud. la relacion entre los catetos y la hipotenusa de un
triangulo rectangulo. jEs siempre la hipotenusa mayor que los catetos ?.
¢ Sigue siendo vilido el Teorema de Pitagoras ?. ; Y su reciproco ?.
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Circunferencias en M :

Una circunferencia con centro C(x, y) y radio r es el conjunto de
puntos P del plano tales que s (P, C) =r, su representacion grafica es la
usual excepto en el caso en que C pertenezca al eje x .

EnlaFig. N°3, enla circunferencia pequeiia de centro (x, 0) y radior. Un
diametroes R S ; en efecto :

s(R,$)=2|R-§| =2

(x—%)—(x+%)”=2r.

R’ S’

Fig. N° 3

)

Resulta asi que en M la grafica de una circunferencia puede no ser una curva
continua en el sentido euclideano.

También ocurre un ejemplo de una circunferencia que tiene una

cuerda de longitud 2r y que sin embargo no es un didmetro, como ocurre
con la circunferencia de ecuacion

x2+(y—\/§)2 =4,
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de diametro 4 y que determina sobre el eje x un segmento de igual longitud.
(Enlafig. N° 1, el centroes R y P Q, el segmento de longitud 4).

Ademas, encontramos ejemplos de dos circunferencias disjuntas
aunque la distancia entre sus centros es menor que la suma de los radios,
como por ejemplo ocurre con las circunferencias de centros C =(0,0) y

C’=(0,1)yderadios 1y V2, respectivamente, pues
s(C,C)=2 < R+R'=1+42
O también cuando
s(C,C)=R+R’

las circunferencias pueden tener 3 puntos en comun ; tal caso ocurre cuando
C =(0, 0), C’=(1, 0) y ambas tiene radio unidad. Los puntos comunes son:

(172, 0), (1/2,4/312), (112, -3 12).
Ejercicios :

(Puede Ud. encontrar ejemplos de circunferencias que tienen cuatro puntos
en comun ?

Recordemos que una elipse es el lugar geométrico de los puntos
cuya suma de distancias a dos puntos fijos F y F’ es constante.

Dibujar elipses en el plano de Moise y determinar sus ejes.

Estudiar parabolas e hipérbolas en el plano de Moise. Parte del ejercicio es
definir, elipse parabola e hipérbola en el plano de Moise.

Conjuntos abiertos en M:
Puesto que el comportamiento anomalo de M ocurre sobre el eje Ox,
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analicemos el conjunto N (O,r) = {P‘ s(P,O)<r } donde O es el origen

de coordenadas. Es un ejercicio sencillo mostrar que este conjunto es
abierto.

Fig. N° 4

N(O, )

Pero sin embargo, el conjunto
B={P|s(P,0)<r]
no es cerrado puesto que los puntos

{(x,o)

son puntos de acumulacion de B y no pertenecen a dicho conjunto.

r r
—r<x<—= 0 —<x<p
2 2

Sin embargo, M y R? son topologicamente equivalentes puesto que
si N(P, r) es un disco abierto en M, en cada punto de él se puede centrar un
disco abierto en el sentido euclideo y reciprocamente.

Isometrias en M:

En el plano euclidiano las isometrias o transformaciones rigidas son
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las traslaciones, rotaciones y simetrias y reflexiones deslizantes. Sin embargo
en el plano de Moise una traslacion puede no ser isometria como ocurre si
por ejemplo se considera la traslacion determinado por un vector no
horizontal

Ejercicio :

Demuestre que en M una traslacion es una isometria sii transforma el
€je X en si mismo.

Estudiar cuales rotaciones 6 simetrias son isometrias en el plano de
Moise.

Discontinuidad de la funcién distancia:

La facilidad con que se pueden construir espacios semimétricos con
propiedades inusuales surge del hecho de que puede asignarse un valor a la
distancia entre algunos puntos del espacio y cambiar drasticamente su valor
para otros puntos. Dicho de un modo mas preciso, en los espacios

semimétricos la funcion distancia puede ser discontinua. Esto es,

Sean u y v dos puntos de un espacio semimétrico, diremos que la funcion
distancia s es continua en u, v sii para todo par de sucesiones u, y v, tales

que limu, =u 'y limv, = v ocurre que/ims(u,,v,) = s(u,v).

) 1
La funcion distancia s de M no es continua en P( 1, 0) , Q (E’ 0) ya que si

1 1 1
consideramos las sucesiones P,,(l,;) y O, (5—;’0)’ la sucesion

o3+ 3]
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tiende a % mientras que s(P,Q) = 2"P—Q|| =]

Caso general:

En general considere en el plano de una funcion distancia s definida
por

s(P,0)=A|P-Q| ,com A>0 y A=l

cada vez que P y Q pertenecen simultaneamente a una recta particular (el eje
Ox para fijar ideas) e igual a la distancia euclidea para cualquier otra
ubicacion de P y Q. Generamos un espacio semimétrico. Por supuesto, cada
vez que 4 >1, la geometria de ese espacio sera aniloga a la del plano de
Moise.

Sin embargo cuando consideramos 0<A <1 aparecen algunas
diferencias notables con M. De manera aniloga al caso ya analizado

comprobamos que si 4 = % s es una semimétrica analizando el triangulo
rectangulo con vértices A = (0,0), B = (4,0) y C = (0,3) determinando que la
“longitud” del lado ABes 2y

|B-4]+|c-4]=|5-c],

aunque A, B y C no son colineales.
En este caso el conjunto N(O, r) = {P|S (P,0) < r} tiene la siguiente
representacion, en Fig. No. 5.

Y a diferencia de lo que ocurre en el plano de Moise, este conjunto
no es abierto ya que los puntos que estin sobre el eje Ox y cuyas

abscisassean r < lxl < 2r, son puntos de acumulacién del complemento de
N(O, r).
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..................

N(O, r)

l FigN°5
Observaciones finales:

En los espacios métricos la exigencia de la validez de la desigualdad
triangular establece un fuerte nexo entre las distancias de todos los puntos
del plano ; esta circunstancia es la que impide que en los espacios métricos se
planteen estas situaciones anomalas que vimos en los ejemplos anteriores. O
mas precisamente, en los espacios métricos la funcion distancia es continua
en todo par de punto P, Q del espacio. Es posible probar que en un espacio
semimétrico cuya funcién distancia es continua vale la desigualdad triangular,
es decir la funcion distancia es una métrica.
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