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Tetraedros cuyo volumen es un nimero natural
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1 Introduccion

El propésito de esta nota consiste en resolver los siguientes problemas:

i) determinar el drea minima entre los tridngulos de lados cuya longitud es

un nimero natural y su drea es un nimero natural.

ii) hallar el volumen minimo entre los tetraedros de lados cuya longitud es

un numero natural y su volumen es un nimero natural.

Comenzaremos resolviendo la primera de estas cuestiones.y, siguiendo un
esquema similar, abordaremos la segunda de ellas. En el proceso, aprovechare-
mos para establecer algunos hechos vinculados a areas de triangulos cuyos lados
tienen por longitud un nimero natural y su édrea igual a un nimero natural y

volimenes de tetraedros de lados naturales y volumen natural.

2 El area es un miiltiplo de 6

Como hemos dicho anteriormente, comenzaremos tratando el problema referido
al drea minima de un triangulo de lados y drea naturales. En primer lugar,

fijemos alguna notacién: a — b — ¢ significa el tridngulo cuyos lados miden a, b

y ¢ unidades.

Para tener alguna percepcién respecto de la solucién del problema, seria til
calcular algunas dreas para tridngulos rectangulos con lados naturales, es decir,

aquellos cuyos lados constituyen ternas pitagéricas. Por ejemplo: 3—4 -5 tiene




alreaﬁ;6—8—10,24=4x6;9—12—15,54=9x6;tx3—tx4—tx5,
t2%x6:5—-12—13,30=6 x 5.

A partir del tercer y el ultimo de los ejemplos anteriores podemos construir

un tridngulo que no es rectangulo con lados naturales y drea 24, ver Figura 1.

Figura 1

Podemos observar que todas las dreas que hemos obtenido son muiiltiplos
de 6. Usando un programa de computadoras implementamos un algoritmo que
nos permitié listar areas de tridngulos con lados naturales entre 1y 100 y érea
natural, con lo que comprobamos que el hecho antes mencionado no es aislado,
producto de una eleccién particular o de una construccién especifica, sino que es
un hecho general. Ahora nos abocaremos a dar una demostracion matematica
del hecho que el drea de un tridngulo con lados naturales y drea natural es un

multiplo de 6.

En primer lugar, observamos que deberiamos usar una férmula para calcu-
lar el drea de un tridngulo que involucre la medida de los lados, en lugar de la
difundida, base por altura dividido 2, pues con este tltimo recurso perdemos la
informacién sobre la medida de los lados, que son niimeros naturales lo que no

tiene ninguna implicancia particular sobre la medida de la altura.



Una férmula con las caracteristicas que buscamos es la férmula de Herén
que establece: sea a —b— c un tridngulo, s = a_+b_+c’ yAelédreadea—b—c,
entonces ’

A% = (s —a)(s = b)(s — c)s.

Esta relacién también se escribe

(A =(a+b—c)la—b+c)(b+c—a)a+b+c), (1)

(44)? = 2a°b% + 26%c? + 2a%c% — ot — b = . (2)

Proposicién 1 Sea a—b—c un tridngulo de drea A. Sia,b,c y A son nimeros

naturales, entonces A es un multiplo de 6.

Demostracién. En primer lugar, probaremos que A es un muiltiplo de 3.
De la siguiente tabla de congruencias médulo 3 se observa que un cuadrado

perfecto es congruente médulo 3 a 06 1.

lo 1 2
z2|0

Probaremos que (44)% = 0(3); en consecuencia, A = 0(3). Sea U el miem-
- bro de la derecha en la igualdad (2) y analicemos todas las posibilidades para

a?, b? y ¢
Caso 1. Si a® = b% = ¢? = 0(3), claramente U = 0(3).
Caso 2. Sia? = b% =0(3) y ¢2 = 1(3), resulta que U = 2(3), lo que no es

posible, puesto que, A es un nimero natural y de la igualdad (2) se desprende

que U es un cuadrado perfecto.




Caso 3. Si a? = 0(3) y b* = ¢® = 1(3), se obtiene que U = 0(3).
Caso 4. Si a? = b? = ¢? = 1(3), nuevamente, U = 0(3).

Luego, del andlisis realizado obtenemos que (44)%? = U = 0(3). Resta pro-
bar que A es un miltiplo de 2. Para ello escribimos a U como el miembro de la

derecha de (1) y analizamos las distintas posibilidades segiin la paridad dea,b

yc

Caso I. Si a, b y ¢ son nimeros naturales impares, resulta que U es un
nimero natural impar, lo que no es posible pues U = (4A)% y A es un nimero

natural.

Caso II. Si a es un ntimero natural par, by ¢ son nimeros naturales impares,

sean a = 2z, b=2y + 1, c = 2z + 1, entonces
U=16(z+y—2)(z—y+2)y+z—-z+1)(z+y+z+1),

en consecuencia,
A2=(z+y-2)(z-y+2)y+tz—z+1)(z+y+z+1).

Por inspeccién directa se puede comprobar que, cualquiera sea la paridad de
los elementos z, y, z alguno de los factores de A? es un nimero par. En conse-

cuencia, A es multiplo de 2.

Caso III. Si a y b son niimeros naturales pares y c¢ es un numero natural

impar, resulta que U es un nimero impar, lo que no es posible como hemos

dicho anteriormente.

Caso 1V. Por tltimo, si a, b y ¢ son ntimeros naturales pares, sean a = 2z,

b = 2y, ¢ = 2z operando obtenemos que

A% =22%% + 23/232 422222 — gzt — gyt - 2L (3)



Analizamos en la igualdad (3) congruencia médulo 4; para ello observemos

en primer lugar la siguiente tabla de congruencias médulo 4:

z |01 2 3
12|01

Si z2 = y2 = 2% = 1(4), entonces A? = 3(4) lo cual no es posible. La misma
0

situacién se presenta si z° = 1(4), y* = 22 = 0(4).

2 2

= z* = 0(4), obtenemos

Tanto si 22 = y? = 1(4), 22 = 0(4); comosi 2’ =y
que A% =0(4).

En consecuencia, A es un miiltiplo de 2. Como ya hemos probado que A es
un multiplo de 3, finalmente obtenemos que, bajo nuestras hipétesis, A es un

multiplo de 6. O

Por lo que acabamos de probar, para mostrar que para las condiciones im-
puestas el drea minima es 6, basta exhibir un tridngulo de ladoes enteros y area

6. El tridngulo rectangulo de lados 3 — 4 — 5 constituye un ejemplo.

Observacién: Un tridngulo equildtero con lados naturales, no tiene drea

entera. Basta observar que si a = b = ¢ deberfa cumplirse que
16A% = 3a*

lo cual no es posible si A es natural. Es fécil construir ejemplos de tridngulos
isésceles de lados y drea natural, y la Figura 1 constituye un ejemplo de un

triangulo escaleno con tales propiedades.

En la Proposicién 1 probamos que el drea de un tridngulo de lados y area
naturales es un miltiplo de 6. Podemos ahora formular la siguiente pregunta:
ipara cada natural m, donde m es muiiltiplo de 6, existe un triangulo de lados

naturales y drea m? La respuesta es no, falla para 18. Esto puede comprobarse




numéricamente, implementando el algoritmo del apéndice.

De ahora en adelante, nos ocuparemos de abordar el problema de hallar el

volumen minimo para tetraedros con lados y volumen naturales.

3 Algunas aproximaciones previas al problema del

tetraedro

Comencemos construyendo un tetraedro de lados y volumen naturales. La

férmula més conocida para el volumen V de un tetraedro es
V= 1Bh
3

donde B es el 4rea de la base del tetraedro y h es la altura correspondiente a
dicha base. Una manera simple de comenzar, es construir un tetraedro de modo
que tres de sus lados coincidentes formen angulos rectos entre si, es decir, de

forma que pueda encajar en la esquina de una caja.

Figura 2

En la Figura 2 supongamos que las carasa —b—c,a—d—- fyb—-d—e
forman tridngulos rectdangulos. Probando con valores pequenos para a, by
d podemos comprobar que no hay soluciones triviales. Asombrosamente, por
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métodos computacionales la primera solucién generada se obtuvo para a = 240,
b = 117, d = 44; en este caso, ¢ = 267, e = 125, f = 244 y el volumen
= éabd = 205.920. Este valor podemos pensar que no es el volumen mas

chico para un tetraedro de lados y volumen naturales.

Sin embargo, podemos construir un tetraedro mas pequefio de la siguiente
forma: para la base, pegamos dos triangulos rectangulos de lados 3 — 4 — 5 por
el lado de longitud 4 obteniendo un tridngulo isésceles de lados 5 —5 — 6 y
drea 12, sobre los lados de longitud 5 pegamos respectivamente dos tridangulos

rectangulos con lados 5 — 12 — 13. Ver Figura 3.

6

Figura 3

El tetraedro asi construido tiene volumen 48. Esto mejora el volumen antes
obtenido, pero aiin podemos esperar que este no sera el valor minimo en las
condiciones exigidas. Para seguir avanzando, resulta 1til contar con una férmula
para el volumen de un tetraedro que dependa solamente de la medida de los

lados, en forma andloga al caso del tridngulo.

4 Una férmula alternativa para el volumen.

Una férmula que sirve para calcular el volumen de un tetraedro a partir de la
medida de los lados fue hallada en el siglo XVIII por Euler. A continuacién,




daremos un esquema que permite deducir esta férmula.

Consideremos un tetraedro con lados a, b, c, d, ey f como en la Figura 4.

(a.0,0)

(0,0,0)

Figura 4

Colocamos un sistema de coordenadas, de modo que, la base a — b — ¢
quede sobre el primer cuadrante. De la figura podemos ver que se cumplen las

siguientes relaciones:

2? +y? =d> - R, (4)

(z— A)?+ (y— B)?=¢€*-h? (5)
(z—a)’+y* = f* - h’ (6)
A2 4 B? = b2, (7)
(a—A)P?+B*=¢% (8)

De (4), (5), vy (6), se obtiene que:
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a’+d*> - f? _a(A?+ B2 +d*—é) - A(e® +d* - f?)

o 2a . 2aB

Sustituyendo en la ecuacién (4) obtenemos

2 \

h? =d? —

?+d2 - f2]* [a(A2+ B +d2—e?) — A(a® +d? - f?) |
2a 2aB '

Operando convenientemente se tiene la siguiente igualdad: ‘

4a®B%h? = 40’ B%d® - B?(a*+d?— f?)?— [a(A%+ B®+d*—€?) - A(a®* +d®— f?))2. |
(9) |
Observemos que el volumen V de este tetraedro es, V = llth = —1-th.

32 6 |
Luego, 144V? = 4a2B%h2. Combinando esta informacién con (9), se obtiene |
|

144V? = 4a2B%d? — B%(a? +d®— f?)% = [a(A%+ B? + d% — e?)— A(a? +d% - f2)]%.
(10)
Para obtener una férmula para V' que solo involucre la medida de los lados,
resta reemplazar A y B2 De (7) y (8), resulta que
_a?+ b - c? B? — 4a2b? — (a2 4 b — c2)?

A
2a ¥ 4a

Sustituyendo y resolviendo para V, encontramos que el volumen del tetrae-

dro esta dado por
e R e L CoR e b e G e

(6 + d? — e2)(a® + d? — f2)(a® + b* — A)]3 (11)

Para aplicar esta férmula hay que ser cuidadoso, puesto que es posible en-

contrar valores naturales paraa, b, ¢, d, e y f, de modo que se forman tridngulos
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a—b—c,a—d—f,b—d—e, y c—e— f,y que el radicando es positivo.

Ejemplo: Sia =b =c =14, d = e = f = 8; con estos valores las caras
a—b—c,a—d— f,b—d—e, c—e— f son tridngulos; sin embargo, el valor del
radicando en (11) es -153.664.

Esto sucede, puesto que si llamamos : a al dngulo entre los lados a y b, 8
al angulo entre los lados b y d, v al d4ngulo entre los lados a y d, es claro que se
forma un tetraedro si y solamente sia < f+7v, 8 <a+7,y < a+ 3. Estoes
lo que falla en el ejemplo, pues a = 60° y v = 3 < 29°.

A esta altura podemos hacernos la siguiente pregunta: ;Esta situacion se ve
reflejada en la férmula (11)? A continuacién daremos respuesta a esta pregunta.

Haciendo uso de identidades trigonométricas podemos deducir que

(4145232

de donde inferimos que el radicando es positivo si y solamente si a < 8 + 7,
B < a+7v, v < a+ B. Lo que responde afirmativamente la pregunta antes

formulada.

Juntando toda esta informacién podemos concluir que: Si un tetraedro tiene

lados de longitudes a. b, ¢, d, e y f de modo que se forman tridngulos a —b—c,
a—d—-f,b—d—eyc—e— f entonces el volumen esta dado por la formula

(11). Reciprocamente, si los nimeros reales a, b, c, d, e y f forman tridngulos
a—b—-c,a—d—f,b—d—eyc—e— f yelradicando de (11) es positivo,
entonces se puede formar un tetraedro con lados de longitudes a, b, ¢, d, e y f

cuyo volumen estd dado por la férmula (11).

Ahora, para contribuir en la biisqueda de la solucién al problema, resulta
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litil generar una lista de tetraedros con lados naturales y volumen natural, por
ejemplo, para lados entre 1 y 20, haciendo uso de algiin programa de computa-
dora. En esta lista se puede observar que el volumen més pequefio que aparece
es 6; sin embargo, los volumenes que aparecen son muiiltiplos de 3. En primer
lugar, probaremos que el volumen de un tetraedro con lados y volumen natu-
rales efectivamente es un multiplo de 3; y luego buscaremos un tetraedro con

lados naturales y volumen 3.

5 El volumen es un miltiplo de 3

Proposicién 2 Si un tetraedro tiene lados y volumen naturales, entonces el

volumen es un multiplo de 3.

Demostracion: Consideraremos diferentes casos dependiendo del niimero de

lados que son multiplos de 3.

Como observamos en la demostracién de la Proposicién 1, los cuadrados
perfectos son congruentes a 0 6 1 médulo 3, hecho que usaremos frecuente-

mente en la prueba de esta proposicion.

Sea U = (12V)2. Como 12V = 0(3), U = 0(3). De la férmula (11) multipli-

cando convenientemente y desarrollando se obtiene
U = a®’e?+a’b? f2+a’c’d® +a’c’e? +a’d®e? +a’e* f2+ b°c2d® + 022 f? +
b2d2f'2+b262f2+c2d262+c2d2f2_a2b2c2_a2d2f2_b2d2e2_c'le2f?. o

a2et — ate? — 24 — b4 f2 — 24 — Ad.

De esta ultima igualdad se ve que la férmula (11) no depende del vértice que

rotulamos como abd. Comenzamos con el andlisis de las distintas posibilidades.
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Caso 1. Si ninguno de los lados es muiltiplo de 3, entonces el cuadarado de

cada uno de los lados es congruente a 1 médulo 3, resultando U = 2(3), lo que

no es posible.

Caso 2. Supongamos que exactamente uno de los lados es muiiltiplo de 3,

sea a = 0(3). Luego

U= {—a%e?}+{a?(B*2+ b2 f2+2d? + P +d2e® +e? f2— b —d? f2—e')} +
{b2c2d2+b2c2f2+b2d2f2+b2e2f2+c2d262+c2d2f2—b2d262-—c2e2f2 _
B2FY— b F2 — 2dt — AP}
La primer llave encierra un multiplo de 81, y la segunda un miiltiplo de 27,
pues la expresién entre paréntesis es congruente a 0 médulo 3. Si probamos
que la expresién dentro de la idltima llave es miltiplo de 27, obtenemos que

U = 0(27) y como U = 144V? resulta que V es un miltiplo de 3. Veamos

entonces que la iltima llave es un multiplo de 27.

Reemplacemos en la tltima llave b2=3B+1,c2=3C+1,d2=3D+1,
e2=3E +1, f2=3F + 1, obteniendo

{27(BCD + BCF + BDF + BEF + CDE + CDF — BDE - CEF—

C?D - CD? - B?F — BF?)+9(2BC + BD - CD - BF + CF + 2DF—-

C? _D2 _F2 . B2)}

=27(x) - 9{(B-C)*+ (D - F)*+ (C - B)(D - F)}
donde (*) es un polinomio en B, C, D, Ey F. Sea S = (B—C)*+ (D —
F)? + (C — B)(D — F). Analizando posibilidades, se tiene que S es congruente
a 06 1 médulo 3. Ahora, (4V)? = % = 3(x) — S. Si § = 1(3), entonces
(4V)? = —1 = 2(3) lo que no es posible pues es un cuadrado perfecto. Luego,
(4V)2 = 0(3), y en consecuencia, V = 0(3).
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Caso 3. Si exactamente dos lados son miltipos de 3. En este caso, se pre-
sentan dos posibilidades, o bien los dos lados comparten un vértice o no.

Si comparten un vértice, supongamos, por ejemplo, que =b=03)y
), lo

todos los otros lados no lo son, entonces como en el caso 1, U = 2(3), lo que es

una contradiccion.

Si los lados no se encuentran, deben ser opuestos. Por ejemplo, a = e = 0.

Como en el caso 2
U =27(x*) — 9{(B—-C)*+ (D - F)*+(C - B)(D - F)}

donde (**) es un polinomio en B, C, D, y F. De igual modo que antes con-

cluimos que V es miiltiplo de 3.
Caso 4. Supongamos que al menos tres lados son miiltiplos de 3.

Si hay exactamente 3 lados miiltiplos de 3 pero estos lados no forman una

cara de un tetraedro, entonces los lados forman un vértice, por ejemplo abd, o

una espina abe.

En el primer caso, si a = b = d = 0(3), resulta que U = 2(3) lo que no es

posible.

En el segundo caso, supongamos a = b = e = 0(3), entonces U = 2(3) lo

que conduce nuevamente a una contradiccién.

Si exactamente 4 lados son multiplos de 3 y no forman una cara del tetrae-
dro, entonces forman dos pares de lados opuestos, por ejemplo, ae y bf. En

este caso, U = 1(3) lo que no es posible pues U = 0(3).

Solo resta analizar la posibilidad que una cara del tetraedro se forme con
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lados muiiltiplos de 3. Supongamos que a = 34, b =3By ¢ = 3C, luego
U = 27(xxx)+9{A%(d*—e?)(e? - f3)+B*(f*~d*) (e’ - f})+C*(d*~ f?)(e*~d”)}

Obsevemos que al menos dos de los cuadrados d?, e2, f* deben ser congru-
entes médulo 3 (recordemos que las tinicas posibilidades de congruencia médulo
3 para cuadrados perfectos son 0 6 1), entonces alguna de los diferencias (d>—e?),
(€2 — £2), (f* — d?) es congruente a 0 médulo 3. En tal caso, a lo sumo uno de

los términos de la dltima llave no sera congruente a 0 médulo 3. Supongamos

que
A?(d? — e?)(e? — f2) # 0(3). Luego, A>=1(3) y (d® — €?)(e? — f?) = 2(3). En-
tonces, (4V)2 = — = 2(3) lo cual no es posible. Hemos probado que todos los

términos dentro de la llave son miltiplos de 3, con lo que resulta que U = 0(27)

y V es un miiltiplo de 3. O

A partir del resultado de esta ultima proposicién bastaria con encontrar
un tetraedro de lados naturales y volumen 3 para probar que este es el vo-
lumen minimo bajo nuestras condiciones. En la lista mencionada antes de la
Proposicién 2, no se encontré un tetraedro con volumen 3. Con un poco més
de paciencia y haciendo variar los lados en un rango més amplio, podemos

encontrar dos tetraedros de volumen 3 para los valores de los lados que siguen:

=130 bI=133NRRCE—F3) S =76 cl—F1 1S =N ()

a=147, b=32, c¢=121, d=58, e=56, [=T6
Notemos que el lado mayor en ambos casos es 76. La forma del tetraedro
presenta una cara triangular alargada, por lo que la altura correspondiente a la
cara mas larga sera muy pequena. En el segundo de los ejemplos, si tomamos
como base la cara 47-58-76, su drea es de aproximadamente 1236.05, por lo
-que la altura correspondiente es del orden de 0.006. Esto hace practicamente

imposible construir fisicamente un modelo de este tetraedro.
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6 Apéndice

En este apéndice transcribimos algunos de los programas basicos que nos per-
mitieron calcular las dreas y los volumenes mencionadas en este trabajo. Todos

los algoritmos se implementaron usando el programa Mathematica.

El primero de ellos calcula dreas de triangulos de lados y drea naturales para
valores de los lados entre 1 y 100; el segundo, notablemente mas complicado,
calcula volumenes de tetraedros de lados y volumen naturales para lados de

longitudes entre 1 y 20.

Dolu = (a+b+c)x(a—b+c)x(a+b—c)*(b+c—a);
Ifu > 0,A=N[Sqrt[u/16]};
IffA==Floor[A],Print({a, b, c,A}]]},
{a, 100}, {b,a, 100}, {c, b, 100}]

Dolw=4%a"2xb"2%d"2—a"2*(b"2+ d"2—e"2)"2-
b 2% (a°24+d2— 72)°2—d" 2% (a’2+b2—c2) "2+
(b2+d2-e2)x(a2+d2—f2)*(a"2+b2—c "2);
Iffw > 0,A=N[Sqrt[w]/12];
Ifla <Min[b + ¢,d + f],
If[b <Minla + c,d + €],
Ifle—f<c<e+ f,
If[d <Min[a + f,b + €],
If[A==Floor[A],
Print[{a, b, ¢, d, e, £, A},
{a,20}, {b,20}, {c,a + b}, {d, 20}, {e,b + d},
{f,Min[a + d,c + €]}]

Para hallar un triangulo de lados naturales y drea 18, a partir de (1) vemos

que debemos hallar valores de a, by c que verifiquen

(a+b—c)(a—b+c)(b+c—a)(a+b+c)=16*182=2634.
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Pero, para que esta igualdad se cumpla, alguno de los paréntesis debe ser menor
o igual que V/2634. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que (a+b—c) <
v/2634. Esto, junto con el hecho que (a+b—c)debe ser un divisor de 2634, implica
que, (a + b —c) < 8. Luego,

(a—b+c)(b+c—a)(a+b+c) <2534

Razonando de igual forma, se obtiene que (a — b+ ¢) < v/263%, de donde,
(a — b+ c) < 16. Entonces,

(b+c—a)(a+b+c)< 293!

y debe ser, (b + ¢ —a) < V263" = 72. Juntando toda esta informacién y
operando convenientemente, se observa que a < 12, b < 40, ¢ < 44. Con esto y

el primer algoritmo se comprueba que tal tridngulo no existe.
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