El método de Nelder—Mead
para minimizacion irrestricta sin derivadas
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Resumen. En este trabajo presentamos el método de Nelder—-Mead, junto

a algunos resultados tedricos recientes y ejemplos numéricos.

1 Introduccion

En ocasiones se desea encontrar el minimo de una funcién a valores reales,
definida en todo el espacio n-dimensional, y cuyas derivadas no estdn dispo-
nibles. Esto puede ocurrir, por ejemplo, cuando las derivadas parciales de la
funcién son computacionalmente muy caras de ser calculadas o simplemente
porque no se tiene una expresién explicita de las derivadas parciales de la
funcién. Para este tipo de problemas existen métodos de optimizacién llamados
de bisqueda directa, los cuales son muy faciles de implementar, no requieren
calcular derivadas y en general son robustos, atin para funciones no convexas o
con discontinuidades.

Una idea intuitiva y natural para problemas de dimensién 2 6 3 se origina
en el conocido método de biseccién para ecuaciones no lineales unidimensional,
y en la cual se consideran los valores de la funcién en un conjunto de puntos
del plano o del espacio (respectivamente) a fin de localizar el minimo de la
funcién. Basados en esta idea fue propuesto el método de simplex de Spendley,
Hext and Himsworth en 1962 [11] y posteriormente en 1965, el método de
Nelder and Mead [8]. A pesar de usar el mismo concepto geométrico no deben
confundirse estos métodos con el famoso método simplex para programacién
lineal de Dantzig [1].

Cada iteracién comienza con un simplex en JR™ dado por los n + 1 vértices
y los correspondientes valores funcionales. Luego de realizar algunos test en
los valores de f en uno o dos puntos adicionales, la iteracién del algoritmo

termina con un nuevo simplex, distinto del inicial, de modo que los valores
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de la funcién en los nuevos vértices satisfacen “alguna” condicién de descenso
comparada con el simplex inicial de esta iteracién. Un rasgo interesante de este
método a diferencia de otros métodos de biisqueda directa es el bajo nimero
de evaluaciones de funcién extras que realiza por iteracién. Existen métodos
de biisqueda directa que realizan n evaluaciones por iteracién. En general se
conoce que el método funciona bien en dimensiones "pequenas” y que suele
fallar en dimensiones ”grandes”. El concepto de dimensién pequeiia o grande
ha variado considerablemente en los iltimos afios con el uso intensivo de las
computadoras para el estudio y desarrollos de algoritmos y nuevos métodos
numéricos. Por ejemplo, Torczon y Dennis (3, 12] dieron ejemplos en dimensién
ocho donde el método no converge a un minimizador de una funcién suave.

El método de Nelder—-Mead es ampliamente utilizado en quimica, ingenieria
quimica y medicina. Ademds, desde su publicacién se ha convertido en uno
de los métodos mdas usados en programacién no lineal sin restricciones. Para
tener una idea de su importancia basta mencionar que es uno de los métodos
incluidos en Numerical Recipes [9] y que es el método implementado en el
conocido software MATLAB [6] para minimizacién sin restricciones. Desafor-
tunadamente el método de Nelder-Mead, al igual que el de Spendley, Hext and
Himsworth son métodos heuristicos y hasta ahora fueron probados muy pocos
resultados de convergencia. Sorprendemente, luego de tres décadas de su pu-
blicacién se ha despertado nuevamente el interés de cientificos y matematicos
del drea de optimizacién en tratar de probar resultados de convergencia para
el método de Nelder-Mead. Siendo un método tan utilizado seria muy 1til que
sus propiedades tedricas sean entendidas tanto como sea posible.

En este trabajo veremos una descripcién del método simplex de Nelder—
Mead, mencionaremos algunos resultados tedricos recientes, veremos algunos
ejemplos numéricos y finalmente presentaremos algunos comentarios finales.
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2 Descripciéon del método simplex de Nelder-Mead

Al comienzo de cada iteracién comenzamos con un simpler no degenerado en
IR™ y termina con otro simplex en IR™ (distinto del anterior). Se define un
simplex no degenerado en /R™ como la cdpsula convexa de n + 1 puntos no-
coplanares z1,Z2,...,Zn+1 € IR", es decir, no todos esos puntos estidn en un

mismo hiperplano de JR™. Supongamos que los vértices del simplex inicial estdn

ordenados de modo tal que
hsh=..=%=h, (1)

donde f; = f(z;).
Como estamos buscando el minimizador de f, decimos que z; es el mejor

vértice y que z,4+1 es el peor.
Llamamos didmetro del simplez S a

diam(S) = max ||z; — z;||.
(8) =, max _llai
Los pardmetros p,d,7 y o son usados en cada iteracién y deben satisfacer:

6>1, 0<p<d, 0<y<l O0<o<l.

Los valores defaults comtinmente usados son:

Iteracién k del Algoritmo de Nelder—Mead.

PASO 1: Ordenar. Ordenar los n+ 1 vértices del simplex como en (1).

PASO 2: Reflejar. Calcular el centroide de los n mejores puntos:
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Fig. 1: Reflexién y expansién en el método de Nelder-Mead.

Calcular el punto reflerion:
T, =T+ p(E - xn+1) = (1 + p)f — PTn+1 (2)
Calcular f, = f(z,).

Si fi < fr < fn, aceptar z, como nuevo vértice del simplex, eliminar el
peor vértice y terminar la iteracién. (Ver Fig. 1).

PASO 3: Expandir. Si f, < f1 calcular el punto ezxpansidn

Te =2 +06(zr — %) =2+ pd(Z — zn1) = (14 p6)Z - pdzn+1  (3)

y evaluar f. = f(z.). Si fe < fr aceptar z., eliminar el peor vértice y
terminar la iteracién. Si no (f. > f,) aceptar z,, eliminar el peor vértice
y terminar la iteracién. (Ver Fig. 1).

PASO 4: Contraer. Si f, > f, realizar una contraccién entre 7 y el

mejor entre T,4+1 y Zr.

4.a. Contraccién externa. Si f, < f; < fp+1, calcular
Tee =Z+Y(2r —Z) =T+ pY(Z — Zn41) = (1 +27)Z — P10 (4)
y evaluar fee = f(Zce)-
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Fig. 2: Contraccién interna y externa en el método de Nelder-Mead.

Fig. 3: Encogimiento en el método de Nelder-Mead.

Si fee < fr, aceptar ., eliminar el peor vértice y terminar la it-
eracién. Sino, ir al Paso 5. (Ver Fig. 2).

4.b. Contraccidén interna. Si f, > f,41, calcular
Ti =Z— (T - Znt1) = (1 - V)T + 7Zn41 (5)
y evaluar f; = f(za). Si fa < fa+1, aceptar z., eliminar el peor

vértice y terminar la iteracién. Sino, ir al Paso 5. (Ver Fig. 2).

PASO 5: Encoger. Evaluar f en los n puntos y; = 1 + o(z; — 1),
t = 2,...,n + 1. Los nuevos vértices del simplex en la préxima
iteracién serdn z1,vy,...,vn+1. Ver Fig. 3).
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3 Algunos resultados tedricos
Recordemos que estamos interesados en resolver el siguiente problema

Minimizar f(z) (6)
z € R"

donde f : IR™ — IR no es necesariamente continua.

Es claro que el método de Nelder-Mead es iterativo. Luego, como es ha-
bitual al considerar algoritmos de minimizacién surgen algunos interrogantes
naturales: jel algoritmo estd bien definido?, jel algoritmo es convergente?, si
converge, ;converge a un minimizador de f?, es decir, ;converge a una solucién

del problema (6)7 A continuacién analizaremos brevemente estos aspectos.

3.1 Buena definicién del algoritmo.

El algoritmo estard bien definido si dado un simplex inicial, al comenzar cada
iteracién, siempre es posible obtener un (dnico) simplex final como resultado
de seguir los pasos indicados en tal iteracién. Es facil ver que esto es cierto. El
unico inconveniente que podria surgir esta relacionado al Paso 1: jcémo ordenar
los vértices en el caso de tener valores funcionales iguales?. Esta consideracién
no fue tenida en cuenta en el articulo original de Nelder y Mead [8]. Un criterio
simple fue propuesto por Lagarias, Reeds, M. Wright y P. Wright [5] el cual,
bdsicamente, asigna al nuevo vértice el indice mds alto posible consistente con

la relacién de orden (1).

3.2 Convergencia del algoritmo.

Los resultados de convergencia que se disponen actualmente, segin el reciente
trabajo de Lagarias, Reeds, M. Wright y P. Wright [5] se restringen sélo a
funciones estrictamente convexas en dimensiones 1 y 2.
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Definicién 1 Una funcidn f es estrictamente convexa sobre IR"™ si para todo

par de puntos y,z cony # z y A tal que 0 < A < 1, se tiene que
FOy+ (1=2)z) <Af(y) + (1= A)f(2).

Si f es estrictamente convexa sobre R" y
m m
C=E/\,'Zi con0< A; <1 yZA,-:l,
i=1 i=1

entonces

m
f(e) <Y Aif(z) y por lo tanto f(c) < max{f(z1),..., f(zm)}-
=
El siguiente resultado indica que si la funcién es estrictamente convexa en-
tonces habrd descenso en los valores funcionales de los vértices del simplex o
reduccién en la cardinalidad de vértices con el mismo valor funcional que el
peor. Una consecuencia que se deduce de la demostracién es que si la funcién

es estrictamente convexa nunca se alcanza el Paso 5 (encogimiento).

Teorema 1 Sea f una funcidn estrictamente conveza en IR™ y sea Sy el sim-
plez inicial en la iteracion k. Entonces al finalizar la iteracién k, el valor
mdzimo de f en los vértices del simplez final fnax decrece estrictamente 6 en

el simplez final hay un vértice menos tal que f(z;) = fmax-

Demostracién:
En el Paso 1, ordenamos los vértices del simplex S;. Asi fmax = fan+1- Sea
Amax = {zi € S1|f(Zi) = fmax}- Claramente Anax €s no vacio.
En el Paso 2 del Algoritmo calculamos z, y f, = f(z,).
Si fr < fa, termina la iteracién y el valor mdximo en el simplex final decrece.
Si no, esto es f, > fp, debemos ir al Paso 4 para realizar una contraccién.

Si la card(Amax) = 1 tenemos dos casos posibles:
Caso 1: si fn < fr < fas1 se realiza una contraccién externa:

Icc=5+'7(zr_£)=7$r+(1—7)§a 0<y<1
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Como f es estrictamente convexa

f(@ee) < vfr + (1=7)f(2) < max{f(z,), f(Z)}

1@ = f (2 %) <Y Lf@) S he
i=1

g=1
Luego f(Z) < fr y entonces f.. < fr. Por lo tanto la iteracién termina
aqui con descenso en el valor maximo en los vértices del nuevo simplex.

Caso 2: si fr > fn+1 se realiza una contraccién interna:
T =Z+Y(Z - Tn41) =1Tn1+(1-7)Z, O0<7y<l.
Como f es estrictamente convexa

f(ze) < vfat1 + (1 =) f(Z) < max{f(zn+1), f(2)}

y f(Z) < fn £ fnt+1 entonces f(zq) < fn+1 y por lo tanto la iteracién
termina aqui con descenso en el valor maximo en los vértices del nuevo

simplex.

Si card(Amax) > 1, solo el Caso 2 puede ocurrir (pues fn, = fn+1) ¥y en este
caso no habrd descenso en el maximo valor de los valores de f en los vértices

del nuevo simplex, pero al eliminar z,4+; card(Amax) se reduce en una unidad.

En el caso unidimensional se probé en [5] que el método de Nelder-Mead
converge a un minimizador. Observar que el simplex en dimensién 1 consiste
de un intervalo cerrado.

Por otro lado, para dimensién 2 y usando p = 1,§ = 2y y = 1/2, se demostré
en [5] que los valores de la funcién en los 3 vértices del simplex convergen a un
mismo valor. Mas aun, el didmetro de los simplex generados por el algoritmo
convergen a cero. Notar sin embargo que este ultimo resultado no afirma que

la sucesién de simplex converja a un tnico punto.
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Aunque este resultado parezca débil, Mckinnon [7] presenté contraejemplos
de funciones estrictamente convexas donde el método de Nelder-Mead converge
a puntos no estacionarios. Hasta el presente no hay ninguna demostracién en
dimensién 2 (ni en dimensiones mayores) acerca de la convergencia del método a

minimizadores, atin para funciones tan simples como el paraboloide z = z? +12.

4 Experimentos numéricos

Veremos ahora algunos experimentos numéricos usando el método de Nelder—

Mead en dimensién 2.

Problema 1.

Estudiaremos en detalle el problema de hallar el minimizador de la funcién
f(z,y) = 2% — 4z 4+ y? — y — zy. Es facil probar que f tiene un minimizador en
z* = (3,2) y que f(z*) = -T.

Comenzamos con el simplex inicial dado por los puntos: z; = (1,0),
zy = (0,0.25) y z3 = (0,0), cuyos correspondientes valores funcionales son
fi=-3,f2=0.025y fz3 = 0. A partir de este simplex aplicamos el Algoritmo
de Nelder-Mead.

En la Tabla 1 mostramos los resultados obtenidos en las primeras 14 ite-
raciones. En la primera columna indicamos el nimero de iteracién, y en las
columnas restantes estdn cada uno de los tres vértices del simplex y los respec-
tivos valores funcionales. Como se puede ver en esta tabla, la sucesién generada
por el método de Nelder-Mead convergera al minimizador z* = (3,2). En la
Fig. 4 se observa la sucesién de simplex (tridngulos para problemas bidimen-
sionales) generados por el método de Nelder-Mead.
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It. o1 | f(z:) | z2 [ f(z2) | 3 | f(z3) |
1 (1,0) -3 (0, 0.5) -0.25 (0, 0) 0
2 (1.5, 0.75) | -5.0625 (1,0) -3 (0, 0.5) -0.25
3 (1.5, 0.75) | -5.0625 (2.5,0.25) | -4.5625 (1,0) -3
4 (3,1) -6 (1.5,0.75) | -5.0625 (2.5,0.25) | -4.5625
5 (2, 1.5) -6.25 (3,1) -6 (1.5,0.75) | -5.0625
6 (3.5, 1.75) | -6.5625 (2, 1.5) -6.25 (3, 1) -6
7 (2.5, 2.25) | -6.5625 (3.5, 1.75) -6.5625 (2,1.5) -6.25
8 (2.5, 1.75) | -6.8125 (2.5, 2.25) | -6.5625 (3.5,1.75) | -6.5625
9 (3, 1.875) | -6.9844 (2.5,1.75) | -6.8125 (2.5,2.25) | -6.5625

10 (3, 1.875) | -6.9844 (2.875, 1.5938) | -6.88701 (2.5,1.75) | -6.8125

11 (33 1.875) -6.9844 (2.7188, 1.7422) -6.9269 (2.875, 1.5938) | -6.88701

12 (3, 1.875) | -6.9844 (2.8438, 2.0234) -6.9714 (2.7188, 1.7422) -6.9269

13 (3, 1.875) | -6.9844 (3.125, 2.1562) -6.9795 (2.8438, 2.0234) -6.9714

14 || (2.9531, 2.0195) | -6.9965 (3,1.875) | -6.9844 (3.125, 2.1562) | -6.9795

Tabla 1. Sucesién de simplex generados por el método de Nelder-Mead.

Problema 2.

Seleccionamos algunos problemas test de la coleccién de Schittkowski para pro-
gramacién no lineal [10] (ver Apéndice) y usamos el comando fminsearch de
MATLAB (version 6.0.0.88). Este comando es una implementacién del método
de Nelder-Mead. Usamos los siguientes parametros default de MATLAB:

e TolX = 10~* (tolerancia en la variable z).

e TolFun = 10~ (tolerancia para el valor de la funcién f(z)).

En la Tabla 2 mostramos los resultados obtenidos usando fminsearch.

l Problema (z3,¥7) f(y1,937) l Iter. | Eval. de funcién ]
201 | (5.0000, 6.0000) | 1.5825E-09 43 83
202 | (5.0000, 4.0000) | 3.2293E-09 | 54 105
205 | (2.9999, 0.5000) | 5.5253E-10 | 83 161
206 | (1.0000, 1.0000) | 8.2638E-10 50 98
207 | (1.0000, 1.0000) | 8.2638E-10 53 98
208 | (1.0000, 1.0000) | 8.1777E-10 85 159
209 | (1.0000, 1.0000) | 1.9415E-10 311 579
211 | (1.0000, 1.0000) | 2.5263E-10 86 166
213 | (1.0000, 1.0000) | 1.5602E-35 46 89

Tabla 2. El método de Nelder-Mead en algunos problemas tests.
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Fig. 4: Sucesién de simplex del método de Nelder-Mead para el Problema 1.

5 Comentarios finales

Como puede apreciarse el método de Nelder-Mead se presenta como un método
atractivo para el problema de minimizacién sin restricciones. Las principales
razones por las que se ha hecho tan popular se escriben a continuacién: en
primer lugar, en varias aplicaciones tales como procesos industriales de control el
usuario no desea encontrar el minimo de alguna funcién sino est4 sélo interesado
en encontrar valores que mejoren la performance de esa funcién, esto es, que
la funcién tome valores menores. Esto puede lograrse en pocas iteraciones con
este método. En segundo lugar, existen muchas aplicaciones de la “vida real”
donde las derivadas de la funcién a minimizar no est4n disponibles, porque no
pueden ser calculadas o porque son muy “caras” numéricamente de calcular,
y como vimos en la descripcién del algoritmo no se requieren derivadas de
ningin orden. Este método sélo utiliza unas pocas evaluaciones de funcién por
iteracién, a diferencia de otros métodos de biisqueda directa o diferencias finitas
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que requieren n o mds evaluaciones de funcién por iteracién. Por iltimo, la idea
del método es simple y facil de entender asi como muy ficil de programar.
Ademads el método de Nelder-Mead es desafiante tanto desde el punto de
vista tedrico como practico. Para obtener resultados en ambas direcciones es
fundamental realizar numerosos experimentos numéricos con funciones de di-
ferentes tipos (convexas, no convexas, generales) a fin de lograr una mayor
comprensién del método y tratar de mejorar sus puntos débiles, incluyendo
nuevas estrategias en el algoritmo. Por ejemplo, recientemente, Kelly [4] pro-
puso una condicién de descenso mads fuerte que en la versién original la cual

evita puntos de “estancamiento” no estacionarios.
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Apéndice

Problemas de minimizacién sin restricciones de la coleccién de problemas test
de K. Schittkowski [10].
¢ Problema 201: f(z) = 4(z; — 5)% + (z2 — 6)2.

Punto inicial: (zg,yo) = (8,9). Punto solucién: (z*,y*) = (5,6).

e Problema 202: f(z) = (=13 + 71 — 2z + 523 — z3)?

+ (=29 + z; — 14z + 23 + z3)%.

Punto inicial: (zg,y0) = (6,10). Punto solucién: (z*,y*) = (5,4).
e Problema 205: f(z) = (1.5 — z1(1 — z3))?

+(2.25 — z1(1 — z3))? + (2.625 — z1(1 — z3))2.

Punto inicial: (zo,%0) = (0,0). Punto solucién: (z*,y*) = (3,0.5).
e Problema 206: f(z) = (z2 — %)% + 100(1 — z;)*.

Punto inicial: (zo,y0) = (—1.2,1). Punto solucién: (z*,y*) = (1,1).
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e Problema 207: f(z) = (z2 — 23)? + (1 — z1)?, (funcién Banana de
Rosenbrock).

Punto inicial: (zo,%0) = (—1.2,1). Punto solucién: (z*,y*) = (1,1).

e Problema 208: f(z) = 100(z2 — z2)? + (1 — z1)%

Punto inicial: (zo,%0) = (=1.2,1). Punto solucién: (z*,y*) = (1,1).
e Problema 209: f(z) = 10%(z2 — %)% + (1 — z1)%

Punto inicial: (zo,%0) = (—1.2,1). Punto solucién: (z*,y*) = (1,1).
e Problema 211: f(z) = 100(z2 — z3)? + (1 — z1)2.

Punto inicial: (zo,%0) = (—1.2,1). Punto solucién: (z*,y*) = (1,1).
¢ Problema 213: f(z) = (10(z1 — z2)? + (z1 — 1)?)%.

Punto inicial: (zo,%0) = (3,1). Punto solucién: (z*,y*) = (1,1).
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