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Nuestro objetivo (como ya fue establecido en la primera parte de estas
notas) es calcular una férmula cerrada para el término general de una sucesién

recursiva lineal. Antes de proseguir, recordemos la definicién:

Definicién: Una sucesién {zn}nen de nimeros complejos se dice recursiva

lineal si existen kK € IN y nimeros complejos ag, a1,...,ar—; tales que

Tnik = 00-Tpn +01-Tntl + -+ Qk—1-Tpik1 Vn € IN.

3. La férmula general

En esta seccién, mostraremos como se obtiene una férmula general para
el término n-ésimo de una sucesién recursiva lineal. Para eso, usaremos la
siguiente
Definicién: Sea P = Z a; X' € C [X] — {0} un polinomio de grado k y sea

0<i<k
{Zn}nex una sucesién recursiva lineal. Se dice que {z,},ec satisface P si

Qg.Tp +Q1.Tpnel + -+ Ty =0 Vn € IN.

Es decir, astamos asociando un polinomio a la ecuacién de recurrencia de
la sucesién. Por ejemplo, una sucesién geométrica de razén A satisface los poli-
nomios (X — ) y (X2 — A2) (ver Ejemplos 1 y 2), cualquier sucesién aritmética
satisface el polinomio X2 —2X + 1 (ver Ejemplo 3) y la sucesién de Fibonacci

satisface el polinomio (X2 — X — 1) (ver (1) en Introduccién).

Para encontrar una férmula general del término n-ésimo de una sucesién re-

cursiva lineal {z,, }nen, traducimos nuestro problema a una ecuacién matricial.




k-1
: S i
Supongamos que {Zn}nen satisface un polinomio P = X* — E ;. X" en
i

k-1
C[X]. Es decir, para todon € IN, z,, = Z @;.Tn+;. En notacién matricial,
i=0
podemos escribir:
0o 0 ... 0 Ty Tt
1 0 “ e 0 :I:n.,.l zn+2
0 0 1 oo 0 ' In.+2 _ .Tn._‘x.:; Vn € IN
0 0 0 0 e 1 $n+k_2 xn+k_1
Qp a a2 Qa3 ... 011.-—1) $n+k—1/ Tntk

y mas generalmente, si notamos con Cp a la matriz

( 0 1 O
0
0 0 1
Cp =
0O 0 0 o0 1
\ao g1 2%) o4y S ak_1/
tendremos que
T Tj+1
) Lj+2
(Cp)j. z3 | = | Zj+3 Vj e IN.
Tk Tj+k

Por lo tanto, tomando j + 1 = m, tendremos que el término m-ésimo de
la sucesién {z,}nen serd una combinacién lineal fija de los coeficientes de

(Cp)™~!. Nuestro problema se reduce, por lo tanto, a encontrar una férmula



para las potencias de la matriz Cp. Para eso, consideraremos primero un caso

particular.
3.1. El caso de las raices simples

Supongamos que el polinomio P tiene todas sus raices simples. Como la
matriz Cp tiene a P como polinomio caracteristico (notar que Cp es la matriz
compaiiera del polinomio P), la matriz Cp resulta diagonalizable. Es decir, si

Al,... ) son las raices de P en C, existe una matriz D € Ck*k inversible tal

que
M 0 0 0

0 X O 0

DCp.D™'=]0 0 X 0

0 0 0 ... X\

y por lo tanto, usando la convencién 0° = 1 si es necesario,

At g 0

0 Ao ...
(Cp)* =Dt 0 0 X' ... 0 |.D Vnel
0 0 0 ... At
Es decir, los coeficientes de (Cp)™~! serdn combinaciones lineales fijas de
X 4 T AZ"I y por lo tanto el término n-ésimo de la sucesién también
ser4 una combinacién lineal fija de A7~} A77Y, ... )\z_l, con lo que queda de-

mostrada la siguiente

Proposicién. Sea {Z,}nen una sucesién recursiva lineal que satisface un poli-
nomio P € C[X] de grado k cuyas raices Aj, Ag,...,Ar son todas distintas.

Entonces existen ay,as,...,ar € C tales que




Tn=ap AP+ ag A 4+ + ak./\z—l Yn € IN. o

Ahora utilizaremos esta Proposicién para encontrar una férmula general de

algunas sucesiones que ya vimos.

Consideremos la sucesién periédica {zn}nen (Ejemplo 5) definida por

8 8
N —
[
(S

8
Il
ant

3
In43 =In Vn € N.
Esta sucesién satisface el polinomio P = X3 — 1 y, por lo tanto, usando la
Proposicién anterior, deben existir a, b y ¢ en C tales que
-1 n—1
-1+iV3\" -1-iV3
In ==a.14-b.(————§—3£:) +‘C.(~———§—:£:> Vn € IN.

Teniendo en cuenta las igualdades paran =1, n =2 y n = 3, se obtiene

(a+b+c=1

{a+b (i’—;i‘ﬁ)+c. (i;ﬂ) 3

—1-iV3 —1+iV3 =
o+, (2598) 4o (2588) =5
Yy, resolviendo el sistema se tiene quea =3, b= -1+ z‘/_ =-1- z‘g_. Es

decir, para todo n € IN,
. n—1 n-—1
$n=3+<—1+i§> (_1+T“/§> +<—1—z‘§)( 1;"/—) .

Consideremos ahora la sucesion de Fibonacci {fn}nen (ver Introduccién)

definida por
fi=1

fa=1
fn+2 =fn+fn+1 Vn € IN.
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Esta sucesién satisface el polinomio P = X* — X — 1 que tiene por raices a

1_+_2£ ya 1—“2—‘—/—5 Por lo tanto, existen a y b en C tales que
el ot
1+ 5 1-+/5
fan =a. (T\/S> +-b. (T\/5> Vn € NN

Como f; =1y f2 =1, tenemos que

a+b=1

o (155) +5.(1558) =1

de dondea-—-—\}—g.( > )yb=—\/5.(1‘2‘/3) con lo que

fn=—'1—<l'+—\/5> “1 <¥5> Vn € IN.

Aplicacién: Sean a y b nimeros naturales. Queremos estimar la cantidad
de divisiones necesarias para calcular el maximo comin divisor entre a y b

mediante el algoritmo de Euclides.

Lema: Sean a < b nimeros naturales. Consideramos que el algoritmo de
Euclides siempre comienza dividiendo el mayor niimero por el menor. Si f, <
a < fn+1 (donde f; es el i-ésimo niimero de Fibonacci), la cantidad de divisiones

necesarias para efectuar el algoritmo de Euclides estd acotada por n.

Demostracién: Lo demostraremos por induccibn enn. Sin=16n = 2 el
resultado es obvio. Supongamos n > 2. Como f, < a < fp+1, el resto r de la
divisién de b por a es menor que fr4+1. Pueden darse dos casos.

i) 7 < fn, en cuyo caso el algoritmo de Euclides entre a y r involucra a lo sumo
n — 1 divisiones (por hipétesis inductiva) y por lo tanto, catre a y b involucra

a lo sumo n divisiones como queriamos demostrar.




ii) fn <7 <a < fns1. En este caso, el siguiente paso serd dividir a a por r. Si

llamamos ¢ al cociente y 7' al resto, tenemos que:
r'=a-rg<a-r<far1—fa=faa

Luego, el algoritmo de Euclides entre 7 y ' involucra a lo sumo n — 2 divisiones
(por hipétesis inductiva) y por lo tanto, entre a y b involucra a los sumo n

divisiones como queriamos demostrar. o

Proposicién: Sean a < b numeros naturales. El nimero de divisiones nece-
sarias para calcular el maximo comun divisor entre a y b por medio del Algo-
ritmo de Euclides estd acotado por 5(D + 1), donde D es la cantidad de cifras

del desarrollo decimal de a.

Demostracion: Usando el Lema anterior, si queremos estimar el nimero de di-
visiones necesarias, deberiamos encontrar todos los n tales que f, < a. Usando

la férmula general de los nimeros de Fibonacci tenemos que

1 (1+vE\" 1 1—\/5"<
5\ 2 Vo \ 2 =

y esto implica

con lo cual

1+V5
nlogq ( 5 ) < log;o(V3.(a + 1)) < logio(a) + 1

y por lo tanto

n < 5(log;pa +1).

Notar que logy a es la cantidad de cifras del desarrollo decimal de a. o



3.2. El caso de las raices miiltiples

El razonamiento anterior evidentemente no funciona en el caso en que la
sucesion satisface un polinomio con raices miltiples ya que la matriz Cp no es
diagonalizable pero igualmente se puede tratar de encontrar una expresién para
los coeficientes de la matriz (Cp)"~!. Para eso utilizaremos la forma normal de
Jordan de dicha matriz. Como la matriz Cp es la compaiiera del polinomio P,
tanto el polinomio caracteristico como el minimal de Cp es P y por lo tanto, si
A1,...,Ar son las raices distintas de P, la forma normal de Jordan de Cp tendra
un solo bloque de Jordan asociado a cada autovalor de P. Es decir, existe una

matriz D € €**¥ inversible tal que

Jy 0 0 ... 0
0 Jy, 0 ... 0
DCpD'=|1 0 0 Jy, ... O
0 0 0 ... Jy

donde cada J), es bloque de Jordan, es decir, una matriz del tipo

X 0 0 ... 0 ©
1 N 0 ... 0 0
=0 1 XN ... 0 0
0 0 0 ... 1 X

Elevando la matriz de Jordan de Cp a la n — 1 multiplicando por bloques

se tiene que

(ho™t 0 0 0
0 (J,\z)n_1 0 S5e 0
(Cp)* =D 0 0 (e T 0 .D.
0 0 0 Nt




Por lo tanto bastard saber elevar un bloque de Jordan para obtener infor-
macién sobre los coeficientes de (Cp)"~!. Supongamos que Jy, € € 7%y

observemos algunas propiedades:

e ) El bloque de Jordan J), se puede escribir como suma de dos matrices

que conmutan:

(/\i 0O 0 ... 0 0 (0 0 0 ... 0 0\
0 X 0 ... 0 0 1 0 0 ... 0 0
0 0 XA ... 0 0 0
+
\0o 0 0 ... 0 ,\i) \o 0 o0 .. 1 o)

Como las dos matrices conmutan, para elevar la suma a la n — 1, podemos

usar la férmula del binomio de Newton.

e o) Sillamamos N a la matriz

(0 0 0 0 0 0)
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0
N=|0 0 1 0 0 € gxJ
\o 0 0 .. 0 1 0)

y notamos con I, a la matriz identidad en € *", tenemos que
ol 0 0
“\Lo o)’
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0 0 0O

2 0 0 0O

N ) 0 0

=20 0

y,paralgigj—l,
0 0 0 0
i_| O 0 0N E0)
e 0o ... 0
Li_;

O ()

Es decir, a medida que se eleva la matriz N, los unos van “bajando” una
fila por vez.

Sii > j, N = 0. Asi que, aplicando la férmula del binomio de Newton
! 1
ne

obtenemos (Jy,)" ! = (\il; + N)" ! = Z("ZI)J?{'I"N‘. Con la convencién
=1
que (*7') =0sii>n—1, se tiene que (Jy,)" ! es igual a

(  Pame 0 0 0 0
e DY Vo 0 0 .
CFHAm (A )2 0 0
Ve Pl o Pl ot P O o DR i o
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Luego, tenemos una férmula para (Cp)"~!. Notar que (;‘:11) es un polinomio

degrado j—lenny, si A # 0, AT~/ = AP"L.A7™/. Por lo tanto, (}2}) A7 ™ =

(?:%).A:—j.)\;"l es un polinomio de grado j — 1 en n multiplicado por A7~
Para el caso \; = 0 usamos la convencién 0° =1y 09 = 0si j € Z — {0} para

resumir la escritura. Queda demostrado entonces el siguiente

Teorema. Sea {Zn}nen una sucesién recursiva lineal que satisface un poli-

nomio P € € [X] cuyas raices complejas no nulas son Aj, Ag,..., A, con mul-
tiplicidades s, s2, ..., s, respectivamente y 0 es raiz de P con multiplicidad s
(eventualmente s = 0). Entonces existen polinomios fi, fa,..., fr en C[X] con

gr(fi)<si—1lo fi=0ycy,...,cs € C tales que

S
Zn = fi(n) AT+ f2(n) AT+ L+ £ () AT+ Y 0" VneN. o
=1
Encontremos ahora una férmula general para la sucesién, definida en el
Ejemplo 6, cuyo término n-ésimo cuenta la cantidad maxima de operaciones

necesarias para triangular una matriz de n xn por el método de Gauss. Recorde-

mos que
=90
Tok—F3
T =H3
DA =131
\ Tnyq4 = 4Zpy3 — 6540 + 4200y — 1z, VYn € IN.

El polinomio P asociado a esta recursién es
P=X4—4X34+6X2-4X+1=(X-1)"

Utilizando el teorema anterior para la sucesién {zn }nen, obtenemos que su

término general debe ser de la forma

Zpn=an’+bn’+cn+d Vn € IN
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para a, b, c y d complejos. Igualando los primeros cuatro términos de la sucesién

a su correspondiente férmula, o sea

a+b+c+d=0
8a+4b+2c+d=3
27a + 90 +3c+d=13
64a + 16b + 4c +d = 34

obtenemos que

Ejercicios
Ejercicio 6. Calcular las férmulas generales de las siguientes sucesiones:
{a1=1,a2=0,a3=1,a4=0

an+4 = 10ap4+3 — 35an+2 + 50an4+1 — 242, sin2>1

ii)

{a1=1,a2=1,a3=1,a4=1

Gni4 = —6ani3 —13an42 — 12ap4) —4a, sin2>1

n
iii) an =) i’sin>1

=1

n
iv) an=Zi3 sin>1

=

n
v) a.n=§:i4 sin>1
=1
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Ejercicio 7. Sean € IN,seana ,b € Cysea A € C™*" la matriz

b a 0 0 0 O\

b a 0 0 0

a b a 0 0

A= 0 a b 0 0
o 0 O 0 -+ b a
\0 0 0 0 - a b)

Calcular det(A) en funcién de los valores de a, b y n.

Ejercicio 8. Dados k € INg y a € IR, se considera la integral

7 cos kz — cos ka
Sk =/ dz
0 COST — cosa

i) Probar que Sxy; = 2cosa Sk — Sk—1 Vk € IN.

ii) Calcular Sx Vk € IN.

Ejercicio 9.
i) Se considera la sucesién {an}nen definida por la férmula
an=(1+Vv2)"+(1-V2)"

Encontrar una definicién recursiva lineal para {ap}nen. Deducir que
[(1 + \/f)"] =n+1 (mod 2) Vn € IN (donde [z] significa parte entera
de z).

ii) Encontrar p y ¢ niimeros naturales tales que

[(p-+-2____\/t7)n] =n (mod 2) VneN.
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Ejercicio 10. Sean A y E vértices opuestos de un octégono regular. Una rana
estd en el vértice A y comienza a saltar de vértice en vértice, con las siguientes
dos reglas:

I) Desde un vértice cualquiera del octégono distinto de E, puede saltar a
cualquiera de los dos vértices adyacentes.

II) Cuando llega al vértice F, la rana deja de saltar y se queda alli. Para
cada nimero natural n, sea a, el nimero de caminos distintos que puede seguir

la rana con exactamente n saltos, terminando en E.
Probar que

a1 =0

an = J5((2+V2)" 1 - (2-V2)*!) VneNN.

4. Una generalizacién: Sucesiones mutuamente recursivas lineales

Consideremos ahora las sucesiones {an}nen ¥ {bn}nen definidas por
{a1=1 0,2=0 bl=0 b2=1
An+2 = 2bp41 +an bn+2 = @n4+1 + bn.

Tratemos de traducir las ideas precedentes a esta situacién. Transformando
la definicién anterior a una operacién entre matrices tenemos, como antes, que

n—1

010 0 ay an
1 0 0 2 as Qn+1
000 1 b || ba
0110 by bnt1

El polinomio caracteristico de la matriz es

X=X'-4x%+1
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y todas sus raices son simples, por lo tanto la matriz es diagonalizable. Luego

existen complejos a1, @2, 1, B2, M. 72, 01 Y J2 tales que

Y e SN v
+m.(V2— \/5)71-1 + 51,(—\/2 _ \/g)n—l

b, = aa.( 2+\/_an/32 V2+\/_)nl

7. (V2 = VB + (-2 - V3L

Resolviendo los sistemas lineales asociados a los primeros cuatro términos

de las sucesiones tenemos que,

an~(3“:2‘[> (14 (1) (\/2+\/’) Ty

+ (3 "12‘/5> (L+ (=), ( 2-V3 o VneN

bn—<‘1/2§) {1+ (=1)"). <\/2+\/§)n+
+(l1‘2/—§> a+en.(V2-v3) wen.

Este método se puede adaptar a varias sucesiones mutuamente recursivas

lineales. Como la demostracién es esencialmente la misma que en el caso de una

sola sucesién, nos limitaremos a dar una definicién y a establecer el resultado.

Definicién: Sean {a,(f)}netv 1 <1< r) r sucesiones en C N Se dice que son
mutuamente recursivas lineales si existe k € IN y complejos a( 9 1<:<

r, 0<j<k-1) tales que

aff_)‘_k= Z ( Z a(s) n+]) (1<i<r) VYn € IN.

1<s<r \0<j<k~1
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Es decir, cada término de cada sucesién depende linealmente de los k términos
anteriores de todas las sucesiones. En este caso podemos obtener una matriz A

kxrk

C tal

en al que ) )
n

2
(1 (1
ak) anlk—l
An—l' 2 = s
S I s
air) \ af:lk—l

Usando la forma normal de Jordan de A para obtener A"~! como antes,
podemos dar una férmula del término general de cada sucesién {a,(f ) }new. (La
tinica diferencia es que, como la matriz A no es una matriz compaiiera, su forma
de Jordan puede tener mas de un bloque de Jordan para cada autovalor, pero

los célculos son esencialmente los mismos).

Para terminar, podemos enunciar el siguiente resultado cuya demostracién

se deduce de lo hecho anteriormente.

Proposicién: Sean {aﬁf)}nem (1 <1 < r) r sucesiones mutuamente recursivas
lineales en C™. Entonces, cada {aff)}nem (1 < i < r) satisface una férmula

como la dada en el Teorema de la seccién 3.2. o

Ejercicios

Ejercicio 11. Sea {fn}nen la sucesién de Fibonacci. Calcular el término

general de la sucesion {F;, }nen definida por
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Fi=1 FR=1
fn+2=-7:n-+-l+}—n+fn+2 Vn € IN.

Ejercicio 12. Calcular una férmula general para las sucesiones {@n}nen ¥

{bn}nen definidas por

{a1=1 0.2=0 b1=0 b2=1

Gn+2 = 2bp41 +an bnt2 = any1 + b
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El enunciado del ejemplo de sucesiones mutuamente recursivas resuelto en la
seccién 4 fue extraido de [1], donde también se encuentran férmulas generales
para sucesiones recursivas usando funciones generatrices (series formales de po-
tencias). También se extrajeron de alli los ejercicios 9 y 11.

Los ejercicios 7 y 8 fueron extraidos de [5] donde ademds se pueden encontrar

muchas otras aplicaciones de este tema (a la fisica, a la probabilidad, etc.).
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En (3] se trata el tema de las sucesiones recursivas lineales con un nivel elemental
pero casi sin demostraciones.

Las nociones bdsicas de Algebra Lineal, forma normal de Jordan y matrices
comparneras se pueden encontrar en [2]. (una aproximacién mas elemental a
estos temas puede leerse en [3]).

El ejercicio 10 fue extraido de la Competencia E. Paenza del afio 1990.
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